JSO 


150' 


09' 


90' 


30' 


Jahresbericht  der  Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 

Deutsche  Mathematiker-Vereinigung 


HARVARD  COLLEGE 
LIBRARY 


FROM  THE 

FARRAR  FUND 

The  bequest  of  Mrs.  Eliza  Farrar  in 
memory  of  her  husbandtJohn  Farrar, 
UoUit  Profe*$or  of  Mathematici, 
Asironomy  and  Natural  Phihsophyt 
1807-1836 


SCIENCE  CENTER  LIBRARY 


/ 


Jahresbericht 

der 

Deutschen  Mathematiker-Yereinigung. 

Achter  Band. 

Enthaltend  die  Chronik  der  Vereinigusg  lür  das  Jahr  1899, 
die  Mi  der  Vemnuiüimg  in  HUnchen  gehaltenen  Vortrftge» 

^  sowie: 

o 

IMe  Bitwickelos  der  Lelm  tm  dei  Pmfct—BifgflJtigkdtsB. 

Bericht  von  Arthur  Öchoenflies  in  Königsberg  i.  Pr. 

Mit  8  Figuen  im  Text. 

►  _■  

Uerausg^ben  im  Auftrage  des  Vorstande« 

O.  Hanok        mi4     A.  OutniMr 

1»  Biirlte.  In  1«m. 


Leipzig, 

Druck  nnd  Verlag  Ton  B.  G.  Teubner. 

1900. 


y  Google 


♦ 


V 


Alle  Hechte,  eimchliersUch  des  überüetzungarcchtu ,  ?oirbehalten. 


Digitized  by  Google 


Inhalt 


Erstes  Haft. 

L  Chronik  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung» 

Bericht  Ober  die  Jahresversammlüng  zu  Mnnchen  am  17.  bia  28.  8ei>- 

t€mber  1899   8 

GeBchüftlicher  Bericht   10 

Kaasenbericht   11 

Statuten  and  QeachäfUoidmmg  der  Deatechen  Mathe matiker-Ver- 

eipiyuny    .   .   12 

Mitglieder -Verzeichnis  nach  dem  Stande  vom  31.  Deoember  1899.  .  14 
Zum  Gedächtjiia; 

Louis  Gonzaga  Gaecö   26 

C.  I.  Gerhardt.    Von  M.  Cantor.    Mit  Portrat   28 

Sophus  Lie.    Von  Friedr.  Engel.   Mit  Porträt   80 

E.     Lommel.    Von  L.  Boltzmann.    Mit  Porträt   47 

Friedr.  Meyer.    Von  G.  Rieh m.    Mit  Forträt   59 

H.  Schapira.    Von  C.  Koehler    Mit  Porträt   61 

Karl  Schober.    Von  W.  Wirtingcr.    .Mit  Porträt  


H.  Die  auf  der  Versammlung  zu  München  gehaltenen 

Vorträge. 

L.  Boltzmann.     Über  die  Entwicklung  der  Methoden  der  theo- 

retifichcn  Physik  in  neuerer  Zeit   71 

H.  Weber.    Wirkung  der  neuen  preufsischen  Phrfifungsordnung  für 

Lehramtscandidaten  auf  den  üniversitätsunterricht   95 

G.  Hftuck.    Correferat   105 

F.  Klein.    Bemerkungen  zu  den  vorstehenden  Referaten  118 

A.  Krazer.    Über  den  Unterricht  in  der  darstellenden  Geometrie  an 

der  Universität  Strafsburg  119 

E.  Study.   Einige  Bemerkungen  zu  der  neuen  preufsischen Prflfiinga- 

ordmmg  121 

Berichte  uad  Discuasion  übei*  die  Decimalteilung  der  Winkel-  und 

Zeitgröfsen.   (Von  Mehmke,  Banschinger,  Schälke  u.  A.)  1J3 


IV  Inhalt. 


M.  Noether.    Über  Riemaim's  Vorlesungen  von  1861  —  62  über 

Abersche  Functionen   117 

P.  Gordan.    Über  die  aymmetrischen  Functionen   178 

 .    Über  homogene  Functionen   180 

I).  Hilbert.    Über  den  Zahlbegrifl"   180 

 .    Über  daa  Dirichlct'scbe  Princip   184 

A.  Sommerfeld.    Bemerkungen  znr  Variationarechnung   188 

J.  Sommer.    Über  Eigcnechaften  guadratiBcher  Mannigfaltigkeiten 

in  höheren  Räumen   198 

Fr.  Engel.     Zwei   merkwürdige  Gruppen    des  Raumes  von  fünf 

DimenBionen   196 

K.  Zindler.    Über  ComplexcnrYen  und  ein  Theorem  von  Lie  .  .  .  1&9 

K.  Doehlemann.    über  hyperboloidische  Gerade   199 

A.  Brill.    Über  ein  Beispiel  des  Herrn  Boltzmann  zu  der  Mechanik 

von  Hertz   200 

E.  Study.    Die  Geometrie  der  Dynamen   204 

E.  Schimpf.    Einführung  eines  Mafses  der  Convergenz  in  die  Lehre 

von  der  Convergenz  der  nnendlichen  Processe  .♦..«...  216 

M.  Lerch.    Arithmetisches  über  unendliche  Reihen   217 

J.  Horn.     Divergente   Reihen   in   der   Theorie   der  Differential- 
gleichungen   219 

E.  V.  Weber.     Eine  fundamentale  Classification  der  Diff'erential- 

probleme   221 

K.  Hensel.    Über  eine  neue  Theorie  der  algebraischen  Functionen 

zweier  Variablen  (Referat)   221 


ZweitflH  Heft. 

0         m.  Die  Entwiokelung  der  Lehre  von  den  Punkt' 

mannigfaltigkeiten» 

Bericht,  erstattet  der  Dentachen  Mathematiker -Vereinigung  von 

Arthur  Schoenfliea   1 


Berichtigung. 

Im  Jahresbericht  VEI,  Heft  1,  S.  49,  Z.  23  v.  o.  mufs  es  heiCsen 
„Enkelin"  statt  „Tochter". 


ö 

DIE  £NTWIC£ELUNG  D£E  LEHKE  VON  DEN 

PUNKTMANNIGFALTIGKEITEK 

BERICHT, 

BB8TATTBT  DBR  DBUTSÜRBH  MAIHBWkTIKn.TKBBIlliainie 

vo« 

ARTHUR  aCHOENFLIES, 

O.  Ö.  PBOFBSflOa  AH  DU  ÜhXTXKSXTÄX  IK  KdKXOSBS&O  I.  PK. 


Digitized  by  Google 


Vorwort. 


Von  dem  Bericht  über  „Curven  und  Punktmannigtaltigkeiten", 
mit  dessen  Erstattuug  mich  die  Deutsche  Mathematiker-Vereinigung' 
betraut  hat,  übergebe  ich  hiermit  dea  ersten  gröfsereu  Teil  der 
Öffentlichkeit. 

Ab  idi  TOT  emigen  Jahren  mich  hereitwilligst  eiit8dilo&,  der 
an  mich  ergangenen  Auffordenmg  nachzukommen,  vennatete  ich 
nicht,  daTs  ich  mich  heute  meiner  Yeipflichtong  nur  teilweifle  ent- 
ledigen wtbrde.  Aber  äuTsere  und  innere  ümsttnde  tragen  hieran  zu 
gleichen  Teilen  die  Schuld.  Um  nur  7on  deu  inneren  zu  sprechen, 
80  handelt  es  sich  um  einen  Wissenszweig,  der  noch  im  Werden 
begriffen  ist,  und  dem  gegenüber  ich  doch  wieder  den  natürlichen 
Wunsch  empfand,  ein  wonigstfns  t^^iUveise  abgeschlo^Sf^nps  Bild  zu 
liefern.  Dazu  kommt,  dafs  die  EinthLrss|ih!!re  der  Mengeniehrp  tät- 
lich wächst,  nnd  dafs  gerade  die  letzte  Zeitspanne  wichtige  Arbeiten 
geliefert  hat,  die  zu  berücksichtigen  waren  und  sogar  zwangen, 
einzelne  Teile  umzuformen.  Dies  hat  selbst  während  des  Druckes 
noch  an  einzelnen  Stellen  geschehen  müssen,  wodurch  allerdings  die 
Rnndong  der  Disposition  teilweise  gelitten  haben  mag. 

Der  Bendit  hat  in  seinen  beiden  ersten  Abschnitten  mehr  die 
Form  eines  Lehrbnches  angenommen.  Aber  da  es  sich  hier  mn  ein 
jedenfolls  in  seinen  Einzelheiten  noch  wenig  gekanntes  Gebiet  handelt, 
80  durfte  ich  nur  auf  diese  Weise  hoffen,  mich  in  den  Teilen,  die 
die  Anwendungen  enthalten,  knapper  nnd  doch  verständlich  fassen 
SU  können.  Was  die  Darstellung  betrifft,  so  darf  ich  die  Beweis- 
raethoden,  wie  auch  die  genetische  Ent Wickelung,  die  ich  dem  Bericht 
gegeben  habe,  vielfach  als  eic^rK^  Arbeit  erklären.  Hoffentlich  läfst 
sie  hervortrpten,  dafs  hier  wie  auch  sonst,  einige  wenige  charakte- 
risiif>che  Begriffe  und  Siitze  vorhanden  sind,  die  für  die  verschieden- 
steu  Probleme  in  gleicher  Weise  die  Grundlage  der  Schlüsse  bilden. 
Auch  von  den  Resultaten  darf  ich  einige  alä  mein  Eigentum  be- 
anspruchen. 

Zur  Orientimng  über  die  dem  Bericht  eigentfimlichen  mengen* 
theoretisohen  Begriffe  habe  ich  ein  Sachregister  angefügt 
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Vorwort. 


Das  Biteresae,  demen  sich  die  Hengentheorie  in  den  letsten 
Jahrea  erfreuen  konnte,  hat  sidi  stSndig  gesteigert.  Wenn  es  mir 
gelungen  sein  sollte  nachzuweisen,  dals  dieses  Interesse  ein  wohl- 
▼erdientes  ist,  und  dafs  diese  in  ihren  ersten  Anfängen  scheinbar  BO 
OOntroverse  Disciplin  ebenso  fundamentale  und  notwendige,  wie  auch 
weittragende  Methoden  besitzt^  so  würde  dieser  Bericht  dem,  Zweck, 
den  ich  ihm  wünsche,  ent^prechf n. 

Allen  den  Herren,  die  mirli  Ik  im  Lesen  der  CoiTectur  freundlichst 
unterstützt  haben,  besonders  Herrn  Privatdocenten  Dr.  J.  Sommer 
in  Göttingen,  sage  ich  auch  an  dieser  Stelle  vielen  Dank.  Mein 
Dank  gebühil  auch  der  Verlagsbuchhandlung,  die  es  ermöglicht  hat, 
den  Bericht  trotz  der  zahlreichen  Correctuxen,  die  vielfach  nötig 
waren,  rechtzeitig  erscheinen  zu  lassen. 

Königsberg  i./Pr.,  im  September  1900. 

jL  Sehoenflie«. 


Google 


Iiihaltsverzeichiiis. 


Erater  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  der  unendlichen  Mengen 

C 


1 


ap.  1.    Die  Mächtii^keit  odor  Carclinalzahl 


Cap.  2.    Die  abziihlbaren  Menden 


_3 
10 

15 


Cap.  3.    Der  Grüfsencbarakter  der  Mächtigkeiten 


Cl^p.  4.    Die  einfachsten  nicht  abzählljaren  Mengen 


Cap 


6.    Die  geordneteii  Menden  und  die  Ordnungstypen 

"  runumj 


18 
_27 
33 
44 


Cap.  6.  Die  wohlgeordneten  Mengen  imd  die  Orunui^Bzaiüen 
Cap.  7.    Die  höheren  Zahlklassen   .  . 


Zwfiiter  Abflp.hnit.t. 

Theorie  der  Panktmenzen  


67 


Cap.  1.  Allgemeine  Sätze  über  Punktniengen  .  . 
Cap.  2.  Die  Mächtigkeit  der  Punktmengen  .  .  . 
Cap.  3.    Die  abgeschloBsenen  und  peri'ecten  Mengen 


57 


65 


74 


Cap.  4.    Der  Inhalt  der  Punktmengen 


"87 


Cap.  6.    Beispiele  und  Punktmengen  besonderer  Art   98 

Dritter  Abschnitt. 

Anwendangeii  auf  Functionen  reeller  YariaMen   III 

  115 


Cap.  1. 

Uap.  2. 


Der  Stetigkeitsbegriif   

Die  punkiweise  unstetigen  Functionen 


126 


Cap.  8.  Die  Ableitungen  der  monotonen  Functionen  .  .  .  .  .  144 
Cap.  4.    Die  unendlich  oft  oacillirenden  und  die  streckenweise 

Constanten  resp.  linearen  F\mctionen   166 

Cap.  5.    Das  bestimmte  Integral    •    •    ■    •  -  

Pap.  6.    Der  Fundamentalsatz  der  Integralrechnung   •    •    •    •    •  ^06 

Cap.  7.    Die  Convergenz  der  Reihen  und  die  FuDctionsfolgen .    .  2iT 


latteraturbemerkung. 


Die  xuMshstehendeB  Wate  nad  im  Beciofal  abküiMMl  eitui  worden. 
B.  B  o  1  z  a  n  o ,  Paradozieen  det  Onendlidien,  hemimgegeben  von.  F.  Ff  dioniky. 


E.  Bore      econs  aar  la  theurie  dea  fouctions.    Pariü,  1898. 
Q.  Cftntor^  Qmndlagen  eiaer  allgemeinen  MannigfaltigVeifadehre.  Leipng« 

1883. 

E.  Dedekind,  Was  sind  und  was  9oUm  die  Zalüeuy  Braunsdiweig, 
1887  u.  1893. 

Dini,  Omndlagen  für  eine  Theorie  der  Functionen  einer  veränderlichen 

reellen  Grufsc,  übersetzt  von  J.  Lüroth  nnd  A.  Schopp    Leipzig,  1892 
A.  Harnack,   Die  Elemente  der  Differential-  und  Integrakechnung. 
Leipzig,  1881. 

C  Tor  (hin,  Cours  d'analjae  de  Tt^cole  pidytechniq^ue.  Paris,  1898^1896. 
O.  Stolz,  Oruiid/.üge  der  Differential-  lud  Intagralreohaang.  Iiei|Mag, 

1893—1895*. 

J.  Thomae,  Einleitung  in  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale.  Halle, 
1876. 

J.  Thema e,  Elernentare  Theorie  der  analytischen  Functionen  einer  com- 

plexen  Veränderlichen  (2.  Aufl.).    Halle,  189h. 

Kndlifh  erwähne  ich,  daf;*  fl  Cnnf  nr'^  ..OrniuLlagen  einer  allgemeinen 
jllAmuijiaitiykeitBlehre"  auch  m  ütLath..  Ann  21,  S.  403  erschienen  und 
vieiBt  m  dieser  Weise  dftirt  sind.  Ebeoeo  ist  das  H  a  n  k  e  1  'sehe  Univerntftte* 
proj^amm:  „Untersuchungen  über  die  unendlich  oft  o.scillirenden  und  un- 
stetigen Functionen*^  (Freiburg,  1870)  mit  dem  Üinweis  auf  Math.  Ann.  SO, 
S.  63  citirt,  wo  sich  ein  Abdruck  davon  befindet. 


Digitized  by  Google 


^<r.y,c<^i  '.-.7..  0  1 


7ä\\ 


JUN  2  1900 


der 


Deutschen  Mathematiker-Yereinigung. 


Achter  Band.   Erstes  Heft. 

Enthaltend 

I.  Die  Chronik  der  Vereini^ong  für  das  Jahr  1899: 

I.  Bericht  über  die  Jahresversammlung  zu  München  am  17.  bis  23.  Sep- 
tember 1899  (S.  3).  —  2.  Geschäftlicher  Bericht  (S.  10).  —  3.  Kassen- 
bericht (S.  11).  —  4.  Statuten  und  Geschäftsordnung  der  Deutschen 
Mathematiker- Vereinigung  i  S.  V2).  —  5.  Mitglieder- Verzeichnis  nach 
dem  Stande  vom  31.  Üecember  1899  (S.  14).  —  6.  Zum  Gedächtnia: 

Louis  Gonzaga  Gaseo.    8.  26. 

C.  I.  Gerhardt.    Von  .M.  Cantor.    Mit  Porträt    8.  28. 
Sophus  Lie.    Von  Friedp.  Engel.    Mit  Porträt.    S.  30. 
E.  V.  Loramel.    Von  L.  Boltzmann.    Mit  Porträt.    S.  47. 
Friedr.  Meyer.    Von  (i.  Kiehm.    Mit  Porträt.    S.  59. 
H.  Schapira.    Von  C.  Koehler.    Mit  Porträt.    S.  61. 
Karl  Schober.    Von  W.  Wirtinger.    Mit  Porträt.    S.  66. 

II.  Die  auf  der  Versammlnn^r  zn  München  gehaltenen  Vorträge: 

das  Verzeichnis  derselben  .siehe  zweite  L'mschlagseite. 


Herausgegeben  im  Auftrage  des  Vorstandes 

vom, 

G.  Hauck         und      A.  Gutzmer 

in  Berlin  io  Jena. 


Leipzig, 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

1900. 

Aut|{ef;«l>ea  am  li.  .\pril  1900 


Des  Vlll.  Bandes  II.  Heft,  das  in  2  bis  3  Nunaten  erscheinen  wird,  eutf 
U^*tTt  Referate  von  K.  Henn  nnd  .\.  Sehoenllies.  r^^ocii 

Des  V.  Bandes  Schlafs  Lieferung,  mit  dem  Referat  von  E.  Kütter,  erscljj 


Die  auf  der  Vemwfaiig  xn  HIlBeheii  gekalteien  VoiMge: 

1.  BtltiBiBB,  L.,  über  die  EntwieUuiig  der  Hetboden  der  theo- 
retischen Physik  in  neuerer  Zeit   71 

2.  Weber,  H.,  Wirkung  der  neuen  preufsischen  Prafongaofrdinuig 

für  Lehramtscandidaien  auf  den  UniTersitätsunterriclit ....  95 

3.  Hai!('k.       Correferat  105 

4.  Klein,  K..  lit  im-rkungen  zu  den  vorsteh»  lulen  Keferaten.  .  .  .  118 
6.  Krazer,  A.,  über  den  Unterricht  in  der  darstellenden  Geometrie 

an  der  Universität  Strafaburj?  119 

6.  Study,  E.,   einij2fe  Bcnicrkungen  zu  der  neuen  preufsischen 
Prüfungsordiiuiig  

7.  Berichte  und  DiacusBion  über  die  Decimalteilung  der  Winkel- 
und  Zeitgröfsen.  (Von  Mehnk«,  BaoMliiiiger,  Sehilke  u.  A.)  .  188 

8.  Ntetber,  M.,  über  Biemaiufa  Vorlesungen  Ton  1861—62  über 
AbeFBche  Functionen  177 

9.  6trdsii,  F.,  über  die  eymmetrischen  Functionen  178 

10.   ,  über  homogene  Functionen  188 

11.  Hilbert,  D.,  über  den  Zahlbegriflf  .  180 

12.   ,  über  das  Dirichlet'sche  JPrincip  184 

13.  Sompierfeld,  A.,  Bemerkungen  zur  Variationsrechnung  ....  188 

14.  Sommer,  J.,  über  Eigenschaften  quadratischer  Mannigfaltig- 
keiten in  höheren  Räumen  198 

15.  Kn<:el,  Fr.,  zwei  merkwürdige  Gruppen  des  Eauma  yon  fünf 
Dimeusioueu   196 

1C<.  Ziiidlpr,  K.,  über  Cumiilexcurvcü  und  ein  Theurem  von  Lie  .  .  11»9 

17.  Uoehlemanu,  K.,  über  hyperboloidische  Gerade   löi* 

18.  Brill,  A.,  über  ein  Beispiel  des  Herrn  Boltzmann  zu  der 
Mechanik  Ton  Herts   800 

19.  Study,  E.,  die  Geometrie  der  Djnamen  v  204 

90.  Sdlinpf,  E«,  Einführung  eines  Mafaee  der  Conveigens  in  die 

Lehre  ton  der  ConTergens  der  nnendlichen  Frocene  216 

21.  Lereh,  K.,  Aiithmefttsches  über  unendliche  Reibeh  217 

22.  Hon,  J.,  divergente  Beihen  in  der  Theo^e'^^r  Differential- 
gleichungen  219 

23.  Weber,  E.  T.,  eine  fundamentale  Classification  der  Differential- 
probleme  221 

24.  Heil  sei,  K.,  über  eine  neue  Theorie  der  algebraischen  ,^fl^c- 
tionen  zweier  Variablen  (Referat)   221 


Chronik 

der 

Deutschen  Mathematiker -Yereiniguug. 


JklwNlMikht  4.  Danta^n  Ifftthen.-Vweliilgung.  VIII,  1. 


1 


i^iyui^L^  Ly  Google 


Bericht  über  die  Jaliresversanimlang  za  München 

am  17.  bis  28.  September  1899. 

Der  Emladang  des  Vorstandes  sur  Jahresrersainmluiig  der 
Deutaehen  Mathematiker 'Yereimgung,  weldie  in  Gemeinschaft  mit 
der  Yersammlung  Deuiseher  Naturforsoher  und  Arzte  in  den  Tagen 
▼om  17.  bis  23.  September  su  München  stattfand,  waren  trota  der 
umfongreichen  Verkehrsstörungen  durch  das  Hochwasser,  von  welchem 
die  schöne  Hauptstadt  Bayerns  ganz  besonders  schwer  heimgesucht 
worden  war,  gegen  80  Fachgenossen  gefolgt,  danmter  mehrere 
Mitglieder  und  Gäste  des  Auslandes.  In  seiner  Begrül'sungsansprache 
hob  der  einführende  Senior  der  deutschen  Mathematiker,  Herr  Bauer, 
in  kurzem  Itüokblick  auf  die  reiche  Entwiclflimg  der  mathematischen 
Wissenschaften  während  dc^  /tu-  Rüste  gehenden  Jahrhunderts  hervor, 
wie  im  Anfange  des  letzteren  lic  Geometrie  und  die  Anwendungen 
der  Mathematik  im  Vordergnmde  standen,  wie  dann  um  die  Mittö 
die  iihstracte  Seite  und  die  mehr  philosophischen  Theorien  zur  Blüte 
gelangten,  während  das  Interesse  sich  nun  wieder  in  ungewöhnlich 
starkem  Grade  den  Anwendungen  der  Mathematik  zuwende. 

jffieran  knflpfte  sieh  eine  BegrflJGenmg  der  Mitglieder  durch  den 
denmiigen  Vorsitzenden  der  Vereinigung,  Herrn  Noether.  Dieser 
erinnerte  daran,  dafis  die  Vereinigung  bei  der  die^Shrigen  Ver- 
sammlung ein  sehig&hriges  Jubilftum  feiern  könne,  n&mlich  das  des 
Gedankens  ihrer  Gründung,  der  you  Herrn  Georg  Oantor  auf  der 
Heidelberger  Naturforscherversammlung  ausgesprochen  wurde  und 
durch  das  Kundschreiben  der  20  Teilnehmer  jener  Versammlung 
weite  Verbreitung  und  lebhaften  Anklang  fand;  die  aufsteigende 
Entwicklung  der  Vereinigung  und  das  wachsende  Interesse  an  ihren 
Plänen  und  Uutennduuungen  smd  der  beste  Beweis  für  die  Lebens- 
fähigkeit jenes  (Gedankens.  Besonders  wies  dor  Vorsitzende  auf  die 
iiedeiitung  der  Kel'erate  für  die  Herstellung  von  Üezif^liungen  zwischen 
den  verschiedenen  Wissensge}>ieten  d«T  Mathematik  liin. 

Für  die  Mihicheuer  Versammlung  hatte  der  Vorstand  frühzeitig 
Schritte  gethan,  um  das  wissenschaftliche  Programm  zu  einem  be- 
deutungsvollen zu  gestalten.  Zwar  sind  nicht  alle  I^ftne,  die  ins 
Auge  gefaTst  waren,  zur  Verwirklichung  gelangt,  auch  taraten  im 
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letzten  Augenblick  nocli  gröCsere  Änderungen  eiii|  aber  et  yerblieb 
doch  eine  solche  Fülle  von  Referaten  und  Vorträgen,  daCs  nnr  durch 
genaueste  Zeiteinteilung  die  wisaenschaftliche  Tagesordnung  erledigt 
werden  konnte. 

Trotzdem  kam  auch  der  gesellige  T»^il,  der  die  Mitglieder 
persöülicli  einander  uUher  zu  führen  geeignet  war,  nicht  zu  kurz, 
Dauk  iusbi  .sondere  der  ausge;ieichnetsten  Gastfreundschaft  der 
Müachener  Fachcollegen. 

Eh  sei  hier  zunächst  zusauimeugestellt  die 

Liste  der  gehaltenen  Vorträge  und  Beferate. 

L  Referate  und  gröfeere  Vorträge: 

1.  F.  Engel  (Leipzig):  Nachruf  auf  Sophus  Lie. 

2.  £.  Henael  (Berlin):  Über  die  analytisch-arithmetidche  Theorie  der 
algebriMBdien  FuLctioiien  von  swei  Variablen. 

8.  E.  Ueun  (Berlin):  Die  kinetisehen  Probleme  der  wiaeenschaltliclien 

Technik. 

4.  £.  Studj  (Greifswuid;:  Die  Geoaaetrie  der  Djnamen. 

6.  Beriebt  und  IKseusiion  über  die  Decimalteilan^  der  Winkel*  und 
Zeitgröfsen:  R.  Mehmke  (Stuttgart),  J.  Baus  ebinger  (Berlin)  und 
A.  Schülke  (Osterode). 

G.  Über  die  Ordnung  des  mathematischen  UniTersitätsunterrichtä  auf 
Grand  der  neuen  preulSriwben  Prfifungflordnung.  BeCwat  und 
Correferat  von  H.  Weber  (Strafsbnig)  und  O.  Hauek  (Berlin). 

n.  Kleinere  Vortr&ge: 

7.  A.  V.  Brill  Tübingen):  über  ein  Beispiel  dee  Herrn  Boltsmann 
zu  der  Mechanik  von  Hertz. 

8.  K.  Döhlemann  (München):  Über  hjperboloidische  Gerade. 

9.  F.  Engel  (Leipzig):  Über  swei  merkwfirdige  (trappen  des  Baumes 
Ton  fünf  Dimensionen. 

10.  P.  Gordan  (Erlangen):  Über  die  sjmmetritchen  Functionen. 

11.  Derselbe:  Über  homogene  Functionen. 

15.  D.  Hilbert  ((Hattingen):  Über  den  Zahlbegriff. 
18.  Derselbe:  Über  das  Dirichlet*sche  Princip. 

Ii.  J.  Horn  (Charlottenburg):  Dive^nte  Reihen  in  der  Theorie  der 

Differentialgleichungen. 
Id.  H.  Lerch  (Freiburg-Schweiz);  ArithmetiscbeB  über  nnendUeheBeiben. 

16.  M.  Nüether  (ErlangeD):   Über  Riemann^s  Yorlesongen  TOn 
1861/62  über  Aberflche  Functionen. 

17.  E.  Schimpf  (^Bochum):  Einfühning  eines  Mafses  der  Conyergenz  in 
die  Lebre  Ton  der  Convergenz  der  unendlichen  Proeesse. 

18.  A.  Schoenfliea  (Königsberg!.  Fr.):  Über  einen  Satz  der  Mengen- 
lehro 

19.  J.  iSommer  ^Güttingen):  Über  Eigeuuchafteu  quadratisciier  Manuig- 
fUtigkeiten  m  bOheten  B&umen. 

20.  A.  Sommerfeld  (Clausthal):  Bemerkungen  zur  Variationsrechnung. 

21.  E.  V.  Weber  f München):  Eine  fundamentale  Classification  der 
Difiereutialprobleme. 

fi2.  K.  Z  in  dl  er  (Wien):  Über  Complezemren  und  ein  Theorem  TOnLie. 
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Die  Vorfattga  wurden  teils  in  I'boliiitmuigen,  teils  in  gemein» 
schnfUiehen  Sitzungen  mit  den  Aliieilungen  Hbr  Ingenieurwesen  nnd 

für  raathematiächen  und  naturwissenschaftliohen  ünterriclit  gehalten. 
£m  Teil  der  Vorträge  gelangt  ansfUhrliob  sor  Wiedergabe,  wfthrend 
über  die  anderen  die  der  Bedactionscommission  zugesandten  konen 

Mitteilungen  in  diesem  Jahresbericht  veröffentlicht  werden. 

In  der  zweiten  allgemeinen  Sitzuncr  rlor  Versammlung  Deutscher 
Natiii-forscher  und  Ar/tö  am  22.  September  hielt  ferner  Herr  Ii.  TUnlt  /.- 
mann  einen  Vortrag:  „Über  die  Entwicklung  der  M«^thoden  der 
theoretischen  Physik  in  neuerer  Zeit",  der  mit  Rücksicht  auf  das 
grol'se  Interesse  dieses  (iegenstandes  in  dem  gegenwärtigen  Jahres- 
bericht voUätändig  zum  Abdruck  gelangt. 


Zu  einselnen  Teilen  des  Ptogmnunes  mOge  nodi  folgendes  be- 
merkt werden: 

Anf  der  Dftoseldoifer  Yersauunlnng  im  yorigen  Jabre  war  die 

Tofelcommission  mit  einer  Prüfung  der  Frage  der  Decimalteilnng 
der  Winkel gröfsen  betrant  worden  (Jahreshericbt  VII,  S.  6),  und  es 
war  die  Hinzuziehung  TOn  Fachmännern  der  versobiedenenf  bei  der 
Präge  der  Winkelteilung  interessirten  Gebiete  vorbehalten  worden. 
Inzwischen  war  nun  dem  Vorstande  zur  Kenntnis  gekommen,  dafs  die 
französische  Kegierung  beabsichtige,  im  .lahre  19()0  einen  inter- 
natifinnlen  Congrel's  nach  Paris  zu  berufen,  der  über  die  Dccimal- 
teüung  nicht  nur  der  Wmkelgrö£sen  sondern  auch  der  Zeitgröfsen 
beraten  und  beschliefsen  solle.  Es  wurde  deshalb  auch  die  Frage 
der  Decimalteiliiug  der  Zeit  in  die  Betrachtung  einbezogen.  Die 
Tafelconunission,  welche  Herrn  A.  Börsch  fiir  diese  Frage  cooptirt 
hatte,  nnd  nammis  deren  Herr  B.  Mehmke  einen  Barieht  erstattete, 
der  ndt  doi  Htlerarisehen  Belegen  nnd  mit  Anmerkungen  in  dem 
▼orliegenden  Jahresbericht  yerOffentUeht  wird,  erörterte  die  Winkel- 
teünng  hanptsl&oUioh  vom  mathematischen  und  geod&tischen  Stand- 
punkt aus.  Üm  aber  die  in  erster  Linie  interessirte  Astronomie 
und  Nautik  zu  Wort  kommen  zu  lassen,  hat  der  Vorstand  Herni 
J.  Bausch inger  nm  Darlegung  seines  Standpunktes  ersucht;  der 
letztere  ist  in  einem  Gutachten  dargelegt  worden,  das  infolge  Be- 
hinderung des  Herrn  Bauschinger  von  dem  Schriftfülirer  der  Ver- 
einigung verlesen  wurde.  Hierzu  kam  dann  noch  ein  VoHrag  des 
Horm  öchülVe.  in  wclclioni  füf»  Btellungnalime  *\pr  Abteilung  für 
mathematiscijen  und  naturwissenschaftlichen  üntemcht  zu  der  be- 
handelten Frage  Ausdruck  fand. 

Diese  A'urträge  waren,  um  der  sich  anschliefsenden  Discussion 
die  breiteste  Unterlage  zu  geben,  in  die  gemeinschaftliche  Sitzung 
der  natorwissensehalÜiehen  Hauptgruppe  verlegt  worden,  und  es 
wurde,  nachdem  in  der  Debatte  berufene  Vertreter  der  hauptsSohlich 
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in  Betracht  kommenden  Gebiete  ihrer  Ansieht  über  die  Decimal' 
teilung  Ausdruck  gegeben  hatten,  auf  Antrag  des  Herrn  F.  Klein 
einstimmig  beschlossen,  dafs  der  Vorstand  der  Deutschen  Mathematiker« 
Vereinigung  über  die  Discussion  einen  Bericht  verfassen  und  ihn 
dem  TTt'rrn  Reichskanzler  unterbreiten  möge,  mit  dem  Er-^uchen,  den 
geplanten  ii)t ernationalen  Congrefs  zu  Paris  durch  Bachverständige 
zu  beschiel:!  n,  die  sich  über  die  Frage  der  Decimalteilnng  der 
Winkel-  und  Zeitgrörsen  im  Sinne  des  Berichtes  nach  den  ver- 
schiedenen Gel)Iet«n  zu  informiren  haben.  Diesem  BeschluTs  gemäfs 
hat  der  Schriftführer  der  Vereinigung  einen  Bericht  über  die  statt- 
gehabte Discussion  zusanunengestellt,  der  inzwischen  durch  den 
Vorsitzenden  nnd  den  Schiiftfllhrer  im  Niamen  des  Ycnstandes  der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  bezw.  der  natnrwiasenachaft- 
lichen  Hauptgruppe  der  Ctesellschaft  Dentseher  Naturforscher  nnd 
Ärzte  an  den  Herm  Beichskanzler  befördert  worden  ist. 

Durch  die  neue  preufsische  Prüfungsordnung  f&r  das  höhere  Lehr* 
amt  (vom  12.  September  1898)  hat  das  Prttftmgsgebiet  der  ^fathe- 
matik  eine  erhebliche  Erweiterung  erfohren  und  der  Hochschul- 
Unterricht  in  derselben  an  Bedeutung  gewonnen.  Angesiclits  der 
ganz  neuen  Sachlage,  die  durch  Einfühnmg  der  Facultas  in  an- 
gewandter Mathematik  gegeben  ist,  für  welche  an  den  meisten 
Universitäten  weder  in  Betreti  der  Lehrkräfte  noch  der  Lclirmittel 
Vorsorge  getroffen  ist,  hat  der  Vorstand  es  für  seine  PÜicht  er- 
achtet, die  Ordnung  des  raathrniatischen  llocliscludunterrichts  auf 
Grund  der  neuen  preulsisclieu  i'rüi'uugöorduung  auf  das  Programm 
her  diesjährigen  Versammlung  zu  stellen.  In  dankenswerter  Weise 
datten  die  Herren  H.  Weber  und  G.  Hauck  das  Referat  bezw. 
Correferat  Aber  diesen  Gegenstand  übernommen,  der  hei  der  Ver- 
sammlung das  lebhafteste  Interesse  fand.  An  diese  Referate  schlössen 
sieh  zunftchst  die  Vortrüge  der  Herren  Rudel:  ,,Die  neue  bayrische 
Prüfungsordnung  für  das  Lehramtsexamen  der  Lehrer  für  Mathe- 
matik und  Physik^*  und  Schotten:  „Stellimgnahme  des  Gjnmasial- 
untorrichts  gegenüber  der  Neuordnung  der  Lehramtsprüfung  in 
Preulsen",  welche  von  Seiten  der  Abteilung  für  mathematischen 
und  naturwi*?.«'enscbaftlichen  Unterricht  in  die  gemeinsame  Bit/Aing 
verlegt  worden  waren.  Laut  VcrsainmlungsbesehUirs  besrliränkte 
sich  die  Discussion  auf  die  Darlegungen  der  Herren  Wi  her  und 
Hau  k,  von  denen  der  erstere  die  allgemeinen  Gesieht ^.])u^kte  her- 
Yurhob  und  zu  fünf  Leitsätzen  zusammeufafste,  während  der  letzt^ere 
mehr  auf  die  einzelnen  Zweige  der  angewandten  Mathematik  ein- 
ging. Die  Discussion  ergab  eine  erfreuliche  Übereinstimmung  mit 
den  Thesen  des  Herrn  Weber,  doch  wurde  davon  abgesehen^  Be- 
schlüsse zu  fassen  und  eventuelle  AntrSge  an  die  Regierungen  zu 
stellen.  Es  soll  zimächst  abgewartet  werden,  wie  sich  der  Untenichts- 
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lietrieb  besonders  in  der  angewandten  Mathematik  an  den  einzelnen 
üniveraitftten  woiter  entwickeln  wird,  wobei  in  Aussicht  genommen 
wurde,  etwa  in  zwei  Jahren  einen  Bericht  ftber  die  inzwischen  ge* 
troffonen  Einrichtungen  erstatten  za  lassen.  Von  der  Discussion 
cnthiilt  der  gegenwärtige  Jahresbericht  die  Bemerkmigen  der  Herren 
F.  Klein,  A.  Kraxer  und  E.  Study,  die  ein  allgemeineres  In- 
teresse darbieten. 

Auf  Veranlassung  des  Herrn  L.  B  o  1 1  z  m  a  n  u  war  auf  der 
Versammlung  zu  Düsseldorf  eine  Gommissiou,  bestehend  aus  den 
Herren  L.  Boltzmann,  M.  Planck  und  £.  Wiedemann  gewählt 
worden,  die  unter  Mitwirkung  der  Deatsehen  Matiiematiker-Ter^ 
einigung  eine  Yereinbanmg  Über  die  neuere  Terminologie  der  mathe> 
matischen  Physik  herbeiführen  sollte.  Inzwischen  hat  Heir  Boltz* 
mann  nach  dieser  Sichtung  einige  YorschiSge  gemacht,  doch  hat 
sich  herausgestellt,  dafs  die  Frage  der  Ordnung  der  Tenninologie 
nur  auf  breitester  Grundlage  erOrtert  werden  kann.  Deshalb  ist 
zunächst  Herr  E.  Lampe  ersucht  worden,  in  der  Deutschen  Physi« 
kaiischen  Gesellschaft  den  Gegenstand  zur  Sprache  zu  bringen  und 
anzubahnen,  dals  die  wichtige  Angel^euheit  unter  Mitwirkung  der 
Deutsrhen  Mathematiker-Vereinigung  —  wenn  möglich  —  einer 
Regelung  entgegengeführt  werde. 

Von  gröi'seren  Referaten,  die  bereits  frilher  in  Aussicht  ge- 
nuiiimen  worden  sind,  bleiben  zu  erwarten:  ein  Berieht  über  die 
allgemeine  Dynamik  von  Herrn  F.  Stäckel,  ein  lleterat  von 
Heim  B.  Hanfsner  Aber  numerisdie  Auflösung  von  Gleichungen,  der 
AbschluXli  des  Beferates  über  die  Entwicklung  der  synthetischen  Geo- 
metrie, Teil  I  von  Herrn  £.  Kötter  (Jahresbericht  V),  sowie  die 
Fortsetrang  dieses  Beferates.  Den  ftbemommenen  Bericht  ftber  die 
Theorie  der  endlichen  Gruppen  hofPk  Herr  £.  Steinits  der  lULchsten 
Jahre?;versaroralung  vorlegen  su  können.  Das  ursprünglich  filr  die 
Münchener  Versammlung  geplante  Beferat  ftber  die  modernen  Methoden 
zur  statischen  Bereclmung  der  Bail<M>nstmctionen  gedenkt  Herr 
Müller -Breslau  im  nächsten  Jahre  zn  erstatten.  Die  Referate  der 
Herren  choen t'l ies  über  Curven-  untl  !*iniktmannigtalti^keiten, 
und  Renn  über  <lif'  kinetischen  Probleme  der  wissenscluiftlicht'ii 
Technik  werden,  so  weit  sieh  bis  iet/t  iiberselu'ii  lillst.  noch  in  dem 
gegenwärtigen  Jahresbericht  zur  Verötientlichuug  gelangen. 

Zu  diesen  Referaten  tritt  sodann  ein  Rericht  über  die  Variations- 
rechnung, den  Herr  Kueser  erstatten  wird.  VurausMchtlich  wird 
dieser  Bericht  bereits  der  nächsten  Jahresversammlung  vorgelegt 
werden  können. 

Femer  wird  Herr  L.  Schlesinger  im  Vereine  mit  Herrn 
Bichard  Fachs  einen  Bericht  über  die  Entwicklung  der  Theorie 
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der  linearen  Differentialgleichungen  verfassen,  der  Tonraflsiehtlioh 
1901  der  Vereinigung  vorgelegt  werden  kann. 

Seit  THnsrerer  Zoit  hat  der  Vorstand  Schritte  getliau,  um  eine 
Gruppe  zusammenhängend  r  Referate  über  die  Forschungsgebiete 
und  wesentlichen  Entdeckungen  von  Sophus  Lie  zu  erhalten. 
Nachdem  die  Herren  (i.  Sclieffcrs,  F.  Schur  und  G.  Kowalewski, 
dem  Herr  F.  Engel  seine  Unterstützung  zugesichert  liat,  ihre  Mit- 
wirkung bereitii  zugesagt  haben,  ist  begründete  Aufsicht  vorhanden, 
daXs  diese  Referate  im  Jahre  1901  erstattet  werden. 

ErwSbniiiig  mag  hier  ferner  finden,  dab  in  der  Versuninliuig 
der  Wunsch  herroitrat,  über  die  mftthematisehe  Seite  der  inter- 
nationalen mitteleiiroiAisGlien  Gradmessnng  einen  znsammsnhftngenden 
Bericht  sn  erhalten. 

Herr  Mehmke  wird  bei  der  nftchsten  Versammlmig  einen  Bericht 
über  graphisches  Rechnen  zunächst  mündlich  erstatten,  hat  sich  aber 
vorbehalten,  statt  dessen  der  Vareimgong  eventuell  einen  Bericht 
über  Rechenmaschinen  und  -Apparate  auf  der  Pariser  Ausstellung 
anzubieten.  Gleichzeitig  regt*'  TTpit  Mehmke  an,  dafs  auch  Berichte 
über  die  ausgestellten  mathematischen  Modelle  u.  dgl.  ins  Auge 
gefafst  \Wirden,  ähnlich  den  Berichten  von  Bruns  und  W.  Stahl 
über  die  wissenschaftliche  Ausstellung  in  London  1876.  Der  Vor- 
stand wird  diese  dankenswerten  Anregungen  im  Auge  behalten. 

Hinsichtlich  des  im  Jahre  1900  zu  Paris  stattfindenden  II. 
internationalen  Uathematiker-Ck)ngre98es  wurde  besdiloesen,  daCs  die 
Dentsdie  Mathematiker-Tereinigung  durch  ihren  Yorsitseoden  ver- 
treten werde.  In  ObereiTistimmong  mit  frttheren  Beschlflssen  und 
Infsernngen  wurde  ancfa  daran  festgehalten,  dab  die  Yeranigong 
den  dritten  internationalen  Congrefs  nach  Deutschland  einladen  solle; 
über  Zeit  und  Ort  dieses  Congresses  wurden  jedoch  keine  bindenden 
Beschlüsse  gefafst,  sondern  es  wurde  dem  Vorstande  übeniassen, 
fiber  diese  Punkte  unter  Berücksichtigung  der  in  der  Jahresversanmi- 
lung  hervorgetretenen  Ansichten  und  Wünsche  und  der  obwaltenden 
Verhältnisse  selbständig  zu  entscheiden. 

Über  die  Encyklopädie  der  mathematischen  Wisscns('liaften,  die 
den  Mitgli«  dem  durch  Entgegenkommen  der  \'crhigsbuchhandlung 
zu  einem  Vorzugspreise  zugänglich  ist,  aufserte  sich  Hfnr  H.  üurk- 
hardt;  er  legte  hauptsächlich  den  Stand  der  Drucklegung  der  ersten 
drei  Bände  dar. 

Es  mag  hier  noch  binsugefügt  .  werden,  d&is  im  Anscblufis  an 
die  Yersammlung  eine  Conferenz  der  akademischen  Commission  und 
der  Bedacüon  der  Encyklopädie  stattfand,  in  welcher  insbesondere 
über  die  Disposition  der  Binde  Uber  „angewandte  Mathematik^^  be- 
raten wurde.   Es  soll  behandeln: 
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Band  IV:  Mechanik;  Kedaction:  F.  Kleis; 
Band  V:  Physik;  Kedaction:  A.  Sommerfeld; 
Band  VI:  a)  Geophysik  und  Geodäsie;  Redaction:  E.  Wieobert; 
b)  Astronomie;  Kedaction:  H.  Burkbardt. 

Alle  drei  Bftade  werden  gleichzeitig  in  Angriff  genommen. 

Die  nüchstp  Tahresversamnilung  wird  im  September  1 900  zu 
Aachen  stattfiiKlcn,  in  Oemeinschiift  mit  der  Abteilung  für  Mathe- 
iiiaiik  der  ^  ersammlung  Deutscher  NatuHorstiier  und  Arzte.  Wie 
auü  dem  vorstehenden  Berichte  hervorgc^ht,  sind  die  Vorbereitungen 
bereits  im  Gange;  dies  lat  möglich  Dank  der  Stetigkeit  der  Leitung, 
die  durch  die  Gründung  der  Deutscheu  Mathematiker -Vereinigung 
herbeigeführt  istl 
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1.  Unter  Leituu»  des  Vorsitzentlen,  Herrn  M.  Noether,  fand  am 
21.  September  1899  die  Qeschäftssitzun^  statt.  Der  Schrifl-  und  Kassen- 
fBhrer,  Herr  A.  Gutzmer,  erstattete  einen  vorläufigen  Bericht  Aber  die 
Vermögenslage  der  Vereinigung,  die  sich  ebenso  wie  die  Zahl  der  Mit> 
glieder  wiederum  gehoben  hat.  Die  Beiträge  ^inpen  zwar  regehnäfsigei 
ein,  aber  es  ist  doch  eine  gröfaere  Zahl  von  Mitgliedern  mit  den  Jahres- 
beiträgen im  Bfickstande.  üm  Mitglieder  an  diese  Verpflichtungen 
zn  erinnecn,  wird  ihnen  mit  der  Chronik  em  Torgedruekies  PoBtanweiaiings- 
fermular  ziig-esandt  v,-pr<lf^n 

Der  von  den  iievisoreii  geprüfte  Kassenbericht  wird  unten  folgen. 

2.  Hinsichtlich  des  Standes  dor  Juhresberichte  konnte  über  den  \h- 
sclilufs  der  Bände  \1  und  VIT  berichtet  werden;  dagegen  ist  die  Druck- 
legung der  Schlulslieferung  des  Jahresberichts  V  noch  nicht  Tollcndet. 

3.  J^eit  dem  letzten  Bericht  hat  die  Vereinijxung  sechs  Mitglieder  durch 
den  Tod  verloren,  nunilich:  Luis  Gousiaga  Gaäcu,  Carl  Immanuel 
Oerhardt,  Sophus  Lie,  Eugen  Lommel,  Friedrich  Meyer  imd 
Carl  Schober.  Es  ist  der  Redactionsconimission  ^,''elungen,  bereits  für 
diesen  Jrihresbcricht  aufser  dem  in  der  Err)ttimn«Tssit-/.un<^  der  diesjährigen 
Versammlung  gehaltenen  Nachrut  auf  Lie  auch  solche  auf  die  übrigen 
Dahingeschiedenen  zu  gewinnen;  femer  enthält  der  gegenwärtige  JahraB- 
bericht  eine  Wrirdigung  Hermann  Schapira's.  Den  Verfiusem  dieaer 
Nachrufe  sagt  der  Vorstand  hierdurch  den  besten  Dank. 

Wahrend  der  Drucklegung  dieses  Berichtes  ist  der  Vereinigung  ein 
weiteres  Mitolied  durch  den  Tod  entrissen  worden:  am  16.  December  1899 
verstarb  7ti  Prai^  Prof.  Dr.  Karl  Bobek;  eine  Biographie  desselben  wird 
vorauaaichtlich  im  nächsten  Baude  Terölfentiicht  werden. 

4.  Bei  der  am  17.  Juni  1899  stattgehabten  Feier  der  Enthüllung  des 
Oanfs-Weber-Denkmals  in  Göttingen,  welcher  der  Herr  Vorsitzende 
in  V'ertretung  der  Deutscheu  Mathematiker -Vereinigung  als  Ehrengast 
beiwohnte,  legte  derselbe,  «nsammen  mit  dem  Vorstaadsmitgliede  Herrn 
Hilbert,  im  Namen  der  Vereinigung  untw  einigen  keinen  JMgleitworten 
einen  Kranz  am  Denkmal  nieder. 

Herr  Moritze  Cuntor  in  Heidelberg  wurde  zu  seinem  70.  Geburtslage 
am  28.  August  d.  J.  durch  ein  Schreiben  des  Vorsititenden  im  Namen  des 
Vorstandes  beglfickwfinscht. 

6.  Die  Wahlen  hatten  folgendes  Ergebnis:  Zu  Kassenrevisoren  wurden 

ernannt  die  Herren  J.  Thomae  und  G.  Frege  zu  Jena.  An  Stelle  der 
Ende  1899  Btatutengeniäfs  ans«cheidenden  Herren  G,  Hanck  und  A.  Vofa 
worden  die  Herren  VV.  Dyck  und  A,  Mayer  neu  gewählt.  Der  letztere 
hat  jedoch  gebeten,  von  seiner  Wahl  Abstand  za  nehmen,  und  somit  bat 
der  Vorstand  sich  nach  |  a  der  Statuten  durch  Cooptatioa  des  Herrn 
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H.  Minkowski  für  da«  Jahr  1900  auf  sechs  Mit}^l!»''lf r  frpfüir/t.  Der 
Vorstand  der  Vereinigung  besteht  hiernach  fdr  das  Jahr  VJOO  aus  toigeuden 
IGt^liedeni:  K.  Hensel  (1900),  M.  Noether  (1900),  A.  Gntzmer  (1901), 
D.  Hilbert  (1901),  W.  Dyck  (1902),  H.  Minkowski  (1900).  Hierbei 
bezeichnen  die  zugeffi^ten  Znhh'ii  das  Jahr,  an  dessen  Schlafs  der  Be- 
treÜ'ende  tumuegemafB,  bezw.  durch  Ablauf  der  Cooptatiou,  aus  dem  Vor- 
•tande  Mtaeheiaetw 

Die  Wahlen  innerluilb  dei  Yoistaiidef  ergaben  folgendett  es  wurden 
flr  das  Jahr  1900  gewählt 

zum  Vorsitzenden:  Herr  D.  Hilbert; 
zum  Schrift-  und  Kassenführer:  Herr  A.  Gutsmer; 
nurBedactionsooiiimiMioii  fttr  den  Jaluretbericht  IX:  Herr  A.  Onttmer 
und  Herr  K.  HenaeL 

6.  Im  Intoreaae  ernea  genauen  MitgliederTeneiobniaaea  bitten  wir,  Ton 
jeder  Anderang  der  Adreaae  dem  ScbriftflUirer  Hitteilnng  maeben  tu 
wollen. 


Kasscnberielit. 

Nach  dem  Stande  Tom  81.  December  IH^ 


>inn*hmen.  | 

Aua  gaben. 

KMtenbettaod  am  1 

.  NorembCT  1888  .  .  . 

10 

VerschledeaM  (FftpUir,  ütanatti«»  «to^)  . 

11 

40 

Jahresbeitrilge  der  Mitglieder: 

SO 

7ft 

1  Beitra«   f-  1893 

7'/,  BeiträK«  f.  11*01; 

SchreibhOlfo  

80 

00 

1     „     „  isy-i 

int,  li>Ü2: 

1 

25 

00 

4  lU'itrftge  „  1895 

3        „        „  190S; 

126 

95 

6                „  189€, 

8        „        „  1904; 

Honorar  fQr  Referate  in  VI,  Heft  i   .  . 

206 

25 

16        „        „  1897 

1  Mtrsg  ^  iDor. ; 

VII  i 

640 

00 

U        „        „  1898 

,     1       „       „  1906; 

AriKekanft :  nom.  tOOU.^S%BeichMUlleUie 

m        „        „  1899 

1       „       „  1907. 

903 

so 

»        „        „  1900 

8S8 

50 

In»ffe«amt  242'  ,  Beitrüge  Je  Ä  ... 

HO 

21  AUösuDgen  der  Jabroabeitr&g«  .  .  .  . , 

1  630100 

HoB«nr Ittr  JTalimlMrlebt Heft  t.  .  .  1 

IIS 

75 

n       t»  »1 

VII.  H-'fi  l  Tl.  e 

'  M7 

14*hr  Zinaen  tob  6600^  3%  UoichsauUili« 

i  16i 

uu 

S   »        n       n  1000««  „  n 

00 

Summe 

j  S762|35 

Summe  j 

1  276ä|S6 

VwnOgtlttbMtaad:  nom.  6500      S%  B«iohaauleihe ,  Ankaufawort:  6191,l.'i. 

Barer  Kaasenbeetand  „  838,50. 


A  Gotzm^r,  als  Kaaaenftlbrer. 
J.  Tbomae,  ti.  Frego,  als  Be?isoreu. 
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der  Dentatdion  ICathematiker^Yereüiigang. 

(Naeh  den  auf  der  Versammlung  zn  Halle,  24.  September  18^1, 

g«fiftbte&  äsdilflneB.) 

§  1. 

Zweck  der  Vereinigung. 

Die  Dentschft  Mathematiker- Vereinigung  stellt  sich  die  Aufgabe,  io 
gemeinsamer  Arbeit  die  Wissenschaft  nach  allen  Richtungen  zu  fördern 
und  auszubauen,  ihre  Terschiedenen  Teile  und  zerstreuten  Organe  in 
lebensvolle  Verbindung  und  Wechselwirkting  zu  setzen,  ihre  Stellung 

im  gieistigen  Leben  der  Natii n  nach  Gebühr  zu  heben,  ihren  Vertretern 
und  Jüngern  Geleg^enb^it  zu  nnL'i  z'^rinippnmn  rollegialischen  Verkehr  und 
zum  Austausch  von  Ideen,  i^riulirungen  und  Wünschen  zu  bieten. 

»  2. 

Jahre  s-V«r  Sammlung. 

Die  Vereinigung  hält  alljährlich  eine  Veiaammlnag  ab^  in  Ottmein- 
schaft mit  der  „I.  Abteilung  für  ^Tnthematik  und  Aatronomie  der  GMeU- 
sehaft  Deutscher  Naturforscher  und  Ärzte'^ 

%  «. 

Yorstand  der  Yereinigung. 

In  der  Jahresversammlung  wählen  die  dort  anwesenden  Mi^lieder 
der  Vereinigung  einen  Vorstand  von  sechs  Mitgliedern.  Derselbe 
darf  sich  nötigenfalls  durch  Cooptation  auf  sechs  ergänzen. 

Die  Wahl  der  Vorstandsmitglieder  geschieht  je  auf  drei  Jahro. 

Dabei  scheiden  alljährlich  zwei  Mitglieder  aus  und  werden  durcii 
Neuwahl  ersetzt.  Das  Ausscheiden  geachiebt  in  der  Reihenfolge  dee  Ein- 
tritts. Die  Ausscheidenden  können  erst  nach  zwei  Jahren  wieder  gewählt 
werden;  nur  der  ^Schriftführer  (§  6)  ist  sofort  wieder  wählbar.  Der 
Amtsantritt  fällt  auf  den  1.  Januar.  ^ 

§  4. 

Aufgaben  des  Voretandea.  Jahresbericht. 

Der  Vorstand  ist  beauftragt  mit  der  Vertretung  der  gesamten  In- 
teressen der  Vereiiiij^'un^r. 

Im  einzelnen  hat  er  die  Aufgabe,  die  Jahresversammlung  vorzubereiten 
durch  Aufstellung  eines  ausfOhnichen  Programmes,  in  weldies  womöglich 
Referate  über  die  Entwicklung  einzelner  Gebiete  der  Wissenschaft  auf- 
zunehmen sind. 

Weiter  veröffentlicht  der  Vorstand  den  Jahresbericht  der  Ver- 
einigung über  den  wissenschaftlichen  Teil  der  Verhandlungen.  Derselbe 
ist  den  Mitgliedern  zu  ermäfsigtem  Preise  zugänglich  zu  machen;  die 
Liste  der  Mitglieder  und  die  Jahresrechnung  sind  mm  beisndrucken. 
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|5. 

Geseh&fttfflhriitig  im  Vorstände. 

Der  Vorstand  wählt  jährlich  aua  seiner  Mitte: 

a)  den  Vorsitzonden,  in  jEbrlichem  obli^torischeu  Wechsel.  Der- 
fielbe  leitet  die  Sitzungen  des  Vorstandes  und  die  geschäftlichen  Sitzungen 
der  Vereinigung; 

b)  den  Schriftfflhrer,  gleichzeitig  mit  der  Führung  der  Kasse 

und  des  Arcbivg  der  Vereinigung  beauftragt; 

c)  die  engere  Commission  für  die  Bedaction  des  Jahres- 
berichtes. 

Mitgliedschaft. 

Die  Mitgliedschaft  snr  Vereinigung  wird  erworben  durch  Anmeldung 
bei  dorn  Schriftführfr  Mit  ihr  ist  die  Verpflichtung  zur  Zahlnncr  feines 
Jahresbeitrages  ¥0u  2;wei  Mark  für  das  laufende  Kalenderjahr  verbunden. 
Der  jährliche  Beitrag  k«im  durdi  ein«  einmalige  Zahlung  von  80  Mark 
abgefost  werden. 


Gesebiflsordmuig 

der  Deutsohon  JCatheiiiattlcer- Vereinigung. 

(Nach  den  auf  der  Versammluug  zu  Ualle,  24.  September  läUl, 

gefalzten  Beschlüssen.) 

§  1. 

Die  Rodaction  den  „Jahresberichtes  der  Deutschen  Mathematiker-Ver- 
einigung'' übernimmt  der  Vorstand,  welcher  mit  der  speciellen  Ausführung 
die  in  f  5  der  Statuten  erwähnte  engere  Commission  beauftragt. 

AMv  auf  dpu  JabTesbericbt  ljpzü<7]ichen  Znsendungen  sind  an  den 
Schriftführer  der  Vweinigung  zu  richten, 

§«. 

Im  Jahresberichte  sind  zu  unterscheiden: 

a)  die  Mitteilungen  über  die  in  der  Jahresrersammlung  gehaltenen 

Special vor träge; 

b)  die  gröfseren  wissenschaftlichen  Referate. 

a)  Die  ersteren  dürfen  den  Raum  von  zwei  Druckseiten  für  einen 
Vortrag  nicht  überschreit -mi  ;  pic  ^ind  noch  auf  der  Jahresversammlung 
selbst  der  Kedactionscommiiiiiion  emzuhändigen. 

b)  Der  ümfang  der  wissensehaftliehen  Referate  ist  innerhalb 
,  der  mit  dem  Verleger  einzuhaltenden  Vertilge  nieht  beschränkt.  Für 

dif^  Ri!T5fndnng  der  Mamiseripte  dieser  Referate  wird  ein  Zeitraum  von 
taechs  Wochen  nach  Sohlufs  der  Veroammlung  festgesetzt. 

«». 

Das  vom  Verleger  für  die  Publication  des  Berichtes  gezahlte  Honorar 
flieffüt  in  die  Kasse  der  Vereinigung.  Die  wissenschaftlichen  Referate 
i§  2  b)  werden  den  betreifenden  Berichterstattern  gemäfs  dem  vom  Ver- 
leger pro  Bogen  gezahlten  Betrage  honorirt  Jeder  Referent  und  ebenso 

die  Autoren  der  übrigen  Mitteilungen  erhalten  aufserdem  25  Separat- 
abzü^e  ihres  Berichtes.  Weitere  Separatabzüge  können  sich  dieselben 
auf  ihre  Kosten,  nach  Vereinbarung  mit  dem  Verleger,  machen  lassen. 
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nach  dem  Stande  vom  31.  December  1899. 

Abbe,  Cleveland,  Meteorological  Iiit^titiito,  "Wasliin^ton,  D.  C,  U.  S.  A. 
Abbe,  Ernst,  Professor  an  f\er  Univeröitat,  Jena,  Carl  Zeifs-Platz  7 
Abraham,  Max,  AssisteuL  am  Institut  für  theoretische  Physik,  iierlm. 
Ackermann-Teubner,  Alfred,  VerlagtbacbliAii^erf  Leipzig,  Poetatr.  S. 

Adami,  Fr.,  Gymnasialprofessor,  Hof. 

Ahrens,  W.,  Lehrer  an  der  BaiiiTf'WHrksthulc,  Mafjdcbnrg,  liadestr.  1. 

Alej,  R.  J.,  Profeaäor  at  the  liidiaiia  Statu  Uuiveräitj,  Bloomington, 
Indiana,  U.  S.  A. 

Ambronn,  L.,  I'rofi^s-or  an  der  UniTondtät»  GOttiligeil. 

Amthor,  A.,  Hannover,  Künigstr.  40. 
10.  A r chenhold,  F.  S.,  Director  der  Treptow-Sternwarte  bei  üerlin. 

Bacharach,  J.,  Professor  an  der  Industrieschule,  Nürnberg,  Bollnentr. 41. 

Bach  mann,  P.,  Professor,  Weimar,  Carl  Alexander-Allee  2. 

Bllcklund,  A.  V.,  Profe.^sor  an  der  Universität,  Lund  (Schweden). 

Baker,  II.  F.,  Fellow  and  Lecturer  at  St.  John's  College,  Cambridge  ^England) 

Bartheis,  K.  L.,  ProfeBsor,  Privatgelehrter,  Bonn,  Hofgarten-Augnttstr.  9. 

Bauer,  G.,  Professor  an  der  Universität,  München,  Türkenstr.  29. 

Baur,  L.,  Director  der  Grofsh.  Realschule,  Heppenheim  a.  d.  B.,  i'nvat- 
docent  an  der  Technischen  Hochschule,  Darmstadt;  Heppenheim  a.  d.  B. 

Bauschinger,  J.,  Professor  an  der  Universität,  Berlin  SW.,  Lindenstr.  91. 

Reck,  A  ,  Profepsor  am  Polytechnicum,  Zvirich  V.,  Merkurplatz,  Arterstr.  28. 
20.  Beke,  K.,  Professor,  Privatdocent  an  der  Universität,  Budapest,  Daix\janich- 
gasse  50. 

Bernau,  W.  W.,  Professor  at  the  ÜniTeraity,  Ann  Arbor,  Mich.,  ü.  8.  A.^ 

61  l'a^t  Kingsley  Street. 

Bernstein,  Felix,  Caud.  math.,  Halle  a.  S.,  Mühlweg  6. 

Biermann,  0.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Brünn  Millireu), 
Falkensb'inergasae  6. 

Binder,  W.,  FtofessoT  an  der  Facbschole  für  MaachiDenweeen,  Wiener- 
Neustadt. 

Bjerknes,  C.  A.,  Professor  an  der  Universität,  Christiania.  Grönne  Gad  6. 
Blaschke,  £.,  Privatdocent  an  der  Universität,  Wien  I,  Judenplats  4. 
Blümcke,  Ad.,  Gymnasialprofessor,  Nürnberg:,  Gloekeohofstr.  $S. 
Blumenthal,  Otto,  Paris,  nie  Berthoüet  ö. 
Bock,  A,  Reallehrer  an  der  Realschule,  Paasau. 
80. BOger,  K  ,  Oberlehrer  au  der  Realschule,  itombitr|p,  Sophien-AIlee  St. 
Boehm,  Karl,  Heidelber;^' ,  Theaterstr. 

Börsch,  A.,  Professor,  Abteilungsvorsteher  am  Kgh  Geodätischen  Institut, 

Potsdam,  Mauerstr.  6. 
Böttcher,  J.  £.,  F^fessor,  Bector  des  Bealgymnasinrns,  Leipug, . 

Zeitzerstr.  10. 
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Boll  Im  an  n,  6.,  Profesaor  an  der  Universität,  GOttingeii,  Berthwuiatr.  1. 

Bohnert,  F.,  Oberlehrer,  Hamburg,  Moltkeatr.  66. 

Boie,  H.  du,  Professor  an  der  Universität,  Berlin  NW,  Schill  bauerdamm  21. 

Boltzmann,  L.,  Professor  an  der  Universität,  Wien  IX  Tflrkenstr.  S. 

Bolsa,  0.,  Professor  at  t he  Universit}',  Chicago  III.,  Woodlawn  avenueöSlO. 

Braunmühl,  A.  v.,  Profeaeor  an  der  Technischen  Hochschule,  Mfinehen, 
Schellingstr.  53. 
40.  Brendel,  M.,  Professor  an  der  Universität,  Göttingen. 

Bre  tachueider,  W.,  Professor  am  Friedrich-Eugeu-  Gymnasium  und  Docent 
an  der  Technisrfipn  Hochschule,  Stuttgart,  Benefelderstr.  38 A. 

Brill,  A.  V.,  Professor  au  der  Universität  Tübingen,  UechingersU'.  14. 

Brix,  W.,  Berlin  W.,  Friedrich  Wilhelm-Sfcrafoe  Ö. 

Brückner,  Max,  Oberlehrer  am  Gymnammn,  Bautzen,  Panlistr.  32. 

Brunn,  H.,  Privaidocent  an  der  UniTersitüt,  Bibliothekar  an  der  Tech- 
nischen Hochschule,  München,  Giselastr.  27. 

Brnns,  H.,  Professor  an  dar  UniTersittt,  Leipzig,  Sternwarte. 

Bürger,  Bobert,  Lehzamtspraktikant  am  Bealgymnasiiim ,  Donan* 

Burkhardt,  H.,  i'rofebäor  an  der  Universität,  Zürich  V,  Kreuzplatz  1. 
Bnrmetter,  L.,  Professor  an  der  Tedmiseben  Hodiechtile,  MflncbeDf 

Barerstr.  69. 

öO. Busche,  E.,  Oberlehrer  an  der  Hansaschule,  Bergedorf  bei  Hambotg« 

Am  Baum  öl. 

Cantor,  Georg,  Professor  an  der  ÜniYersit&i,  Halle  a.  8.,  Hiadelslr.  IS. 
Cantor,  Morits,  Professor  an  der  Unireniat,  Heidelberg,  Qaiiberg- 

strafse  15. 

Cardinaal,  J.,  Professor  am  Polytechnicum,  Delft  (Holland),  Orange- 
plantage 86. 

Cranz,  U.,  Professor  an  der  Oberrealschale  und  PrivatdocMit  an  der 
Technischen  Hoch -^hule,  Stuttgart,  Johannesstr.  17. 

Crawley,  E.  S.,  Profesbor  at  the  Universitj,  Philadelphia,  Pa. 

Crayen,  Wilhelm,  Yerlagsbuchhändler  (G.  J.  CHlsehen^sehe  Verlags- 
handlang),  Leipzig,  Johannisgasse  6. 

Cremona,  L.,  Professor  an  der  K.  Scuola  d'applicaaone  per  gl*  ingegneri, 
Born,  Piazza  S.  Pietro  in  Yincoli  6. 

Cortse,  Has,  Professor,  Thom. 

Csnber,  E.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Wien  m,  Neu- 

linpgasse  3. 

60.  Dalwigk,  F.  v. ,  Privatdocent  au  der  Universität,  Marburg. 

Dantscher  t.  Kollesberg,  V.,  Professor  an  der  üniTOTsitftt,  Gras, 

Bechbauerstr.  29. 

Dedekind,  R.,  Professor  nn  dar  Technischen  Hochschule,  Brannschweig, 

Kaiser  Wilhelm-Strafse  ö7. 
Denisot,  A.,  Assistent  an  der  Technischen  Hochschnle,  Aachen,  Salvator- 

atrafse  12. 

Dickstein,  S.,  Professor,  Warschau,  Marzafkowf^kastr.  117. 
Dingeidev,  F.,  Professor  an  der  Teclmi^cheu  Hochschule,  Darmstadt, 
Grüner  Weg  IS. 

Dobriner,  H.,  Oberlehrer  am  Philantropin,  Frankfurt  a.  M.,  Eiserne 

Hand  IH 

Döhleniann,  K.,  Privatdocent  an  der  Universität,  München,  Von  der 
Tann-Str.  SS. 

Doergens,  R.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Berlin  NW., 

Spcnerstr.  2. 

Dolezal,  E.,  Professor  au  der  Bergakademie,  Leoben  (.Steiermark;. 
7a.  Domsch,  F.  B.,  Lehrer  an  den  Tecbdschen  Staatslehranstalten,  ChemnitE. 
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Drygalski,  Erich  r.,  PMfoMor  an  d«r  Univenitii,  B«rlm  W.,  Kur- 

furatenstr,  40. 

Dyck,  W.,  ProfMtor  sai  der  lechnischen  Hochschule,  München,  Hüde- 
ffardstr.  1*/-. 

Diiobek,  0.,  Professor  aaderTeolmisQhe&HoohMlisle,  BerUa;  Charlotten* 

bürg,  Berlinerstr.  55. 
Eberhard,  V.,  Professor  an  der  Universität,  Halle  a.  S.,  Ji^erplaU  7. 
Edalji,  Jamahedji,  ProfimorattheGKijarat College,  AhmedaD«^  Indien. 
EUemann,  Fr.,  Lehrer  am  Landes-Seminar,  Göthen,  Franzstr.  26b. 
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Luis  Gonza^i^a  Oase*.*) 

Gehören  den  29.  August  1844  zu  Valencia,  besuchte  Luis 
Oonzaga  Gase 6  das  ItistUufo  Jr  2"*  ensemnza^  absolvirte  am 
28.  Juni  1863  die  Examina  fih  das  Jiarhiflerafn  rn  Artfs  (mit  der 
Censiir  rorsilfjlidi  und  Zucrkfimuug  des  auLserordentlicheu  Preises 
in  der  Scccion  de  Ciendas)  und  bezog  uoeh  iu  demselben  Jahi'e 
die  Universität,  um  dem  Studium  der  exacten  Wissenschaften  ob- 
soHfigen.  Daiu  liltiie  w  im  Jahr«  1665  Philosophie  und  sdiöne 
Wi88etisch«ften,  unterzog  sich  im  Jnni  1867  den  betreffenden 
Prüfungen  (mit  ausgezeidmeter  Censur),  ergab  sich  aus  Pietftt  für 
seinen  Vat^,  der,  frflh  verstorben,  in  Valencia  als  Bechtsgelehrter 
th&tig  gewesen,  auch  noch  juristischen  Studien,  wurde  im  Jahre  1870 
Doctor  der  Rechte  und  errang,  nach  beendigtem  Licentiat  in  der 
philosophischen  Facultät  zu  Barcelona,  im  Juni  1874  das  Doctor* 
diplom  in  den  exacten  Wissenschaften. 

Noch  während  seiner  Studienzeit  im  Jahre  1866  als  besoldeter 
Substitut  und  spflter  Hilfslehrer  der  Mathematik  am  Insfituto  thätig, 
wurde  er.  da  die  Regierung  letztere  Art  von  StelliinpoTi  im  Jahre 
li<68  eingehen  lieFs,  zum  Substituten  tili-  den  LehrstoU"  J.ntin  p 
Castellam  eriiaimt.  In  diese  Zeit  der  Wirksamkeit  nnf  sprae Idii  liem 
Oebiet  fällt  die  Herausgabo  seiner  lür  Schüler  bestiiumieu  und  mit 
erklärenden  Noten  versehenen  Biblioteca  Latin a. 

Als  dann  im  Jahre  1883  die  LehrstOhle  fOr  Mathematik  ia 
Ganarias,  Ciudad  Beal,  Le6n  und  Ponfarrada  frei  wurden,  trat 
er  mit  20  opositores  (Wettbewerbern)  in  die  Schranken,  hatte  das 
Glttck,  einstimmig  in  erster  Reihe  genannt  su  werden,  und  ging 
in  Folge  dessen  nach  Ciudad  Beal,  das  er  jedoch  bald  mit 
AU»a<  »de  vertauschte.  —  Von  Anbeginn  seiner  Lauflmlm  bestrebt, 
üniversitütsprofessor  zu  werden,  richtete  er  nach  vierjähriger  Amts« 
thätigkeit  an  letztgenanntem  Ort  sein  Augenmerk  auf  die  Vacanz 
in  Sevilla,  trug  über  seine  Mitbewerber  abermals  den  Sieg  davon 
und  hatte  den  neu  erlangten  Lehrstuhl  bis  zum  Jahre  lb92  inne. 


*)  Auf  (inuid  von  MittL'iliiiii:»Mi  aus  \volduiiterrichteter  Quelle.  Ein 
Porträt  zur  Ueproductiou  war  uicbt  zu  eilaugtm. 
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in  welchem  aus  staatsöko nomischen  Rücksichten  unter  anderen  auch 
die  Facultät  der  exacten  Wissenschaften  an  der  Universität  zu 
Sevilla  geschlossen  wurde.  Bis  auf  weiteres  für  excedente  er- 
klärt und  auf  zwei  Drittel  seines  Einkommens  herabgesetzt,  am 
7.  September  1893  aber  an  die  üniversität  zu  Zaragoza  für  Cdlculo 
difereneial  <f  integral  berufen,  begann  fftr  den  Dabingescliiedenen 
doch  erst  im  Jahre  1895  mit  der  Anstellung  als  Professor  der 
Ant&lisifl  matem&tico  in  Talencia  die  wahre  Freudigkeit  im  Amt. 
An  seiner  Vaterstadt  mit  allen  Fibern  seines  Hersens  hängend,  er* 
IBilte  ihn  hier  ganz  die  Hoffnung  auf  ein  segensi  el<>lies  Wirken 
sowohl  als  auf  die  endliche  Drucklegung  seiner  in  zahlreichen  ^fann- 
scripten  bereit  gehaltenen  Untersuchungen,  als  er  am  17.  Mai  1899 
plötzlich  abo-enifen  wurde. 

Die  J.nritmes  de  Coordinatoria ,  von  las  dctermiiufnics  y  süü 
principidi's  uplicacionrs  (e.  e.\  XVT — 451  pdgitw^  en  4^,  Valencia 
1882,  sind  auf  raathematiscliem  Gebiet  als  Erstlingswerk  des  Ver- 
storbenen zu  nennen:  von  dieser  Schrift  hob  seiner  Zeit  die  Akademie 
der  Wisseuschatten  zu  Madrid  als  verdienstvoll  hervor,  dafs  es  sich 
mit  damals  in  Spanien  kaum  noch  behandelten  Theorien  befasse. 
Auch  die  Bevue  des  guesiions  säefiti/hjKes,  Oetobre  1883,  Bmxelles, 
und  Nature,  September  1884,  London,  besprachen  diese  Schrift  in 
anerkennender  Weise. 

Im  Jahre  1884  folgten  dann  die  Tobias  de  Logaritmas,  Ccio- 
garitmos  y  AnÜtogariimas  de  hs  nümeros  naturales  g  trigonometricos^ 
can  las  logariimas  de  Gauss  p  de  Mendazuy  dispuesfas  de  un  ntodo 
mteva  y  acompariadtis  de  ht^ifmccioncs  prdctieas  sohre  los  hgaritmos 
1/  Söhre  et  uso  de  las  Tablas,  XVIII  —  178  pgs.  en  8®  con 
10  Tnhlas.  —  j\I(dhrsis  bericht.  t  darüber  im  tome  V,  Oetobre  85; 
das  Buch  ist  bis  heute  in  H  Aullaji^f  ii  »  rschienen. 

In  bedeutend  orweit'-rter  Behandiunir  erschienen  im  Jahre  1S91 
abermals:  Lvecinnis  de  Coordinatm'in :  ihnen  folgten  spater  die  DUi- 
ffrarims  mnemt'micos  de  Trigononntrla,  iurdiante  los  cnaJe^  se  nhtieneti 
mecd/iiannmte  imis  de  700  förmulds  6  niacioties  tiudo  (/onioiHilrieas, 
mononiias  y  binomias  eomo  trigonometrkas^  rectdineas  y  esftrkas^ 
Valencia  1897,  74  ptlginas  en  4^,  2*  edicion.  In  Überse^ngen 
liegen  dazu  vor  die  Tearia  sucinia  de  las  funciones  hiperMicas, 
por  P.  Mansion.  Version  espanola,  Valencia  1896,  44  pgs.  en  4^ 
sowie  die  Memorias  sabre  las  Ecuacianes  algebricas  por  K.  H.  Abel, 
Valencia  1896,  38  pgs.  en  4^,  letztere  als  ein  Teü  der  Btblioteca 
MaUmdtiea,  die  als  Supplement  zum  AreJiln>  de  Moteinäticas  puras 
y  a^icadc^  bestimmt  war,  welches  Gasco  seit  1898  herausgab. 

Den  Cur<o  de  Ändlisis  maiematico  aber,  mit  besonderer  Liebe 
bearbeitet  und  schon  im  Druck  begonnen,  vollendet  zu  sehen,  hat 
das  Schicksal  dem  Dahingeschiedenen  nicht  mehr  vergönnt. 
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C.  I.  Gerhardt*). 

Von  M.  Cantor  in  Heidelberg. 

Carl  Immanuel  Gerhardt,  auf  den  Titeln  seiner  VeröfTent- 
lichungen  immer  als  C.  I.  Gerhardt  bezeichnet,  ist  den  2.  December 
1816  zu  Herzberg  bei  Tor- 
gau in  Schlesien  geboren 
und  am  5.  Mai  1891)  zu 
Halle  a.  S.  gestorben.  Vom 
Gymnasium  zu  Torgau  aus 
bezog  Gerhardt  im  Herbste 
1834  die  Universität  Ber- 
lin, um  sich  dem  Studium 
der  Mathematik  zu  widmen, 
(iegen  Ende  1837  docto- 
rirte  er  und  machte  bald 
darauf  sein  Lehrerexamen. 
Nachdem  Gerhardt  wäh- 
rend eines  ihm  als  Probe- 
jahr angerechneten  Jahres 
die  Gelegenheit  benutzt 
hatte,  den  erkrankten  Leh- 
rer der  Mathematik  am 
Gymnasium  zu  Eutin  zu 
vertreten,  wurde  er  Ostern 
1839  in  Salz  Wedel  auge- 
stellt Vom  Herbste  1853 
bis  185Ö  war  er  Lehrer  der 
Matlicmatik  an  dem  Französischen  Gymnasium  und  an  der  vereinigten 
Ai-tillerie-  und  Ingenieurschule  in  Herlin,  dann  erhielt  er  Urlaub 
sowie  ein  Stipendium  zu  einer  wissenschaftlichen  Reise  nach  Lausanne» 
Mailand  und  Paris,  von  wo  zurückgekehil  er  1856  als  Professor  nach 
Eisleben  kam.  Dem  Eislebener  G3'raiiasium  gehörte  (Jerhardt  von 
nun  an,  seit  1876  als  Director,  ])is  zum  Schlüsse  seiner  amtlichen 
Thätigkeit  an.  Dort  feierte  er  am  25.  September  1888  in  voller 
Rüstigkeit  und  unter  reger  Teilnahme  das  Fest  seines  5()-jährigen 
Amtsjubiläums,  von  dort  aus  trat  er  am  19.  September  1891  in  den 
erbetenen  Ruhestand.  Er  wühlte  Halle  als  Wohnort,  verlicfs  aber 
diese  Stadt  wieder,  als  ihm  dort,  nach  halbjährigem  Aufenthalte  die 
treue  LebensgelÜhrtiu  durch  den  Tod  entrissen  wui'de.  (icrhardt 

*)  Nach  einem  für  die  Nachtrüge  zur  allgemeinen  Deutschen  Bio- 
graphie bestimmten  Manuscript  mit  dankenswerter  Genehmigung  des 
Herausgebers  R.  v.  Liliencron  und  der  Verlagsbuchhandlung  von  Duncker 
und  Bumblot  zu  Leipzig. 
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zog  SU  seiner  mit  iti  iq  OtBciere  Terh^rateten  Toi  hier  nach  Mainz, 
von  da  mit  ihr  naoii  Graudenz,  wo  er  seinen  80.  Geburtstag  feieiie, 
1897,  nachdem  soin  Schwiegersohn  den  Ahsehiod  ans  dem  Militär- 
dienste rrenommen  hatte,  zum  zweiten  Male  nach  Halle.  Er  be- 
wahrte seine  geistige  Fnscln',  auch  nachdem  körperliche  Gebrechen 
auftraten,  deren  von  ihm  um  meisten  bekhigte  Folge  die  war,  dafs 
er  auf  die  gewohnten  lanf^'on  Spaziergiln*re  verzichten  niulste.  Am 
4.  Mai  181)9  war  er  noch  bis  10  Uhr  des  Abends  im  Ki'eisc  seiner 
Familie,  dann  ging  er  zu  Bette,  am  anderen  Morgen  fand  man  ihn 
entschlafen. 

Gerhardt  hat  eine  reiche  schriftstellerische  Thätigkeit,  ins- 
besondere  auf  dem  Gehiete  der  Leibnis^Forschiing  entwickelt.  Die 
Berliner  üniTexsltftt  hatte  als  Preisaufgabe  eine  geschichtliche  Dar« 
Stellung  der  verschiedenen  Begrfindungsweisen  der  Differentialrechnung 
▼erlangt,  und  Gerhardts  Bearbeitung  wurde  1837  mit  dem  Preise 
gekrönt.  Von  da  an  war  die  Richtung  seines  Arbeitens  entschieden. 
Ein  Salzwedeler  Programm  von  1840  behandelte  die  historische  Ent* 
wickhinrr  des  Princips  der  Differentialrechnung  bis  anf  T.eibniz. 
Dann  folgte  die  Herausgabe  von  Leihniz's  „Historia  et  orip^o 

caieuli  diÜerentialis,"  welche  Oerhardt  unter  dem  in  HaTinnvnr 
aufbewahrten  handsehrittlicheu  Nachlasse  von  Leibniz  aulgetuuden 
hatte.  Zwischen  beide  VeröÖentlichungeu  fallen  einige  geschichtliche 
Aufsätze  im  2.  und  3.  Bande  von  Grunert's  Archiv.  Wir  haben 
weiter  zu  erwUhnen:  Die  Entdeckung  der  Differentialrechnung  duich 
Ldbniz  u.  s.  w.  (1848),  Die  Geschichte  der  höheren  Analysis  I. 
(einziger)  Band  (1855),  die  Beteiligung  an  der  Herausgabe  von 
LeibnLs's  Gesamtwerken  durch  Bearbeitung  der  mathematischen, 
später  auch  der  philosophischen  Schriften  (seit  1849).  Dann  gab 
Gerhardt  1865  das  Bechenbnch  des  Mazimus  Planudes,  1871  das 
Vll,  und  Vm.  Buch  der  Sammlungen  des  Pappus  heraus,  mit 
welcher  letsteren  Ausgabe  ein  Eislebener  Programm  von  1875  in 
Zusammenhang"  steht.  Im  Auftrage  der  bayi-isclien  Akademie  be- 
teiligte sich  Gerhardt  an  der  Geschichte  der  Wissenschaften  in 
Deutsfhland  durch  Her^tellnnir  des  17.  Bandes:  Geschichte  der 
Mathematik  in  Deutschland  i  i)-i77).  Am  Spätahende  seines  arbeit^^- 
reirhen  Lebens  durfte  Gerhardt  eine  neue  Ausgabe  von  Leibniz's 
matheinatisi  hein  Briefwechsel  besorgen,  deren  1.  Band  Weihnachten 
1898  ersdiieii,  während  der  2.  Band  bei  Gerhardt's  Tode  im 
Drucke  war. 

Gerhardt  hat  sich  unzweifelhaft  durch  die  Sichtung  von 
Iteibniz's  handschriftlichem  Nachlasse  grolüse  und  bleibende  Verdienste 
erworben.  Erst  durch  die  bei  dieser  Gelegenheit  an  das  Licht  ge- 
zogenen, mit  Datumsangabe  Tersehenen  Schriftstücke  ist  es  möglich 
geworden,  genau  zu  erkennen,  wie  Leibniz  der  Lifinitesimalrechnung 
schrittweise  nSher  kam,  bis  er  das  Ziel  erreichte.    Auch  der  Wieder- 
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abdruck  schon  da  und  dort  vei*ölfontlichtcr  Abhandlungen  und  Briefe 
war  im  höchsten  r!ra<lo  dankenswert.  Einleitungen  zu  den  einzelnen 
Ahscliiiitten  erleichtern  den  ( ieltraiicli ,  wenn  sie  auch  das  leider 
If'hlende  Keg-ister  nielit  /.u  ersetzen  verniügcii.  Audi  für  das  Be- 
kaniitpehi'H  des  Kecht'übuc'hes  des  Miiximu*  Planudf?,  wird  mau 
Gerhardt  erkenutlieh  sein.  Seine  Arbeiten  Ober  Pappus  suchten 
eine  vüu  keinem  anderen  Historiker  geteilte  Meinung  zu  verteidigen, 
die  Sammlung  des  Pappus  habe  nur  aus  drei  Büchern  bestanden, 
dem  vereinigten  3.  tmd  4.  Boche,  dem  7.  Buche  imd  dem  8.  Buche. 

Was  die  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland  betnift,  so 
war  sie,  nach  unserer  Meinung,  ein  yon  Yom  herein  verunglücktes 
Unternehmen,  wenn  der  Verfasser  sich  nidit  entscfalofs,  die  Auf- 
gabe viel  weiter  zu  fassen,  wie  es  etwa  Rnd.  Wolf  in  dem  16^.  Bande 
der  gleichen  Sammlang  durch  seine  Geschichte  der  Astronomie  1877 
gothan  hat.  Bei  einer  so  völkergemeinsamen  Wissenschaft,  wie  die 
Mathematik  es  ist,  läl'st  sich  kaum  für  die  ältesten  Zeiten  eine 
Scheidung  auf  geographischer  Onmdlarro  durchfuhren.  Die  Oe- 
sehiehte  der  Mathematik  zeiol  uns,  dais  in  der  ganzen  Wissenschaft 
wie  in  einz<'lneTi  Ahsrhnitten  derselben  bald  dieses,  bald  jenes  Volk 
die  Fülirnni:  üliernalim,  dais  (Ik-  jeweils  zurückbleiheiidcu  Völker 
jedoch  lernend,  wenn  nicht  lehiruti,  den  Fortschritt  mitmachten,  bis 
sie  ganz  unerwartet  und  plötzlich  an  der  Spitze  standen.  Diese 
Thatsache  hat  die  Unmöglichkeit  zur  Folge,  eine  gute  Geschichte 
der  Mathematik  in  Deutschland  zu  schreiben.  Ob  es  Gerhardt  an 
dem  BewuTstsein  dieser  Unmöglichkeit  fehlte,  ob  an  dem  weiten 
geschichtiiehen  Überblick,  durch  welchen  Wolf  sich  auszeichnete,  imd 
welcher  dessen  vorerwähnten  16.  Band  zu  einer  J^erde  der  ganzen 
Sammlung  hat  werden  lassen,  das  vermögen  wir  nicht  zu  entscheiden. 

Veigl.  A^ollheim,  Geschichte  des  königlichen  Gymnasiums  zu 
JOisleben  von  184G — 189(>.  Festschrift  zur  dreihundertfftnfzigjähri gen 
Jubelteier.  (Eisleben  1896.)  —  Briefliche  Mitteilungen  von  Oberst 
von  Ludwiger,  dem  Schwiegersohne  0.  J.  Gerhardt's. 

SopliQS  Lie. 
Von  F.  Ihigel  in  Leipzig. 

Später  als  andere  grolse  Mathematiker,  erst  in  einem  Alter  von 
seebsundzwanzig  Jahren  hat  Lie  seinen  Beruf  zur  Mathematik  er« 
kannt.  Aber  nachdem  er  einmal  das  Feld  gefunden  hatte,  fOr  dessen 
Bearbeitung  er  geschaffen  war,  strömten  ihm  die  Ideen  in  einer 
Fülle  zu,  die  kaum  ihres  Gleichen  hat. 

An  Erfinderkraft  steht  Lie  ebenbürtig  neben  den  gi'öfston 
Mathematikern  aller  Zeiten.    Nur  äuikerst  wenige  haben  der  mathe- 
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matischen  Forschung  so  ausgedehnte  neue  Gehiet«  erschlossen  und 
zugleich  Methoden  von  solcher  Fruchtbarkeit  und  Tragweite  geschaffen 

wie  er,  und  was  die  Haupt- 
sache ist:  diese  Methoden  sind 
von  der  Art,  dafs  jeder  Mathe- 
matiker sie  handhaben  und 
damit  eine  Menge  Probleme 
erledigen  kann,  die  vor  Lie 
vollständig  unzugänglich  er- 
schienen. 

Auf  den  ihm  eigensten 
Gebieten,  den  Integrations- 
theorien  und  der  Gruppen- 
theorie mit  den  zugehörigen 
bivariantentheorien  und  den 
Anwendungen  auf  Differential- 
gleichungen imd  Geometrie, 
auf  diesen  Gebieten  hat  Lie 
ftir  sich  allein  eine  Leistung 
vollbracht,  die  ich  nicht  besser 
zu  kennzeichnen  vermag  als 
durch  Vergleichung  mit  dem, 
was  Newton  und  Leibniz 
zusammen  für  die  Infinitesi- 
malrechnung geleistet  haben. 
Während  Newton  die  Infini- 
tesimalrechnung für  seine  eigenen  Bedürfnisse  schuf,  als  ein  Instrument, 
das  nur  ein  Meister  wie  er  zu  spielen  im  stände  war,  gab  Leibniz, 
der  zweite  Erfinder,  dem  Calcül  von  vornherein  eine  Fassung,  die 
iiir  jeden,  auch  filr  gewöhnliche  Geister  benutzbar  war,  und  deren 
wir  uns  noch  heute  bedienen;  deshalb  können  wir  zwar  Newton 
nicht  genug  bewundera,  aber  gegen  Leibniz  fühlen  wir  uns  doch 
in  viel  höherem  Malso  zu  Dank  verpflichtet.  Lie  nun  vereinigt, 
wie  schon  gesagt,  auf  seinem  Gebiete  die  Leistungen  von  Newton 
und  Leibniz;  wie  Leibniz  hat  er  jederzeit  die  Methode  höher 
gestellt  als  die  einzelnen  Resultate,  auch  bei  der  Behandlung 
sj>ecieller  Aufgaben  war  sein  Augenmerk  stets  auf  Allgemeinlieit  der 
Methode  g<'riclitet.  Die  von  ihm  geschaffenen  Methoden  und  Theo- 
rien sind  nicht  blofs  für  die  Hand  eines  Meisters,  sondern  sie  bilden 
auf  lange  Jahre  hinaus  eine  imerschöpfliche  Fundgnibe  interessanter 
und  wirklich  lösbarer  Probleme  für  jeden  Mathenmtiker,  der  nur 
zugreifen  will,  wenn  auch  die  Virtuosität,  mit  der  der  Ei-finder 
selbst  seine  Methoden  handhabte,  unerreicht  bleiben  mufs.  In 
Frankreich  und  neuerdings  auch  in  Italien  hat  man  sich  das  schon 
zu  nutze  gemacht,  in  Deutschland  leider  noch  viel  zu  wenig;  über- 
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hanpt  ist  in  Deutschland  die  Erkenntnis  von  der  Bedeutung  Lie's 
noch  lange  nicht  yerbreitet  genug. 

Man  wird  mir  Toiwerfen,  ieh  sei  als  ein  specieUer  Schfiler 
Lie's  Partei.    In  der  That  bekenne  ich  offen  und  freudig,  dnfs  ich 
porsönlicb  für  meine  Entwickelung  als  Mathematiker  Lie  überaus 
viel  zu  danken  habe,  mehr  als  ieh  sagen  kann  nnd  mehr  als  irgend 
ein  anderer:  trotzdem  glaube  ich  nicht,  ihn  zu  überschätzen,  wenn 
ich  als  meine  innigste  f^jerzciigunir  ausspreche,  daCs  man  Lie  m 
den  allerersten  Mathematikern  rechuoii  mufs,  die  überliaupt  gelebt 
haben,  und  dafs  man  in   nicht  ferner  Zeit  kaum  begreifen  wird, 
wie  jemals  einzelne  Mathematiker  anders  über  ihn  haben  urteiica 
können. 

Dabei  bin  ich  keineswegs  blind  dafür,  dufs  Lie 's  Fähigkeit  zur 
Darstellung  des  Gefundenen  bei  weitem  nicht  auf  derselben  Höhe 
stand  wie  seine  Ei&iderknft,  oder  richtiger,  dafs  sie  sidi  nicht  za 
derselben  Höhe  entwickelt  hat  ¥rie  diese,  und  dafs  er  in  diesem 
Punkte  den  meisten  grofsen  Mathematikern  nachsteht.   Aber  daffir 
ist  eben  die  Ffllle  nnd  Frachtbarkeit  seiner  Ideen  verantwortlich 
SU  machen,  die  ihn  von  Entdeckung  zu  Entdeckung  geradezu  fort- 
nfs.    Ein  noch  so  langes  ^fenschenleben  —  und  Lie  waren  nur 
drei  Jahrzehnte  für  sein  Lebenswerk  yerg5nnt  —  es  wtlrde  nicht 
ausreichen,  um  diese  Entdeckungen  zn  machen  und  sie  auch  noch 
in  vollkommener  Form  darzustellen. 

Oaufs  hat  einmal  geäii^''Tf.  in  seiner  Jugend  seien  ihm  die 
Ideen  in  solcher  Füll''  /Aigeströnit .  dals  er  sie  nicht  habe  bewältigen 
können.    Die  nngelieuer  strengen  Anforderungen,  die  Gaufs  au  die 
Darstellung  s<'iner  Untersucliuugen  stellte,  sind  dann  die  Ursache 
gewesen,  dals  viele  seiner  Ideen  bis  lauge  nach  seinem  Tode  ver- 
borgen geblieben  oder  sogar  für-  die  Welt  ganz  verlonn  gegangen 
sind.    Es  ist  daher  eher  als  ein  Glftck  zu  betrachten,  da^  Lie 
nicht  gleich  Ton  Anfiang  an  das  Bedflrfius  emp&nd,  seine  Sachen 
nur  in  abgerundeter  Fonn  an  die  Öffentlichkeit  zu  bringen,  sondern 
sich  rielfach  begnügte,  sie  in  skizzenhafter,  oder  wie  er  selbst  sagte, 
„leichtsinniger^  Daxstellung  drucken  zu  lassen,  indem  er  hoffte,  das 
Versftumte  später  nachholen  zu  können.    Bei  einem  Teile  aemer 
Theorien  ist  ihm  das  ja  auch  gelungen,   zahlreiche  andere  und 
mit   die   wichtigsten  harrten   aber  noch  der  zusammenhängenden 
Darstellung,  als  ihn  der  Tod  ereilte.    So  sehr  das  zu  beklagen  ist 
—  er  hat  doeh  wenig«:tens  dsifür  geborgt,  dals  seine  hauptsächlichator 
Entdeckungen  vor  dem      hirksal»-  bewahrt  geblieben  sind,   mit  ihn 
begraben  zu  werden,   und  obwohl  er  immer  noch  ei»p  i^iiilr»  voi 
Wissen,  das  nur  er  besafs,  mit  ius  Grab  genommen  liat:    \v:is  p 
uns  hinterlassen,  ist  so  reichhaltig,  dafs  viele  Jahn-  dazu  g«'lir»ie 
werden,  es  zu  verarbeiten,  imd  Jahrzehnte  werden  uicht  ausroivhei 
um  die  Finichtbarkeit  der  von  ihm  ausgestreuten  Ideen  zu  crseliöpfei 
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Im  Grunde  entscheidet  ja  auch  über  die  Fortdauer  der  Ideen 

eines  MathtMiiatikors  nnr  der  Wert  und  die  Frurhtbarknt  dieser 
Ideoii.  nicht  die  Form,  in  der  sie  der  Entdockor  dargostelit  hat. 
Die  Kunst  kann  Werko  schaffon,  die  niemals  veralten,  dapepen 
kommt  selbst  für  die  vollkommensten  Werke  der  pröi^sten  Mathe- 
matiker eine  Zeit,  wo  sie  veraltet  sind  und  wo  nur  ihr  Ideengehalt 
noch  fortlobt. 

Bei  Lies  Ideenreichtum  und  bei  der  Mannigfaltigkeit  seiner 
Entdeckungen  ist  es  unmöglich,  im  Bahmen  eines  Inineu  Vortrags 
anch  nur  tou  den  wichtigsten  eine  Vorstellung  zu  geben.  Ich 
I       werde  mich  daher  begnügen,  den  Gang  seines  Lebens  su  schildern, 
I       und  nur  hier  und  da  einige  Andeutungen  über  die  yon  ihm  yer- 
folgten  Ziele  einstreuen. 

Marius  Sophus  L^e  war  ein  Pfarrerssohn  wie  Euler  und 
I       Riemann  und  wie  auch  sein  grofser  Landsmann  AbeL    Er  wurde 
I      geboren  am  17.  December  1842  in  NordQordeido  am  Eidsfjord, 
I       einem  Zweige  des  NordQords  in  dem  norwegischen  Amte  Pergenhus. 
I       Als  der  Vater  1851  nach  dem  Städt<*hon  Moss  am  Christianiafiord 
I       versetzt  worden  war,  besuchte  Sophus  T^ie  zunächst  die  doitif^'o 
I       Schule  und  dann  von  1857  an  das  Nisseusehe  Privatgynmasium  in 
I       Chhstiania.    Als  Schüler  war  er  in  allen  Fächern  gleich  gut,  ohne 
1       besondere  Vorliebe  für  die  Mathematik  zn  /.eigen;  deshalb  ents<hied 
er  sich,  als  er  1859  die  Uuivoi-sität  Chiistiania  bezog,  erst  nach  einigem 
•1     Scilwanken  für  das  Studium  der  RealiUcher.    Auch  auf  der  Uni- 
•bI     TerdtSt  trat  seine  hervorragende  Begabung  für  die  Mathematik  noch 
Im     nicht  zu  Tage,  und  keiner  seiner  Lehrer  ahnte  das  in  ihm  sehlum- 
m     memde  Genie.    Er  hörte  zwar  schon  1862  bei  L.  Sylow,  der 
}t'\     zeitweilig  den  Professor  0.  J.  Broch  vertrat,  eine  Vorlesung  über 
'n]     Substitutionentheorie;  aber  diese  Dinge  hinterlieisen  damals  keinen 
/v      nachhaltigen  Eindruck  bei  ihm,  und  erst  viel  später  gewannen  sie 
lei      für  ihn  Bedeutung,  als  er  sich  mit  den  Differentialgleichungen  und 
.r.      den   continuirlichen  Gruppen   beschäftigte  und  nun  die  Analogien 
r[i      mit  der  Substitutionentheorie  und  der  Galoisschen  Gleichungstheoiie 
verfolgte. 

in'  Nachdem    er    1805    das    mathematisch -naturwissenschaftliehe 

xvJ-     Lehrercxamon  bestanden  hatte,  ertvilte  er  Tinnjichst  Privatunterricht 
idct     in  der  Mathematik,  hielt  auch  in  dem  allgemeinen  Studentenvcnnno 
i  i?     eine  Reihe  von  Vorträgen  über  Astrt)nomie,  ja  dachte  sogar  daran, 
(«tÄ    sich  ganz  der  Astronomie  zu  widmen,  woraus  jedoch  nichts  wurde, 
ibf  •  Er  beÜEmd  sich  wShrend  dies^  Zeit  in  ziemlich  gedrückter  Stimmung, 
v«t    weil  er  unschlüssig  war,  welchen  Beruf  er  eigentlich  ergreifen  sollte. 
ig  e    Sein  wahrer  Beruf  war  ihm  noch  nicht  aufgegangen,  obwohl  er 
^   sich  auch  schon  damals  mit  mathematischen  Speculationen  bescb&f* 
tigte  und  insbesondere,  was  er  sp&ter  selbst  merkwürdig  fand,  mit 
}pfief   solchen,  über  die  Grundlagen  der  Geometrie:  er  versuchte  da  die 
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Goometrif.  ähnlich  wir  os  TiOliiitschefskij  und  W,  Boljai  gethan 
haben,  aut"  den  Bcgrift"  dn-  Ku^ol  zu  grüudeü. 

Anders  wurde  das,  als  er  im  Jahre  zuflillig  mit  Poucplcts 

und  I' lückers  Schriften  bekannt  wurde.  Da  erwachte  in  ihm  mit  a 
oineni  Male  der  Trieb  zur  mathematischen  Productinn.  und  es  be- 
gann jene  Staunen  erregende  Thätigkeit,  die  erst  mw  seinem  nur 
allzu  frfihen  Tode  ihren  Abschluls  gefunden  hat.  Kein  Wunder 
daher,  da&  er  lebeoslaiig  fOr  Poneelet  und  Plücker  eine  ganz 
besondere  Verehnmg  bewahrte;  hat  er  sich  dodi  später  einmal  ge- 
radem als  einen  ScfaHler  Plflckers  bezeichnet,  den  er  doch  nie 
gesehen  (Math.  Ann.  IX,  8.  246).  ^ 

Der  Plückersche  Gedanke,  an  Stelle  des  Punktes  irgend 
welche  Flftchen  oder  Gorren,  überhaupt  irgend  welche  Banmgebüde 
als  fianmelemente  einzuführen,  war  sein  .Ausgangspunkt,  und  yon 
da  ans  wurde  er  immer  weiter  geführt.  Er  begann  mit  der  Unter- 
snrhnng  gewisser  Abbildungen,  und  diese  Methode  der  Abbildungen 
ist  stets  für  ihn  ein  mächtiges  Hült'smittel  der  Forsehnng  geblieben, 
er  ist  da  geradezu  unersehöpflieh  in  immer  neuen  Wendungen.  Von 
den  Abbildungen  ging  er  bald  zu  den  Transformationen  fUter  und 
ÄUi"  Untersuch nu^»-  der  Eigeusehaflen,  die  bei  gewissen  Translorma- 
tionen  erhalten  bleiben.  So  wurde  er  mit  Notwendigkeil  ant'  den 
Gruppeubegritf  geführt.  Jcis  wiid  schwer  sein,  ein  zweites  Beispiel  i 
dafür  aufzufinden,  dals  ein  Yon  dem  einen  Mathematiker  aus- 
gesprochener Gedanke  bd  einem  andern  den  Anstofs  zur  Entwiche-  l\ 
lung  so  grofsartiger  und  ausgedehnter  Theorien  gegeben  hätte. 

Lies  erste  gedruckte  Arbeit  „Beprüsentation  der  Imaginären 
der  Plangeometrie**  beschftftigta  sich  mit  der  Abbildung  der  ima- 
ginären Punkte  und  Geraden  der  Ebene  durch  reelle  Gebilde  des 
gewöhnlichen  Raumes,  insbesondre  werden  den  oo*  imaginären  Ge-  ,i 
raden  der  Ebene  die  <X>^  reeUen  Geraden  des  Raumes  angeordnet. 
Er  liefs  diese  überaus  knapp  gefafste  und  daher  schwer  verständ- 
liche Arbeit  18t»;*  auf  eigene  Kosten  in  einem  Heftchen  von  acht 
Seiten  Quart  drucken,  und  sie  iari  l  nirht  lange  nachher  durch  | 
Professor  Brochs  Vermittehing  Aulnahme  im  Crellesihen  Journale 
(Bd.  70).  Pagegeii  hielt  es  ziemlich  schwer,  die  mafsgebenden 
wissenschaftlichen  Kreise  in  Christiania  da\()u  zu  ülx  rzeugeu,  dafs  ^ 
hier  eine  w  irkliche  Leistung  vorlag,  deren  Urheber  Fördernnij  veixiieute, 
und  wenn  nicht  einige  Freunde  Lies,  nebenbeibemerkt  keine  Mathe- 
matiker, energisch  für  ihn  eingetreten  wären,  so  wäre  es  ihm  kaum 
gelungen,  seine  inzwischen  auf  mehr  als  das  Vierfache  ihres  ursprüng- 
lichen Umfongs  angewachsene  Arbeit  in  den  Scfaiiften  der  Christianiaer 
Cksellschaft  der  Wissenschaften  unterzubringen.  Doch,  Dank  den 
unablässigen  Bemühungen  dieser  Freunde  erreichte  er  das  schlieJsliebt 
und  auf  Gnmd  dieser  Abhandlung  erhielt  er  ein  Beisestipendium, 
das  ihm  einen  längeren  Aufenthalt  im  Auslande  ermöglichte. 
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Den  Winter  1869 — 70  brachte  Lie  iii  Berlin  zu,  wo  er  mit 
Felix  Klein  zusammentraf  und  enge  Freundschaft  schlofs.  Durch 
seiiio  Abbildimg  der  imaginären  Punkte  und  ripraden  der  Ebene  war 
\Ao  damals  srhon  zur  lietrHchtung  gewisser  Liniencomplexe,  namnnt- 
lirb  (If'S  tetraedraleii  (  omplexes  veranlafst  worden  und  huttt«  aii- 
gofangt'n,  gewisse  ('lassen  von  partiellen  Ditferentialgleicbungcn, 
die  zu  solohen  Complexen  in  Beziehung  stehen,  zu  untersuchen  und 
zu  integiiren;  femer  war  er  durch  den  Plückerschen  Gedanken 
vom  Wechsel  des  Baumclementes  zum  Studium  der  Berührungs- 
tranafaniiatioiieii  gefBlut  worden ,  and  er  fragte  damals  «hon 
nach  floldien  Eigenschaften  partieller  Differentialgleichungen,  die 
bei  Berflhningstransfonnation  eriialten  bleiben.  Klein  seinerseits 
hatte  auf  dem  Qebiete  der  Liniengeometrie  gearbeitet;  beide  hatten 
daher  viele  geroeinsame  Interessen,  und  es  entmckelte  sich  zwischen 
ihnen  ein  reger  Verkehr.  Da  wir  über  den  Einfluis,  den  beide 
damals  auf  einander  ausgeübt  haben,  eine  Schilderung  aus  der  Feder 
2ioethers  erwarten  dürfen,  so  will  ich  hier  nicht  weiter  darauf 
eingehen  und  nur  einen  Punkt  erwähnen,  auf  den  Lie  selbst  mehr- 
mals mit  Nachdruck  hingewiesen  Imt.  Die  Int^Lnutionen  sppci eller 
partieller  DifferentialgleichuTipen.  die  Lie  ausfülu'te,  beruhten  darauf, 
da£s  diese  Dilierentialgleicluingen  bei  einer  dreigliedrigen  (iruppe 
von  vertauschbaren  Transformationen  invariant  blieben,  und  dals  diese 
(iruppe  in  die  Gruppe  der  Translationen  überführbar  war.  Klein 
wies  nun  Lie  darauf  hin,  dafs  sein  Verfalireu  eine  gewisse  Analogie 
habe  mit  dem  Verfahren,  das  Abel  bei  der  Behandlung  der  nach 
ihm  benannten  Gleichungen  benutast  hat.  Der  Hinweis  auf  diese 
Analogie  ist  später  für  Lie  insofern  von  Bedeutung  geworden,  als 
er  überhaupt  die  Analogien  mit  der  Theorie  der  algebraischen  G-lei- 
ehungen  weiter  zu  Teifolgen  strebte. 

Den  Sommer  1870  brachten  Lie  und  Klein  in  Paris  zu,  wieder 
im  regsten  Verkehre  mit  einander;  von  den  firanzösischen  Mathe- 
matikern waren  es  eigentlich  nur  Darboux  und  C.  Jordan,  mit 
denen  sie  in  nähere  Beziehungen  traten.  Dort  war  es,  im  Anfang 
Juli,  dafs  Lie  seine  berühmte  Berührungstransformation  entdpckte, 
die  die  geraden  Linien  des  Raumes  in  die  Kugeln,  und  die  Haupt- 
tangenten ourven  in  die  Krünnnungslinien  überführt.  Hiese  Trans- 
formation war  nirht  nur  au  und  für  sich  höchst  niei-kwurdig  durch 
die  Beziehung  zwischen  der  projeetiven  und  der  metrischen  Geometrie 
des  Raums,  die  sie  enthiillte,  suudern  sie  eröffnete  zugleich  ein  weites 
Feld  neuer  und  interessanter  Theorien.  Bald  darauf  mufste  Klein 
wegen  des  ausbrechenden  Krieges  Paris  verlassen,  während  Lie  im 
Vertrauen  auf  seine  Eigenschaft  als  Norweger  zunächst  zuräckblieb. 
Später,  Anfang  August,  fafete  er  den  Plan,  zu  FuTse  von  Paris 
nach  Italien  zu  wandern;  aber  schon  in  der  Nähe  Ton  Fontainebleau 
ward  er  als  vermeintlieher  Spion  verhaftet  und  mufste  da  volle 
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vier  Wocheu  als  <iet"angener  zubringen.  Zunächst  uiag  ihm  dieses 
Abenteuer  sebr  unantrenehni  gewesen  sein,  d<x'li  hat  er  spüter  anders  ' 
darüber  gedacht,  deiiu  1877  schrieb  er  in  einem  Biiefe  an  Adolph 
Mayer:  „Ich  hatte  dort  die  schönste  Mnlse  zur  Entwickelung  meiner 
Entdeckung,  die  mir  ohne  Yergleichung  das  grölste  Vergnügen  be-  ^ 
reitet  hat.**  Endlieh  ward  er  durch  die  Yermittelung  yon  Darboux 
aus  der  Haft  befreit  und  konnte  gerade  nocb,  bevor  die  deutschen 
Heere  Fttm  einschlössen,  nach  Italien  emftommen.  Von  Italien  aus 
kehrte  er  über  die  Schweiz  zurück  nach  Deutschland,  traf  im  No- 
vember noch  einmal  in  Düsseldorf  mit  Klein  zusammen,  und  da 
entstand  eine  gemeinsame  Note  beider,  die  Kummpr  im  December 
1870  der  Berliner  Akademie  vorgelegt  hat;  sie  handelte  über  die 
Haupttangentencurven  der  K  um  morschen  Flache,  deren  Bestimmung 
durch  die  Liesche  Berührungsrranst'onuation  möglich  geworden 
war.    Im  December  war  Lie  wieder  in  Christiania. 

Zu  Neujahr  1871  wui-de  Lie  Universitätüölipeudiat  an  der 
heimischen  Universität,  wodurch  ihm  wenigst^>ns  eine  bescheidene 
feste  Einnahme  gesichert  war,  aufserdem  gab  er  noch  Unterricht  an 
dem  Nissensch  en  Privatgymuasium.  Im  Juli  desselben  Jahres  erwarb 
er  den  Doctorgrad,  was  an  den  skandinavischen  Universitäten  zu- 
gleich die  Habilitation  bedeutet.  Seine  Doctorarbeit:  „Über  eine 
Olasse  geometrischer  Transformationen*^  ist  spSter  in  umgearbeiteter 
und  erweiterter  Fassung  in  Band  Y  der  Mathematischen  Annalen 
erschienen,  es  ist  die  bekannte  Abhandlung:  „Über  Oompleze,  ins- 
besondere Linien-  und  Kugol-Complexe  mit  Anwendung  auf  die 
Theorie  partieller  Differential-Gleichungen.^ 

Es  ist  hier  nicht  möglich,  von  dem  Überreichen  Inhalte  dieser 
Arbeit,  die  den  Geometcr  Lie  im  vollsten  (rlan/e  zeiq^^,  eine  Vor- 
stellung zu  geben.  Ich  erwähne  du  her  nur.  dals  darin  insbesondere 
die  Theorie  der  HeriihrunjTstrnnsformalionen  des  gewöhnlichen  Raumes 
vollständig  ent  \s  irkrli  wird,  aher  rein  i^eometrisch.  Es  wii"d  gezeigt, 
dals  die  lierührunjLrstranstbrmationen  als  Transformationen  der 
Flikhentdemeut^  des  Raums  auf^ndalst  werden  können,  aber  es 
werden  für  keine  einzige  Berühi'ungstransformation  explicite  Formeln 
in  diesem  Sinne  aufgestellt  Andererseits  tritt  überall  schon  die 
freie  Aoffassong  des  Integrationsproblems  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  hervor,  zu  der  Lie  eben  durch  den 
Begriff  der  Berührungstransformation  geführt  worden  war:  jede  solche 
Gleichung  scheidet  oo^  unter  den  op'  Flächenelementcn  des  Baumes 
ans,  und  die  Gleichung  integriren  beifst:  diese  oo*  Elemente  in 
bestimmter  Weise  zu  Seharen  von  je  cu^  zusammenfassen.  Auch  i 
die  Verallgemeinerung  dieser  Theorien  auf  den  Raum  von  n  Dimen- 
^onen  erseheint  als  etwas  ganz  Selbstverständliches. 

Während  Lie  hislier  mir  speeielle  Classen  von  partiellen 
Differentialgleichungen   betrachtet   hatte,  auf  die   er  durch  üeiue  ^ 
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andern  ünterancbniigeii  gef&hrt  wofden  war,  wendete  er  mcih  jetzt 
der  aUgemeinen  Theorie  so.  Durch  seine  ünterBuchnngen  Aber 
Bertthmngstranafonnationen  war  gerade  er  hierfttr  besonders  aus- 
gerüstet;  er  war  frei  von  der  analytischen  Zwangsjacke,  in  die 
Jacobi  und  seine  Nachfolger  diese  Theorie  gekleidet  hatten.  Als 
er  daher  1871  begann,  die  bisherigen  Methoden  zur  Integration 
der  partiellen  Differontialj^loichungon  erster  Ordnung  scn-gflUtig  zn 
dnrchdenken,  also  naniprttlirh  die  Methoden  von  Pfaft,  Cauchy 
und  Jacobi,  da  erkannte  er  sofort,  dafs  die  Hejrriftsbildungen  und 
Vorstellungen,  die  er  von  dem  Standpunkte  der  Berührungstrans- 
formationen aus  mithr.ichtc,  nicht  blofs  diese  illteren  Methoden  in 
einem  gmu  neuen  Lichte  zeigten,  sondern  dafs  sie  überhaupt  der  ganzen 
Theorie  ^ine  ungeahnte  Eintac-hheit  und  Durchsichtigkeit  gaben,  und 
dab  an&erdem  eine  Litegrationsniattiode  möglich  war,  die  wesenilidi 
niedriger«  Integrationsoperationen  verlangte  als  die  bisherigen. 

Er  gab  in  den  Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissen- 
sehaften an  Cfaristiama  eine  kurze  Darstellung  seiner  Methode  und 
schickte  eine  noch  knapper  gefafste  Skisie  davon  an  Glebsch  nach 
Göttingen.  Dieser  wollte  suerst  nicht  an  die  Bichtigkeit  der  Er- 
gebnisse Lies  glauben.  Als  aber  nahesu  gleichzeitig  Adolph 
Majer  in  Leipng  ebenfalls  mit  einer  neuen  Integrationsmethode 
hervortrat,  die  genau  dieselben  Integrationsvereinfachungen  erreichte 
wie  die  von  Lie,  da  erkannte  C1e])>ifli,  dafs  seine  Zweifel  grund- 
los gewesen  waren.  Er  le^e  dalier  nicht  nur  diese  Not»«  von  Lie 
der  (töttinger  (iespllsehatt  vor,  sondern  auch  in  deinst  ll  ^  n  Jahre 
noch  eine  zweite,  iu  der  Lie  zmn  ersten  Male  den  titdanken  einer 
allgemeinen  Invariant«ntheorie  der  partiollen  Difterentialgleichungen 
erster  Ordnung  ausspricht  Er  set^L  auseinander,  dai's  eine  solche 
Gleichung  gegenüber  allen  Berührungstransfonnationen  keine  Inva- 
rianten  hat,  dafs  also  durch  Berfihrongstransfonnation  jede  solche 
Gleichung  in  jede  andere  ttbergefOhrt  werden  kann.  Dagegen  zeigt 
er,  dab  es  Eigenschaften  giebt,  die  bei  allen  Punkttransfonnationen 
erhalten  bleiben,  und  gründet  darauf  eine  Classification  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Er  hat,  wenigstens  in  seinen 
Veröffentlichungen,  sich  später  nicht  eingehender  mit  dieser  Classi- 
fication besch&ftigt;  erst  in  der  letzten  Arbeit,  die  er  tlberhaupt  hat 
drucken  lassen,  fUni.'t  er  an,  eine  dieser  Classen,  die  semilinearen 
partiellen  Ditlerential^deiehungen,  ausführlicher  711  behandeln.  T^eider 
ist  das  inv.^T  der  vielen  Pläne,  die  er  nicht  mehr  hat  zu  Ende 
fuhren  können. 

Da&  Zusammentreffen  mit  A.  May^r  ist  nierkwürdiL'  als  ein 
neues  Beispiel  dafür,  dafs  zwei  Mathenmtiktr  dieM-lhe  Ent<leckung 
nahezu  gleichzeitig  und  unabhängig  von  einander  gematlit  haben. 
Eigentümlich  ist  es  auch,  dai's  beide  im  Grunde  auf  ganz  ähnliclie 
Weise  zu  ihren  Ergebnissen  gelangten;  denn  beide  bedienten  sich 
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des  schon  trülier  von  Du  Bois-Kermond  benutzten  Schneidunjjs- 

'  ...  I 

processes,  nur  dafs  Lie  diesen  IVocefs  au  den  partiellen  Ditferential- 

gleichimgeu  erster  Ordniinor  selbst  ausführte,  wUhrend  Mayer  ihn 
auf  die  totalen  Systeme  unweudete,  auf  deren  Integration  die  vor- 
gelegten Gleichungen  zurückgeftihrt  werden  können.  Für  i^ie  ge-  i 
wann  das  Zusammentreffen  mit  Mayer  und  der  darauf  folgende  rege 
Briefrerkehr  mit  diesem  noch  besondere  Bedeutung  deshalb,  weil  er 
dadureh  veranlaTet  wurde,  seme  bisher  blob  begriffliofa,  durch 
Maanigfoltigkeitsbeirachtungen  abgeleiteten  Theorien  auch  analytisch 
KU  beweisen  und  in  die  Sprache  der  Analysis  su  übersetien.  £r 
hoffte  auf  diese  Weise  fllr  allgemeinere  Kreise  Terstftndlich  su  werden, 
xumal  da  er  es  sehr  schwierig  fand,  seine  begrifflirhen  Überlegungen 
selbst  in  ganz  einwandfreier  Form  darzustellen.  Freilich  stellte  sich 
heraus,  dafs  die  neue  von  ihm  gewühlte  Darstellung  die  Analytiker 
doch  nicht  ganz  befriedigte,  imd  das  ist  der  Verbreitung  seiner 
Theorien  sehr  hinderlich  gewesen.  Auch  dauerte  es  immerhin  zieiri- 
licli  lange,  bis  er  dem  analytis-  fiMn  Apparate  die  für  seine  Zwecke 
wirklich  hruuchban'  Fassung  gcgeijeu  hatte. 

Inzwischen  war  ihm  daheim  eine  gesicherte  Stellung  zu  Teil 
geworden.  Er  hatte  sich  im  Winter  1871- — 72  um  eine  erledigte 
Professur  in  Luud  beworben,  was  ihm  als  Norweger  gewils  nicht 
leicht  gefallen  sein  wird.  Um  ihn  seinem  Vaterlande  zu  erhalten, 
richteten  seine  BVeunde  an  das  norwegische  Stortbing  den  Antrag, 
fOr  ihn  eine  Professur  an  der  üniTersitat  Ghristiania  zu  schaffen, 
und  unter  dem  Eindrucke  der  höchst  anerkennenden  Gutachten,  die  ' 
yerschiedene  hervorragende  Mathematiker  des  Auslandes  über  Lie 
abgaben,  fa&te  das  Stortbing  einen  dahin  gehenden  BeschluTs. 
Am  1.  Juli  1872  ward  er  zum  Professor  ernannt  und  konnte  sich 
nunmehr  ganz  der  Entwickelung  seiner  Ideen  widmen,  ohne  seine 
kostbare  Zeit  durch  Unterrichtgeben  zersplittern  zu  müssen. 

Der  Erfolg  blieb  nicht  aus,  noch  im  Jahre  187'2  machte  Lie 
KTitleflcungen .  deren  Weiterentwickelung  ihn  /u  ganz  neuen,  aus- 
gedelmteu  Theorien  führte.  Er  hatte  sclinii  1S()9  bemerkt,  dafs 
eine  gewiilmliche  Differentialgleichung  nrster  Ordnung  in  der  Ebene 
durch  Quadraturen  integrirt  weiden  kann,  wenn  man  eine  einglied- 
rige Gruppe  von  Transformationen  kennt,  bei  der  die  Gleichung 
invariant  bleibt.  Jetzt  fand  er,  dafs  schon  die  Kenntnis  der  infini- 
tesimalen Transformation,  von  der  diese  Ch-uppe  erzeugt  ist,  hin* 
reicht,  um  einen  Eul  er  sehen  Integrabititfttsfactor  der  betreffenden 
Gleichung  anzugeben,  und  dafs  bei  den  meisten  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  die  man  seit  Euler  durch  allerhand  specielle  Me-  < 
tboden  integrirt  hatte,  der  innere  Grund  fOr  die  Möglichkeit  der 
Integration  eben  die  Kenntnis  einer  solchen  infinitesimalen  Trans- 
formation war,  bei  der  die  Gleichung  invariant  bleibt.  Er  stellte 
sich  daher  überiiaupt  die  Frage:  welchen  Nutzen  kann  man  für  die 
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Integration  eines  vorgelegten  Systems  von  DiiFerentialtrleichunirpn 
aus  dem  Umstände  ziehen,  dafs  man  eine  Anzahl  von  infinitesimalen 
Transformationen,  kennt,  die  das  System  invariant  lassen?  Die  all- 
gemeine Inte^ärrationstheorie,  die  sich  liieraut  gründen  lÄfst,  kündigte 
er  schon  im  November  IHTi'  in  einer  kurzen  Note  au,  die  als  ein 
Programm  für  viele  seiner  späteren  Arbeiten  zu  betrachten  ist;  sie 
nmfalst  nicht  ganz  awei  Seiten  und  fttlurt  den  Titel:  „Zur  Theorie 
der  DiffBrentialprobleme.**  (Yerhandlimgen  der  Ges.  d.  Wim.  sn 
Ghristuuiia,  1872.) 

Qleichzeltig  stellte  sich  heraus,  dab  der  Begriff  der  infinitesi- 
malen Transfonnation  insbesondere  für  die  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  eine  gam  eigentOmliche  Bedeutung  besafs. 
Bas  Problem,  eine  solche  Gleichung  zu  integriren,  deckte  sich  mit 
der  Aufgabe,  alle  infinitesimalen  Berühnmgstransformationen  zu 
finden,  bei  denen  die  Gleichung  invariant  bleibt;  das  Poisson- 
Jacobische  Theorem  erschien  nunmehr  als  ein  ganz  specieller  Fall 
eines  allrjemeinen  Satzes  über  infiinte.siraale  Transformationen,  die 
eine  Gleichung  invariant  lassen,  überhaupt  eröüueten  sich  ganz  neue 
Einblicke  in  die  Theorie.  Einige  seiner  Ergebnisse  in  dieser  Rich- 
tung legte  Lie  noch  im  Decemher  1872  der  Christianiaer  Gesell- 
schaft vor  in  der  Note:  „Zui*  Invariantentheorie  der  Berührungs- 
transformationen.^^  Es  handelt  sich  darin  um  die  Anfgahe,  eine 
Ansahl  foa  bekannten  Lösungen  einer  partiellen  Diiforentialgleicfaung 
erster  Ordnung  für  die  Integration  der  Gleichung  möglichst  zn  ver- 
werten, und  er  geht  dabei  in  der  Weise  zu  Werke,  dafs  er  alle 
bei  Berflhrangstzaasfonnationen  invarianten  Eigenschaften  bestimmt, 
die  die  Sdhar  der  bekannten  Lösungen  besitzt. 

Diese  ,4nvariantentheorie  der  Berührungstransfoimationen^'  er- 
schien fnst  unmittelbar  nach  Kleine  Erlanger  Programm:  „Ver- 
gleichende Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen",  und 
sie  enthält  das  erste  Beispiel  einer  ganz  neuen  Theorie,  die  den  in 
diesem  Progranmie  entwickelten  allgemeinen  Gmndsät/en  entspricht. 
Lie  hat  aber  mir  «jetrenüber  mehdach  betont,  dafs  er  jene  Tnva- 
riantentheorie  der  H*  j  uiiningstransformatiüueu  ganz  unabhängig  von 
den  allgemeinen  Ideen  des  Kleinschen  Programms  geschaffen  habe, 
mit  denen  er  allerdings  damals  schon  durch  persönliche  Gespräche 
mit  Klein  bekannt  war,  und  zu  deren  Entwiokeluug  eben  der  per- 
sönliche Verkehr  beider  mit  beigetragen  hatte.  Es  sei  für  ihn  von 
vornherein  ganz  natürlich  gewesen,  nach  solchen  Eigenschaften 
geometrischer  Gebilde  zu  fragen,  die  bei  den  Transformationen  einer 
gegebenen  Gruppe  erhalten  bleiben,  wie  er  es  in  seiner  Invarianten- 
theorie der  Berfihmngstransformationen  gethan,  dagegen  sei  Kl  eins 
Gedanke,  dafs  eine  grofse  Anzahl  von  Gebieten  der  bisherigen 
Mathematik  als  Invariantentlieorien  gewis-^er  Gruppen  aufgefafst 
werden  könne,  für  ihn  neu  und  überraschend  gewesen. 
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Das  Jahr  1B73  ist  in  Lies  Lfbrn  })osonderK  dfnkwüi'dig,  weil 
in  den  Herbst  dieses  Jahres  die  Anlängo  seiner  l  hcorie  dor  Trans- 
tormationspiupp«'!!  fallen.  Allem  Anscheine  nach  wurde  er  auf 
diese  Theoiie  geftlhrt,  als  er  die  Integrationstheorie  der  Ditierential- 
gleichungen  mit  bekaimteu  i nünite&imalen  Transformatiuuen  weiter 
ausbaute  und  fUr  den  FaU  der  vollständigen  Systeme  durchführte. 
Baa  betreiFende  Problem  in  seiner  allgememston  Fassnng  konnte 
n&mlich  auf  ein  Problem  derselben  Art  snrfickgefOhrt  werden,  wo 
die  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  in  gewissen  dharak- 
terisUschen  Beiiehongen  so  einander  sieben,  nnd  es  stellte  sieb 
berans,  dafs  diese  Beziehungen  nichts  anderes  aussagen,  als  daXs  man 
es  mit  den  infinitesimalen  Transfonnationon  einer  endlichen  con- 
tinuirlichen  Gmppe  sn  thun  hat.  Jetzt  fafste  er  den  kflbnen  Ge* 
danken,  alle  endlichen  continuirlichen  Transformationsgrappen  auf 
Normalformen  zu  bringen,  und  da  ihm  das  bei  den  (xniiipen  auf 
der  Geraden  ziemlich  leicht  gelang  —  sie  konnten  alle  bei  geeigneter 
Wahl  der  Veriinderlicheu  projective  Form  erhalten  — ,  so  wagte  er 
sich  au  die  Bestimmung  aller  endlielicn  (•ontinuirliehen  Gruppen 
von  Puükttransformatioiien  und  von  Beriilu-uugstrausfbnnatiüuen  der 
Ebene.  Durch  geradezu  schrec  kliehe  Rechnungen,  si>  drückte  er  sich 
später  selbst  aus,  gelang  es  ihm  während  des  Winters  1873 — 74, 
alle  diese  Gruppeu  auf  eine  begrenzte  Anzahl  von  bestimmten 
Typen  sorflcksuftlbren.  Lie  bat  ja  später  die  Methoden  zur  Be- 
stimmnng  der  Gmppen  so  yerrollkommnet,  dals  die  liOsung  der 
Aufgabe  für  die  Ebene  yerbältnismi&rslg  sehr  einfach  ist  Dafs  er 
aber  damals,  wo  seine  Methoden  noch  so  imToUkommen  waren,  nicht 
erlahmte,  sondern  schliofslich  dnichkam,  ist  ein  Beweis  von  Energie, 
den  ihm  niobt  so  leicht  einer  nachmachen  wird.  Man  weifs  nicht, 
was  man  mehr  bewnudeni  soll,  die  Kühnheit  des  Gedankens,  alle 
Gmppen  der  Ebene  zu  bestimmen,  oder  die  Ausdaner,  mit  der  er 
diesen  Gedanken  dureliirffülirt  hat. 

Die  erste  Mitteilung,  die  er  iilier  seine  neue  Theorie  veröti'ent- 
lichte,  erschien  im  December  1874  iu  den  (Jüttinger  Nachrichten. 
Er  wies  dabei  nachdrücklich  auf  die  Bedeutung  hin.  die  seine 
Gruppenbestimmung  für  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  haben 
wüi'de;  im  Ciruude  war  ja  die  ganze  Bestimmung  nur  uuteniommeu 
worden,  um  diese  Theorie  zu  fordern.  Das  Problem,  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  in  der  Ebene  zu  integriren,  ist  nftmlich, 
sobald  diese  Differentialgleichung  eine  Gruppe  gestattet,  in  zwei 
Aufgaben  zerlegt;  erstens  muTs  die  Gmppe  der  Gleichung  bestimmt, 
das  heilst,  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  auf  eine  der 
Ton  Lie  gefundenen  Normalformen  znrückgefOhrt  werden;  zweitens 
muis  die  Differentialgleichung  integrii-t  werden,  die  aus  der  gege- 
benen durch  Einfflhnmg  der  neuen  Veränderlichen  entsteht,  und  die 
nunmehr  eine  bekannte  Gruppe  gestattet.    Jedes  dieser  Probleme 
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ist  ein  SpecialMl  der  Lieschen  Normalaufgabe:  ein  vollständigeft 
System  zu  integziren,  das  gegebene  infinitesimale  Transformationen 
gestattet. 

Allerdings  hat  Lie  fl;i^  hierin  iiegeude  Programm  zur  Behand- 
lung der  gewöhnliehen  DiiicK-ntialgleichungen  der  Ebene  erat  später 
im  oiuzelüen  ausgefiÜirt,  als  er  sich  veranlafst  sah,  Ral- 
phen gegenüber  seine  Priorität  zu  wahren.  Auderei-seits  war  seine 
ganze  Methode  überhaupt  nur  bei  solchen  Differentialgleichungen  von 
Nntien,  die  wirUioh  eine  continnirliche  Gruppe  gestatten.  Glei- 
chungen, bei  denen  das  nicht  der  Eall  ist,  waren  damals  seiner 
Methode  noch  umigänglich,  nnd  erst,  nachdem  er  den  Begriff  der 
unendlichen  Grappen  nnd  der  Differentialinvarianten  YOn  solchen 
entwickelt  hatte  (von  1883  ab),  wurde  das  anders. 

Das  Jahr  1873,  dessen  Herbst  die  Anftnge  der  Transformations- 
-gmppen  sah,  war  sonst  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  und  des  Pfaffscben  Problems  gewidmet 
Aiirsonletn  aber  übernahm  Lie  im  Vereine  mit  Sylow  den  Auftrag, 
eine  neue  Ausgabe  der  Werke  Abels  herauszugeben,  und  obwohl 
der  Löwenanteil  der  Arbeit  an  diesor  Ausgabe  StIow  zufiel,  hat 
Lie  doch  in  den  acht  Jahren,  die  die  Herstellung  der  Ausgabe  er- 
forderte, ihr  neben  seinen  andern  Arbeiten  sehr  viel  Zeit  und 
Arbeitskraft  gewidmet.  Gleich  hier  sei  noch  erwähnt,  dafs  er  sich 
zu  Weihnachten  1872  mit  Anna  Birch  verlobt  hatte  und  im  Laute 
des  Jahres  1874  heiratete.  Dieser  Oberaus  glücklichen  Ehe  sind 
swei  TOchter  nnd  dn  Sohn  entsprossen. 

Bis  1876  lebte  Lie,  wie  er  sich  einmal  ausgedrückt  hat,  nnr 
in  Transfonnationsgnippen  und  Integrationsproblem.  Ans  diesen 
Jahren  stammen  namentlich  seine  groften  Arbeiten  in  den  Annalen 
über  die  partiellen  Dimeren tialgleicbangen  erster  Ordnung,  in  denen 
er  seine  Christianiaer  Veröffentlichungen  über  diesen  Gegenstand 
dem  mathematischen  Publicum  vorlegte.  Die  hervorragende  Wich- 
tigkeit dieser  Arbeiten  ist  heutzAitage  bei  den  Sachverständigen  all- 
gemein anerkannt,  aber  damals  wurden  sie  wenip^  beachtet,  jeden- 
falls war  Lie  über  den  Mangel  an  Tuteresse  für  seine  Unterbuchungon 
sehr  eiittänscht,  uud  er  wandte  sieh  daher  nacli  IHTT»  wieder  mehr 
der  Geometrie  /,u,  teilweise  au*  h  um  sich  von  der  scliweren  Arbeit 
an  den  Transformation8gruy)pen  zu  erholen.  So  entstanden  aoine 
Untersuchungen  über  Mimniiillliicheu,  über  die  Classilicutiuu  der 
Flächen  nach  der  Transformationsgruppe  der  geodätischen  Linien, 
fiher  Flftcben  constanter  Krümmung  und  flber  Translationsfl&ehen; 
daneben  aber  yerOffentliehte  er  auch  noch  eine  grofse  Ansahl  von 
Arbeiten  ftber  Tnnsfönnationsgnippen  nnd  Integrationstheorie.  Da 
ihm  die  Veröffentlichung  in  den  Schriften  der  Christianiaer  Gesell- 
schaft nicht  schnell  genng  ging,  so  hatte  er  im  Jahre  1876  zu- 
sammen mit  G.  O.  Sars  nnd  Worm  Mttlier  eine  eigne  Zeitschrift 
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gegründet,  das  Archiv  tbr  Mathematik  og  ^atuiTidenskab,  das  seinen 
liedüi-fuisseu  besser  entsprach. 

Im  Jahre  1882  sah  er  sich  veranlafst,  sich  wieder  ungeteilt 
der  Infegiationstlifiorie  und  den  Tnuisfoimationsgruppen  zuzuwenden; 
Halphen  war  nimlich  inzwischen  mit  seinen  ünteraaefanngen  tlber 
die  Invariants  differentiels  herrorgetreten  und  hatte  eine  Integrations- 
theorie von  Differentialgleichungen  entwickelt,  die  bei  der  allgemeinen 
projectiTen  Gruppe  invariant  bleiben.  Da  Itthlte  sich  Lie  verpflichtet, 
zu  7  ijen,  dafs  er  dieses  Gebiet  schon  längst  beherrschte,  und  dafe 
seine  Theorien  eine  ganz  andere  Tragweite  hatten  als  die  speciellen 
von  Halphen.  Doslialb  veröffentlichte  er  von  1883  an  in  Christiania 
einp  Reihe  von  Abhiiudhinpfen  unter  dem  Titel:  ,,01assification  und 
Intejjrration  von  gewöhnlichen  Differentialp-leicliungeu  zwischeu  ;r, 
die  eine  Gruppe  gestatten"  und  j?ab  darin  eine  erschcipfVnde  Behand- 
lunL(  alier  dieser  Gleichungen.  F<'nier  schickte  er  1884  an  die  An- 
naleu  zwei  groise  Arbeiten  über  Ditfereutialinvarianten  und  über 
Differentialgleichungen,  die  endliche  uontinuirliche  Gruppen  gestatten; 
hier  entwickelte  er  einerseits  die  Theorie  der  Differentialin Varianten 
endlicher  und  unendlicher  Gruppen  in  denkbarster  Allgemeinheit^ 
andererseits  zeigte  er,  welche  ausgedehnten  Kategorien  von  Differen- 
tialgleiefaungen  mit  seiner  alten  Integrationstheorie  behandelt  werden 
können. 

Schon  längst  hatte  sich  Lie  in  Christiania  als  Mathematiker 

sehr  vereinsamt  gefehlt.  Er  hatte  keinen  einzigen  Schüler,  der  in 
seiner  Bichtung  arbeitete.  Die  Anerkennung  von  aufsen  blieb  auch 
aus;  abgesehen  von  seinen  alten  Freunden  F.  Klein  und  A.  Majer 
interessirte  sich  fast  niemand  für  die  Gruppentheorie,  auf  die  Lie 
mit  Recht  ganz  besonders  stolz  war;  nur  Pinard  erkannte  1883 
die  Bedeutun^r  der  Gruppenthenrie  öffentlicli  au,  indem  er  in  einer 
kurzen  Note  in  den  Tomptes  iieudus  eine  neue  Anwendung  dieser  Theo- 
rie auf  die  linearen  DiÖerentialgleichungen  andeutete.  Es  ist  daher 
nicht  /ai  verwundem,  dafs  Lie  mieh  auf  das  freundlirbste  autuahm, 
als  ich  im  September  1884  zu  eiuem  längereu  Aulenlhalte  uach 
Christiania  kam.  F.  Klein  und  A.  Mayer  hatten  mich  dazu  Ter> 
anlafst,  und  der  Zweck  meiner  Beise  war  einerseits,  dals  ich  Lies 
Theorien  unter  dessen  eigener  Anleitung  kennen  lernen  sollte,  anderer- 
seits,  einen  sanften  Druck  auf  ihn  ausrailben,  damit  er  endlich 
eine  zusammenhängende  Darstellung  einer  seiner  gröfseren  Theorien 
unternähme,  wobei  ich  ilim  zur  Hand  -gehen  sollte.  Lie  hatte  sich 
damals  schon  l&ngst  mit  dem  Gedanken  getragen,  ein  grölsercs  Werk 
Uber  Transfoimationsgruppen  zu  schreiben,  aber  er  war  noch  nicht 
dazu  gekommen,  einen  wirklichen  Anfang  zu  machen,  und  ohne  den 
äufsercn  Anstofs,  den  mein  Kommen  «Tab,  wäre  daraus  wohl  el)enso 
wenig  etwas  gewordeu  wie  uus  dem  Werke  über  partielle  nitferen- 
tiaigleichungen,  das  er  in  den  siebziger  Jahren  geplant  hatte,  das 
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aber  leider  in  den  Anfängen  stecken  geblieben  war.  Jotzt  aber 
wurde  gleich  der  Plan  zu  einem  Werke  Uber  Traasformatioiisgruppen 
entworfen,  und  zwar  beschlofs  Lie,  was  ganz  nach  meinem  Sinne 
war,  dafs  es  nieht  ein  populäres  Werk  zur  blofsen  Einführung  in 
die  Elemente  der  Theorie  werden  sollte,  sondem  eine  umfassende 
systematische  Darstellung,  die  als  ein  grundlegendes  Werk  auf 
eine  möglichät  lange  Dauer  rechneu  konnte j  sollte,  wie  Lie  zu 
sagen  pflegte,  gleich  von  vornherein  mit  voller  Mubik  angefangen 
werden. 

Ich  werde  stets  die  drei  Vierteljahre,  die  ich  in  Christiania  im 
tftgHchen  Verkehre  mit  Lie  habe  verleben  dürfen,  zu  den  glück» 
liebsten  Zeiten  meines  Lebens  rechnen,  ebenso  wie  die  lange  Beihe 
▼on  Jahren,  wfthrend  deren  ich  Lies  Mitarbeiter  und  Vertrauter  war. 

Lie  war  damals  in  der  vollsten  Kraft,  eine  Hfinengestalt,  die 
auf  ungewöhnliche  köiperliche  StSrke  und  Leistungsföhigkeit  schlieisen 
liefs.  In  der  That  war  er  unter  seinen  Landsleuten  als  Fufsgftnger 
berühmt,  was  etwas  heifsen  will  bei  einem  Volke,  das  einen 
Nansen  hervorgebracht  hat;  freilich  kannten  ihn  die  meisten  eben 
nur  als  berühmten  Fufsgänger,  wnfsten  aber  nicht,  welches  mathe- 
matischie  Genie  Norwegen  an  ihm  besafs. 

Soin  gerades,  offenes,  jeder  Verstellung  feindes  Wesen  erweckte 
nnwillkürlich  Vertrauen.  Man  fühlte  voui  ersten  Augenblicke  au, 
daJ^  er  sich  so  gab,  wie  er  war,  da  Ts  man  ihm  gegenüber  ganz 
offen  sein  koiiate.  Bei  allem  gerechtfertigten  Selbstbewiifstsein  war 
er  doch  voll  Anerkennung  iür  die  Leistungen  anderer  Mathematiker, 
so  wenig  er  daraus  ein  Hehl  machte,  wenn  ihm  eine  Persönlichkeit 
unsympathisch  war«  Er  gestand  ohne  weiteres  an,  dab  TersohiedMie 
Gebiete  der  Mathematik,  die  f&r  ihn  nichts  Anziehendes  hatten, 
ihm  fremd  waren,  aber  er  urteilte  nicht  Über  Sachen  ab,  die  er 
nicht  kannte,  oder  that  das  hdcfastens  im  Scherze;  leider  mu£t  ich 
sagen,  daüs  ich  nicht  wenige  Mathematiker  gefunden  habe,  die 
seinen  Leistungen  gegenüber  diesen  Grundsatz  nicht  befolgten. 

Er  war  ein  liebevoller  Gatte  und  Vater;  dafs  aber  die  Mathe- 
matik in  seinen  Gedanken  die  allererste  Stelle  einnahm,  war  nicht 
zu  verkennen.  Seine  sonstigen  Interessen  waren  nielit  gerade  viel- 
seitig. Zeitweilig  nahm  er  an  der  Politik  regen  Anteil:  er  war  da 
seiner  Gesinnung  nach  ein  radiealer  Norweger.  Auf  die  blühentle 
Literatur  seines  Vaterlandes  war  er  stolz,  ohne  sich  jedoch  zum 
Beispiel  mit  der  pessimistischen  und  mystischen  Richtung  befreunden 
zu  können,  der  sich  Ibsen  in  seinen  Dramen  immer  mehr  zuwandte. 
Line  besondere  Vorliebe  hatte  er  tür  die  Romane  von  Walter 
Scott  und  namentlich  für  die  Seeromane  des  KapitSns  Marryat. 
Er  war  ein  grofser  Verehrer  der  Naturschönheiten  seines  Vaterlandes, 
in  dessen  Gebiigen  er  womöglich  jedes  Jahr  ausgedehnte  Wanderungen 
ausfilhrte. 
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Das  ist  in  nur  allzuschwachen  Umrissen  das  Bild,  dai>  icli  von 
dem  Menschen  Lie  im  Herzen  trapfe.  Der  Wandel,  der  in  den 
letzten  Jahren  unter  dem  Einflüsse  seiner  Krankheit  mit  ihm  vor- 
gegangen war,  hat  dieses  Bild  zwar  zeitweilig  trüben,  nicht  aber 
gans  Terdmikeln  können.  Jetzt,  wo  «r  nicht  mehr  igt,  sind  alle 
diese  TrObungen  vergessen,  und  ich  gedenke  nur  noch  daran,  was 
er  mir  so  lange  Jahre  hindiirch  gewesen  ist  Ich  zweifle  nicht,  dafs 
es  allen,  die  jemals  in  nfthere  Benehungen  zn  ihm  getreten  sind, 
ebenso  luns  Herz  sein  wird. 

Ostern  1886  folgte  Lie  einem  Rufe  an  die  Universität  Leipzig 
als  Nachfolger  Kl  eins.  Die  Früchte  der  umfassenden  Th&tigkeit^ 
die  er  da  entwickelt  hat,  sind  vor  aller  Augen;  selbst  wer  den 
Wert  der  Liosohen  Thoorion  noch  nicht  erkannt  hnt,  dem  mufs 
doch  der  Umfang  der  von  ihm  geschürte ue n ,  durchaus  originellen 
Werke  Achtung  abn<»tigeii.  Tn  Leipzig  fand  Lie  nunmehr  auch 
Schüler,  die  in  seinen  'J'heorien  arbeiteten;  namentlich  gewann  er  in 
Scheffers  einen  Schüler,  mit  dessen  Hülfe  er  das  Bedüi-fnis  nach 
einer  elementar  gehaltenen  Knuülaung  in  seine  Integrationstheorie 
und  Gnippentheorie  befriedigen  konnte,  ein  Bedürfnis,  zu  dessen 
Befriedigung  das  grofse,  systematische  Werk  fiber  IVaiiAformations- 
gruppen  seiner  ganzen  Anlage  nach  nicht  geschaffen  war.  Die 
Darätellnng  seiner  filteren  geometrischen  Untersuchungen,  die  Lie 
spfiter  zusammen  mit  S che  f fers  unternahm,  ist  leider  nicht  Aber 
den  ersten  Band  hinaus  gediehen,  und  die  geplante  Fortsetzung  der 
Theorie  der  Transformationsgruppen  —  sie  sollte  die  unendlichen 
Gruppen,  die  DifferentialinTarianten  und  die  Integrationstheorie  be> 
handeln  —  ist  überhaupt  ganz  in  den  Anfängen  stecken  geblieben. 

Nach  und  nach  kamen  auch  von  auswärts  junge  Mathematiker, 
die  hei  Tjie  Anregung  zu  wissenschaftlichen  Arbeiten  suchten. 
Besonders  schüuicheihaft  war  es  ihm,  dafs  von  1888  ab  nach 
einander  eine  ganze  Keihe  von  Schülern  der  Pariser  Ecole  Normale 
sich  längere  Zeit  in  Leipzig  aufhiplt#»n,  nm  Lies  Theorien  an  der 
Quelle  zu  studiren.  Allmälilich  ))egunncu  auch  einzelne  ^lathemutiker, 
die  nicht  seine  Schüler  waren,  un  dem  Ausbau  der  Gruppentheorie 
mitzuarbeiten. 

Im  Herbste  1889  mo&te  Lie  seine  wiBSensehaftiiche  Th&tigkeit 
auf  längere  Zeit  unterbrechen,  da  er  yon  einer  schweren  Neurastiienie 
be&llen  wurde,  zu  der  verschiedene  Ursachen  mitgewirkt  haben. 
Er  war  bei  seiner  Übersiedelung  nach  Leipzig  gerade  in  die  Periode 

schnellen  Niedergangs  der  Zahl  der  Mathematikstudirenden  gekommen, 
die  auf  die  vorherige  Überfüllung  folgte.  In  den  Specialvorlesnngen, 
die  er  über  seine  eigenen  Sachen  hielt,  bekam  er  zwar  immer  noch 

eine  einigermafsen  befriedigende  Zahl  von  Zuhörern,  aber  in  seinen 
anderen  Vorlesuniren  nahm  die  Zahl  der  Zuhörer  mit  jedem  Halb- 
jahre weiter  ab,  und  das  wirkte  niederdrückend  auf  sein  G^müt. 
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Auch  ttber  den  Hu^l  an  Anerkennung  von  Seiten  der  Math#' 
matiker  glaubte  er  nicht  mit  T'nrecht  sich  beklagen  zu  mtlssen. 
Dazu  kam,  dafs  die  jahrelani;  tbrt«res€'tztc' ,  o-pistipo  Anstrenj^m? 
auch  an  seiner  Kiesennatur  nicht  spurloi»  vorübergegangen  war.  Die 
ungewohnten  Verhältnisse  in  Leipzig  und  das  ungewohnte  Klima 
wirkten  ebenfalls  mit.  Er  äng  an,  emptindlich  und  mirstrauisch  zu 
werden.  Das  tühlte  pt  auch  selbst  und  üufserte  einmal  zu  mir, 
wenn  erst  das  groise  Werk  über  Transfomiationsgruppeu  i'eilig 
wäre,  würde  er  ein  ganz  anderer  Mensch  werden. 

Leider  kam  es  anders.  Nacb  den  Herbstferien  Yon  1889  er* 
folgte  ein  Tollstftndiger  Zusammenbrach.  Er  konnte  gar  keinen 
Schlaf  mehr  finden  ond  glaubte ,  alles  sei'za  Ende,  er  werde  nie- 
mala  seine  alte  Geisteskraft  wiedergewinnen.  Ein  längerer  Aufent- 
halt in  einer  Kerrenheilanstalt  bei  Hannover  hatte  jedoch  die 
beste  Wirkung  auf  sein  Befinden.  Allmnhlii  Ii  stellte  sich  der  Schlaf 
wieder  ein,  er  fafste  neuen  Mut,  und  schon  im  Frfllyahr  1890  begann 
er  wieder  wissenschaftlich  zu  arbeiten.  Es  waren  seine  Untersuchungen 
ober  die  Grundlagen  der  Oeometrie  und  flV>er  die  anendlichen 
Qrappen,  die  er  dort  ausführlieh  /u  Papier  brachte. 

Im  WinftTlialhjahi*e  189() — lU  konnte  er  s*Miir  \'(>rlesungen 
wieder  aiüh^linien.  S«'iiie  \vissen.srhaftliche  Leistlln^^tilüil;keit  und 
seine  Ertinderkratt  waren  wieder  fiixnz  die  alten,  wenii^stens  war  da 
kein  ünterüchied  gegen  früher  zu  bemerken.  Aber  uls  Meubcb  war 
er  nicht  mehr  der  alte  und  wurde  es  auch  nicht  wieder.  Seine 
Empfindlidikeit  nnd  sein  MiTstraaen  steigerten  sich  allmMiUcb  immer 
mehr,  nnd  er  machte  dadurch  sieh  selbst  und  seinen  besten  Freunden 
das  Leben  immer  schwerer.  Die  KoTsere  Anerkennung,  die  er 
fiHher  so  schmerzlich  vermifst  hatte,  fand  er  zwar  jetst  in  reichstem 
Mafse:  die  bedeutendsten  Akademien  wählten  ihn  eine  nach  der 
andern  zu  ihrem  Mitgliede,  bezeichnender  Weise  fehlte  di\runter  nur 
die  Berliner  Akademie*  Aber  auch  diese  äufseren  Erfolge  waren 
nicht  genügend,  sein  pessimistisches  Urteil  über  die  Menschen  im 
alliremeinen  und  über  die  Mathematiker  im  besonderen  fretmdlicher 
zu  gest;i]trn. 

leh  will  nicht  länger  bei  der  Srhildenmc  d»s  ( leniüts/u.standes 
verweilen,  in  dem  er  sich  in  den  letzten  .lahnn  sumes  Leben»  be- 
ta?)d,  und  der  /um  Teil  ein»'  NarliwirkuiiL''  jener  trüberen  nervösen 
l^rkiunkuug  war,  zuju  Teil  ein  Vorbote  der  Kruukbeit ,  die  sein 
Ende  herbeiführen  sollte.  Für  alle  seine  Freunde  ist  die  Erinnerung 
daran  höchst  schmenlich.  Lassen  wir  daher  einen  Schleier  darüber 
fiUlen. 

In  Norwegen  war  unterdessen  im  Jahre  1896  eine  Bewegung 
in  Gang  gesetzt  worden,  um  Lie  fttr  sein  Vaterland  zurückzugewinnen. 
Elling  Holst  hatte  sich  mit  Björnson  in  Verbindung  gesetzt  und 
einen  Antrag   an   das   Storthing  ausgearbeitet,  dals  Lie  nach 
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ClirisUiuiiii  /,m'ückb«'iuleii  werden  sollte.  Da  dieser  ^\jiti'ag  die 
Uuterschrii'tcn  der  henroiTagcndsten  Mftimer  Norwegens  gefunden 
hatte,  80  gab  das  Storthing  ihm  Folge  und  beschlofs,  für  Lie 
unter  ganz  ausnahmsweise  glAnzenden  Bedingtingen  die  Stelle  einea 
Professors  ,4  Transfoimationsgruppemes  Theori^  sa  schaffen.  Immer- 
hin dauerte  es  noch  längere  Zeit,  bis  Lie  dem  ehrenToUen  Rufe 
Folge  leistete;  er  konnte  sidi  doch  nicht  8o  schnell  von  Leipzig 
losreÜsen,  obwohl  er  immer  die  Rückkehr  nach  Christiania  im  Auge 
gehabt  und  keineswegs  daran  gedacht  hatte,  sein  Leben  in  Leipzig 
zu  bpsrlilipfsen.  Endlieh  im  September  189H  siedelte  er  wieder 
nach  Christiania  über,  abor  nur  um  dort  zu  sterbon.  Zuerst  könnt« 
er  noch  wenigstens  auf  seiner  Wohnung  einigen  amcnkani sehen 
Studenten,  die  ihm  von  Leipzig'  .u"«'tV»lgt  waren,  eine  Vorlesung  über 
iJiÜereutialgleiehungeu  halten,  aber  bald  mnfste  er  auch  das  aufi^febeii. 
Eine  perniciöse  Anämie  verzehi-te  lan<rsaui  seine  Kräfte,  und  am 
18.  Februar  1899  entschlief  er  !saiiii  imd  ruhig. 

Leider  hatte  er  bei  seiner  Rückkehr  unterlassen,  die  Seinigen 
f&r  den  Fall  seines  Todes  sicherzustellen,  und  seine  Freunde  mufften 
daher  noch  einmal  einen  Antrag  an  das  Storthing  richten,  damit 
seine  Familie  vor  Not  gesichert  wttrde,  woran  es  das  Storthing 
selbstverständlich  nicht  fehlen  lieis. 

Der  wahrhaft  unezsetzUdie  Verlust,  den  die  Wissenschaft  durch 
Lies  Tod  erlitten  hat,  wird  noeb  lange  fühlbar  S^.  An  uns 
Mathematikern  ist  es  jetzt,  das  VermtlchtuiB,  das  er  uns  hinter- 
lassen hat,  zu  verwalten  und  die  Wege,  die  er  gebahnt  hat,  weiter 
zu  verfolgen.  Wir  deutschen  Mathematiker  sollten  da  in  erster 
Linie  stehen,  bat  docb  Lie  mit  verschwindenden  Ausnahmen  alle 
^eine  Werkr  in  deutscher  Sprache  geschrieben,  und  ist  er  'l'"h 
iunt'nndzwanzig  Semester  lang  eine  Zierde  einer  der  ältesten  deutschen 
Hochschulen  gewest^n. 

In  einer  von  Henrik  .läijer  herausgegebenen  norwegiscljeu 
Literaturgeschichte  hat  Elling  Holst  seinen  ehemaligen  Lehrer 
Lie  als  den  Napoleon  der  Mathematik  bezeichnet.  Mir  scheint 
der  Vergleich  unglücklich:  Napoleon,  dieser  unübertroffene  Orga- 
nisator, und  Lie,  bei  dem  gerade  die  Gabe  zu  organisiren  am 
schwächsten  ausgebildet  war!  Ich  wü&te  überhaupt  in  Wissenschaft« 
Kunst  und  Geschichte  niemanden,  mit  dem  Lie  verglichen  werden 
könnte:  er  ist  eben  einzig  in  seiner  Art  und  unvergleichlich. 
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Engen  von  Lomnipl. 

Von  Ludwig  Boltzmann  in  Wien. 

Ein  arbeitsreiches  Leben,  in  der  Jugend  nicht  ohne  Entbelirungen 
und  Mühsale,  später  aber  reich  an  Erfolgen  und  köstlichen  Früchten, 

diu'chschnitt  der  Tod, 
als  am  19.  Juni  18lH> 
Professor  Dr.  Eugen 
von  Lommel  starb. 
Obwohl  der  Verfasser 
dieser  Zeilen  mit  ihm 
vier  Jahre  lang  als  eng- 
ster Fachcollege  zusam- 
menwirkte und  in  ver- 
trautester freundschaft- 
licher Beziehung  stand, 
so  sprach  er  mit  ilun 
doch  fast  ausschliefslich 
über  Wissenschaft  und 
Berufsthiltigkeit.  Die 
nachfolgenden  biogra- 
phischen Notizen  und 
Charakterschilderungen 
verdankt  er  der  Güte  der 
Witwe  des  Verewigten, 
teilweise  entninmit  er  sie 
auch  einem  Aufsatze 
Professor  Günther' s. 
So  mufste  also  Lommel  sterben,  bis  der  Verfasser  in  die  Eigen- 
tümlichkeiten seines  Gemütes  und  Herzens  niih(>ni  Einblick  gewann. 

LommeFs  Grolsvater  mütterlicherseits  war  Apotheker,  väter- 
licherseits Verwalter  in  Aschaffenburg,  sein  Vater  war  Arzt  in  Eden- 
koben, später  Bezirksarzt  in  Hornbach. 

In  Edenkoben  wurde  Eugen  v.  Lommel  als  der  älteste  von 
vier  Brüdern  am  19.  März  1837  geboren,  dort  absolvirte  er  auch 
die  Lateinschule,  mufste  dann  aber  das  elterliche  Haus  verlassen, 
um  in  Speyer  das  Gymnasium  zu  besuchen.  Diese  Zeit  war  für 
Lommel  reich  an  Entbehrungen  und  harter  Arbeit,  tmg  aber 
doch  viel  dazu  bei,  nicht  nur  scharfe  realisti.sche  Beobachtung  imd 
idealistische  Weltanschauung  gleichmäfsig  in  ihm  zu  entwickeln, 
sondern  auch  seinen  Cliarakter  für  die  späteren  Kämpfe  des  Lebens 
zu  stählen.  Er  mufste  nicht  nur  ganz  selbständig  für  sich,  sondern 
bald  auch  für  seinen  jüngeren  Binider  sorgen,  mit  dem  er  längere 
Zeit  sogar  in  einem  Bette  schlief.    Aufser  den  ohnehin  nicht  karg 
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bemessenen  OMigatshinden  lernte  er  nneh  mit  grofsem.  Erfolge 
zeichnen  malfii  und  bebUchte  nebstdem  al)euds  die  Realschule, 

um  seineu  i>urst  uach  natur\vi«?senschaftli(  lien  Kenntnissen  zu  stillen. 
Letzterer  wird  uns  recht  anschaulich  durch  die  Lebhaftigkeit,  mit 
der  er  in  der  Erlangcr  Rectoratsrede  das  Entzücken  schildert,  das 
er  empfand,  als  er  zum  ersten  Male  tiefem  Einblick  iu  die  Gesetze 
des  Verbrenuens,  des  lilutumlaul's,  der  Wirksamkeit  einer  galvanischen 
Batterie  iL  s.  w.  gewann. 

Ein  geradem  staunenswertes  Zeichen  seines  damaligen  Flei&es 
liegt  noch  heute  vor,  nftmlich  116  grol^  zoologische  Tafeln,  welche 
er  nach  Oken's  Atlas,  den  anzuschaffen  ihm  die  Mittel  fehlten,  in 
so  YoUendeter  Weise  nachzeichnete  und  malte,  dab  man  sie  erst  bei 
genauerer  Ansicht  von  den  Kupferstichen  des  Originales  unt«nM;heidet ; 
femer  /.woi  grofse  Pflanzenbücher,  nach  der  Natur  reizend  gemalt. 

Obwohl  ihn  seine  Kameraden  gern  leiden  mochten,  war  doch 
seine  Lebensführung  damals,  wie  es  bei  den  vielen  Arbeiten,  die 
Pflicht  und  Neiguncr  ihm  auferlegten,  nicht  anders  möfflich  war,  eine 
mehr  em<tf>  und  mrückcjezogene.  Eine  Oeldsiunmc,  welche  er  von 
der  Grulsmutter  behufs  Frb'ruung  der  Tuu/.kuust  erhalten  hatte,  ver- 
wendete er  auf  liüchereinkiiufe;  aber  als  im  Jahre  1848  auch  in 
der  Pfalz  die  Revolution  ausbrach,  schlofs  er  sich,  elf  Jahre  ah. 
einem  Haufen  vüü  Auliührci ü  an,  der  gegen  die  Festung  Germersheini 
marschirte.  Allerdings  zog  dieser  bald  mit  einem  einzigen  Ver- 
wundeten, der  Yon  seinem  Hintermanne  getroffen  worden  war,  wieder 
ab,  und  auch  Lommel  mofiste  gleich  vielen  anderen  spftter  in  diesen 
Bestrebungen,  wie  Karl  Moor  sagt,  Bubengedanken  erblicken. 

Unter  seinen  Lehrern  am  Gymnasium  zu  Speyer,  übte  Schwerdt, 
der  Verlasser  der  bekannten  Monographie  ftber  die  Beugung  des 
Lichtes,  einen  nicht  nur  grofsen,  sondern  geradezu  für  das  ganze 
Leben  entscheidenden  Einflufs  auf  Lommel  aus;  denn  die  Interferenz 
und  Beugung  des  Lichtes  blieb  zeitlebens  auch  eines  der  Lieblings- 
themen de:?  letzteren. 

Im  .Jahre  1854,  erst  17V.,  Jahre  alt,  inscribirte  sich  Lommel 
an  der  I  nivcrsitiit  München,  wo  Jolly,  Seydel,  Lamont,  Liebig, 
Kol) eil  u.  s.  \v.  .seine  i^eiirer  wurden.  Die  Zeit  der  üniversitrtts- 
studien  war  für  ihn  eine  sehr  tflücklielie.  Neben  seinem  speciellen 
l'uche  studirte  er  so  manches  andere,  wie  Philoso[tliie,  Ästhetik  und 
moderne  Sprachen.  Er  besuchte  auch  fleifsig  das  Schauspielhaus, 
Opernhaus  und  die  reichen  Kunstsammlungen  Münchens  und  pflegte 
heitere  Geselligkeit  im  Kreise  gleichgesinnter  junger  Männer. 

1858  bestand  er  in  München  die  Prüfimg  für  das  Gymnasial* 
lehramt  mit  der  Note  sehr  gut,  ein  Jahr  darauf  nahm  er  eine  an- 
genehme Hofmeisterstelle  beim  Landtagsabgeordneten  und  Weingut- 
besit/er  Herrn  Buhl  in  Deidesheim  an.  Im  Jahre  1860  erhielt 
er  eine  LehrersteUe  für  Mathematik  und  Physik  an  der  ELantonschule 
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zu  Öuliwyz,  die  er  fünf  Jahre  darauf  mit  einer  Oberlehrerstelle  des 
gleichen  Faches  an  einer  analogen  Anstalt  zu  Zfkrich  Tertansdite. 
In  letzterer  Stadt  habilitiiie  er  sich  aueli  fttr  Physik  an  der  üniyersitftt 
und  am  eidgenössischen  Polytechnicum. 

Seinen  Aufenthalt  in  der  Schweiz  benutzte  er  zu  zaUreichen 
AnsfiOgen  und  Ctobirgstouren,  welche  sich  auch  in  das  benachbarte 
Italien  erstreckten.  In  ZUrich  verkehrte  er  mit  Gottfried  Keller, 
Vischer,  Wislicenus,  Prym,  Ebert,  Fick,  Rose  und  anderen. 
Im  Herbste  1867  kehrte  er  wiedor  nach  Deutschland  im  engeren 
Sinne  zurück,  indem  er  zunächst  die  Lehrkanzel  für  Mathematik  und 
Pliysik  an  der  Lanchvirtschaftlichen  Hochschiilp  zu  HohonlH'Im  annahm, 
wo  vor  und  nach  ihm  noch  so  viele  bedeutende  Männer  lehrton. 
Als  ('harakti'iistiseher  Zug  mag  envHhnt  werden,  dafs  er  sich  damals, 
obwohl  pr  über  eine  grofse  AmU»wohnung  in  Hohenheim  verfügte, 
dazu  nui  li  m  Stuttgart  ein  Absteigequartier  mietete,  wo  er  fast  jeden 
Sonntag  zubrachte,  Theater  unti  Concerte  besuchte  und  sich  besonders 
mit  der  Familie  des  Physikers  P.  Zech  innig  befreundete. 

Schon  ein  Jahr  darauf  nahm  er  jedoch  einen  Buf  als  Professor 
der  Physik  an  die  üniversitftt  Erlangen  an,  wo  er  der  Nachfolger 
des  an  das  neugegrOndete  Polyteohnicmn  zn  München  berafenen 
F^fessors  Beetz  wurde.  Hiemit  hatte  sich  der  Traum  seiner  Jugend 
erfüllt)  und  dort  war  es  auch,  wo  er  sich  mit  Fr&ulein  Louise  Hegel, 
der  Tochter  des  berühmten  Pliilosoplien,  Termlihlte,  mit  der  er  bis 
an  sein  Ende  in  glücklichster  Ehe  lebte. 

Als  Universitätslehrer  fand  er  erst  di*  volle  Gelegenheit  zur 
Entfaltung  seiner  Kräfte.  Seine  Experimentalvurlesungen  fanden  all- 
gemeinen IJeifall,  der  Kreis  «meiner  Schüler,  von  denen  viele  interessante 
Experimeutaluntf'jNiiehungen  ausarbeiteten,  erweiterte  sich  von  .lalir 
zu  Jahr.  Dort  entstanden  auch  viele  seiner  bedeutendsten  wiss'^n- 
schiiftlichen  Arbeiten.  Er  war  einmal  Proreetor  und  mehrmals  Deean 
der  philosophischen  Facultät  der  Friedrich- Alex  and er-Univorsität. 
1869  erhielt  er  von  dort  einen  liuf  au  das  eidgenössische  Polj- 
technicmn  zu  Zürich,  den  er  jedoch  ablehnte. 

Nach  17-jähriger  Lehrthfttigkeit  in  Erlangen  wurde  er  1866 
zu  gleich  erfolgreicher  Thätigkeit  als  der  Nachfolger  Professor  Jolly's 
auf  die  Lehrkanzel  für  allgemeine  Physik  an  die  ÜniTersitftt  München 
berufen,  wo  er  zugleich  die  Gonservatorstelle  für  die  Nomalmafse 
und  Gewichte  des  bayrischen  Staates  übernahm.  1876  wurde  er 
zum  correspondireoden,  1884  zum  aufserordentliehen  und  1886  zum 
ordentlichen  Mitgliede  der  bayrischen  Akademie  der  Wissenschaften 
gewählt. 

In  München   war  er  vor  allem  bemüht,  den  Bau  eines  den 
neueren  Anlurderungen  der  Wissenschaft  entsprechenden  physikalischen 
Institutes  für  die  Universität  zu  ermösrliehen.    Die  j?röl'sten  Schwiericr- 
keit»  ]i  stellten  sich  dioem  TTnterriHlnueii  antangiich  entgegen,  weiche 
J&breab«richt  d.  DeuUchen  Mathem. -V«reüiigung.  VJU,  1.  4 
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er  aber  endlich  alle  durch  seine  mit  diplomatischer  Klugheit  gepaaite 
Energie  und  Arbeitsamkeit  tiberwand.  Im  Jahre  1894  wurde  das 
neue  physikalische  Institot  der  Mflnchener  üniversltftt  eröflhet,  aber 
nur  wenige  Jahre  sollte  Lommel  an  demselben  wirken.  Ffir  das 
Studienjahr  1896/99  hatte  ihn  die  Lndwig-Mazimilians-Üniyersitttt 
sn  Münehen  zum  Bector  gewählt,  nnd  noch  im  Verlaufe  desselben, 
mit  der  höchsten  akademischen  Würde  bekleidet,  Starb  er  am 
19.  Juni  1899  an  einer  Krankheit,  welche  er  schon  langr  mit  sich 
herumtrug,  deren  plötzliche  Verschlimmerung  bis  zum  letalen  Ausgange 
aber  doch  nicht  erwartet  wurdo. 

Professor  L 0 m m  e  1  ist  vor  allem  charukterisii-t  durrh  tmcrrwölinliche 
Gedächtniskraft,  Arbeitsnmkfit  imd  Allseitigkeit.  Das  Imifsiündige 
HauptcoUeg  über  Experimentiilphjsik  las  er  Jahr  für  Jahr  in  unüber- 
trefflicher Weise  unter  aulserordentlichem  Andränge  der  Studirendeu, 
leitete  dabei  die  praktischen  rhun^an  für  Anfanger  und  ging  den 
in  seinem  Laboratorium  selbständicr  Arbeitenden  an  die  Hand,  so 
dals  zahlreiche  unter  seiner  Leitung  ausgctührte  Dissertationen  und 
sonstige  wtssenschaftliehe  Eiperimentaluntersuchungen  Jahr  fflr  Jahr 
aus  demselben  herrorgingen.  Jeder  mit  den  Verhältnissen  Vertraute 
weifSy  dal£  diese  Th&tigkeit  an  einer  Hochschule  von  der  Frequenz 
der  Mflnchener  Universitilt  mit  den  damit  yerbundenen  Prüfungen 
der  Mediciner,  Apotheker,  Lehramtscandidaten  und  Doctoranden  der 
Philosophie  in  der  Hand  eines  einzigen  vereint,  schon  der  Grenze 
der  Lei  t  iru'sfähigkeit  eines  Menschen  sehr  nahe  liegt  Lommel 
hielt  aber  obendrein  noch  regelraäfsig  Specialvorlesungen  aus  dem 
Gebictt'  (b'F  mathematischen  Phrsik  \uu\  das  mathematisch-physikalische 
Seminar  ab  und  war  »laliei  fortwährend  auf  dem  Gebiete  der  Wissen- 
schaft durch  eigene  Forschung  und  literarischf»  Publication  tiiütifr. 
Er  hat  manrbe  neue  wissenschaftliclie  Tüatsache  durch  Experiment 
oder  Kt:chuuiig  gefunden  und  in  seinen  Abhandlungen  mit  ruhiger 
Einfachheit  und  bestimmter  Klarheit  dargestellt.  Diese  tritt  ebenso 
in  den  von  ihm  geschriebenen  Lehrbüchern  und  populären  Schriften 
zu  Tage,  ja  in  letzteren  (ich  erwähne  nur  seinen  kurzen  Aufsatz 
über  Spectralanaijse)  zeigt  er  sich  geradezu  als  Meister  populärer 
DarsteUung. 

Dabei  mangelt  es  ihm  nicht  an  dem  bei  Physikern  manchesmal 
Termi&ten  Sinn  und  Interesse  für  das  Historische.    Er  ist  ferner 

nicht  nur  in  Mathematik  und  Phjsik  gleich  bewandert,  sondern  hat 

auch  feines  Verständnis  für  die  technischen  Anwendungen,  wie  er 
theoretisch  in  seinem  Vortrage  über  die  moderne  Ent Wickelung  der 
Phjsik,  j)rakti>Lh  bei  Anordnung  der  elektrotechnischen  Einrichtungen 
des  neuen  physikalischen  Institutes  der  Universität  München  zeigte. 

Obwohl  er  sieh  seiner  Specialwiss^ensehaft  mit  solcher  Liebe 
hingal),  dal's  er  einmal  sagte,  wenn  er  nochmals  zur  Welt  käme, 
würde  er  wieder  Physiker  werden,  so  beschränkte  sich  sein  Interesse 
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doch  keineswegs  auf  dassdhe.  Di^  Stndu'n  auf  dem  r;ol)ieto  der 
bp*;ehreil>Hii«lHji  N'^turwiRSfiischafti'n.  die  er  in  spinor  Jugend  gemacht 
hatte,  eutf>ch\s'audL'n  seiiierii  (ledilchtiiisse  iiienials,  und  pr  wu^tc  nicht 
nur  die  Namen  der  meisten  gevvöhuHcheren  Tiere  und  Ptian/en. 
sondern  auch  deren  Stellung  im  Systeme,  Lebensbedingungen  und 
Eigener  II  litten  anzugeben.  Dafs  er  die  Zeichen-  und  Malkuust  nicht 
nur  schätzte,  sondern  auch  selbst  mit  einer  für  Dilettanten  nicht  ge- 
wtfhnlidieik  Fertigkeit  ausQbte,  wurde  bereits  erwfllmi  Auch  für 
Musik  und  Poesie  beaafs  er  feines  Verstündnis;  in  der  ersteren  zog 
er  die  alten  Clasdker  der  neueren  Musik  TOr,  in  der  letzteren  schitzte 
er  besonders  die  formvollendeten  Dichtungen,  wie  die  von  Rückert, 
Platen  und  Bodenstedt  Von  Goethe  kannte  er  nicht  blo&  die 
poetischen,  sondern  auch  die  naturwissenschaftlichen  Werke  aofe 
genaueste  und  kommt  auf  letztere  in  seinen  Abhandlungen  manch- 
mal zurück. 

Wie  der  Schreiber  dieser  Zeilen  und  der  von  ihm  vor  wenipen 
Tagen  gefeierte  Loschmidt  gehörte  auch  Lominel  /n  jenen  Nicht- 
philoloijen,  die  ilnvn  flotner  noch  im  Miuiuesalter  immer  und  immer 
wieder  lasen.  Wie  kuimnt  e'^,  dals  diese  Menschengattung  nun  aus- 
zu>tfM  l)en  seheint?  Beim  Ii*  Ihiugigeu  Kinde  des  Agistriiger^? !  der 
Sinn  für  Schönes  und  Grufses  ist  unseren  Sühnen  nicht  uWliandeu 
gekommen;  diese  lauschen  doch  Shakespeare's  Worten,  Beethoven's 
Tönen  mit  der  gleichen  Begeisterung  wie  einst  wir.  Beginnt  etwa 
der  Stern  Homerts  zu  erbleichen  in  der  Morgenröte  des  20.  Jahr- 
hunderts, oder  treffen  die  wissensohaftUch  doch  weit  besser  geschulten 
Philologen  von  heute  Herz  und  Gemüt  der  Jugend  nicht  mehr  so 
wie  unsere  Lehrer?  Würde  wohl  gar,  wenn  sie  heute  lebten,  Achill 
dem  Gymnasium  mit  seiner  ganzen  Sehne]  1  tu  !sigkeit  entlaufen  und 
8okrat€s  an  die  Spitze  des  Vereines  für  Mittelschulrefonn  treten? 

Jedenfalls  scheint  mir  Lommel  den  Wert  der  dassischen  Studien 
einseitig  aufgefafst  zu  haben,  wenn  er  in  seiner  Erlancrer  Pro- 
reetoratsrede  den  bei  einem  Pliysiker  befremdiMiden,  für  Ost«'rrei(  lier 
geradezu  unveri>t:indliehen  Wunsch  nn«;<;prif  )it,  die  Phy*fik  möge  au 
(»ymnasien  nicht  gelehrt  werden,  um  die  Arbeitszeit  für  die  dassischen 
Sprachen  nicht  einzuschränken. 

Obwohl  der  Schreiber  dieser  Zeilen,  wie  schon  bemerkt,  mit 
Lommel  selten  über  anderes  als  über  Wissenschaft  und  Amt  zu 
Sprechen  Gelegenheit  hatte,  so  empfand  er  doch  deutlich,  dafs  er 
Lommel  zu  den  Ausnahmen  zählen  konnte,  an  die  heranzutreten 
er  ungescheut  gewagt  hätte,  wenn  er  aneigennützigen  Rates  oder 
freundschaftlicher  That  bedurft  hätte,  und  dals  die  edle  biedere  Ge- 
sinnung, die  Lommel  in  allen  Lebenslagen  bew&hrte,  kein  äulserer 
Anstrich  war. 

Wenn  nun  noch  einiges  zur  Charakterisiruug  der  wissenschaft- 
lichen Werke  Lommel 's  gesagt  werden  soll,  so  fallen  an  dieser 
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Stelle  nattbrlieh  znnftcliBt  diigemgen  ins  Gewicht,  welche  sich  auf 
mathematischem  Gebiete  bewegen.  Lommel  hatte  bis  sa  seiner 
Enieimimg  zum  üniTersitfttsprofessor  immer  neben  der  Physik  auch 
Mathematik  gelehrt  und  verfafste  eine  nicht  geringe  Anzahl  van 
Schriften  rein  mathematischen  Inhaltes.  Vor  allen  ist  da  sein  kleines 
Buch  ü])er  die  Besser  sehen  Functionen  zu  nennen.  Die  Theorie 
dieser  für  den  reiT^ori  "Mathematiker  wie  für  den  Physiker  ebenso 
wichticfon  transceudeiiten  Functionen  wird  dort  in  origineller,  Inicht 
talslicher  uud  doch  gründlu  lir  r  Weise  dargestellt.  Sie  werden  durch 
zwei  pHier  einzigen  linearen  Differentialgleichnng  uquivalentft 
Oleiehungeu  definirt,  aus  denen  alle  ihre  Eigenschaften  abgeleitet 
werden.  Ihr  Begriti"  wird  auch  durch  Einfülirung  gehrocht^ner  Indieks 
erweitert,,  und  die  einseliUigigeu  lioihenentwicklungeu  werden  besüuder.s 
elementar  und  übersiichtlich  abgeleitet.  Zum  Schlüsse  wird  die  In- 
tegration von  Differentialgleichungen,  besonders  der  Riecati' sehen 
durch  Bossel' sehe  Functionen  gelehrt  und  die  Rechnung  mit  denselben 
durch  eine  beigegebene  Tafel  erleichtert 

Aufserdem  Ter5ffentlichte  Lommel  nodi  zahlreiche  Abhandlungen 
rein  mathematischen  Inhaltes,  hauptsftchlich  in  Grunert's  Archiv, 
Schlömilch's  Zeitschrift  und  den  niatliematischen  Annalen.  Die- 
selben behandeln  immer  Gebiete  der  Mathematik,  welche  in  der 
Physik  Anwendung  finden;  hauptsächlich  die  Int<?gration  von 
Differentialgleichungen,  Berechnung  bestimmter  Integrale  und  tran- 
seendenter  Functionen,  besonders  der  Bessel'schen  und  deren  An- 
wendungen in  mathematischen  und  phx  sikalifichen  Aufgaben,  dann 
auch  Probleme  der  analytiselien  (leometrie. 

Hieran  selilielseii  >>u  h  die  mulhematisch  -  physikalischen  Ab- 
handlungen Lonuners.  Dieselben  betreffen  vorwiegend  Gegenstände 
der  Optik,  einige  in  Wiedemaim  5  Anualen  publicirte  die  Fundamente 
der  Theorie  des  Lichtes,  besonders  der  Dispersion,  Polarisation  und 
Doppelbrechung.  In  diesen  verwickelte  er  sidi  mit  mehreren  Physikern, 
besonders  Voigt,  in  eine  heftige  Polemik,  und  es  war  dies  einer  der 
wenigen  Punkte,  bei  deren  Berührung  der  sonst  so  Gleichmütige  und 
Objective  empfindlich  werden  konnte.  Von  diesem  Streite  gilt  wohl 
auch  Schiller's  Wort:  ,,Abcr  es  bleichet  indes  Dir  wie  mir  sich 
das  Haar":  nicht  im  buchstäblichen  Sinne,  denn  während  der  eine 
der  Streitenden  nun  dort  weilt,  wo  Helmholtz  und  Zöllner  Arm 
in  Arm  lustwandeln,  so  ist  der  andere  noch  in  voller  Kraft  eine 
der  immer  seltener  werdenden  EcksUulen  der  mathemntisehen  Physik. 
Sehiller's  Wnrt  trilt  vielmehr  bezüglich  der  streitenden  Theorien 
selbst,  da  unter  dem  Kinflnsse  der  elektromagnetischen  Lichttheorie 
über  beide  /ur  Tagi-^orduung  übt  i-n-.  M^an^'rn  wurde. 

Die  iilirisren  Abhatidlungen  Lunimer.s  über  'I'beorie  der  Oi>tik 
betreffen  sii<  i  iellc  l'robleme  derselben;  die  isochromatischen  Flächen, 
die  Isogyren,  Cui'ven  gleicher  Lichtintensität  u.  s.  w.,  bei  der  Inter- 
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fereuz  des  polürisirteii  Lichtes  in  doppeltbreohenden  Exystallflächen; 
die  Berechnung  von  BengongS"  und  anderen  Interferenzerscheinungen, 
die  Theorie  der  Fliiorescens,  Phosphorescenz,  Spectralanaljrse,  Drehung 
der  Polarisationsehene  u.  s.  w.  Aufserdem  hat  Lommel  einige 
theoretische  Abhandlungen  ül'*"r  Wririno  uud  Elnktricitätsthfiorie  ge- 
schrieben, wovon  die  über  den  Zusammenhang  der  Äquipotential- 
liuien  und  magnetischen  Kraftlinien  erwähnt  werden  mögen.  Letztere 
stellte  er  auf  btromdurcliflo^-^enen  Platten  in  selir  schöner  Weise 
mittelst  Eisenfeile  dar,  was»  uns  zu  den  rein  experimentellen  Arbeiten 
Lommel 's  überleitet. 

Einige  von  diesen  behandeln  ebenfalls  Fluoresoenz  und  Phosphor- 
eseenz,  besonders  dichroitlsche  Flnorosow,  und  erOrtem  ihren  Zu- 
sanunenhang  mit  der  Frage  nach  der  Sdnringongsriehtung  der  Äther- 
teilehen  im  polarisirten  Lichte,  welche  Frage  freilich  heutautage 
durch  die  elektromagnetische  Lichttheorie  eben&Us  in  ein  gans  anderes 
Licht  gerückt  wurde.  In  einer  anderen  Abhandlung  wird  gezeigt, 
dafs  durch  die  Wirkung  von  rotem  und  ultrarotem  Licht  fluorescirende 
Substanzen  für  die  Wirkung  des  Fluoresoeni  erregenden  Lichtes 
gewissermulsen  abgestumpft  werden  können,  und  darauf  wird  eine 
experimentelle  Methode  gegrfkndet,  helle  oder  dunkle  Linien  im  Ultra- 
rot sichtbar  zu  iimchen. 

Dann  seien  noch  envahnt  die  Al)han(ilungen  Lommpl*R  über 
die  Lichtcnberg'sclien  Figuren,  als  räumliche  Erscheinung  aufgefalst, 
über  das  Leuchten  der  Wasserhämmer,  über  die  als  Heilit^enscheiu 
bezeichnete  optische  Erscheinung,  femer  über  zwei  von  ihin  con- 
sti-uirt^  optisch-physiologische  Apparate,  das  Erythroskop  und  Melauo- 
skop,  über  die  experimenteDe  Demonstration  der  Zussmmensetabarheit 
aller  Farben  aus  drei  Grundfiirben,  endlich  noch  einige  Abhandlungen 
pfianzenphysiologischen  und  meteorologischen  Inhaltes. 

Unter  den  populttren  Schriften  Lommel's  nimmt  die  erste  Stelle 
ein  das  dementare  Lehrbuch  der  Physik;  daran  reiht  sich  das  Buch: 
,,Wind  und  Wetter",  das  über  das  Wesen  des  Lichtes,  das  Lexikon 
der  Physik  und  Meteorologie,  sowie  mehrei*e  Beden  und  populibv 
wissenschaftliche  Zeitungsartikel.  In  der  Monographie  über  die 
Interferenz  des  gebeugten  Lichtes  wird  eine  neue,  sowohl  experimen- 
telle al.^  auch  mathematische  Behandlung  dieses  Problemes  in  streng 
wissenscliaftliclu'r  Form  gezeigt. 

Ich  lasse  noch  ein  Verzeichnis  sämtliclier  Fuhlirationen  Lommcrs 
folgen,  welches  um  so  eher  willkommen  sein  dürfte,  als  das  im 
dritten  Bande  von  Foggcudorii"s  biographisch -literarischem  Hand- 
wörterbuche gegebene  manche  Lücken  aufweist. 

1.  1860.  Lehrsatz  über  den  Flächeninhalt  eines  geraden  Cylinder* 
mantels,  welcher  von  einem  anderen  senkrecht  geschnitten 
wird.    Grun.  Arch.  34,  p.  286. 


54  Zorn  G^dftehtniB: 

2.  18.61.  Beiträge  zur  Theorie  der  Beugung  des  Lichtes.  Grün. 

Arrh.  XXXM,  p.  385. 

3,  1861.  Methode   xur  Berechnung   einer   Transcendenten.  Ibid. 

XXXVII,  p.  :^19. 

•4.  1861.  Über  einige  allgemeine  Fonncln  zur  Aii>wertimg  be- 
stimmter Integrale.    Ibid.  XXWII.  p.  4^i.'>. 

ö.  1862.  Versuch  einer  Theorie  der  Fluoresceu/.  Pogg.  Auu.  117, 
p.  6-42. 

6.  1862.  Lehrsats  von  den  kürzesten  Linien  auf  Botationsflttchen. 

Onin.  Arcb.  XXXVIII,  p.  201. 

7.  1862.  Einfaclute  Herleitong  zweier  bekannter  Iniegralformeln. 

Ibid.  XXXVm,  p.  206.   

8.  1862.  Über  die  Beugung  des  polarisirten  Lichtes.  Ibid.  XXXVIII, 

p.  209. 

9.  1863.  Zur    Integration    linearer    Diiferentialgleichungen;  die 

Riccati'sche  Gleichung.    Ibid.  XL,  p.  101 

10.  1863.  Die  Interferenzerseheinungen  /weiaxiger  senkr.  zur  ersten 

Mittellinie  geschnitt.  Krystallplatten  in  homog.  pol.  Licht. 

Pogg.  Ann.  120.  p.  R9. 

11.  1865.  Cieometrischer   Ort  der   Mittelpunkte   all»)    dunh  «»inen 

festen  Punkt  gehenden  Sehneu  eines  Kegelschnittes.  Gruu. 
Archiv.  XLIII,  p.  281. 

12.  1867.  Über  Leumiscatische  Coordinuten.    Schlöm.  Zeitschr.  XII, 

p.  45. 

13.  1867.  Bemerkung  hinsichtlich  der  Priorit&t  einiger  Sätze  über 

confocale  Kegelschnitte.    Ibid.,  p.  276, 

14.  1867.  Theorie  der  Abendröte  und  verwandter  Erscheinungen. 

Pogg.  Ann.  131,  p.  105. 

15.  1867.  Über  die  Licfatmenge,  welche  im  Polarisationsapparat 
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Fri<»drich  Meyer. 

Von  Q.  Riehm  in  Halle  a.  S. 

Am  5.  Deceraber  1898  schied  ein  Mann  aus  dem  Leben,  dessen 
!Name  in  den  Kreisen  der  Mathematiker  einen  guten  Klang  hatte» 
Prof.  Dr.  Friedrich  Meyer,  Oberlehrer  am  Stadt g)^una8ium  zu 
Halle  a.  S.  —  Er  stammte 
aus  einer  altangesessenen 
Gutsbesitzertamilie  West- 

preulsens  und  war  geboren  ?<,' 
am  5.  März  1842  zu  Mlinsk 
in  Westpreul'sen.  Arbeit- 
samkeit und  strenge  Zucht 
bildeten  den  Grundton  im 
väterlichen  Hause,  fast  eine 
gewisse  HUrte;  jedenfalls 
bestand  die  Forderung  un- 
weigerlicher und  sofortiger 
Ertilllung  des  väterlichen 
Willens.  Die  Wirkung  die- 
ser Zucht  war  am  Sohne 
im  verkennbar.  Furchtlose 
Wahrhaftigkeit,  rastlosen 
rieifs,  unl)edingte  Erftil- 
lung  der  Pflicht  bis  an 
die  änfserste  Grenze  hin 
hatte  er  zu  Hause  gelernt. 

Er  besuchte  das  Gym- 
nasium in  Kulm,  absolvirte  im  Herbst  1861  das  Abiturientenexameii 
und  studirte  in  Breslau,  Herlin  und  Halle  Mathematik  und  Physik. 
In  Halle  bestand  er  im  November  1865  mit  Auszeichnung  seine 
Staatsprüfung,  trat  Ostern  1866  als  Hilfslehrer  am  Gymnasium  in 
Halberstadt  ein  und  wurde  Ostern  1868  als  ordentlicher  Lehrer  für 
Mathematik  und  Physik  an  das  neugegründete  Stadtgymnasium  nach 
Halle  berufen.  Dieser  Anstalt  hat  er  bis  an  sein  Lebensende,  fast 
31  Jahre  lang,  mit  seinen  hohen  Geistesgaben,  seinem  pädagogischen 
Geschick,  seiner  hinreifsenden  Persönlichkeit  gedient. 

Zwischenbinein  fielen  seine  militärischen  Ülmngen.  Im  Feldzuge 
gegen  Schleswig  stand  er  als  Einjährig-Freiwilliger  des  (iarde-Füsilier- 
Regimonts  mit  in  Rügen.  1866  kam  er  als  UuterofHcier  des  27. 
Regiments  bei  Müncheugrätz  und  KöniggrUtz  ins  Feuer,  und  auch 
den  französischen  Krieg  machte  er  bei  diesem  Regiment  mit,  ei-st 
als  Vicefeldwebel,  dann  als  Lieutenant.  1878  eriolgte  seine  ehren- 
volle Entlassung  aus  der  Armee  mit  dem  Charakter  als  Premier- 
lieutenant  und  der  Berechtigung  zum  Tragen  der  Uniform. 
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Zum  GedftohtBls: 


Das  Hallisrhe  Stadtgymnasiiim  verdankt  ihm  anfserordenflifh 
viel.  Ein  Schüler  F.  M.eyer"s  gewesen  zu  sein,  war  ein  c^uier 
En]j>fehlutigsbrief ,  nicht  nnr  für  den  angehenden  Matüeniatik- 
studircnden.  Mit  innerlicher  Freude  und  mit  Stolz,  blickten  Director 
und  Schulrai  auf  den  kenntnisreichen,  talentvollen,  energischen 
Mann.  Sie  wuTsten,  dafs  sein  Streben,  selbstlos,  weit  ausschauend 
und  auf  das  Ideale  gerichtet,  nur  das  Beste  seiner  Schtder  im  Auge 
hatte.  Neidlos  sahen  sie,  wie  der  jugendlich  iemperainentvoUe  Mann 
diese  zu  glühender  Begeistening  für  seine  Person  und  seine  Wissen« 
Schaft  hihrüs;  was  kam's  denn  daranf  an,  oh  sie  das  Stadiren 
mehr  an  den  Sprachen  oder  mehr  an  der  Mathematik  lernten,  wenn 
sie  es  nur  leinten.  —  Dafs  seine  Forderung  hestBndiger  Pflichttreue 
und  sein  starres  Festhalten  an  der  Erfüllung  einer  gewissen  selb- 
ständigen Mindestleistung  manchem  SchtUer  unbequem  war,  ist 
natürlich:  aber  auch  solche  liebten  ihn  und  verehrten  in  ilim  den 
Mann,  der  die  Willenskraft  besafs,  welche  sie  bei  sich  selbst  vermifsten. 
Denn  seine  Pflichttreue  war  staunenerregend,  sie  konnte  auch  den 
Schülern  nicht  verborgen  bleiben;  z.  B.  wenn  sie  von  ihm  rorrigirte 
Arbeiten  in  Händen  hielten,  oder  wenn  sie  den  Mann  nachmittags 
zur  Schule  eilen  salien,  um  physikalische  Experimente  nochmals 
durcb/.u|ir()ben  und  sich  von  dem  Zustand  und  der  Leistungsfähigkeit 
der  Apparate  neu  zu  überzeugen.  Wie  viele  Lehrer  mögen  das 
wohl  nach  30-jähriger  Übung  noch  thun?  Ihm  galt  das  Ittr  selbst- 
verständlich.  Und  dabei  wmrde  das  von  ihm  angelegte  und  ver* 
waltete  Oabinet,  was  Zweckmfttsigkeit  der  Apparatenwahl  und 
Sauberkeit  der  Haltung  anlangt,  von  auswärtigen  Besuchern  immer 
bewundert. 

Zu  eigentlich  wissenschaftlicher  Arbeit  fehlte  es  ihm  an  Mulse; 
seine  Zeit  gehörte  ausschliefslich  seiner  Pflicht.  Dafür  aber  leistete 
er  Hervorragendes  in  der  mathematischen  Didaktik.  Wer  seine 
Prngrrammabhnndlung':  „Mitteilungen  aus  dem  miithoni:iti«;chen  Lehr- 
plan des  Stadtgymnasiums"  gelesen  hat  oder  seine  „Elemente  der 
Aritluiietik  und  Algebra'^  kennt,  der  weifs,  wie  er  die  Hei n e'schen 
und  behuüdei-s  die  Cantorschcn  Ideen  für  Schüler  iiuty.bnnk't^nd  /u 
gestalten  wufste.  Grofsartisc  ist  die  Klarheit  und  Knappheit  der 
Darstellung,  die  Auschuulicbkeit  der  Ausdrucksweise;  man  empfindet 
beim  Lesen  seiner  Aufsatze:  „Auch  die  Mathematik  hat  ihre  Ästhetik.'* 

Biese  Leistungen  auf  dem  Qebiete  praktischer  und  theoretischer 
mathematischer  Didaktik  hatte  aweifeUos  die  Universität  Halle- 
Wittenberg  im  Auge,  als  sie  ihn  1894  bei  Gelegenheit  ihrer  Jubel- 
feier  zu  ihrem  Ehrendoctor  ernannte. 

Ob  er  für  die  Schule  zu  schade  war?  Manche  sind  der  Ansicht. 
Jedenfalls  kann  das  Btadtgpnnasium  zu  Halle  a.  8.  ihm  nicht 
dankbar  genug  sein  für  das  Opfer  seines  Lebens;  es  hat  viel  an 
ihm  besessen  f  es  hat  viel  an  ihm  verloren.   Seine  OoUegen  vermissen 
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ihn  sehr,  denn  sein  rdcbes  Wiesen  nötigte  jedem  Hocliachtiuig  ab, 
sein  vornehmer  Chatiikter,  namentlich  seine  männliche  Wahrhaftig- 
keit liTs  ZOT  Bewnndemng  hin,  wfthrend  seine  Bescheidenheit  und 
Freundlichkeit  ihm  die  Liebe  aller  derer  verschaflfte,  die  ihm  nfther 
traten^  Wie  eine  gerade  Linie,  aus  dem  Unendlichen  kommend  und 
dem  Unendlichen  zustrebend,  immer  die  gleiche  Hichtung  einh&lt,  so 
war  das  Leben  dieses  Mannes.  Have  pia  anima! 
Aus  seiner  Feder  erschien: 

1.  Über  Flachensysteme  II.  Ordnung.    Programm  d.  6t.  G.  zu  Halle 

1875. 

2.  Mitteilungen  ans  dem  mathematisc  hon  Lehrplan  des  Stadtgym- 

nasiums.    Proj?r.  d.  St.  G.  zu  Halle  1891. 

3.  Elemente  der  Arithmetik  und  Algebra.    Halle.    H.  W.  Schmidt. 

TT.  Aufl.  l^^b. 

4.  Dritter  Cursus  der  Flaninietiie  /iit^loiih  als  Vorbereitung  für  die 

neuere  Geometrie.    Halle.    H.  W.  Schmidt.  1885. 

5.  Wiederholt«  liearheitnn^  und  Umarbeitung  der  Lehrbücher  von 

Wiegaud  für  rianimetrie,  Stereometrie,  Trigonometrie,  Arith- 
metik und  mathematisehe  Geographie. 

6.  Eine  Folge  mathematisch-didaktischer  Abhandlungen  in  Hofimann's 

Zeitschrift  fOr  den  mathematischen  und  naturwissensdiaftUohen 
Unterricht;  nämlich: 
Bd.  13,  8.  114.  Einteilung  der  Zahlen. 
Bd.  15,  S.  414.  De  finition  und  Symbolisirung  der  Wurzel. 
Bd.  16,  S.    91.  Behandlung  planimetrischer  Aufgaben  durch  Schüler. 

Theorie  des  recrulJiren  Polygons^ 
5.  Fundamentalaufgabe  der  Trigonometrie. 
Bd.  18,  S.  205.  Die  3.  Fnndamentalaufpabn  der  Trigonometrie. 

S.  1U8.  Die  Gleichung  ^  •  sin  ä  +  i«  •  co8  a;  «*=  «  construirt 
mittels  (los  Kreisvierecks*). 
Bd.  13,  S.  118.;  Bd.  18,  S.  188  (Antw.  auf  Hd.  18,  Ö.  112;  und 
S.  C08  ergreift  M.  im  Sprechsaal  das  Wort. 


Bd.  17,  S.  5UG.  2  Artikel: 


HenDann  Sehapirt. 

Von  C.  Koehler  in  Heidelberg. 

Am  8.  Mai  1898  fand  ein  an  Arbeit  und  Mtihea,  an  Kampf 
und  Entsagung  reiches  Leben  unerwartet  schnell  seinen  Absehluis: 
un  diesem  Tage  starb  nach  kurzer  Krankheit  auf  einer  Beise  in 
Köln  Hermann  Schapira. 

*>  Von  der  Kritik  beBonders  geschätst  und  aU  „kleines  Cabinet^ 

Stück"  bezeichnet. 
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Zum  Gedächtnis: 


Geboreil  am  IG.  August  1840  in  Erswilken  bei  Tauroggeii  in 
Rufsland  niufste  Schapira,  ol)gleich  ihn  schon  in  frühester  Jugend 
Neigung  und  Begabung  zu  den  mathematischen  Wissenschaften  hin- 
zog, einem  Wunsche  sei- 
nes Vaters  folgen  und 
jüdische  Theologie  studi- 
ren.  Dieses  nicht  in  freier 
Entschliefsung  begonnene 
Studium  fesselte  ihn  nun 
zwar  in  solchem  (Jrade, 
dafs  er  es  niemals  wieder 
ganz  aufgab  und  auf  dem 
Gebiete  der  hebrilisch- 
jüdischen  Wissenschaft  bis 
zuletzt  litterarisch  thätig 
blieb,  es  konnte  ihn  aber 
doch  seiner  ersten  Neigung 
nicht  abwendig  machen. 
Nachdem  er  ein  Jahr  hin- 
durch den  Beruf  eines 
Kabbiners  ausgeübt  und 
dadurch  ein  seinem  Vater 
gegebenes  Versprechen  ein- 
gelöst hatte,  wandte  er 
sich  ganz  der  Mathematik 
zu  und  ging  im  Jahre  18G8 
auf  die  Gewerbeakademie 
in  Berlin.  Dort  emptiug  er  von  Aronhold,  dessen  eifriger  Schüler 
er  WTirde,  die  Grundlagen  seiner  matliematischen  Bildung  und  erwarb 
sich  zugleich,  ganz  auf  seine  eigene  Kraft  angewiesen,  die  Mittel 
zu  seinem  Studium  in  angestrengtester  Thiltigkeit  dadurch,  dafs  er 
zahlreiche  Privatstunden  erteilte.  Es  sollte  ihm  aber  nicht  ver- 
gönnt sein,  seine  Studien  ohne  Unterbrechung  zum  Abschlufs  zu 
bringen:  eine  durch  Überanstrengung  hervorgerufene  Krankheit  zwang 
ihn,  im  Jahre  1871  Berlin  zu  verlassen  und  nach  Rufsland  zurück- 
zukehren. 

Schapira  nahm  nun  eine  kaufmUnuischc  Stellung  in  einem 
Bankgeschäft  in  Odessa  an,  aber  nicht  etwa,  um  in  diesem  Berufe 
zu  bleiben,  sondern  einzig  in  der  Absicht  und  festen  Hoffnung,  durch 
die  neue  Thätigkeit  die  Mittel  zur  Fortsetzung  seines  Studiums  zu 
erlangen.  Die  Erlebnisse  Schapira's  während  der  nun  folgenden 
Zeit  gehören  nicht  in  diesen  Bericht.  Nur  dafs  er  1877  von  seinem 
Bankhaus  mit  einer  verantwortungsvollen  Mission  im  russisch - 
türkischen  Kriege  betraut  war,  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  weil 
die  grolsen  Anstrengungen  und  Beschwerden,  denen  er  sich  damals 
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tmterziehen  mufstc,  sviue  Gesundheit  so  sehr  ei-suhütterten,  dal's  sie 
von  da  an  immer  ciue  üchwaukeude  bliel». 

Mit  seiner  durch  nichts  zu  beugeudeu  Energie  hatte  Rcha- 
pira  im  Jahre  1878  endlich  so  weit  gebracht,  dals  er  seine  Studien 
wieder  aui&iehmen  konnte.  Er  bezog  nun  als  verheirateter  Mann 
von  neuem  die  Kocbsobule  und  ging  nach  Heidelberg.  Dort  beteiligte 
er  sich  mit  nie  ermattendem  Eifer  nnd  immer  gleicher  Begdstemng 
an  allen  Vorlesungen  nnd  Übungen  von  FuohSf  um  dessentwillen 
er  nach  Heidelberg  gekommen  war,  und  dem  er  bis  an  das  Ende 
seines  Lebens  die  gröfste  Verehrung,  Liebe  und  Dankbarkeit  bewahrte. 
Dort  gewann  er  aiuli  in  Moritz  Cantor  einen  Lohrer  und  Freund, 
auf  dessen  Bat  und  Beistand  er  fortan  in  jeder  Lebenslage  zählen 
konnte. 

Nachdem  Schapira  im  Jahre  1880  in  Heidelb rrg  promovirt 
hatte,  ergiiirf.  vpranlafst  durch  seine  Promotion<?.srhrift,  die  Auf- 
forderung Uli  ilm,  eine  Stellimg  an  der  Universität  Kasan  zu  über- 
nehmen; er  koimlc  sich  aber  nicht  entschliersen,  Deutüuhland,  das 
er  als  sein  zweit f>  Vaterland  liebgowonnen  hatte,  zu  verlassen.  Er 
blieb  in  Hpidelberg,  hubilitirte  sich  dort  im  Jahre  1883  und  wurde 
1887  zuiii  aulserordentlichen  Professor  eruauut.  Seine  Vorlesungen, 
die  sich  über  den  gröfsten  Teil  der  mathematischen  Disciplinen 
erstreckten,  waren  besonders  fördernd  für  diejenigen  unter  den 
Studirenden,  für  welche  das  Studium  mehr  als  die  Vorbereitung 
auf  ein  Examen  bedeutet,  und  wurden  von  diesen  immer  gerne 
gehört.  Denn  Schapira  liebte  es,  auch  in  den  viel  begangenen 
Gebieten  der  Wissenschaft  gebahnte  Wege  zu  vermeiden,  seine 
Themen  durchaus  originell  zu  behandeln  und  dadurch  seine  Zuhörer 
zu  nacfaschafiender  Arbeit  anzuregen.  Wiederholt  las  Schapira 
auch  über  seine  eigenen  Untersuchungen,  und  zwar  zum  ersten  Mal  im 
Winter  1883/84  über  Cofunctionen ,  im  Sommer  1889  über  alge- 
braische und  analytische  Iterationen:  die  beiden  Themen,  'bV  — 
abgesehen  von  Nr.  2:  einer  mathematisrb -historischen  Abhandlung, 
Nr.  10:  der  dui'ch  Zusätze  und  Tabellen  ve^iiiehrten  f)l)ersetzung 
eines  Lehrbuchs,  und  Nr.  15:  einer  Notiz  über  nichtlineare  iJitt'erential- 
gleichungen  —  den  Gegenstand  aller  von  ihm  veröffentlichten, 
unten  in  chronologischer  Folge  genannten  und  jetzt  noch  kurz  zu 
besprechenden  Arbeiten  bilden. 

Die  Beziehungen,  welche  zwischen  der  Exponentialfunction 
und  den  trigonometrischen  Functionen  existiren,  führten  Schapira 
auf  den  Gedanken,  allgemeinere  IWctionen  zu  bilden,  zwischen 
denen  ähnliche  Beziehungen  bestehen.  Er  verwirklicht  denselben, 
indem  er  aus  einer  beliebig  gegebenen,  in  der  Umgebung  des  Null- 
punktes convergenteu  Potenzreihe  f{x}  —  „der  Hauptfunction""  — 
einerseits  alle  Gliobr.  deren  Exponent  k  -imodn  (/  =  0,1,2,... 
n — 1)  ist,  zur        Partiaituuction        Ulasse  von  /'(«)"  vereinigt. 
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Zum  Gedächtnis: 


andererseits  aus  derselben  Haaptfimction  f  ix)  dorch  Substitution  Ton 

r*iC  für  X  (r^  =  einer  primitiven  n**°  Einheitswurzel,  Ä  =  0,1,2... 

n —  1)  die  „Ä**  circumplexp  Function  Classe  von  fixY"  gewinnt. 
Eine  kurze  Darstellung  der  Kigenschafteii  und  des  gegenseitigen 
Zusammenhangs  beider  Arten  von  Functionen,  die  er  unter  dem 
Namen  „Goftmotiondn  von  /'(■r).^'  sosammenfafiit,  gab  Scbaplra 
snerst  im  Jahre  1879  auf  der  Naturforscher-Yeisanmilang  in  Baden^ 
Baden  (Nr.  1)  und  führte  diese  dann  weiter  aus  in  seiner  nur  in 
russischer  Sprache  gedruckten  Dissertation  (Nr.  3),  deren  Inhalt 
deutschen  Lesern  durch  ein  eingehendes  und  sehr  gtknstig  urteilendes 
Keferat  (Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.,  Bd.  27,  histor.-lit  Abt, 
pag.  21 — 26)  zugänglich  gemacht  ist.  Mit  Erweiterungen  der 
Definition  der  Cofunctionen  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  und 
mit  ihrer  Anwendung  auf  Probleme  der  Algebra,  der  Theorie  der 
linearen  BiffMO'ntialgleichungen  und  der  Zahlentheorie  befassen  sich 
die  in:  I  unter  Nr.  4 — 7,  11  und  16  genannten  Vorträge  und 
Abhuudiuugen. 

Tn  seinen  übrigen  Publicationen  (Xr.  8,  9,  12,  13,  14)  be- 
gründet und  entwickelt  Seliupira  von  18S7  an  die  Methode  einer 
algebraischen  Iteration.  Er  geht  dabei  aus  von  den  (  i  aufs 'sehen 
Untersuchungen  über  das  aritlimetiseh-<re(ttnetrisehe  "Mittel,  zeigt 
deren  Erweiterungsfähigkeit  zuerst  auf  drin  von  (jiiuls  seilest  ein- 
gesclilagenen  Wege,  verlfifst  diesen  aber  dann  un<i  gelant^'t  durebaus 
selbständig  zu  dem  in  Kurze  etwa  folgendermarseu  uui.zusj)reeheudeu 
Fundamentalsatz:  Wenn  man  die  Wurzeln  einer  beliebig  gegebenen 
algebraischen  Gleichung  n**"  Grades  mit  variablen  Coefficienten,  die 
noch  einigen,  hier  nicht  anzufahrenden,  Bedingungen  unterworfen 
sind,  in  eine  zweite  solche  Gleichung  als  Coefficienten  eintreten 
Iftlst  und  dieses  Verfahren  q  mal  wiederholt,  so  converguren  die 
Coefficienten  „der  (g  -f-  1)*^  iterirten  Gleichung f ür  g  =  oo  alle 
gegen  dieselbe  GrenzAinction. 

Trotzdem  Schapira  Anwendungen  seiner  Iterationsmethode 
nach  verschiedenen  Kichtungen  hin  in  Angriff  genommen  hatte,  hat 
er  doch  nur  tiber  eine  einzige  solche  zwei  Notizen  (Nr.  12  u*  14) 
veröffentlicht.  Der  Hi  und  davon  findet  sich  in  der  Art  seiner  Ter- 
anbigung,  die  der  Tragik  nicht  entbehrte.  Ein  an  yielversprecliendeu 
Ideen  ungewöhnlich  reicher  Kopf  —  wurde  es  ihm  unsäglich  schwer, 
sich  auf  die  Durchführung  von  einer  derselben  unter  Zurückstellung 
der  übrigen  zn  besebrjinken,  und  daher  kommt  es,  dals  seine  weit 
über  das  Durchschnitt ^mafs  hinausgehende  Arbeitskraft  und  Bf»- 
gabunf'  nicht  die  entspreeheuden  Resultale  er/ielt  liat.  So  erklärt 
OS  sieb  auch,  dafs  Schapira  eine  ganze  Heibe  unvollendeter  >hinu- 
scripte  hinterlassen  hat,  und  da  Ts  auch  die  von  ihm  veröüentlichten 
Arbeiten  zwar  oft  Ansätze  zu  Jiedeutendem  bringen,  die  nötige  Aus- 
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fOhning  und  Abrandung  jedoch  leider  Termissen  lassen.  Aber  wenn 
man  dies  auch  nicht  yerschweigen  darf,  bestehen  bleibt  das  Yei> 
dienst  Schapira's,  der  Wissenschaft  in  den  swei  oben  sMzzirfcen 
Richtungen  entwicÜnngsfäliige  Gedanken  zugefilhrt  zu  haben,  die, 

wenn  auch  von  anderen  Forschem  schon  frilhcr  gestreift,  doch  im 
wesentlichen  als  sein  Eigentum  zn  betrachten  sind.  Und  immer 
wird  man  bewundem  müssen,  wie  ihn  kein  Hindernis,  das  das 
Leben  vor  ihm  auftürmte,  davon  zurückschreckfn  konnte,  sich  mit 
srlbstlosestem  Tnteressp  und  nie  •'rbibraender  Arbeitätreudigkeit  in 
den  Dienst  der  Wissenseliaft  /u  steilen. 

Dieselbe  ideale  Gesinnung,  mit  der  Schapira  der  Wissenschaft 
diente,  war  ihm  aber  auch  im  Leben  eigen.  Sehon  an  der  Grenze 
des  Alters  angelangt  blieb  er  im  Herzi  n  jimg  und  vereinigte  mit 
der  Milde  eines  gereiften  ürteüs  jugendliche  Begeisterungsfähigkeit 
in  schönem  Zusammenklang.  Seinen  Freonden  ein  trener,  zu  jeder 
Anfopfemng  fähiger  Freund,  war  er  zugleich  gegen  aJle  Menschen 
wohlgesinnt  und  hlll&bereit,  und  wer  auch  nur  immer  seiner 
Unterstfitznng  bedurfte,  konnte  auf  seinen  thatkrftftigen  Beistand 
mit  Sicherheit  zählen.  Darum  wird  auch,  wie  das  ernste  ¥ds8ea> 
schaftliche  Streben,  die  lautere  imd  liebenswerte  Persönlichkeit 
Hermann  Schapira's  allen,  die  ihm  einmal  nahe  getreten,  in 
unvergängticher  Erinnerung  bleiben. 


1.  Gegenseitigkeit  von  Partial-  und  circumplexen   Functionen  und 
Reihen.    Ta^bl.  der  52.  Vers.  Deutscher  Naturt.  u.  Ärzte,  p. 


hebräischer  Sprache.  SuppL  zu  Bd.  25  der  Zeitschr.  für  Math, 
u.  Phys.,  p.  1 — 56.  1880. 

3.  Grundlage  su  einer  Theorie  allgemeiner  Cofuncttonen  tmd  ihren 
Anwendungen.  Inangural'Dissertation  (in  russischer  Sprache). 
Odessa  1881. 

4.  Grundlage  zu  einer  Tlieorie  allgemeiner  Cofunctionen.  Tagbl.  der 
54.  Vers.  Deutsiher  Xaturf.  u.  Ärzte,  p.  1—20.  Salzburg  1881. 

ö.  Erweiterung  der  BegriÖe  der  arithmeti.schen  Grundoperationen 
und  der  allgemeinen  Cofunctionen.  Ta rr])].  der  55.  Vers.  Deutsch. 
Natiirf.  u.  Ärzte,  p.  128—146.    Eisenarli  1882. 

6.  Darstellung  der  Wurzeln  einer  allgemeinen  Gleichung     "  «irrub  .s 
mit  Hilfe  voji  Cofnnctionen   aus   Potenzreihen.  Hubilitutions 
Schrift    Leipzig  168:].    (Die  Stbrilt  iit  als  einziger  Teil  ejiir> 
geplanten  gröfsercn  Werkes:  „Theorie  allgemeiner  (.'ofunctiuneii 
und  einige  ihrer  Anwendungen'^  1892  nochmals  erschienen.) 

JBliiMb«ri«ht  d.  n*at«elMii  MAtli«Bi.-T«T«i]iigui>g.  VIII,  i.  5 


Schapira's  Veröffentlichungen. 
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Zorn  Oedftchtiiis: 


7.  Anwendung  der  Cofunctionen  anf  die  Intecnration  linean^r 
Diflferontinlgleichongen.  Tagbl.  der  ö7.  Vors,  Deutscher  2!^aturt 
u.  Ärzte,  ji.  57—  Gß.    Magdeburg  1884. 

8.  Über  ein  iill>,'pmeiues  Princip  algebraischer  Iterationen.  \'erh. 
des  Naturliistorisch-medic.  Vereins  zu  Heidelberg.  Neue  Folge. 
IV.  lid.    Erstes  Heft,  p.  25-  -IG.    Heidelberg  1887. 

9.  Bcmerkuugcii  zu  der  Grenzfunction  algebraischer  Iterationen. 
Zeitschr.  fOr  Matb.  n.  Phjs.    Bd.  32,  p.  310—314.  1887. 

10.  Deutsche  Übersetzung  von  TschebjsehefTs  Lehrbneh:  „Theorie  der 
Congruenzen  (Elemente  der  Zahlentheorie)**.    Berlin  1889. 

11.  Bemerkung  zur  Invariantentheorie  bin&rer  Fonnen.  Jahresb. 
der  Deutschen  Mathematiker-yereinigung.  Bd.  2,  p.  63 — 66.  1893. 

12.  Dir  Tt^raüon  als  Fundamentalprocefs  mathematischer  Operationen. 
Ebenda.    Bd.  3,  p.  88  -  93.    1  s r» 4. 

IS.  Über  Hynimetrisc  he  quadratische  Formen.  Ebenda.  Bd.  3,  p. 
99— lÖl>.  1894. 

14.  Die  Iteration  als  Fuudamentali>rocpfs  mathematischer  Opera- 
tionen (Fortsetzung  von  Nr.  1 2).  Verh.  der  GeseLUch.  Deutscher 
Naturf.  u.  Ärzte.    Bd.  65,  U\  p.  8—9.  1894. 

15.  Zur  Integration  einer  Clause  niclii  iiut  arei  DiÜercntialgleichuugeu. 
Ebenda.    Bd.  G5,  U\  p.  lö  -17.  1894. 

16.  Cribnmi  algebraicum  oder  die  cofunctiouale  Entütchung  der 
Primsahlen.  Jahresber.  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung. 
Bd.  5,  p.  69—72.  1897, 


Karl  Schober. 

Von  W.  "Wixttagm  in  Imitbruck. 

Am  4.  ?ept«'iiilier  1S9'.<  starli  nach  längerem  Leiden  Karl  Schober, 
ProjV'ss,)!-  an  der  k.  k.  Staatsoberreaischule  und  Docent  für  darstel- 
lende Ueoiiietrie  an  der  UniversitHt  Tnnsbnirk.  Er  war  am  8.  Oetober 
1859  zu  Steruberg  in  Mähren  L-^eboreu,  studirte  1871 — 78  an  «in 
Realschulen  zu  Stember^^  und  Troppau  und  von  1878 — 82  au  der 
Technischen  Hochschule  uud  der  Universität  in  Wiuu.  Iiu  Jahre  1882 
legte  er  in  Wien  die  Lehramtspriltuug  für  Mathematik  und  dar- 
stellende Geometrie  mit  gutem  Erfolg  ab  und  erwarb  später  noch 
die  Lehrbefähiguug  in  der  Physik  für  Unterklassen  und  in  der  Steno- 
graphie. Er  war  hierauf  als  Snpplent  in  Wien  thntig,  wurde  in 
Triest  1887  wirklicher  Lehrer  und  trat  1888  seine  Stelle  in  Inns- 
bruck an,  wo  er  nun  verschied. 

Von  allgemeinerem  Interesse  sind  yielleicht  die  Umstände,  unter 
denen  seine  Bestellung  als  Docent  der  darstellenden  Geometrie  an 
der  Universität  erfolgte.    £r  strebte  zunächst  die  Habilitation  an, 
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wurde  aber  vom  Ministerium  mit  dem  Hinweis  auf  den  Mangel  des 
Doctorates  abgewiesen,  jedoch  (1893)  auf  neuerlichen  Antrug  der 
Facultät  als  Doceut  mit  dem  Auftrag  für  dai-stellende  Geometrie  und 
mit  Honorar  ausdi-ücklit-h 
bestellt.  Dadurch  war  von 
Seite  der  Unterrichtsbe- 
hörde das  Bedürfnis  nach 
Vorlesungen  über  diesen 
Gegenstand  an  der  Uni- 
versität anerkannt.  Sei- 
nem Lehrberuf  widmete 
er  sich  mit  aller  Pflicht- 
treue und  Begeisterung, 
die  Zuneigung  seiner  Hö- 
rer wufste  er  in  hohem 
Grade  zu  erwerben  und 
das  luteresse  für  die  Aus- 
bildung des  räiunlichen 
Vorstellungsvermögens  zu 
erwecken  und  festzuhal- 
ten. Dies  gilt  in  gleicher 
Weise  von  der  Universi- 
tät wie  von  der  Real- 
schule. 

Seit  1891  war  er 
Mitglied  der  Prüfungs- 
commission für  das  Lehr- 
amt der  Stenographin, 
und  seit  1893  der  wissenschaftlichen  Prüfungscommission  für  das 
Lehramt  an  Gymnasien  und  Realschulen  für  das  Fach  der  dar- 
stellenden Geometrie.  Im  W.  S.  1894/95  war  er  überdies  mit  der 
Abhaltung  von  Vorlesungen  über  synthetische  (Jeometrie  an  der 
Universität  betraut.  Im  Zusanim«'nhang  mit  seinem  Lehrl>eruf  steht 
die  Neubearbeitung  des  lichrbuches  von  Rossmanith,  welche  er 
1890  übernahm,  und  dessen  6.  Auflage  seine  letzte  Arbeit  war. 

Seine  wissenschaftliche  Thätigkeit  war  auf  die  constructive 
Theorie  der  Kegelschnitte  gerichtet  und  gelit  aus  dem  nachfolgenden 
Verzeichnis  seiner  Schriften  hervor,  welches  sich  in  seinem  Nachlals 
voiiand.  Sein  Charakter  und  sein  Wesen  erwarl»  ihm  die  Sympathien 
aller,  die  ihn  als  Lehrer  oder  Collegen  kannten. 

Schober's  Schriften. 

1.  Über  die  Construction  von  Halbschattengi*enzeu  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  unter  Voraussetzung  von  Kugelbeleuchtung. 
Wien,  1^5H:). 
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2.  Coustinctionen  von  Kegelschnitten  als  Cori5>laiion  der  SiLt/.o  von 
Pascal  und  Briaucliüu.  Zeitschiil't  iüx  lieal&chulweseü  Xll,  1887; 
Xm,  1888. 

3.  Constnictionea  von  Kegelschnitteii  im  Sinne  dtr  neueren  Geo- 
metrie. Programm  der  Oberrealschnle  in  Secfashaos  bei  Wien,  1887. 

4.  Rosamanith-Scfaober,  Elemente  der  Geometrie  in  yeri>indimg  mit 
dem  geometrischen  Zeichnen,  zweite  Auflage,  Wien,  1890. 

flliervoD   erschienen  sechs  Auflagen,  die  sechste  unter  dem 
Tit€l:  Grundiifs  d.  (i.  u.  d.  g.  Z.  1899.) 
ö.  Zur  Polareutheorie  der  Kegelschnitte.    Monatshefte  f.  Math.  u. 

Phys.  II,  1891. 

6.  ronstraetiouen  von  Koofelselmittfii  aus  imaginnroii  El('in<>nt»'n  auf 
(Irmul  iM  uer  Sätze  der  Polareutheorie.  Programm  der  Uberreal- 
schule  Irnisbruek,  1892. 

7.  Über  da>  Kreisbüschol  uiit  imaginären  Scheiteln.  Monatshefte 
f.  Math.  u.  Phys.  V,  1894. 

8.  Über  die  Construction  der  gleichseitig -hypcrbuli^cheu  Schuitte 
der  Flächen  zweiten  Grades.  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phys.  TU,  1896. 

9.  Über  besondere  symmetrisebe  Punktsysteme  zweiten  Grades  und 
Poneelet*scbe  Vierecke,  ebenda  E^,  1898. 

10.  Über  solche  Hjperbelschnitte  von  Fittoben  zweiten  Grades,  deren 
Projeotionen  auf  einer  gegebenen  Ebene  gleiebseitig  sind,  eben- 
da IX,  1898. 

Außerdem  einige  kleinere  Notizen  in  Hofimann's  Zeitschrift  f. 
d.  math.  Unterricht,  Hoppe's  Archiv  und  in  der  Zeitschrift  för 
Bealschniwesen. 
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über  die  Entwicklung  der  Metboden  der  tkeoretiselieii  Physik 

in  neuerer  Zeit 

Von  lAdwig  BolAmiuui  in  Wien. 

Hoch  ansehn  liehe  Versa  ni  m  1  ung! 

Tn  den  tnihoron  Jalirbtindorton  scliritt  dio  Wissenschaft  durch 
die  Arbf'it  der  erh'Sfiisten  Geister  stetig,  aber  langsam  fort,  vrie 
eine  alte  Stadt  dnreli  Neubauten  betriebsamer  und  unterueliinciider 
Bürger  in  stetem  Wachstume  begriffen  ist.  Dagegen  hat  das»  gerjen- 
wärtige  Jalirhuudert  des  Dampfes  und  Telegraphen  sein  Gepräge 
nervöser,  überhastender  Thätigkeit  auch  dem  Fortschritte  der  Wissen- 
schalt aufgeprägt.  Namentlieh  dk  Entwicklmig  der  Natorwiwen- 
echaft  in  neuerer  Zeit  gleicht  mehr  der  einer  modenisten  anaerika« 
niflchen  Stadt,  die  in  wenigen  Decennien  vom  Dorfe  zur  Millionen- 
stadt wird. 

Man  hat  wohl  mit  Beeht  Leibniz  als  den  letzten  bezeichnet, 
der  noch  imstande  war,  das  gesamte  Wissen  seiner  Zeit  in  einem 
einzigen  Menschenkopfe  zu  vereinigen.  Allerdings  hat  es  auch  in 
neuerer  Zeit  nicht  an  Männern  gefehlt,  welche  durch  den  enormen 
Umfarifr  ihrer  Kenntnisse  in  Staunen  setzten.  Ich  erwähne  da  nnr 
Helniboltz,  wtleher  4  verschiedene  Wissens/weirre,  die  Philosophie, 
Mathematik,  Physik  und  Physiologie,  mit  <:l»  i(  her  Meisterschaft  be- 
herrschte. Allein  das  waren  doch  nur  einzeln»',  nx  lir  ixb  r  minder 
verwandte  Zweige  des  gesamten  menschlichen  Wissens;  dieses  reicht 
viel,  viel  weiter. 

Die  Folge  dieser  ©normen,  in  rapidem  Wachstume  begrifl'enen 
Atlsdehnnng  anflerer  positiven  Kenntnisse  war  eine  bis  ins  kleinste 
Detail  gehende  Arbeitsteilung  in  der  Wissenschafti  welche  fast  schon 
an  die  in  einer  modernen  Fabrik  erinnert,  wo  der  eine  nichts  als 
das  Abmessen,  der  zweite  das  Schneiden,  der  dritte  das  Einschmelzen 
der  Kohlenfaden  v^u  besorgen  hat  etc.  Gewiss  ist  eine  derartige 
Arbeitsteilung  dem  raschen  Fortschritte  der  Wissens?  hnft  enorm 
förderlich,  ja  für  denselben  geradezu  unentbehrlich;  aber  ebenso  ge- 
wifs  birgt  sie  auch  grofse  Gefahren.  Der  für  jede  ideale,  auf  die 
Entdeektnicr  von  wesentlich  Neuem,  ja  nur  wesentlich  neuen  Verbin- 
dungen der  alten  Gedanken  gerichtete  Thätigkeit  nnerläfsliche  Über- 


Digiiizca  by  Liu^.'  . 


72 


Ludwig  Boltzmann. 


blick  über  das  Ganze  geht  dabei  Yerioren.  Um  diesem  Übektande 
nach  Möglichkeit  za  begegnen,  ist  es  wohl  nützlich,  wenn  von  Zeit 
711  Zeit  ein  einzelner  mit  dieser  wissenschaftlichen  Detailarbeit  Be- 
schäftigter einem  gröfseren,  wissen schaftlidi  gebildeten  Publicum 
einen  überblick  über  die  Entwicklung  demjenigen  Wissenszweiges  zu 
geben  sucht,  den  er  bearbeitet. 

Es  ist  dies  mit  tiirlit  crpring^en  Schwierigkeiten  verbunden  Die 
schier  endlos  lange  lieiln^  vuu  Schliis^pn  oder  Ein/plversncheu,  deren 
Ziel  iro-end  ein  Resultat  bildet,  ist  nur  für  denjeiiigeu  übersichtlich 
imd  leicht  verständlich,  der  sich  das  Durchwandern  gerade  dieser 
Yorstellungsreiben  zur  Lebensaufgabe  gemacht  hat.  Dazu  kommt 
noch,  dafs  sich  zur  Abkürzung  der  Ausdrucks  weise  und  Erleichte- 
rung der  übersieht  llberall  die  Einführung  einer  sehr  groüsen  Zahl 
neuer  Bezeichnimgen  nnd  gelehrter  Wörter  als  nützlich  erwies.  Der 
Vortragende  kann  nnn  einerseits  nicht  durch  ErklXnmg  aller  dieser 
neuen  Begriffe  die  Geduld  seiner  Zuhörer  schon  erschöpfen,  beror 
er  zu  seinem  eigentlichen  Gegenstande  kommt,  und  andererseits  olme 
dieselben  sich  nur  schwer  und  unbehilflich  verständlich  machen. 
Auch  darf  die  populäre  Darstellung  nie  als  Hauptsache  betrachtet 
werden.  Dies  würde  zu  einer  Verflachung  der  Strenge  der  Schlüsse 
und  zum  Aufgeben  jener  Exactheit  führen,  wolcbo  zum  Epitheton 
der  Naturwissenschaft,  und  zwar  zu  ihrcin  nicht  gtritin^fn  Stolze 
geworden  ist.  Wenn  ich  daher  zum  Thcirm  meines  gegenwärtigen 
Vortrages  eine  populäre  Darstellung  des  Entwicklung&ganges  der 
theoretischen  Physik  in  der  neuereu  Zeit  gewählt  habe,  so  war  ich 
mir  wohl  bewufst,  dalü  mein  Ziel  in  der  Vollkümmenheit,  in  der 
es  meinem  Geiste  vorschwebt,  nicht  erreichbar  ist,  und  dafs  ich  nur 
das  allgemein  Wichtigste  in  rohen  Umrissen  werde  sdchnen  können, 
wShrend  ich  hie  nnd  da  wieder  durch  den  der  Tollstandigkeit 
halber  nötigen  Vortrag  von  allzu  Bekanntem  werde  AnstoXis  er- 
regen müssen.   

Die  Hauptursache  des  rapiden  Fortschrittes  drr  Naturwissen- 
schaft in  der  letzten  Zeit  liegt  nnzweifelhaft  in  der  Auffindung  und 
Vervollkomnmung  einer  besonders  geeigneten  Forschungsmethode. 
Auf  experimentellem  Gebiete  arbeitet  dieselbe  oft  geradezu  automa- 
tisch weiter,  nnd  der  Forscher  braucht  nur  gewissermafsen  stets 
n^'UPS  Material  autV.nh^ij^en ,  wie  der  Weber  neueis  Uarn  auf  den 
mecka  Iii  wichen  Webstuhl.  So  braucht  der  Pliysikor  nur  innner  neue 
Substanzen  aul  ihrp  Zfthigkf'it,  ihren  elektrisrhtju  Widers>taud  etc. 
zu  untersuchen,  dann  tiicsulbeu  Bestimmungen  bei  der  Temperatur 
des  flüssigen  Wasserstoffes,  dann  wieder  des  Moissan' sehen  Ofens 
zu  wiederholen,  und  fthnlich  geht  es  bei  manchen  Aufgaben  der 
Chemie.  Freilich  gehört  immer  noch  genug  Scharfsinn  dazu,  immer 
gerade  die  Versuchsbedingungen  zu  finden,  unter  denen  die  Sache  geht. 
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Nicht  ü'an/,  so  «■infaL'h  stellt  es  mit  den  Methoden  der  tlieon- 
tischeii  Ph}sik;  doch  kann  auch  da  in  gewissem  Sinne  von  einem 
automatiseluMi  Foi'tarbeit<»n  ge8proch*»n  werden. 

Dies©  hohe  Bedeutung  der  richtigen  ^h;thode  erklärt  es,  dafs 
mau  bald  niobt  blofs  über  die  Dinge  nachdachte,  sondern  auch,  über 
die  Mefh<>de  unBem  Naididenkeiu  selbst;  es  entstand  die  sogenamite 
Erkexmtiustheorie,  welche  trota  eines  gewissen  Beigeschnuteks  der 
alten,  nun  verpönten  Metaphysik  fOr  die  Wissenschaft  von  grOfster 
Bedeutong  ist 

Die  Fortentwicklung  der  wissenschaftlichen  Metbode  ist  so  zn 
sagen  das  Skelett,  das  den  Portschritt  der  gesamten  Wissenschaft 
trägt;  deshalb  will  ich  im  folgenden  die  Entwicklung  der  Methoden 
in  den  Vordergrund  stellen  und  gewissermafsen  blofs  zu  ihrer  Er- 
läuterung die  er/ielt-en  wissenschaftlichen  Resultate  einflechten. 
I,etztere  sind  ja  ihrcT-  Xatur  nach  leichter  verständlich  nii  l  allge- 
itii  iiKT  bekannt,  während  gerade  der  methodische  Zusammenhang  am 
meisten  der  Erläuterung  bedarf. 

Einen  besonderen  Reiz  gewährt  es,  au  die  historische  Dar- 
stellung einen  Ausblick  auf  die  Entwicklung  der  Wissenschaft  in 
einer  Zukunft  zu  knüpfen,  welche  zu  erleben  uns  kraft  der  Küi'ze 
des  Menachendaseins  versagt  ist  In  dieser  Beziehung  wiU  ich 
schon  im  voraus  gestehen^  dafs  icb  nur  Kegatiyes  bieten  werde. 
Ich  werde  mich  nicht  Teimessen,  den  Schleier  zu  heben,  der  die 
Zukunft  umhtmt;  dagegen  will  ich  Gründe  darlegen,  welche  wohl 
geeignet  sein  dürften,  vor  gewissen^  allzu  raschen  Schltaen  auf  die 
ankünftige  Entwicklung  der  Wissensehaft  zu  warnen. 


Betrachten  wir  den  Entwicklungsgang  der  Theorie  näher,  so 
fällt  /uiiächst  auf,  dafs  derselbe  keineswegs  sn  stetig  erfolgt,  als 
man  wohl  erwarten  würde,  dafs  er  vielmehr  voll  von  Discontinui- 
täteu  ist  und  weuigstens  scheinbar  nicht  auf  dem  einfachsten,  logisch 
gegebenen  Wege  erfolgt.  Gewisse  Methoden  <  rgal)f'ii  oft  noch  so- 
eben die  schönsten  Resultate,  und  mancher  glauljte  wtthl,  dafs  die 
Entwicklung  der  Wissenschaft  bis  ins  Unendliche  in  nichts  anderem, 
als  ihrer  stetigen  Anwendung  bestehen  würde.  Im  Gegensatae  hierzu 
zeigen  aie  sich  plötzlich  erschöpft,  und  man  ist  bestrebt,  ganz  neue, 
disparate  aufzusuchen.  Es  entwickelt  sich  dann  wohl  ein  Kampf 
zwischen  den  Anhängern  der  alten  Methoden  und  den  Neuerem. 
Der  Standpunkt  der  ersteren  wird  von  ihren  Gegnern  als  ein  Ter- 
alteter,  überwundener  bezeichnet,  während  sie  selbst  wieder  die 
Neuerer  als  Verderber  der  echten  classischen  Wissenschait  schmähen. 

Es  ist  dies  übrigens  ein  Procofs,  der  keineswegs  auf  die  theo- 
retische Physik  beschränkt  ist,  vielmehr  in  der  Entwicklungsgeschichte 
aller  Zweige  menschlicher  Qeistesthätigkeit  wiederzukehren  scheint. 
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So  glaubte  vielleicht  mancher  bq  den  Zeiten  Lea  sing' 8,  Schiller' s 
nnd  Goethe* 8,  da&  durch  stete  Weiterentwicklung  der  von  diesen 
Meisten!   gepflegten  idealen  Dichtnngsweise  fOr  die  dramatische 

Litteratur  aller  Zeiten  gesoi^  sei,  wfthrend  heutzutage  total  yer- 
schiedene  Methoden  dramatisdier  Dichtung  gesucht  werden  und  die 
rechte  Tielleicbt  noch  gar  nicht  gpfuurleri  ist. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  stehen  der  alten  Malschule  die  Im- 

pressinni'iten .  Bpcessioiiistpn ,  Pleine-airist^n,  steht  dr>r  classischen 
Tonkunst  dio  Zukuuftsmusik  gegenüber.  I.otzterc  ist  doch  nicht 
schon  wicdor  vfraltt't?  —  Wir  werden  \iiis  dalier  nicht  mehr  wundem, 
dafs  die  theoretische  Physik  keine  Ausnahme  von  diesem  allgemeinen 
Entwicklungsgesetze  bildet.  

Gestützt  auf  die  Vorarbeiten  zahlreicher  genialer  Naturphilo- 
sophen  Imtten  Galilei  und  Newton  ein  Lehrgehftade  geschaffen, 
welches  als  der  eigentliche  Anfang  der  theoretischen  Physik  be- 
zeichnet werden  mufs.  Newton  fügte  demselben  mit  besonderem 
Erfolge  die  Theorie  der  Bewegong  der  Himmelskörper  ein.  Er  be- 
trachtete dabei  jeden  derselben  als  einen  mathematischen  Pnnkt, 
wie  ja  auch  besonders  die  Fixsterne  in  <ler  That  in  erster  An- 
n&henmg  der  Beobachtung  erscheinen.  Zwischen  je  zweien  sollte 
eine  in  die  Richtung  ihrer  Verbindungslinie  fallende,  dem  Quadrate 
ilu-es  Ahstandes  verkehrt  proportionale  Anziehungskraft  wirkpn. 
Indem  er  eine  das  trleiche  Gesetz  befolcronde  Kraft  auch  zwischen 
je  zwei  Massf^itfilchrn  (mhos  beliebigen  K<ir]>ers  wirksam  dachte  und 
im  übrigen  die  Bewetruugsgesetze  anwandte,  welche  er  aus  deu  Be- 
obachtungen an  inlisthen  Köri)em  aligi  leitet  hatte,  gelang  es  ihm, 
die  Bewegung  sünjtlicher  Himmelskörper,  die  Schwere,  Ebbe  und 
Flut  und  alle  einschlägigen  Erscheinungen  aus  demselben  Gesetze 
abzuleiten. 

Im  Hinblick  anf  diese  grofsen  Erfolge  waren  Newton 's  Nach' 
folger  bestreht,  die  übrigen  Natorerscheimmgen  ganz  nach  der 
Methode  Newton 's  lediglich  nnter  passenden  Modificationen  nnd 
Erweiterungen  zu  erklären.  Unter  Benutnmg  einer  alten,  schon 
von  Pemokrit  herrührenden  Hypothese  dachton  sie  sich  die  Kßrper 
als  Aggregate  sehr  zahlreicher  materieller  Punkte,  der  Atome. 
Zwischen  je  zweien  derselben  sollte  aufser  der  Newton 'sehen  An- 
ziehung nocli  eine  Kraft  wirken,  welche  man  sich  in  gewissen  Ent- 
fernungen alistofsend.  in  andern  anziehend  dachte,  wie  es  eben  zur 
Erklärung  der  Ers*  lu  inungeu  am  ij'^eiornctsten  sehien. 

l>ie  Rechnung  luitte  nun  dn^  >«'tn.ii;iiinte  Pi-ineip  der  Erhaltung 
der  lebeudigen  Kraft  ei^Mlion.  Jedesmal,  wenn  eine  gewisse  Arbeit 
geleistet  wird,  d.  h.  wenn  der  AiiLnitlspaukl  einer  Ivialt  eine  be- 
stimmte Strecke  in  der  Itithtung  dvr  Kraftwii'kung  zurücklegt,  mufs 
eine  bestimmte  Menge  von  Bewegung  entstehen ,  deren  Quantit&t 
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durch  einen  matlnrnn tischen  Ausdniclc  g-emessen  wird,  den  man 
lebendige  Kraft  UHuiit.  Genau  diese  Bevveguugsquantität  kommt 
üim  wirklich  zum  Vorschein,  sobald  die  Kraft  alle  Teilchen  (mtk  s 
Körpers  gleichmäfsig  anj?reift,  l.  B.  beim  freien  Falle,  dagegen 
immer  weniger,  wenn  nur  einige  Teilchen  von  den  Kräften  afficirt 
werden,  andere  nieht^  wie  bei  Beibung,  beim  Btofse.  Bei 
allen  Processen  der  letaiteren  Art  entsteht  dafOr  Wärme.  Man 
machte  daher  die  Hypothese,  daÜs  die  W&rme,  welche  man  früher 
fOr  einen  Stoff  gehalten  hatte,  nichts  anderes  sei,  als  eine  nnregel- 
m&fsige  Belativbew^gung  der  kleinsten  Teilehen  der  Körper  gegen 
einander,  welche  man  nicht  direct  sehen  kann,  da  man  ja  diese 
Teilchen  selbst  nicht  sieht,  welche  sich  aber  den  Teilchen  unserer 
Nerven  mitteilt  ond  dadurch  das  Wärmegefühl  erzeugt. 

Die  Consequenz  der  Theorie,  dafs  die  er/eucrte  Wärme  imm(»r 
genau  <ler  vfrlnreiion  lebendigen  Kraft  propoi-tionnl  sein  mufs,  was 
man  den  6atz  der  A<(uivaleuz  der  lel)endjL^»  ii  Ki-aft  und  Wärme 
nennt,  bestätigte  sich.  Man  setzte  weiter  voraus,  dafs  in  den  festen 
Körpern  jedes  Teilchen  um  eine  bestimmte  Ruhelage  schwingt  und 
die  Contiguratiun  dieser  Ruhelagen  ebi»n  die  feste  (iestalt  des  Kor- 
pers bestimmt.  In  den  tropfbaren  llüssigkeiten  sind  die  Molecular- 
bewegungen  so  lebhaft,  dals  die  Teilchen  neben  einander  vorbei- 
kriechen; die  Verdampfung  aber  entsteht  durch  die  gänzliche  Los- 
trennnng  der  Teilchen  von  der  Oberftftche  der  Körper,  so  dafs  in 
den  Gasen  und  Dämpfen  die  Teilchen  gr&fstenteils  geradlinig,  wie 
abgeschossene  Flintenkngeln,  fortfliegen.  80  erklärte  sich  das  Vor- 
Ivonimen  der  Körper  in  den  drei  Aggregatsustllnden,  sowie  viele 
Thatsachen  der  Physik  und  Chemie  ungezwungen.  Aus  zahlreichen 
Eigenschaften  der  Gase  folgt  freilich,  da£s  deren  Molecüle  keine 
materiellen  Punkte  sein  können.  Man  setzte  daher  voraus,  dafs  sie 
Complexe  solcher  seien,  vielleicht  noch  umgeben  von  AtherhüUen. 

Anfser  den  dif  Knieper  zusannncn-^^t/onflen  ponderablen  Atomen 
nahm  man  nämlich  noch  das  Vorhauden>cin  eines  zweiten,  ans  weit 
feineren  Atomen  bestehenden  Stoffes,  ^es  Lichtätliers,  an  iiii>l  konnte 
diu-eh  regelniiiisige  Transversalwellen  des  letzteren  fast  alle  iiiilit- 
erscheinungen  erklären,  die  frülier  Newton  der  Km.iuation  beson- 
derer Lichtteüchen  zugeschrieben  hatte.  Einige  Schwierigkeiten 
blieben  fireilich  noch,  wie  das  gftnsliche  Fehlen  longitudinaler  Wellen 
im  Lichtither,  welche  doch  in  allen  ponderablen  Körpern  nicht  nur 
vorkommen,  sondern  dort  geradesu  die  Hauptrolle  spielen. 

Unsere  Kenntnis  von  Thatsachen  auf  dem  Gebiete  der  Elek- 
tridt&t  und  des  Magnetismus  war  durch  Galvani,  Volta,  0 er- 
st edt,  Ampere  und  viele  andere  (ii.irm  ei-weitert  und  durch 
Faraday  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht  worden.  Letzterer 
hatte  mit  verhältnismäfsig  geringen  Mitteln  eine  solche  Fülle  neuer 
Thatsachen  gefunden,  dafs  es  lange  schien,  als  ob  sich  die  Zukunft 
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nur  noch  auf  die  Erklftnmg  und  praktische  Anwendung  aller  dieser 
Entdeckungen  werde  beschränken  mfissen. 

Als  ürsache  der  Erscheinungen  des  Elektromagnetismus  hatte 
man  sieh  schon  lange  besondere  elektrische  und  magnetische  Flüssig- 
keiten gedacht.  Ampere  gelaug  die  Erklärung  des  Magnetismus 
durch  moleculare  elektrische  Ströme,  wodurch  die  Annahme  magne- 
tischer riüs^^igkeiten  entbehrlich  wurde,  und  Wilhelm  Weber  voll- 
endete die  Tlicorie  ilcr  »'Ifktn^chon  Fluida,  indfm  er  sin  so  ertfilnzte, 
dai's  alle  bis  dafiin  hekaniittui  Krscheinungeu  des  ElektromatrnctiHmus 
(larans  in  ♦'int;n  Ii.  i-  W.  i^f  erklärbar  waren.  Kr  dachte  sich  zu 
diesem  iieiiute  (üe  ('iekinscht'u  Fluida,  geradeso  aus  kleinsten  Teilchen 
bestehend,  wie  die  ponderablen  Körper  und  den  Licbtather,  und 
zwischeu  den  Elektricitätsteilchen  auch  ganz  analoge  Krütte  wirkend, 
wie  zwischen  denen  der  übrigen  Stoffe,  nur  mit  der  unwesentlichen 
Modification,  dafe  die  swischen  je  zwei  Elektrieit&tsteildieai  wirken- 
den Kräfte  auch  von  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  und  Beschleu- 
nigung  abhängen  sollten. 

Während  man  daher  in  den  ersten  Zeiten  auTser  dem  greif- 
baren Stoffe  noch  dnen  WSmnestoff,  Lichtstoff,  swei  magnetische, 
zwei  elektrische  FInida  etc.  angenommen  hatte,  reichte  man  jetzt 
mit  dorn  ponderablen  Stoffe,  dem  Lichtäther  und  den  elektrischen 
Flüssigkeiten  aus.  Jeden  dieser  Stoffe  dachte  man  sich  bestehend 
ans  Atomen,  und  die  Aufgabe  der  Physik  schien  sich  fiir  alle  Zu- 
kunft darauf  zu  reduriren,  das  Wirknrgsgesetz  der  zwischen  je  zwei 
Atomen  thätigen  Fernkraft  festzustelbn  und  dann  die  aus  allen 
diesen  Wechselwirkungen  folgenden  (Gleichungen  unter  den  ent^ 
sprechenden  Anfangsbedingungen  zu  integriren. 


Dies  war  die  Entwicklungsstufe  der  theoretischen  Physik  heim 
Beginne  meiner  Studien.  Was  hat  sich  seitdem  alles  verftndert? 
Fürwahr,  wenn  ich  auf  alle  diese  Entwicklungen  und  ümwSlzungen 
zurückschaue,  so  erscheine  ich  mir  wie  ein  Greis  an  Erlebnissen 
auf  wissenschaftlichem  Gebiete  I  Ja,  ich  müchte  sagen,  ich  hm  allein 
übrig  geblieben  von  denen,  die  das  Alte  noch  mit  voller  Seele  um- 
faTsten,  wenigstens  bin  ich  der  einzige,  der  noch  dafür,  soweit  er  es 
Yennag,  kämpft.  Ich  betrachte  es  als  meine  Lebensaufgabe,  durch 
möglichst  klare,  logisch  geordnete  Ausarbeitung  der  Resiiltate  der 
alten  classischen  Theorie,  soweit  es  in  meiner  Kraft  sieht,  da7ii 
beizutragen,  «lafs  das  viele  Gute  und  für  immer  Brauchbare,  das 
meiner  Über/fu^MinLr  naeb  darin  enthalten  ist,  nicht  einst  zum 
zweiteumaie  entdeckt  werden  mufs,  was  nicht  der  erste  Fall  dieser 
Art  in  der  Wissenschaft  wäre. 

Ich  stelle  mich  Ihnen  daher  vor  als  einen  Keactionär,  einen 
Zurückgebliebenen,    der   gegenüber    den   Neueren    fiü*    das  Alte, 
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Classische  schwärmt;  aber  ich  glaube,  ich  bin  nicht  boruirt,  nicht 
blind  gegen  die  Vorzüge  des  Neuen,  dem  im  folgenden  Teile  meines 
Vortra^'ps  Oerechtigkeit  widerfalirf^n  soll,  soweit  mir  dies  möglich 
ist;  denn  ich  weifs  wohl,  daC^  ich,  wie  jeder,  die  Dinge  durch 
meine  Brille  subjectiv  getUrbt  sehe. 


Der  erste  Angritf  aut  das  geschildertt;  wissenschaftliche  System 
erfolgt«  gegen  dessen  sdiwBehste  Seite,  die  We herrsche  Theorie  der 
Elektrodynamik.  Diese  ist  gewiasennafisen  die  Blflte  der  Gteiste»- 
aibelt  dieses  genialen  Forschers,  der  sich  durch  seine  sahlreiehen» 
in  den  elektrodynamischen  MaTsbestimmnngen  und  anderwirts  nieder- 
gelegten Ideen  und  experimentellen  Resultate  die  nnsterblichsten 
Verdienste  um  die  Elektricitätslohre  erworben  hat  Sie  trägt  jedoch 
bei  aUem  Scharfsinne  und  aller  mathematischen  Feinheit  so  sehr 
das  Geprftge  des  Gekünstelten,  dafs  wohl  stets  nur  wnu^^e  begeisterte 
Anhänger  an  ihre  unbedingte  Richtigkeit  glaubten.  Gegen  sie 
wandte  sieh  Maxwell  anter  rückhaltlosester  Anerkennnng  der  Ver« 
dienste  Weber 's. 

Die  Arbeiten  Maxwell's  kommen  hier  für  uns  in  zweifacher 
"VVei-ie  in  Betracht:  1.  der  crkcuntuistheoretische  Tril  d<'rscll»('n ,  2. 
der  speciell  physikalische.  In  erster  Beziehung  warnte  Maxwell 
davor,  eine  Naturanschauung  hlofs  aus  dem  Grunde  für  die  einzig 
richtige  zu  halten,  weil  sich  eine  lleihe  von  Consequenzen  derselben 
In  der  Erfahrung  best&tigt  hat  Er  zeigt  an  vielen  Beispielen,  wie 
aicfa  oft  eine  Gruppe  von  Erscheinungen  auf  swei  total  verschiedene 
Arten  erklilren  iSÄt  Beide  ErklBmngsarten  stellen  die  ganze  Er^ 
sdieinungsgruppe  gleich  gut  dar.  B^rst  wenn  man  neuere,  bis  dahin 
unbekannte  Ersdieinungen  zuzieht,  zeigt  sich  der  Yorsug  der  einen 
vor  der  anderen  ErklMrangsart,  welche  erstere  ab*  )-  vielleicht  nach 
Entdeckung'  weiterer  Thatsachen  einer  dritten  wird  weichen  müssen. 

Während  vielleicht  weniger  die  Schöpfer,  als  besonders  die 
späteren  Vertreter  der  alten  classischen  Physik  prätendirten .  durch 
fliese  die  wahre  Natur  der  Dinge  erkannt  zn  haben,  so  wollte  Max- 
well seine  Theorie  al>  ein  blolses  liild  der  Natur  autgefafst  wissen, 
als  eine  mechanische  Analoj^io.  \sie  er  sagte,  welche  im  sregeu- 
würtigen  Augenblicke  die  Gesumtheit  der  Erscheinutikrer)  am  einheit- 
lichsten zusammenzufassen  gontattpt.  Wir  werden  ^ehen,  wie  ein- 
tiulöreich  diese  Stellungsuahme  MuxweUö  aul  die  weitere  Ent- 
wicklung der  Theorie  wurde.  Maxwell  verhalf  diesen  theoretischen 
Ideen  sofort  zum  Biege  durch  seine  praktischen  Erfolge. 

Wir  sahen,  dofs  alle  damals  bekannten  elektromagnetischen 
Erscheinungen  erklfirt  waren  durch  die  Weher'sche  Theorie,  welche 
die  Elektricit&t  aus  Teilchen  bestehen  liefs,  die  ohne  alle  Vermitt- 
lung direct  in  beliebige  Entfernungen  auf  einander  wirken.  Angeregt 
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durch  die  Ideen  Faradaj's,  entwickelte  uuii  Maxwell  eine  vom 
entgegengesetzten  Standpunkte  ausgehende  Theorie.  Nach  dieser 
wirkt  jeder  elektrische  oder  magneÜBcbe  Körper  nur  auf  die  un- 
mittelbar benachbarten  Teilchen  eines  den  ganzen  Baum  erfiollenden 
Mediums,  diese  dann  wieder  auf  die  anliegenden  Tefldien  des  Me- 
diums, bis  sich  die  Wirkung  zum  nSchsten  Körper  fortgepflanzt  hat. 

Die  bisher  bekannten  Erscheinungen  wurdt  n  von  bridon  Theorien 
gleich  gut  erklärt;  aber  die  MaxwelTsche  griff  über  die  alt<»  Theorie 
hinaus.  Na</]i  d^^r  prstnron  murstPTi,  sobald  es  nur  ,e<^lang.  tromipcnd 
rasch  verlaufende  Elfklrititatsbewegiing^on  zu  nr/pugeu,  durcli  <li<^(' 
im  Medium  Welleuliow«gungen  her%<)ii:''int"»'n  wojden,  welche  gtuiau 
die  Gesetze  der  Lichtwellenbewvgung  hctolgtin.  Maxwell  vermutete 
daher,  dafs  in  den  Teilchen  leuchtender  Körper  beständig  rapide 
Elektricitätsbewegungeu  vor  sich  gehen,  und  dafs  die  hierdurch  im 
Medium  erregten  Schwingungen  eben  das  Licht  sind.  Das  die 
elektromagnetischen  Wirkungen  yennittelnde  Medium  wird  dadurch 
identisch  mit  dem  schon  früher  erforderliehen  Lichtäther,  und  wir 
können  ihm  daher  wold  wieder  diesen  Namen  beilegen,  obwohl  es 
vitdfach  andere  Eigenschaften  haben  niuTs,  um  zur  Vermittlung  des 
Elektromagn<^tismiis  tancrlinh  /n 

Wanmi  man  b»'i  den  bisluM-iij'Mi  \'rrsuihen  üIht  Klt'ktricilät 
keine  derartigen  Schwiiif^unucn  Ix'incrkeu  konnte,  liil^t  sich  vielleicht 
in  folgender  Weise  anschaulit  li  niiii  hf'n.  Wir  wollen  die  Hache  Hand 
an  ein  ruhendes  Pendel  anlegen,  sie  langsam  senkrecht  zur  Pendel- 
Stange,  das  Pendel  hebend,  nach  dei^jenigen  Seite  bewegen,  wo  dieses 
anliegt,  dann  wieder  zurück  und  schliesslich  nach  der  anderen  Seite 
ganz  entfernen.  Das  Pendel  macht,  der  Hand  folgwd,  eine  halbe 
Schwingung,  aber  es  schwingt  nicht  weiter,  weil  die  ihm  erteilte 
Geschwindigkeit  zu  klein  ist-  £iD  anderes  Beispiel!  Die  Theorie 
nimmt  an,  dafs  beim  Zvi))rf'n  einer  Saite  ein  Punkt  der  Saite  aus 
der  l\uhrhi<,'e  entfernt  und  dann  phUzlicb  die  gfin/e  Saite  sich  selbst 
iil)erhi>seu  wird.  I^'h  irlauhte  <la>  als  Student  nielit.  sondern  meinte, 
der  Zupfende  müsse  der  »Saite  n<uh  einen  bcsdudereu  Stuis  erteilen: 
denn  wenn  ich  die  Suite  zuerst  mit  dem  Finger  ausbog  und  dann 
diesen  in  der  Richtung,  in  der  die  Saite  schwingen  sollte,  rasch 
entfernte,  blieb  diese  stumm.  Ich  Übersah,  dafs  ich  den  Finger  im 
Verhältnisse  zur  Rasohheit  der  Saitenschwingungen  viel  zu  langsam 
bewegte  und  so  diese  selbst  aufhielt. 

Gerade  so  wurden  bei  den  bisherigen  Versuchen  die  elektrischen 
Zustände  im  Vergleiche  mit  der  enormen  Fortpflanzungsgeschwindig' 
keit  der  Elektricität  ijnmer  v*'7•hiiltni•^ma^^L''  viel  zu  langsam  in 
and-'H'  ül)»'rt:"  tiilirt.  Hertz,  fand  nun  nach  mühevollen  Vorversnchen. 
deren  leitenden  li('(iank*'ni:aiiL;  ei-  >elbst  in  der  unb^fanirensten  Weise 
schildert,  gewisse  \  er.'.uehsbiMlingungen,  unter  dem  n  tlektriftchc  Zu 
ötUude  so  rasch  periodisch  geändert  werden,  dafs  beobachtbare  Wellen 
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entstehen.  Wie  alles  Geniale  sind  dieselben  äufserst  einfach.  Trotz- 
dem kann  ich  hier  selbstverständlich  auch  auf  diese  einfachon  px- 
perirneriteilfu  Einzelheiten  nicht  eingehen.  Dio  so  von  Hertz 
un7Avt'itelhatt  durch  eloktrisrho  l']ntladuiigcn  erzeugten  Wellen  uuter- 
scheideu  sich^  wie  Maxwell  v<;riiusgesagt  hatte,  qualitativ  nicht  im 
mindesten  von  den  Liehtwelleu.  Aber  wie  grosü  ist  der  quantitative 
Unterschied! 

Wie  beim  Schalle  die  Tonhöhe,  so  wird  beim  Lichte  bekanntlich 
die  Farbe  durch  die  Schwingungszahl  bestimmt.  Im  sichtbaren  Lichte 
sind  etwa  400  Billionen  Schwingungen  in  der  Secunde  im  ftussersten 
Bot,  800  Billionen  im  äulsersten  Violett  die  extremsten  Schwingnngs- 
zahlen.  Man  hatte  schon  lange  ganz  gleichartige  Atherwellen  entdeckt, 
wobei  bis  etwa  20  mal  weniger  als  im  üuTsersten  Hut  und  bis  etwa 
dreimal  soviel  Schwingungen  in  der  Secunde  als  im  äufsersten 
Violett  erfolgen.  Sie  sind  für  das  Auge  unsichtbar;  aber  die  ersteren, 
die  sogenannten  ultraroten,  durch  ihre  Wärmewirkung  — ,  die  letzteren, 
die  iiltrHvioletten,  durch  chemische  und  phn?;phnre«icen7^r/('Ugende 
\S  irkung  erkennbar.  In  den  von  Hertz  durch  wirkliclir  Entladung 
erzeugten  Wi  llen  erfolgten  iu  der  Secunde  nicht  ni*'hr  als  etwa 
1000  Millionen  S(  liwiugungen,  und  Hertz's  Nachfolger  kamen  bis 
etwa  Hilf  (las  Hnndertfaeho. 

iJals  Schwingungen,  die  im  Verhältnis  zu  den  Lichtschwingungeu 
80  langsam  geschehen,  nicht  direct  mit  dem  Auge  gesehen  werden 
können,  ist  selbstverständlich.  Hertz  wies  sie  durch  mikroskopisch 
kleine  Fünkchen  nach,  die  sie  sogar  in  grolsen  Entfernungen  in 
passend  geformten  Leitern  erzeugen.  Letztere  könnte  man  daher  als 
Augen  für  Hertz'sche  Schwingungen  bezeichnen.  Mit  diesen  Mittehi 
bestfttigt<>  Hertz  die  Haxwell'sche  Theorie  bis  ins  kleinste  Detail, 
imd  wiewohl  man  versuchte,  auch  aus  der  Femwirkungstheorie  zu 
elektrischen  Schwingungen  zu  gelangen,  so  war  doch  die  Überlegen- 
heit der  Maxwell'schen  Theorie  bald  niemandem  mehr  zweifelhaft; 
ja  wie  Pendel  nach  der  enfn-ofjengesetzten  Seite  über  die  Rulielape 
hinausgehen,  so  sprarhen  sehliefslich  die  E\trenist»'n  von  der  Ver- 
feliltheit  aller  AnscliauiiULrcn  der  alten  dassisdien  Thenrie  der  Physik. 
I)oeli  davon  hpätor!  NDrlier  wollen  wir  noch  ein  wenig  bei  diesen 
glänzenden  Entd^'i-ktuigen  verweilen. 

Von  den  schun  vur  liei  tz  hekauulen  verschiedenen  Atherwelieu 
gehen,  wie  man  längst  wuTste,  die  einen  durch  diese,  die  anderen 
durch  jene  Körper  leichter  hindurch*  So  ISfst  wässerige  Alaun- 
lösung  alle  sichtbare,  aber  nur  wenig  ultrarote  Strahlung  hindurch, 
welche  dafOr  eine  fir  sichtbares  Lidit  völlig  undurchlässige  Lösung 
von  Jod  in  Schwefelkohlenstoff  mit  Leichtigkeit  durchdringt.  Die 
Hertz'schen  Wellen  durchdringen  fast  alle  Körper  mit  Ausnahme 
der  Metalle  und  Elektrolyte.  Wenn  daher  Marconi  an  einf-m  Orte 
sehr  kurze  Hertz'sche  Wellen  erregte  und  an  einem  viele  Kilometer 
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entfernten  mit  einer  passenden  Modification  des  Apparates,  den  wir 
Ange  für  Hertz'sehe  Wellen  genannt  haben,  in  Moreezeißhen  nm- 

sotzte,  so  coDstruirte  er  eigentlich  nichts  anderes  &h  rinen  gewöhn- 
lichen optischen  Tolegra|dien;  nur  (Lifs  er  statt  Wellen  Ton  etwa 

500  BillinnfD  solilic  vov  nnfrefjihr  dem  zehnten  Toll  einer  Billion 
von  Schwin^nmgfMi  ui  der  SccuihIo  fiTiw.'indtf.  Dies  Imt  den  Vorteil^ 
dafs  die  letzteren  Wellen  dnn-h  NiHfl,  ja  soll)st  Gestein  fast  uiige- 
scliwiklit  hindurchsrehen.  Einen  Berir  vüu  gediegenem  Metall  oder 
einen  >Jebel  von  Quecksilbertröpiclieu  würden  sie  so  weujg  duicli- 
dringen,  wie  das  sichtbare  Licht  einen  gewöhnlichen  Berg  oder 
Nebel. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  uns  bekannten  Strahlenarten  wurde 
nodi  Termehrt  durch  die  mit  Recht  so  gefeierte  Entdeckung  der 
Röntgenstrahlen.  Diese  durchdringen  alle  Körper,  auch  die  Metalle; 

letztere  sowie  n»etallhaltige  Körper,  wie  die  calciumhaltigen  Knuc  lien, 
aber  unter  erheblicher  Schwächung.  Die  an  allen  fiüher  besprochenen 
Strahlen  luicliL'ewieseueri  Krscheiiiungen  der  Polarisation,  Interferenz 
und  Reuguu^^  konnten  au  ihnen  noch  nicht  beobachtet  werden. 
Wären  sie  wirklich  jeder  Polarisation  unfähig,  so  müfsten  es,  wenn 
überhaupt  Wellen,  longitudinale  sein;  aber  es  mufs  selbst  die  Mög- 
lichkeit offen  gelassen  werden,  dafs  sie  auch  der  Interferenz  nnfthig» 
also  überhaupt  keine  Wellen  sind,  weshalb  man  Torsichtig  von 
Böntgenstiahlen,  nicht  von  Böntgenwellen  spricht*  Würde  einst  ein 
sie  polarisir^der  Körper  entdeckt,  so  spräche  dies  dafOr,  dafs  sie 
f(nalitativ  dem  Lichte  gleich  sind;  sie  mül'sten  aber  noch  viel,  viel 
kleinere  Schwingungsdauer  haben,  als  selbst  das  äuPserste  Ultra- 
violett, oder  vielleicht  nur,  wie  einige  Physiker  glauben,  aus  r&sch 
sich  folgenden  Stof<^wellen  bestehen. 

Im  llinljlick  auf  diese  enorme  Mannigfaltigkeit  von  Strahlen 
möchten  wir  fast  mit  dem  Schöpfer  darüber  rechten,  dafs  er  unser 
Ange  nur  für  einen  so  winzigen  Bereich  derselben  empfindlich  ge- 
madit  hat  Es  geschähe  dies  hier  wie  immer  mit  Unrecht;  denn 
überall  wurde  dem  Menschen  nur  ein  kleiner  Bereich  eines  groisen 
N&tnrganzen  direct  ^offenbart  und  daffir  dessen  Verstand  befähigt, 
die  Erkenntnis  des  übrigen  durch  eigene  Anstrengung  zu  erringen. 

Wären  die  Röntgenstrahlen  wirklich  longitudinale  Wellen  des 
Licht  rdhers,  wa*;  /u  glauben  ihr  Entdecker  gl  eich  anfangs  sehr  ge- 
neigt war,  und  was  noch  bis  heute  durch  keine  ein/ige  Thatsache 
widerlegt  ist,  so  lilge  nns  da  ein  eigentiimliclier.  in  <ler  Wissenschaft 
nicht  einzig  dasteheudnr  Fall  vor.  Die  classisclie  thej>reti.sche  l'hysik 
hätte  ihre  Ansicht  über  die  Beschatfenheit  des  Lichtäthers  vollkommen 
fertig.  Nur  eins  fehlte  noch,  wie  man  glaubte,  zur  unumstörsUchen 
Bestätigung  ihrer  Richtigkeit,  nilmlich  die  longitudinalen  Äüierwellen; 
diese  aber  konnte  man  um  keinen  Preis  finden.  Jetzt,  da  bewiesen 
ist,  dafs  der  Lichtäther  einen  wesentlich  anderen  Bau  haben  muTs, 
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da  er  ja  aach  Vermittler  der  elektriachein  und  magnetiscbeu  Wir- 
kungen ist,  jetzt,  da  die  alte  Anei^t  Uber  die  BeaehalEnüieit  des 
Lieht&tliers  abgelliai^  ist,  kommt  man  post  festom  ihrer  ersehnten 
Beetfttignng,  der  Entdeokong  yon  Longitadinalwellen  im  Äther 
so  nahe. 

AhnHeh  ging  es  mit  der  Weber 'sehen  Theorie  der  Elektro- 
djmamik.  Diese  basirt,  wie  wir  sahen,  auf  der  Annahme,  dafs  die 
Wirkung  elektrischer  Massen  von  deren  Belativhewegung  abhängt, 
und  gerade  y.nr  Zeit,  als  die  TJuznlänglichkeit  der  Weher'scben 
Theorie  definitiv  bewiesen  wnrfle,  frirnl  Kowland  in  Heimboltz's 
Laboratorium  durch  einen  dirccieu  \  ersuch,  dafs  bewegte  Elektrit'i- 
taten  anders  als  ruhend©  wirken.  In  früherer  Zeit  wäre  mau  wohl 
geneigt  gewesen,  dies  fiir  einen  directen  Beweis  der  Richtipfkeit  der 
Web  er 'scheu  Theorie  zu  halten.  Heute  weiTs  mau,  d&Ls  es  kein 
fi^rimentom  cmeis  ist,  dafii  es  irielmdur  ebenso  ans  der  Maxwell'- 
sehen  Theorie  folgt. 

Feiner  folgt  ans  einer  Modification  der  Web  er 'sehen  Theorie, 
dab  nicht  blols  die  stromfOhrenden  Leiter,  sondern  auch  die 
Str5me  in  diesen  selbst  diu*ch  den  Magneten  abgelenkt  werden 
mtlssen.  Aach  diese  Erscheinang,  welche  man  lange  vergebens  ge- 
sneht  hatte,  wurde  von  dem  amerikanischen  Physiker  Hall  zu  einer 
Zeit  aufgefunden,  wo  sich  die  Anhänger  der  Weber'schen  Theorie 
wpgrn  vorangegangener  weit  gröiserer  Niederlagen  längst  des  Tri- 
umphes nicht  mehr  freuen  koonten. 

Solche  Erscheinungen  beweisen,  wie  vorsichtig  man  sein  mufs, 
wenn  man  in  der  Bestätigung  einer  Consequenz  einen  Beweis  ftlr 
die  unbedingte  Kichtigkeit  einer  Theorie  erblicken  will,  isach  Max- 
welTs  Anschauung  stimmen  eben  oft  Bilder,  welche  in  vielen  FftUen 
der  Natnr  angepalkt  wurden,  automatiseh  auch  nodi  in  manchen 
anderen,  woraus  aber  noch  nicht  die  Übereinstimmung  in  sllen  folgt. 
Andereisäts  seigen  diese  Erscheinungen,  dab  auäi  eine  falsche 
Theorie  nfttzlich  sein  kann,  wenn  sie  nur  Anregung  su  neuartigen 
Versuchen  in  sich  birgt. 

Durch  die  angeführten  Entdeckungen  von  Hertz,  Röntgen, 
Rowland,  Hall  war  bewiesen,  dafs  Faraday  doch  auch  seinen 
Nachfolgern  noch  etwas  /n  finden  übrig  gelassen  hat.  Hieran 
schüpf^fu  sich  noch  manche  andere  Entdeckungen  der  neuesten  Zeit, 
von  (Irinen  hier  nur  die  Zeeman's  vom  Eintius.se  des  Magnetismus 
ant"  das  ausgesandte  Licht  und  die  vom  correspondirenden  Einflüsse 
auf  die  Lichtabsorption  erwähnt  werden  mögen.  xVlle  diese  Er- 
scheinungen, von  denen  viele  von  Faraday  gesucht  wurden,  konnten 
mit  den  damaligen  lOtteln  absolut  nicht  heobaclitet  werden.  Hat 
daher  oft  das  Genie  mit  den  Ideinsten  Ifitteln  das  GrOüate  geleistet, 
so  sieht  man  hier  umgekehrt,  da&  su  manchen  Leistungen  der 
Venschengeist  doch  erst  durch  die  gegenwäriige  enome  Verroll- 

Jahiwbtii^t  d.  I>«nt«€lMB  M»tiiMB.-y«idalf«iiff,  YUI,  L  6 
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kommntmg  der  Beobftchtaiigfppftfmte  und  Eiperimeiitirtechiiik  be- 
ifügt wird 

Dio  mfisten  der  geschilderten  ganz  iieuartigeu  Erscheiniuagen 
sind  bis  jetzt  erst  in  ihren  ersten  Grundzügen  bekannt.  Die  Er- 
forschung ihrer  Einzelheiten,  ihrer  Beziehungen  unter  einander  und 
zu  allen  anderen  bekannten  Kradiaiinnngen,  mit  einiger  Übertmbung 
mdcikta  idi  sagen,  ihre  Einlage  m  den  meGlMiÜ8dii''ph78ika]iBclieii 
WebvtoU  erOffiiei  fitr  die  Znkimft  ein  &8t  nnennelKlieh  sdieinflndei 
Arbeitefeld.  Die  reiehen,  schon  im  Beginne  endelten  praktischen 
Erfolge  (Böntgenphotographie,  Telegraphie  ohne  Draht,  Badiotherapie) 
lassen  die  praktische  Ausbeute  ahnen,  welche  die  sonst  immer  allein 
erst  i>r;iktisch  fruchtbare  Detailforschung  bringen  wird.  Die  Theorie 
aber  wukIp  aus  ihrer  Ruhe  aufgeschreckt ,  in  der  sie  schon  fast 
alles  erkannt  zu  haben  glaubte,  und  es  gelang  bis  heute  noch 
nicht,  die  neuen  Erscheinungen  in  ein  so  einheitliches  Lehrgebäude 
zusammenzufassen,  wie  es  das  alte  gewesen  war;  vielmehr  ist  hettte 
noeh  alles  im  Schivmttken  ond  ia  Gimng  hegriflfon. 


Diese  Vcrwirmng  wurde  durch  das  Znsammen  wirken  mancher 
anderer  Umst&nde  mit  den  genannten  vermehrt  Es  sind  da  zu- 
nKch'^f  (.'ewisse  pbilo'^ophisch©  Bedenken  gegen  die  Grundla^rfn  der 
Mechanik  zu  erwähmü,  welch**  am  deutlichsten  durch  Kirchhoff 
ausgesprochen  wuidt^n.  Man  hatte  in  die  alte  Mecliaiük  unbedenk- 
lich den  Dualismus  zwiscliou  Kraft  und  Stoff  eingeführt.  Die  Ki-aft 
betraditete  man  als  ein  besonderes  Agens  nehm  der  Materie,  wdk)hes 
die  Ursache  aller  Bewegung  ist;  ja  man  stritt  sogar  ab  nnd 
ob  die  Kraft  ebeaso  wie  die  llftterie  exiatire  oder  eine  Eigensdhaft 
der  letzteren  sei,  oder  ob  nmgekdirt  die  Materie  als  Prodvet  der 
Kraft  angesehen  werden  müsse. 

Kirch  hoff  war  weit  entfernt,  diese  Fragen  beantworten  zn 
wollen,  er  hielt  jedenfalls  die  ganze  Art  der  Fragestellung  für  un* 
zweckmäfsig  und  nicbtssat^ond.  üin  sich  aber  jedes  Urteils  über 
den  Wert  solcher  m.  luplj VMnt  hn  Betrachtiingcn  enthalten  /.n  k<uuicn, 
erklärte  er,  alle  die^e  dunklen  Begritle  ganz  vermeiden  und  die  Aut- 
gabe der  Medianik  anf  die  einfiushste,  onzweideutigste  Besehreibnng 
der  Bewegung  der  Körper  beschzibiken  zu  wollen^  ohne  sich  um  die 
metaphysiMhe  Ursache  derselben  hOmmem.  In  seiner  Medianik 
ist  daher  blofs  von  materiellen  Punkten  und  den  mathematischen 
Ansdrftcken  die  Rede,  durch  welche  die  Bewegungsgeeetse  der 
^^r«teren  formulirt  werden;  der  Begriff  der  Kraft  fehlt  vollständig. 
Hatte  einst  Napoleon  in  der  Kaiiuzincrgnift  /u  Wien  gerufen:  Alles 
ist  eitel  mit  Ausnahme  der  KratV\  so  strich  jetzt  Kirchhoff  auf 
einer  Drucksieitti  die  Krall  aus  der  Natur,  jenen  doutsdicn  Professor 
beschämend,  von  dem  Karl  Moor  erzählt,  dais  er  t»ich  vermaü». 
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trotz  seiner  Sohw&che  auf  seiaeiii  Katheder  das  W«wii  der  Kraft 
sa  behamAalB»  abar  dadi  meti  dkae  la  Teniehten. 

Kirehhoff  hat  aelliifc  daa  Wort  Kraft  apfttnr  wiader  aii^fUurt, 
aber  nidit  ala  metaphyiiaelieii  Begriff,  sondern  bloTs  als  abgekürzte 
Bezeichnung  fEbr  gewiSM  algebraische  AusdrHoke,  welche  bei  der 
Beschreibung  der  Bewegung  beständig  vorkommen.  Sp&ter  hat  man 
wohl  diesem  Worte  öfter  wieder,  besonders  im  Hinblicke  auf  die 
Analogie  mit  der  für  den  Menschen  so  geiiiuügen  Muskelanstrengung, 
eine  erhöhte  Bedeutung  vindicirt ,  aber  die  alten  dunkeln  Frapc- 
stellungen  und  Begriffe  werduu  wühl  uiemalä  mehr  in  der  JSaiur- 
Wissenschaft  wiederkehren. 


Kirchhof f  hatte  an  der  alten  classisoben  Ifediaiük  kaine 
aiaiarielle  Änderung  vorgenommen;  seine  Reformation  war  eine  rein 
fmiale.    Viel  weiter  ging  Hertz,  und  während  fast  alle  späteren 

Autoren  die  Darstelhmgsweise  Kirebhoff's  nachahmten,  hife  und 
da  freilich  oft  mehr  gewisse,  bei  Kirchhoff  stehende  Ausdrucks- 
weiacn  als  dessen  Geist,  so  habe  ich  Hertz's  Mechanik  zwar  sehr 
oft  preisen  gehört,  aber  noch  niemanden  sah  ich  auf  dem  von  Hertz 
gewiesenen  We^  weiterwandeln. 

Sa  ist,  «oiriel  ich  weils,  aoeh  nicht  darauf  hingewiesen  wordan, 
dab  ein  Gedanke  in  der  Kirchboff 'sehen  Mechanik,  wenn  man 
densen  letzte  Consequenzen  n^t,  direct  zu  den  Hertz'schen  Ideen 
führt.  Kirch  hoff  definirt  i^mlich  den  wichtigsten  Begriff  der 
Mechanik,  den  der  Masse,  nur  für  den  Fall,  dafs  beliebige  Bedin- 
gungsglcichnngen  zwischen  d^n  materiellen  Punkten  i)fstphon  T?i 
diesem  Falle  sieht  raan  klai"  diu  Notwendigkeit  des  von  Kirchhuit 
als  Mass«  bezeichneten  Factors.  Tn  den  anderen  Fällen,  wo  sich 
die  materiellen  Punkte  ohne  Bediiiguugsgleichungeu  so  bewegen,  wie 
es  den  alten  Kraftwirkungen  entsprach,  so  s.  B.  in  der  Elasticit&ts- 
lehre,  Aeromeehnmk  etc.,  schwebt  Kirch bnfrs  Vassenbegriff  in  der 
Laft^  und  die  hierans  folgende  ünUaarbeit  aebwindet  erst  dann  toU- 
stindig,  wenn  man  die  letzteren  Fälle  überhaupt  ausschliefst 

Dies  tiiat  Hertz.  Die  wichtigsten  der  Krftfte  der  alten  Mechanik 
waren  direete  Fernkräfte  zwischen  je  zwei  materiellen  Punkten  ge- 
wesen. Kirch  hoff  entfenite  di«-  Frage  nach  der  metaphysischen 
Ursache  dieser  Femwirkuug  aus  der  Mechanik;  aber  Bewegungen, 
welche  genau  nach  denselben  Gesetzen  erfolgen,  als  ob  diese  Pem- 
kräfie  bestünden,  liefs  er  zu.  Nun  i.st  man  beute,  wie  wir  i»a}ieu, 
ftberzeugt,  dab  die  elektiisehen  nad  magaetiseben  Wiriiungen  doroh 
ein  Hediiun  Tennittslt  werden.  Bleibt  nur  nocb  die  Oratitatton, 
von  der  schon  ihr  Entdecker  Kewton  annahm,  dals  sie  wohl  wabr- 
schelnlich  der  Wirkung  eines  Medinms  znsasebreiben  sei,  tmd  die 
Moleeularkrftfte.   Letztere  iassen  sich  angenfthert  in  festen  Kdrpem 
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dueh  die  Bediugung  der  ünTeriLnderlichkeit  der  Gestalt,  in  tropf* 
barflüssigen  durch  die  der  ÜnTerSnderlidüceit  des  Volnmetis  eneteen. 

Dio  ErsetsEoag  der  BUasticitätf  der  Expansivkraft  compressibler 
FlüssigkeiteD,  der  Kiystallisatioiu-  tind  chemiaelieii  Kräfte  durch 

Bedingungen  von  '  einer  analogrpri  Form  ist  zwar  bis  heute  noch 
nicht  pnlnngen.  Aber  offenbar  ;ii  if^r  Voraussetzung,  dafs  sie  ge- 
lingen werde,  verwirft  liertz  im  Gegeusatvie  au  Kirchho ff  auch 
jede  Bewegung,  die  so  geschieht,  wie  sie  die  alten  Ferukrütte 
fordern,  und  läfst  bloÜB  Bewegungen  zu,  für  welche  derartige  Be- 
dingungen bestehen,  deren  Form  von  ihm  genauer  mathematisch 
definirt  wird.  Das  einsige,  was  er  nebst  diesen  Bedingongen  snm 
Anfb&ne  der  ganzen  Mechanik  noch  verwendet,  ist  ein  Bewegnngs 
gesetz,  welche  einen  speciellen  Fall  des  Ganfs'schen  Princips  des 
kleinsten  Zwanges  darstellt. 

Hat  also  Kirchboff  blofs  die  Frage  nach  der  Ursache  der  Be- 
wegungen, die  mau  sonst  den  Femkräften  zuschrieb,  verpönt,  so 
merzt  Hertz  diese  Bewegungen  selbst  ans  und  surht  die  Kräfte 
durch  Bediuguugpiglcielamgen  /.u  erkläieu,  während  mau  äoust  um- 
gekehrt die  Bewegungsbedingungen  ans  Krftften  erkUrte.  Berts 
nnterfängt  sich  daher  in  ^el  wahrerem  Sinne  als  Kirchhoff,  die 
Kraft  selbst  sa  ftberwftltigen.  Er  schnf  so  ein  frappirend  em&ches, 
▼on  ganz  wenigen,  gewissermafsen  sich  logisch  von  selbst  darbieten- 
den Principien  ausgehendes  Sjstom  der  Mechanik.  Leider  schlofs 
Fiel)  im  gleichen  Momente  sein  Mund  auf  ewig  den  tausend  Fragen 
Hin  Erlnntenmgeu,  die  gewüs  nicht  anf  meinen  Lippen  allein 
schweben. 

Man  begreift  nach  dem  (Tesagten,  dafs  sich  gewisse  Erschei- 
nungen, wie  die  freie  Bewegung  starrer  Systeme,  aus  Hertz's 
Theorie  mit  Leichtigkeit  ergeben.  Bei  den  übrigen  Erscheinungeu 
mnfii  Herts  das  Vorhandensein  Terborgener,  in  Bewegung  begriffener 
Massen  annehmen,  durch  deren  Eingriff  in  die  Bewegung  der  sicht- 
baren Massen  sich  erst  die  Gest  tze  der  Bewegung  der  letzteren  er- 
klären, wt'lche  daher  dem  ebenfalls  verl)nrgenen,  die  elektromagne- 
tischen und  Gravitationswirkungen  erzeugenden  Medium  entsprechen. 
Aber  wie  sind  diese  uns  völlig  unbekannten  Massen  in  jedem  Falle 
/.u  Jiüken?  Ja,  ist  es  überhaupt  allemal  möglich,  duich  sie  zum 
Ziele  zu  gelangen?  Die  Structur  der  ehemals  gebräuchlichen  Medien 
nnd  audi  des  Mazwell'schoi  Liehtkthers  darf  ihnen  nicht  beigelegt 
werden,  da  ja  in  allen  diesen  Medien  solche  Krttfte  wirkend  gedacht 
wurden,  welche  Hertz  gerade  ausschliefst 

ScÄion  in  ganz  einfachen  mechanischen  Beispielen  las ti  sich 
nur  ganz  unverhältnismäfsig  complicirte  Systeme  verborgener  Massen 
finden.  wpIi  he  das  Problem  im  Sinne  der  H<^rt /.'sehen  Theorie  lösen; 
w^halb  tnir  der  Wert  der  letzteren  doch  nur  ein  rein  akademischer 
SU  fein  scheint. 
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Die  Hertz'sche  Mecbaiiik  scheint  mir  daher  mehr  eiu  rrogramm 
für  eine  ferne  Zukunft  xa  sein.  Wenn  es  einst  gelingen  sollte,  alle 
NataiTOrgftnge  dorch  soldie  Terbovgene  Bewegungen  im  Hertz'sehen 
Sinne  in  ungektlnstelter  Weise  sn  erUiien,  dum  wlirde  die  alte 

Mechanik  durch  die  Hertz 'sehe  überwunden  sein.  Bis  dahin  ist  die 
erstere  die  einzige,  welche  alle  ErscheinimgMi  wirklich  in  klarer 
Weiso  diirznstellen  vermaff,  ohne  T>in'je  beizuziehen,  die  nicht  nur 
Terborgeu  sind,  sondern  von  denen  man  auch  gar  keine  Ahnnng 
hat,  wie  man  sie  denken  soll. 

Hertz  hat  in  seinem  Buche  über  Mechanik,  ebenso  wie  die 
mathematisch-phjsikalischen  Ideen  Ei rchh  oft 's,  auch  die  erkenntnis- 
llieoretisehen  Maxwell's  zu  einer  gewissen  Vollendung  gebracht 
Maxwell  hatte  die  Hypothese  Weber's  eine  rsale  physikalische 
Theorie  genannt,  womit  er  sagen  wollte,  dab  ihr  Autor  olgeetiYe 
Wahrheit  daftU*  in  Anspruch  nahm,  seine  eigenen  Ausftthrungen  da- 
gegen bezeichnete  er  als  blofse  Bilder  der  Erscheinungen.  Hieran 
anknüpfend,  bringt  Hertz  den  Physikern  so  recht  klar  zum  Be- 
wufstsein,  was  wohl  die  Philosophen  schon  längst  ausgesprochen 
hatten,  dafs  keine  Theorie  etwas  Objectives,  mit  der  Natur  wirklich 
sich  Deckendes  sein  kann,  dafs  vielmehr  jede  nur  ein  geistiges  Bild 
der  EräciiemLiugen  ist,  das  sich  m  diesen  verhält,  wie  das  Zeichen 
mn  BesMOfaneten. 

Daraus  folgt,  dab  es  nicht  unsere  Aufgabe  sein  kann,  eine 
absolut  richtige  Theorie,  sondern  Tielmehr  ein  mdglichsfe  einfiufaes, 
die  EneheinuDg  mögliclist  gut  darsteUendes  Abbild  zu  finden.  Es 
ist  sogar  die  Möglichkeit  zweier  ganz  verschiedener  Theorien  denk- 
bar, die  beide  gleich  einfach  sind  und  mit  den  Erscheinungen  gleich 
gut  stimmen,  die  also,  obwohl  total  verschieden,  beide  gleich  richtig 
sind.  Die  Behauptnnr'.  eine  Theorie  sei  die  einzig  richtige,  kann 
nur  der  Ausdruck  unserer  subjectiven  t^erzeugung  sein,  dafs  es 
kein  anderes  gleich  einfaches  und  gleich  gut  stimmendes  Bild  geben 
kdnnte. 

Zahlreiche  Frsgen,  die  firOher  unergrOndlich  schienen,  entfallen 
hicnnit  Ton  seihst  Wie  kann,  sagte  man  früher,  -von  einem  mate- 
riellen Punkte,  der  ein  blobes  Qedankending  ist,  eine  Kraft  aus^ 
gehen,  wie  können  Punkte  zusammen  Ausgedehntes  liefern  etc? 
Jetzt  weifs  man,  dafs  sowohl  die  materiellen  Punkte,  als  auch  die 
Krilfte  blofse  geistige  Bilder  sind.  Erster^»  können  riicht  Ausgedehntem 
gleich  sein,  aber  es  mit  beliebiger  Anuüiierung  abbilden.  Die  Frage, 
ob  die  Materie  atomistisch  znsammengeäetzt  oder  ein  Continuum  ist, 
reducirt  sich  auf  die  viel  klarere,  ob  die  Vorstellung  enorm  vieler 
Einzelwesen  oder  die  eines  Gontinuums  ein  besseres  Bild  der  Er- 
scheinungen zu  liefern  Termöge. 
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Wir  EfMiolmt  snlotit  hftiipteBdilich  IlW  Medhaalk.  Biae  die 
ganze  Physik  ergreifende  UmwftlniDg  wnrde  in  AnkaUpImig  «n  das 
npide  Anwachsen  der  B^etitnng  des  Energieprincips  versucht.  Wir 
«nr&hnten  dkms  Princip  schon  einmal  ganz  beilftnfig  als  eine  durch 

f\\o  Frfalininpr  bestätigte  Conseqnpnx  der  nr^oTianiRtis^'hpn  Natur- 
aiisrhiLuuii::^.  Nach  dieser  erscheint  die  Energie  als  ein  lirk.iniiTnr, 
aas  schon  hülmr  eingeführton  Grölsen  (Masse,  Geschwindigkeit,  Kraft. 
Weg)  in  gegebener  Weise  zusammengesetzter  mathematischer  Au.s- 
druck,  bar  alles  Geheimnisvollen,  und  da  sie  Wftrme,  Elektricität  etc. 
als  Bewegnngsfonaea  toh  tollweiie  Mliek  ganz  anbekaontar  Nator 
anai^,  lo  deht  ne  im  liaergie|wiBcipe  eise  wichtige  Bestiiigmig 
fluftt  Schlfiflw. 

Wir  begegnen  einer  Würdigung  desselben  Hbrigeas  schon  in 
der  ersten  Kindheit  der  Mechanik.  Leibniz  sprach  von  der  Snb- 
stanfialitSt  der  Kraft,  woninter  er  die  Energie  meint,  fast  mit  den- 
selben Worten,  wie  die  modernsten  Kru^ret  tikpr;  aber  er  läfst  beim 
unelastischen  Stolse  aus  der  lebendigen  Kratt  Deformation,  Bruch 
von  Ooh&renz  und  Textur,  Spannung  von  Federn  etc.  entstehen; 
davon,  dafs  Wärme  eine  Energieform  sei,  hat  er  keine  Ahnung. 
Da  Bois-Beymoad  ist  dther  andi  »adiliflb  ToUkoomien  im  ün- 
rechte,  warn  er  in  eeiaer  Qedldiiiiimdo  auf  Helmholts  Bobert 
Mayer  nochmals  zu  verUeinem  sacht  tmd  ibm  die  Priorität  der 
Entdeckung  der  Äquivalenz  von  Wärme  und  mocbaniaehnr  Arbeit 
abspricht  Letzterer  bekannte  sich  übrigens  keineswegs  zur  Ansicht, 
dafs  die  Wärme  Molecularbewegung  sei,  er  hielt  sie  Tielmchr  für 
eine  vollständig  neue  Energieform  und  behauptete  nur  ihre  Äqui- 
valenz mit  der  mechanischen  Energie.  Auch  die  Physiker,  welche 
der  ersteren  Ansicht  huldigten,  vor  allen  Clausius,  unterschieden 
strenge  swisehen  den  Sätzen,  welche  allein  ans  ihr  folgen,  der  spe* 
cielkn  Tkennodjnamik,  ond  danea,  welohe  onabhängig  von  jeder 
Hjpotheee  Uber  die  Nitor  der  Winne  ans  festrtehendea  Erfiüi- 
rungsthatsachen  abgeleitet  vrerden  können,  der  allgemeinen  Thermo- 
dynamik. 

Während  nun  die  spedelle  Thermodynamik  nach  einer  Eteihe 
giänzr-ndor  Resultate  wegen  der  f?chwierigkeit .  die  Molecularbe- 
wegii  Ilgen  mathematisch  zu  behandein,  ins  blocken  geriet,  erzielte  die 
alltL-' riieine  eine  Fülle  von  Besultaten.  Man  fand,  dafs  die  Tem- 
peraLui  daiui*  au^)»eiliaggebend  ist,  wann  und  in  welcher  Menge  sich 
Wfirme  nnd  Arbeit  in  einander  nmsetaen.  Der  Zuwachs  der  zn- 
gefthrten  Wärme  steUte  sich  als  Frodnet  der  (sogenannten  absoluten) 
Temperatur  und  des  Zuwachses  einer  anderen  Function  dar,  welche 
man  nach  Clausius'  Vorgang  die  Entropie  nennt.  Aus  dieser  oon- 
struirte  nun  besonders  Gibbs  neue  Functionen,  wie  die  qpäter  als 
therm odynamisches  Potential  bei  constanter  Temperatur,  constantem 
I>rucke  etc.  bezeichneten,  und  gelangte  mit  ihrer  Hülfe  zu  den  über- 
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imiolieBdBteD  Besultaten  auf  den  Tenehiedensten  Oebieteii,  so  d«r 
ClieBue,  OapiUuitti  «te. 

Mm  Ämd  feratr,  dalb  Gluuümngm  von  •iiAk>g«r  Forh  tMob. 
für  die  Verwandlong  der  «nderen  Eaeigiefonuen,  dddbnBeKer,  MAgne> 
tiMker  StmUnngsenergie  etc.,  Im  «nnmilinr  gelten,  mid  dafs  d» 
namentlicb  auch  überall  Zerlegungen  in  zwei  Factoren  mit  ahn* 
Hchom  Erfolge  vorgenommen  werden  köna^n.  Dies  bejreisterte  eine 
Reihe  von  Forsrhrirn,  die  sich  selbst  Energetiker  nennen,  so  sehr, 
dals  sie  die  Not^vencUgkeit  des  Bruchs  mit  allen  bisherigen  An- 
scbamingen  lehrten,  gegen  die  sie  einwandten,  der  Bchluis  von  der 
JLqoiTalenz  von  W&rme  md  lebendiger  Kraft  auf  deren  Identität 
in  ein  Prfilaehlpfn,  als  ob  fBr  dioM  Identitit  Uob  dsr  IqxuNralmz- 
Mti,  nielit  auch  lo  vieks  andwe  sprldie. 

Der  Enmrgiehegriff  gilt  der  neuen  Lehre  ah  der  einzig  richtigf 
Auaguigspunkt  der  Natorforsdrang,  die  Zerlegbarkeit  in  zwei  Fac* 
toren  und  ein  sich  daran  schliefsender  Variationssatz  als  das  Fun- 
damentalgesetz der  gesamten  Natar.  Jede  raeohainsclie  Versirm- 
lichung,  warum  die  F<nergip  gerade  diese  curiosen  Formen  nimmt 
und  in  jeder  derselben  zwar  ahuiichen,  aber  doch  wieder  we-sentlich 
anderen  Gesetzen  folgt,  halten  sie  für  uberüüssig,  bogar  schädlich, 
Uid  die  Physik,  ja  die  gana«  NatorwisaenBchaft  der  Zokunft  ist 
ikom,  «ne  Uobe  BeBchreibimg  des  VeriiBltens  der  Bnoigie  in  allen 
ihren  Foeimb,  ame  KatnigeMliioUe  der  Sneigia;  was  firdUdi,  wenn 
man  «nter  Enaigie  Uberiianpt  alles  Wirksame  Teisteht,  aom  Flto- 
aanras  wird. 

Unzweifelhaft  sind  die  Analogien  des  Verhaltens  der  verschie- 
denen Knergieformen  so  wichtig  und  interessant,  dais  ihre  allseitige 
Verfolgung  als  eine  der  schönsten  Aufgaben  der  Physik  bezeichnet 
werden  muss;  gewils  rechtfertigt  auch  die  htii^^keit  des  Euergie- 
begnffes  den  Versuch,  lim  als  ersten  Ausgangspunkt  zu  wählen. 
Ks  nrab  ferner  xi^egeben  werden,  dafa  die  Forschungsrichtung, 
wek&e  iidi  di«  elaansehe  theoratiMfae  Phjsik  genannt  habe,  hie  und 
da  sa  Answflohsen  fthrte,  gagen  welcha  eine  Beaotion  notwendig 
war.  Jeder  Nächstbeste  fOhlla  sich  benifan,  einen  Ban  von  Atomen, 
Wirbeln  und  Verkettungen  derselben  au  ernuien,  tmd  glaubte,  da* 
mit  dem  Schöpfer  dessen  Plan  definitiv  abgeguckt  zu  haben. 

Ich  weifs,  wie  fördernd  es  ist,  die  Probleme  von  den  ver- 
schiedensten öeiten  in  Angri£f  zu  nehmen,  und  mein  Herz  schlägt 
warrri  für  jede  originelle,  begeisterte  wissenschaftliche  Arbeit.  Ich 
drucke  daher  der  Secession  lebhaft  die  Hand.  Nur  schien  mii,  düi^ 
liflli  die  Energetik  oft  durch  oberflAcfaliohe,  blols  lormale  Analogien 
ttosefaen  lieb,  daia  ihre  Oeietie  der  in  der  dasaaohett  Phiraik  Hb- 
liehen  klaren  und  eindeutigen  Fassung,  ihre  SeUflsse  der  dort  her- 
ausgearbeiteten Strenge  enftefarten,  dafs  sie  von  dem  Alten  manches 
Qnte,  ja  fttr  die  Wissenschaft  Uncatbebiücfae  mit  Terwarf.  Auch 
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sehieii  mir  der  8tr«ii|  ob  die  ICtterie  oder  die  Energie  das  Esnetirande 

sei,  ein  Bfiekfall  iu  die  alte,  überwunden  geglaubte  Metaphysik,  oin 
Verstofs  gegen  die  Erkenntnie,  daifl  alle  tbeoretiaebea  Begriffe  Vor- 
steUangsbilder  sind. 

Wenn  ich  in  allen  diesen  Dingen  meine  Uberzeugung  rückhalt- 
los aussprach,  so  glaubte  ich  dadurch  iu  nützlicherer  Weise  als 
durch  Lob  mein  Interesse  für  die  Portentwickelung  der  Lehre  von 
der  Energie  zu  documentiren.  Gleichwie  iu  der  Hertz  scheu  Me- 
chanik, so  kann  ich  daher  auch  in  der  Lehre  der  AhleifbaiMt 
der  gesamten  Phjaik  ans  dem  Satae  Ton  den  zwei  EnergiefiMtoren 
und  dem  angeführten  Yariationssatse  nur  ein  Ideal  Ittr  ferne  Zn- 
kunft  erblicken.  Nur  diese  kann  die  heute  noch  gans  unentschiedene 
Frage  beantworten,  ob  ein  derartiges  Natorbüd  besser  als  das  frflhere 
oder  gar  das  beste  ist   

Von  den  Knergetikem  kommen  wir  zu  den  Phänomenoiogeu, 
welche  ich  als  gemai-sigte  Secessionist-en  bezeichnen  möchte.  Ihre 
Lehre  ist  eine  Reactiou  dagegen,  dafs  die  alte  Forächungbmeiliode 
die  Hypothesen  Aber  die  Besdiaffenliait  der  Atome  als  das  eigent- 
liche ^1  der  Wissenschaft,  die  daraus  siöh  fOr  sichtbare  Vorgänge 
ergebenden  Gesetste  aber  mehr  blob  als  Mittel  znr  Gooto>le  derselben 
betrachtet  hatte. 

Dies  gilt  freilich  nur  für  deren  extremste  Richtung.  Wir 
sahen,  dafs, schon  Clausius  strenge  zwischen  der  allgemeinen,  von 
Molecularhypothescn  unabhängigen,  und  der  speciellen  Thermodynamik 
unterschieden  hatte.  Auch  viele  andere  Physiker,  z.  B.  Ampere, 
Pran/,  Neumann,  ivirchhoft",  legten  ihren  Ableitungen  keine 
Molecularvorstellungen  zu  Grunde,  wenn  sie  auch  die  atomi>>tische 
Siruetnr  der  Materie  nidit  leugueten. 

Eine  Ableitnngsweiae  finden  wir  da  besonders  hSnfig,  welche 
ich  die  euklidische  nenn»  mOchte,  da  ne  der  von  Euklid  in  der 
Geometrie  angewandten  nachgebildet  ist.  Es  werden  einige  Sätze 
(Axiome)  entweder  als  von  selbst  evident  oder  doch  als  nnxweüel" 
haft  erfahrungsmäfsig  feststehend  vorausgestellt,  aus  diesen  dann 
zunächst  gewisse  einfache  Elementargesetze  als  logische  Consequetv/en 
abgeleitet  und  daraus  erst  schlielsUch  die  aUgemeineu  (Integral-) 
Gesetze  construirt. 

Mit  dieser  uud  den  moleculartheoreti^cheu  Ableitungäweii>eu 
war  man  bisher  so  ziemlich  ausgelangt;  anders  bei  Maxwell's 
Theorie  des  Elektromagnetismus.  Maxwell  dachte  sich  in  seinen 
ersten  Arbeiten  das  den  ElektromagnetismuB  fortpflanzende  Medium 
ebenfialls  als  bestehend  aus  einer  grofsen  Zahl  vonMoledUen,  wemgatens 
von  mechanischen  Individuen,  den  Bau  derselben  aber  so  oomplidrt, 
dafs  sie  nur  als  Hülfsmittel  zur  Auffindung  der  Gleichungen,  als 
Schemata  einer  mit  der  thatfiächlichen  iu  gewisser  Hinsicht  analogen 
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Wirkung,  aber  nimmermehr  ais  endgiltige  Bilder  des  in  der  Natur 
Exiatirenden  gelten  können.  Später  zeigte  er,  dal's  nicht  blofs  diese, 
sondern  auch  viele  andere  Mechanismen  zum  Ziele  führen  würden, 
sobald  dieselben  nur  gewisse  allgemeine  Bedingungen  erfüllten;  aber 
alle  BemOhongen,  einen  bestimmten,  wiiUieh  einfaiehen  Meeiiaaismns 
in  finden,  an  dem  alle  diese  Bediagnngen  eiüBlH  sind,  sobeiterten. 
Dies  ebnete  einer  Lehre  den  Boden,  welche  ieh  am  prignantesten 
charakterisiren  zu  kdnnen  glaube,  wenn  ich  zum  dritten  Male  anf 
Hortz  zurüelckomme,  dessen  in  der  Einleitnnr'  seiner  Abhandlnng 
über  die  Gnmdgleichungen  der  Elektrodjnamik  niedergelegten  Ideen 
für  diese  Lehre  typisch  sind. 

Eine  befriedigende  mechanische  Erklärung  dieser  Grundglm- 
chungen  hat  Hertz  nicht  gesucht,  wenigstens  nicht  gefunden;  aber 
auch  die  euUidisehe  Ableitongsweise  TeonefamShte  er.  Ißt  Recht 
weist  er  darauf  hin,  dafo  in  der  Meehanik  nieht  die  wenigen  Ex- 
perimente, ans  denen  gewöhnlich  deren  Chnmd^eieihangen  gewonnen 
weiden,  dafs  in  der  Elektrodynamik  nicht  die  fOnf  oder  sechs  Fun- 
damentalversuche  Ampere 's  es  sind,  was  uns  von  der  Richtigkeit  aller 
dieser  Gleichungen  so  fest  überzeugt,  sondern  vielmehr  ihre  nach- 
herige Übereinstimmung  mit  allen  bisher  bekannten  Thatsachpn.  Er 
fallt  daher  das  salomonische  Urteil,  es  sei  das  beste,  nachdem  man 
diese  Gleichungen  einmal  habe,  sie  ohne  jede  Ableitung  hin/.u- 
schreiben,  dann  mit  den  Erscheinungen  zu  vergleichen  und  in  ihrer 
steten  Übeieinstimmnng  mit  denselbaii  doi  besten  Beweis  ihrer  Bich* 
tigkeit  ta  erbücken. 

Bie  Ansicht,  deren  Extrem  hiermit  attsgesproohen  ist,  fiad  die 
verschiedenste  Aufnahme.  Während  die  einen  fiut  graeigt  waren, 
sie  für  einen  schlechten  Witz  zu  halten,  schien  es  anderen  von  nun 
an  als  einziges  Ziel  der  Physik,  ohne  jede  Hypothese,  ohne  jede  Ter- 
ansrhaiilichung  oder  merhanische  Erläuterung  für  jede  Keihe  von 
V^orgängen  Gleichimgen  aulzuschreiben,  aus  <lenen  ihr  Verlauf  quan- 
titativ berechnet  werden  kann,  so  dafs  die  alleinige  Aufgabe  der 
Physik  darin  bestünde,  duich  l'robiren  möglichst  einfache  Gleidiungen 
m  finden,  welche  gewisse  notwendige  fonnale  Bedingungen  der  Iso- 
tropie ete.  erfftUen,  und  sie  dann  mit  der  Erfabmng  in  Tergleichen. 
Dies  ist  die  extremste  Biditnng  der  Phftnomenologie,  welche  ich  die 
mathematische  nennen  mOdite,  während  die  allgemeine  Fhlnomeno- 
logie  jede  Tbatsachei^mppe  durch  Aufzählung  nnd  naturgeschichtr 
liehe  Schildening  aller  dahin  gehörigen  Erscheinungen  zu  beschreiben 
sucht  ohne  Rei^f hrünkuug  der  dazu  dienlichen  Mittel,  aber  unter 
Verzicht  aut  jede  einheitliche  ^«aturauffassung,  auf  jede  mechanische 
Erläuterung  oder  sonstige  Begründung.  Letztere  ist  charakt^risirt 
dui'ch  den  von  Mach  citirten  Ausspruch,  dais  die  Elektricität  nichts 
anderes  ist,  als  die  Summe  aller  Eifthmngen,  wekhe  wir  auf  diesem 
Gebiete  sdion  gemacht  haben  und  noch  zn  machen  hofibn.  Beide 
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stellen  sieh  die  Aufgabe,  die  Encheiaangen  darzostellen,  ohne  Aber 
die  ErfAhmii^  hinMmngeheB. 

Die  matkemstiBche  PhttnoDuniologie  erfUlt  «mftchst  ein  prak- 
tisches BedttTfms.  Dia  Hypotheeen,  durch  welche  man  zu  den 
Gleichnngett  gelangt  war,  erwiesen  sich  als  nmidier  und  dem  Wandel 
unterworfen,  die  Gleichungen  selbst  aber,  wenn  sie  einmal  in  ge- 
riip-pnd  vielf^n  Fallpn  eqirobt  waren,  standen  wenigstens  innerhalb 
gewisser  rTf'naui<^'keitsgTPTi7nn  fest;  darliber  hinaus  bedurften  sie 
freilii  li  wi{  ler  der  Erguiizuug  und  Verfeinerung.  Schon  für  den 
praktischen  Gebrauch  ist  es  daher  erlurderlich,  das  Feätsteheude, 
Gesicherte  vom  Schwan^rendeB  irtglirbst  reinlich  zu  sondern. 

Es  mols  auch  zugegeben  weideii,  da&  dar  Zweck  jeder  Wissen- 
sehafti  «ad  dilier  aueli  dar  Physik,  in  der  ToUkommaniieii  Weise 
emlcht  wftre,  wenn  man  Formeln  geftinden  iiitte,  mittdst  deren 
man  die  zu  erwartenden  Erscheimuigan  in  jedem  speciellen  Falle 
eindeutig,  sicher  und  vollkoomien  genau  yorausberechnen  könnte; 
allein  dies  ist  ebenso  ein  unerfüllbares  Ideal,  wie  die  KwiPtfli#  dee 
WirkungseeKetaes  und  der   Vnfaiigszustünde  alier  Atome. 

Wenii  (he  Phänoraenoiogie  glaubte,  die  Natur  darstellen  zu 
können,  oime  irgendwie  ttber  die  Krfahining  iimaus2Ugehen,  so  iiaite 
iek  das  fOr  eine  Illusion.  Keine  Gleichung  stellt  irgend  welche 
Vorgänge  absolnt  genau  dar,  jede  idealisirt  sie,  hakt  Gemeinsames 
heraus  und  sieht  von  ▼erschiedenem  ah,  geht  also  flher  die  Erfth- 
i-ung  hinaus.  Dafs  dies  notwendig  ist,  wenn  wir  irgend  eine  Vor- 
stellung haben  wollen,  die  uns  etwas  Ktknflages  vorauszusagen  er- 
laubt, folgt  aus  der  Natur  di^  Denkprocesses  selbst,  d^  darin  be- 
steht, dafs  wir  zur  Erfahrung  etwas  hinzufügen  und  ein  geisHrfes 
Bild  schaden^  welches  nicht  die  Erfahrung  ist  und  darum  viele  Er- 
fahrungen darstellen  kann. 

Die  Erlahiuiig,  sagt  Goethe,  ist  immer  nur  zur  Hälfte  Ei*- 
flJnnng.  Je  kOhner  man  tkber  die  Erfahrung  hinausgeht,  desto  all- 
gemonere  ÜberUicke  kann  man  gewinnen,  desto  tÜbenraschendere 
Thatsachen  entdeeken,  aher  desto  leiebter  kann  man  anoh  irren. 
Die  Phftnomenologie  sollte  daher  nieht  prahlen,  dab  sie  die  Br- 
£ihning  nicht  überschreitet,  nnr  warnen,  dies  in  sa  hohem  Habe 
SU  thun. 

Auch  wenn  sie  kein  Bild  für  die  Natur  zu  setzen  glaubt,  irrt 
sie.  Die  Zahlen,  ihre  Beziehungen  und  Oruppirungen  sind  gerade» 
so  Bilder  der  Vorgänge,  wie  die  geometnyclien  Vorstellungen  der 
MeciiauLk.  ii^rstere  sind  nur  nüchterner,  füi-  die  quantitative  Dar- 
stellnng  besser,  aber  dafür  weniger  geeignet,  wesentlich  neue  Per- 
spectiven zn  zeigen;  sie  sind  sohlechte  heoristisdia  Wegweiser;  ebenso 
erweisen  rieh  alle  VorstoUungen  der  aJlgemeinen  Phftnomenologie 
als  Bilder  der  Eiseheinnngett.  Es  wird  di&er  wohl  der  beste  Erfolg 
eraielt  werden,  wenn  man  stets  alle  Ahbildungsmittel  je  nach  Be* 
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dürfnis  verwendet,  aber  nicbl  versäumt^  die  Bilder  auf  jedem  Schritte 
an  neuen  Erfahrungen  zu  prüfen. 

Dann  wiid  mau  auch  nicht,  wie  es  den  Atomistikern  vorge- 
worfen ward«,  daroh  die  Bilder  geblendet,  Tfcitetclien  tbeEsehen. 
Hienen  führt  jede,  wie  immer  geartete,  Theorie,  wem  «e  sn  eiiir 
seitig  befarieben  wird.  JBb  war  daran  weniger  eine  efiecifiaclie  DigM 
tUmlichkeit  der  Atomistik,  als  vielmehr  der  Umstand  scbold,  daft 
man  noch  zu  wenig  gewarnt  war,  den  Bildern  tn  trauen.  Der 
Mathematiker  darf  ehfnsowpnig  Beine  Formeln  mit  der  Wahrheit 
Terwechseln,  sonst  wird  er  in  gleicher  Weise  geblendet.  Dies  «^if^ht 
man  an  den  Phänomenologeu,  wenn  sie  die  vielen  vom  Standpunkte 
der  speciellen  Thermodynamik  allein  verständlichen  ThatssK;hen  nicht 
bemerken,  an  den  Qegnem  der  Atomistik,  wenn  sie  alles  dafür 
Sprechende  ignoriren,  ja  selbst  an  Kirehhoff,  wenn  er,  seinen 
hydre^namisehen  Gleichimgen  trauend,  dieUngleioliheEt  desDmefca  an 
yerschiedenen  Stellen  eines  wärmeleitenden  Gases  fttr  imm5glich  bllt. 

Die  mathematische  PhSnomenologie  kehrte  naturgemäfs  zu  der 
dem  Anscheine  entsprechenden  Vorstellung  der  ContinuitÄt  der  Materie 
zurttck.  Dem  gegenüber  machte  ich  darauf  aufmerksam,  dais  die 
Ditferentialgleichungen,  welche  sie  benützt,  laut  Definition  blofse 
(4renz<iberg6nge  darstellen,  welche  ohne  die  Voranstellung  des  Ge- 
dankens einer  sehr  grofseu  Zahl  von  Einzelwesen  einfach  sinnlos 
sind.  Nur  bei  gedankenlosem  Gebranebe  matbematisdier  Symbole 
kaan  man  glauben,  Diffsrentialgleudrangen  vcm  atomistisdhen  Vor- 
stellnngen  trennen  su  kOnnen*  Wird  man  sich  ToUkoinmen  darüber 
klar,  da&  die  Phanoraenologen  Tsrsteekt  im  Gewände  der  Differential- 
gleichungen ebenfalls  von  at^nnarttgen  Einzelwesen  ausgehen,  die 
allerdings  für  jede  Ei'scheinungsgruppe  anders,  bald  mit  diesen, 
bald  mit  jenen  Eigenschaften  in  romplif-irtp^ter  Weise  begabt  dnnken 
müssen,  so  vvinl  sich  bald  wieder  das  Bedürfnis  nach  einer  verem- 
fachten  emlieitiichen  Atomistik  einstellen. 

Die  Eoergetiker  und  Pbftnomenologen  hatten  aus  der  geriugen 
gegenwartigen  Fmchtbarkeit  auf  den  Niedergang  der  Moleeolar^ 
äieorie  geseUossen.  WUuend  diese  nadi  der  Meinung  einiger  Aber* 
hai^it  nor  gesokadet  hat,  so  ^ben  doch  andere  sn,  dafs  sie  frllhw 
Ton  Nutzen  war,  dafls  nahem  alle  Gleichungen,  welche  den  mathe- 
matischen Fhänomenologen  jetzt  der  Inbegritf  der  Physik  sind,  auf 
moleculartheoretischem  Wege  gewonnen  ^nirflpn;  aber  lf>f7tpro  be- 
haupteten, dafs  sie  jetzt,  vio  man  diese  Gleichungen  bereits  hat, 
überflüssig  geworden  sei.  Alle  schworen  ihr  Vernichtung.  Sie 
wiesen  auf  das  historische  Princip  hin,  dafs  oft  die  am  meisten 
hochgehaltenen  Ansiehtsn  in  knrser  Zeit  dimih  T5llig  versebiedene 
fevdiingt  werden,  ja  wie  der  heilige  Bemigiiis  die  Heiden,  so 
mahntsn  sie  die  theoretisofaen  Physiker,  sn  -verbrennen,  was  man 
soeben  nooh  angebetet  hmtte. 
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AlUin  historbohe  Prineipe  sind  mitunter  sweudmeidig.  Oewib 
zeigt  die  Gesehiehte  oft  onvorliergesehene  ümwftlsiiiigeii;  gewifs  ist 

es  nflWdi,  die  Möglichkeit  im  Auge  zu  behalten,  da&  das,  was 
uns  jetst  das  Sicherste  zu  sein  scheint,  einmal  durch  etwas  völlig 

anderes  verdrangt  werden  kann;  aber  ebenso  auch  die  M(")glichkeit, 
dafs  gewisse  Errungenschaften  doch  für  alle  Zeiten  in  der  ^Vi'?'?pr1- 
Schaft  bleiben  werden,  wenn  auch  in  ergänzter  und  verüu  !•  i  tri- 
Form.  Ja,  nach  dem  genannten  historischen  Princip  düiften  die 
Euergetiker  und  Phänomenologen  gar  nicht  dehuitiv  siegen  i  denn 
dann  wUrde  daians  sofort  wieder  ihr  haldiger  Stnrs  folgen. 


Nach  Clausius'  Vorgang  haben  die  Anhänger  der  speciellen 
Thermodynamik  nie  den  hohen  Wert  der  allgemeinen  geleugnet;  die 
Erfolge  der  letzteren  beweisen  daher  nicht  das  mindeste  gegen  die 
erstore.  Es  kann  sich  nur  fragerj.  ob  es  neben  diesen  EHol^^en  auch 
soieiie  giebt,  welcbe  nur  die  Atdituiiik  zu  eireichen  vermochte,  und 
an  solchen  hat  diu  Atomistik  auch  noch  lauge  nach  ihrer  alten 
Glanzseit  viele  bemerkenswerte  an&aweisen.  Ans  rein  molecnlar- 
^eoretisdien  Prindpien  hat  van  der  Waals  eine  Fonnel  abgeleiteti 
welche  das  Verhalten  der  ilfitsigkeiten,  der  Oase  und  Dämpfe  und 
der  verschiedttun  Obergangsformen  dieser  Aggregatznstftnde  zwar 
nicht  vollkoounen  genau,  aber  mit  bewunderungswfirdiger  Annähe- 
rung wiedergieht  und  zu  vielen  neuen  Resultaten,  z.  B.  der  Theorie 
der  entsprechenden  Zustände,  geführt  hat.  Mol^^rulartheoretische 
Überlegungen  zeigten  gerade  in  neuester  Zeit  den  Weg  zu  Verbesse- 
rungen dieser  Fonnel,  und  es  ist  die  Hoffnung  nicht  ausgesciilossen, 
zunächst  das  V^erhalt«u  der  chemisch  einfachsten  Substanzen,  nament- 
lich Argon,  Helium  etc.,  Tollkommen  genau  daratellen  zu  kOnnen, 
so  dafs  also  gerade  die  Atomistik  sich  dem  Ideale  der  Phlnomemo- 
logen,  einer  alle  Kdrpenustlnde  um&SMnden  mathematischen  Fonnel, 
am  meisten  genähert  hat.  Daran  schloCi  sich  eine  kinetische  Theorie 
der  tropfbaren  Flflssigkeiten. 

Die  Atomistik  hat  femer,  wie  sie  früher  Licht  auf  das  Avo- 
padro  scho  (lOset/, ,  die  Natur  dos  Ozons  etc.  gewnrfm  iiatte,  in 
neuerer  Zeit  wieder  viel  zur  V ersinnlich ung  und  Ausarbeitung  der 
Gibbb  sehen  Dis.sociationstheorie  beigetragen,  welche  dieser  zwar  auf 
einem  anderen,  aber  doch  auf  einem  allgemeine  moleculartheoretische 
GmndyoratellungeQ  Toraussetsenden  Wege  gefünden  hatte.  8ie  hat 
die  hydrodynamischen  Gleichungen  nicht  nur  neu  begründet,  sondern 
auch  geseigt,  wo  dieselben,  sowie  die  Gleichungen  fOr  die  Wftnne- 
leitung  noch  der  Correction  bedürfen.  Wenn  auch  die  Ph&nomeno- 
logie  es  sicher  ebenfalls  ffir  wünschenswert  hält,  stets  neue  Versuche 
anzustellen,  um  etwa  notwendige  Correetionen  ihrer  Gleichungen  zu 
huden,  so  leistet  die  Atomistik  hier  doch  viel  mehr,  indem  sie  auf 
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bestimmte  Yetsitdie  hinsaweiBen  gestattet,  welche  am  erstm  sur 
wirUichen  Anffindimg  solclier  Correctionen  Aiusieht  bieten. 

Audi  die  speeifisch  moleetilartheoretiaebe  Lehre  vom  VerhAli- 
lüsse  der  beiden  Wärmecapacitäten  der  Gase  spielt  gerade  heute 
wieder  eine  wichtige  Bolle.  Gl  aus  ins  hatte  dieses  Verliältuis  für 
die  einfachsten  Gase,  deren  Molecnle  sieh  wie  elastische  Kiigelu  rer- 
balton,  /u  1%  berechnet,  »^in  Wert,  der  für  kein----  der  damals  be- 
kannten Gajie  zutraf,  woi^aus  er  schlofs,  daf-  ^  ^  sn  <  infach  gebaute 
Gase  nicht  giebt.  Maxwell  fand  für  dieses  \  errialtnis  im  Falle, 
dafs  sich  die  Molecüle  beim  Stolise  wie  nicht  kugelige  elastische 
Körper  verhalten,  den  Wert  ly,.  Da  aber  dasselbe  fOr  die  be- 
kanntesten Gase  den  Wert  1,4  hat,  so  verwarf  Maxwell  seine 
Theorie  ebenftUs.  Er  hatte  aber  den  Fall  übersehen,  dafs  die  Mole- 
cüle um  eine  Axe  symmetrisch  sind;  dann  fordert  die  Theorie  fllr 
das  in  Hede  stehende  Verhältnis  genau  auch  den  Wert  1,4. 

Der  alte  Clausius'sche  Wert  l'/>  vvar  schon  von  Kundt  und 
Warburg  für  Quecksilberdampf  getunden  worden,  aber  wegen  der 
Schwierigkeit  dieses  Versuches  war  er  nie  wiederholt  worden  und 
fast  in  Vergessenheit  geraten.  Da  kehrte  derselbe  Wert  1%  für 
das  VerhftltDis  der  WSnnecapaeitSten  bei  allen  von  Lord  Bajleigh 
und  Barns  ay  entdeckten  neuen  Gasen  wieder,  und  anch  alle  an- 
deren  ümstHnde  deuteten,  wie  dies  schon  beim  QneeksUberdampfe 
der  Fall  gewesen  war,  auf  den  von  der  Theorie  geforderten  be- 
sondeis  einfachen  Bau  ihrer  Molecüle  hin.  Welchen  Einflufs  hätte 
es  auf  die  Ooschichto  der  Oastheorie  gehabt,  wenn  Maxwell  nicht 
in  dieses  kleine  Versehen  vnfallfn  '.v'rirc,  ofb-r  wenn  die  n(*uen 
Gase  schon  zur  Zeit  der  erslen  Kechuung  l  lüusiuä'  bekannt  ge- 
wesen wären?  Man  hätte  dann  gleich  anfangs  alle  von  der  Theorie 
geforderten  Werte  für  das  Verhältnis  der  Wärmecapacitäten  bei  den 
einfachsten  Gasen  wiedergefunden. 

Ich  erwähne  endlich  noch  der  Beidehungen,  welche  die  Mole^ 
culartheorie  zwischen  dem  Eniropiesatze  und  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung lehrt,  über  deren  reale  Bedeutung  sidi  ja  streiten  läfst, 
von  denen  aber  wohl  kein  Unbefangener  leugnen  wird,  dafs  sie 
unseren  Idecnkreis  '/u  erweitern  und  Finnrpr/eige  zu  neuen  Gedanken- 
combinationen  und  sogar  Versuchen  zu  gelten  imstande  sind. 

Alle  diese  Leistungen  und  zahlreiche  frühere  Errungenschaften 
der  Atoniltihro  können  durch  die  Phänomenologie  oder  Energetik 
absolut  nicht  gewonnen  werden,  und  ich  behaupte,  dals  eine  Theorie, 
welche  Selbstindiges,  in  anderer  Weise  nicht  G^winnbares  leistet,  Skr 
weldie  obendrein  so  viele  andere  physikalische,  chemische  tmd  kry- 
stallographische  Thatsachen  sprechen,  nicht  zu  bekimpfen,  sondern 
fortsupflegen  ist.  Der  Vorstellung  über  die  Natur  der  Molecüle  aber 
wird  man  den  weitesten  Sjnelraum  lassen  müssen.  So  wird  man  die 
Theorie  des  Verhältnisses  der  Wärmecapacitäten  nicht  aufgeben,  weil 
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flie  noch  nicht  allgemein  aawetidbar  igt;  denn  die  Moleeftle  verhalten 
sich  nur  bei  den  einfachsten  Qaaen  und  auch  bei  diesen  nksht  bei 

höchsten  Temperaturen  und  nur  hinsichtlich  ihrer  Zusammenstöfso 
wie  elastische  Körper;  über  iliro  nührrp.  g-f^ynTs  rnonn  compUcirto 
Beschaffenheit  aber  hat  man  noch  keine  ALÜialLi5i)uiikto;  mau  wird 
vielmehr  solche  zu  gewinnen  suchen,  ^^cben  der  Atomistik  kann 
die  ebenfalls  unentbehrliche,  von  jeder  Hypothese  losgelöste  Prä- 
dflimng  und  DiMittaon  der  Gtoichnngm  einhergehen,  obao  daft 
Iditore  ihrai  BUilbematiaehfln  Apparat,  eonftero  flae  matarieUen  Funkte 
zum  Dogma  «rhebt.  

Bis  heute  aber  herrscht  noch  der  lebhafteste  Kampf  dar 
Meinnngen;  jeder  hSlt  seine  filr  die  echte,  und  er  möge  es,  wenn 
es  in  der  Absirbt  geschieht,  ihre  Kraft  den  anderen  gegenüber  zu 
erproben.  Der  rapide  Fortaehritt  hat  die  Erwartungen  auf  das 
höchste  gespannt,  was  wird  das  Ende  sein? 

Wird  die  alte  Mechanik  mit  den  alten  Kräften,  wenn  auch  der 
Metaphysik  enüdndet,  in  ihren  Gmudzügen  bestehen  bk&ben  oder 
einst  nur  melnr  in  der  Oeachicfate  fortleben,  Ton  Herta' 8  verborgenen 
Massen  oder  von  gans  andern  Vorst^nngen  Terdiiogt?  Wird  von 
der  heuügeii  Molecnlartheorie  trotz  aller  Ergänzungen  und  Modifi- 
cationen  dodk  daa  Wesentliche  übrig  bleiben,  wird  einmal  eine  von 
der  jetzigen  total  verscliiedone  Atomistik  herrschen  oder  sich  gar 
entjjepen  meiner  Bewr-istiiliniiifr  flio  Vorf5f enniin"  d^s  rfinen  Con- 
tinuiuns  als  das  beste  bild  erweisen?  Wird  <lie  mechanische  Natur- 
anschauung einmal  die  Hauptschlacht  der  Entdeckung  eines  ein- 
fachen mechanischen  Bildes  für  den  lichtäthcr  gewinnen,  werden 
wenigatena  meehaniacbe  Modelle  imner  bestehen,  werden  eich  neue, 
Bichtmechaaiache  ab  bener  erweiien,  werden  die  beiden  Energie- 
factoren einmal  alles  beherrseben,  oder  wird  man  sich  scblieÜBlidh 
begnflgen,  jedes  Agens  als  die  Summe  von  allerhand  Erscheinungen 
zu  beschreiben,  oder  wird  gar  die  Theorie  zur  hlofsen  Formelsamm- 
lung und  daran  sich  knüpfenden  Discussion  der  Gleichungen  werden? 

Wird  überhaupt  je  eüuual  die  rbprzeuirung  entstehen,  dafs  ge- 
wisse Bilder  nicht  mehr  von  einfacheren,  unitassendcren  verdrängt 
wezden  können,  dal's  sie  „wahr"  sind,  oder  machen  wir  uns  vielleicht 
die  beste  Vorstellung  von  der  Zukunft,  wenn  wir  uns  das  vorstellen, 
wovon  wir  gar  keine  YoarsteUimg  haben? 

In  der  That  interessante  Fngenl  Man  bedauert  fast,  stsrben 
zu  müssen  lange  vor  ihrer  Entscheidung.  0  nabcscheidener  Sterb* 
lieber!  Dein  Loos  ist  die  Freude  am  Anblicke  des  wogenden 
Kampfes  I 

f^rigens  möge  man  lieber  das  Naheliegende  bearbeiten,  als 
sieb  um  so  Fernes  den  Kopf  zer^«r*^cben.  Hat  doch  das  Jahrhundert 
genug  geleistet!   Eine  unerwartete  Fülle  positiver  Thatsachen  und 
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«ine  ktetliolie  Sichtung  vmA  Ifioteomng  der  Forsokiuigsmeihodeii  Y«r^ 
maehi  ee  dem  kommendea.  Ein  spartanischer  Kriegerchor  rief  den 
Jtlligllngen  zu:  Werdet  noch  tl^erer  als  wirl  Wenn  wir,  einer 
alten  Oepflogi nln  it  folgend,  das  neue  JahrlinTidert  mit  einem  Segens- 
wünsche begriilsen  wollen,  so  können  wir  ihm  fürwahr,  an  Stolz 
jenen  Spartanern  gleich,  wimschen^  es  möge  noch  grölser  und  be- 
deutungsvoller werden,  als  das  scheidende! 


Wirkias  to  am«  pMiifitiiQli«ii  P^lftiigeonhiiiiig  lir  Lebi^ 
«utMi&üdAtm  «sf  UniTmittfsurtirridit 

Bericht,  erstattet  von  H.  Weber  in  Strafaburg  i./E. 

Seit  einem  Jahi/f  Imi  oder  pfwas  langer  hat  unser  gesamtes 
höheres  ünteniehtswesen  eine  Krisis  durchzumaciien,  die  ihren  An- 
fang bei  dem  Mittelschulunterricht  genommen  hat,  mehr  und  mehr 
aber  auch  den  Hochschulunterricht  ergreift  ' 

I)i«B6  Bewegung  hat  ihren  Ghrud  in  dan  gesteigerten  AnüDrderangea 
des  Lebens  einerseits  und  in  dem  wachsenden  ümfiuBg  und  der  Ibrt* 
schreitenden  Yersweignng  der  einxelnen  Wissenschaften,  dem  das 
stets  gleiche  Malli  von  Zeit  und  Leiatnngsfthigkeit  des  einielnen 
gegenübersteht. 

W^ir  alle,  die  wir  mit  dem  .Tnn;f'ndnntemcht  zu  thun  haben, 
sind  ge/wnncfon,  zn  dieser  Bewegung  unsf  ]>'  Stellung  zu  nehmen, 
und  haben  einerseits  darüber  zu  wachen,  dai.s  nichts  von  dem,  wa,s 
sich  in  langer  Culturarbeit  als  gut  und  brauchbar  bewährt  hat, 
leichtbinuig  geopfert  wei^e,  andererseits  aber  auch  nicht  durch  starres 
FesÜMlten  an  den  alten  ftberHeferten  Formen  nlltsliohen  und  not- 
wendigen Fortschritten  einen  Tergeblicihen  Widerstand  entgegen- 
msetaen,  damit  sieh  nicht  etwa  die  Umgestaltung  ohne  uns  nnd 
Uber  nnsore  KOple  hinweg  vollziehe,  und  mit  dem  Vwalteten  und 
ünzf^itc^ornäfsen  auch  GutM  nnd  Edles  über  Bord  geworfen  werde. 
Tch  schicke  diese  Bemerkungen  voran«?,  weil  auch  die  npi>e  Prtlfiings- 
ordnung,  die  nns  hier  beschüfti c't .  t'in  Glied  in  der  Kette  dieser 
Reformbestrebungen  ist  und  auiser  dem  Zusammenhang  mit  diesen 
nicht  richtig  gewürdigt  werden  wird. 

Aber  noch  etwas  anderes  mulis  ich  erw&hnen,  was  mir  fGür  die 
Beurteilung  der  Frage  des  höheren  Unterrichts  Ton  gröfster  Be- 
deatnng  an  sein  sehMni. 

Der  Unterrieht  überhaupt  hat  snnftehst  die  Aufgabe,  dem 
Jüngling  eine  gewisse  Summe  von  Kenntnissen  und  Fertigkeiten, 
die  für  das  Leben  und  den  künftigen  Beruf  und  das  Benifsstndiam 
unerlüfslich  sind,  ins  L<d)en  mitzugeben.  Er  soll  ihn  aber  dani^f  i- 
hinaus  noch  zu  dem  machen,  was  man  einen  gebildeten  Menschen 
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nennt,  d.  h.  er  soll  ihn  auf  einen  Standpunkt  heben,  von  dem  aus 
er  sich  eine  richtige  Weltanschauung  bilden,  von  dem  aus  er  teil- 
nehmen kann  an  den  Gütern  unserer  geistigen  Ciiltur. 

Über  diese  beiden  Punkt«  besteht  wenig  Meinungsverschieden- 
heit. Der  Stoff  ist  hier  durch  die  jeweiligen  Anforderungen  des 
Lebens  und  6mh.  die  Lebens-  nnd  QeeellecliaftsaphKre,  in  der  der 
betrelbnde  lebt,  ziemlich  fest  nmgrenzt 

Um  80  mehr  aber  gehen  die  Keinuiigen  auseinander  fiber  einen 
dritten  Zielpunkt  des  Unterrichts,  der  vielleicht  der  allerwichtigste 
ist,  die  Schulung  des  Geistes,  die,  wie  die  körperliche  Übung 
des  Künstlers,  filr  ic<?p  höhere  geistige  ThUtigkeit  die  notwendige 
Voranssi^t^iini]'  ist.  Hur  muis  das  Arbeiten  gelernt  werden,  durch 
das  die  bchwiengkeiten  der  Aufgaben  des  Lebens  überwunden  werden. 

Es  liegt  in  der  Natur  dieser  geistigen  Gymnastik,  dais  ihr 
Stoff  nicht  zu  leicht  sein  darf.  Es  ist  sogar  notwendig,  daft  er 
abseits  liegt  von  dem  natOrUdien  nnd  naiven  Gedankenkreis,  damit 
er  Erftfte  weckt  nnd  fibt,  die  in  dem  nnenogenen  ICenschen  nicht 
zur  Entfaltung  kommen,  und  unter  allen  Unterrichtsfächern  ist 
keines,  was  dazu  vorzüglicher  geeignet  wSre,  als  die  alten  Sprachen 
und  die  Mathematik. 

Diese  geistige  Schulung  ist  es,  die  das  wnhre  Wesen  des  höher 
(gebildeten  ausmacht,  und  die  ihn  zu  Leistungen  befähigt,  die  über 
das  Durclischnittsmafs  hinausgehen.  Sie  darf  während  der  ganzen 
Dauer  des  Unterrichts  nicht  aus  dem  Auge  verloren  werden  und 
muft  auch  noch  den  Hochsohuluntenicht  hehensohen. 

Der  Erfolg  dieser  Bestrebungen  labt  sich  freilieh  nicht  zahlen- 
mft&ig  belegen  oder  etwa  in  einem  Examen  nachweisen,  und  die 
Frage  aer  allzu  praktisch  Gesinnten,  was  diese  Dinge  im  künftigen 
Leben  nützen,  läl'st  sich  nicht  durch  Hinweis  auf  diese  oder  jene 
Kenntnis  beantworten. 

Der  eigentliche  Gegenstand  des  Streites  ist  aber  die  richtige 
Abmes.snng  zwischen  diesem  pädagogischen  Teil  des  Unterricht«  und 
den  eigentlichen  Fachstudien.  Lr  wird  versehäift  durch  das  steigende 
Mafs  Ton  Anforderungen,  die  die  Faehstudlen  yermöge  ihrer  eigenen 
EntwicUung  stellen. 

Dieselben  Gegensfttte,  wie  wir  sie  bei  den  technischen  Studien 
finden,  kOnnen  wir  auch  in  anderen  Fächern,  z.  ß.  in  der  Medicin 
beobachten,  wo  die  naturwissenschaftlichen  Fächer  eine  ähnliche 
Stellung  einnehmen,  wie  dort  die  Mathematik.  Und  auch  in  der 
Mittelschule,  wo  die  eigentlichen  üerufsstudien  noch  nicht  in  Betracht 
kommen,  ist  das  Verhältnis  doch  nicht  viel  anders. 

Hier  ist  es  dann  für  den  Ei*folg  eine  wesentliche  Voraus- 
setzung, dafs  die  Erziehung  Literesse  für  diese  dem  Schüler  von 
Haus  aus  fremdartigen  Materien  su  wecken  weib,  dafs  das  Lernen 
nldit  zur  Qual,  sondern  sur  Freude  und  Lust  wird. 


Digitized  by  Google 

■ — ^  -  ■ 


Wnkmag  der  umea  praoTs.  PrfiftuigMidikvng  für  Lehmmftoandidnltti.  97 


Zwar  fehlt  es  der  reineo  MathMAtik  «ich  beroitB  raf  dar 

Stufe  des  Mittelscbuliinternchtes  keioesw^gs  an  dem  Reiz,  der  in 
der  Eeinheit  der  Methoden  und  in  dorn  Oedaiikeuinhalt,  dem  phllo- 
sopbischen  Gebalt  der  mathrmatis''hrn  Uppritfo  liegt.  Ihese  wirken 
ahm  nur  auf  die  besonders  iueJür  beanlag^t^'U  Schüler,  und  auch 
diese  dürfen  den  weit  fafslieheren  und  anschaulicheren  Beziehungen 
der  Mathematik  zum  Leben,  zu  den  Anwendungen  auf  Technik  und 
Mf  aniw«  Wiflmnwhaftwi  auH  tead  hlciben,  die  eine  lebendige 
AnihMiing  mit  dem  ahe^neHmt  Deaken  vettiaäBn^  die  daa  Auge 
aohftrfon  und  die  Hand  geaohickt  inaohe&  und  neben  dem  Wiaeen 
aaah  'ein  Können  heranbilden. 

Es  kommt  aber  noch  eines  hinzu.  Zu  Jedem  Fachstudium  mufs 
der  Studirende  eine  gewisse  Summe  von  Vorkenntnissen  und  Fertig- 
keiten mitbringen,  die  ihm  die  Schule»  übermitteln  muis.  So  müssen 
wir  Mathematiker  voraussetzen,  dafs  unsere  Studenten  die  euklidische 
Geometrie  kennen,  daüs  sie  eine  ^uadi'ati^iühe  Gleicbujig  iui>eu  können, 
dall  flie  die  logaritbmitdnn  wid  trigonometriacfaea  Tmihlii  handhaben 
kflaaen.  Für  das  joristlBdie,  theologiache^  histozisofae  and  Yolknds 
das  phüologiBehe  Stodinm  maSt  eine  genOgeade  Kienntaiis  d«r  alten 
Sparadien  ToransgesetKt  werden,  u.  s.  f. 

So  werden  aaeh  die  teohniachen  Barofo  ihr  Recht  verlangen, 
und  da  auch  diesp  mehr  und  mehr  eine  vollstliudige,  allgemein 
mensrhliehc  Ausbildung  voraussetaen,  so  erwachsen  auch  hieraus  den 
mtlebicbuleu  neue  Aufgaben. 

Diese  Vermehrung  des  Matcriab»  hat  bereits  zur  Abzweigung 
der  Bealscholen  von  den  humanistischen  Gjmnasien  geführt  Soll 
dieae  T«huig  noch  weiter  gehen?  Ich  glaabe  nicht,  dals  es 
wQttSofaeBswert  wftre.  Im  aUg«nein«n  soU  nneeie  Bildsng  eine 
einheiiliehe  blMben,  nnd  «s  ist  nicht  gat,  dals  der  Knabe  allzufrüh, 
ehe  sich  seine  besondere  Begabung  nnd  Neigung  entwickelt  hat, 
vor  eine  defiaitiTe  fintsoheidnng  Uber  acsaan  hflnftigen  fiemf  ge- 
stellt wird. 

Die  Schule,  wie  sie  besteht,  sei  sie  nun  Gynmaäium  oder 
Eeals<4iule,  mufs  daher  einen  gewissen  Reichtum  des  Stoffes  geben, 
in  dem  jeder  da^  iSeine  ündet.  Die  ächwieirigkeit  aber,  den  wachsenden 
Slaff  in  bewütigen,  kann  die  Scfanla  nar  dadnnh  ftbcnriadan,  dals 
sie  nach  HöglidÜBeit  der  ündividnalillt  des  einaelnea  Baobanng 
liift,  dalk  sin  ninhi  yan  einans  allae  wlai^  sondern  billige  Bück- 
siaht  walten  la&t,  wie  es  ja  jetzt  sehen  diu-eli  das  Princip  der  so- 
genannten  Compensatianen  gMohieht  und  vielleicht  in  noch  aus- 
ged^dint^rem  Mafse  geschehen  Vönnt-e.  Dann  kann  auch  Raum 
geschatieu  werden  für  die  AnwcuLluuijen  der  Mathematik  and  für 
die  ihrer  Natur  nach  einen  gröfäeren  ^f^eitautwand  beanSjpruchendMi 
Übungen  in  den  Fertigkeiten. 

Um  für  die  hierzu  notwendige  HexnahUdaag  der  ZiSbrar  8oiga 
Jalmäbnl^  d.  IMntMlun  llalheB.-T«i«lBJfaBC.  Vm,  t  7 
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zu  ingeiii  hat  die  neue  Prüfungsordnung  die  Bestimmong  eingefllhrt, 

die  von  der  angewandten  Mathematik  handelt. 

Wio  ahor  haben  sieh  die  ITnivcrsitiLten,  donen  die  wi55senscliaft- 
liche  Ausbildung  der  Lehrer  obliegt,  zu  dio'^pr  neuen  l*rüfungs- 
ordnung  zu  stellen?  Erwachsen  ilmen  daraus  neue  Autjgahen,  und 
wie  lassen  sich  diese  bewältigen? 

Die  Prüfungsordnung  i^l  zwar  zuuüchst  für  l'reul'sen  erlassen, 
und  es  sind  also  in  erster  Linie  die  preuihisclten  üniTersititeB,  die 
bei  dieser  Frage  interessirt  sind.  Aber  aiieb  unsere  BeiehsUUidische 
Regierung  hat  die  neue  Ordnung  im  wesentliehen  angenommen,  nnd 
wir  in  Sirabburg  sind  also  in  derselben  Lage.  Die  süddentsdien 
Begierungen  verhalten  sich  zwar  zum  Teil  noch  ablehnend  gegen 
die  neuen  Bestimmungen.  Indessen  handelt  es  sieh  hier  doch  um 
Fragen  von  allgemeiner  Natur,  die  ja  auch  von  oinem  höheren 
Standpunkt  als  von  dem  des  Reglements  von  Interesse  smd,  und  ich 
glaube  daher,  dals  wir  alle,  auch  die  unter  uns,  die  diese  specielle 
Frage  nicht  angeht,  es  unserem  Vorstand  Dank  wissen  werden,  dal's 
er  den  Gegenstond  auf  die  Tagesordnung  gesetst  hat  und  uns  Ge- 
legenheit giebt,  die  Ansichten  der  Herren  so.  hören,  die  dem  Schul' 
nntezrieht  noch  näher  stehen. 

Ein  Examen  ist  immer  ein  Übel,  wenn  auch  ein  notwendiges. 
Für  den  Durchschnitt  ist  die  Bttcksicht  auf  den  Erfolg  im  künftigen 
Beruf  und  auf  das  drohende  Examen  der  stärkste  Antrieb  zum  Arbeiten, 
lind  OS  ist  das  Examen  ja  auch  selilierslich  in  vielen  Fällen  das 
einzige  Mittel,  um  die  Spreu  vom  Weizen  zu  sondern.  Kin  weit 
edlerer  und  auch  wirksamerer  Sporn  ist  aber  die  Liebe  zur  Wissen- 
schaft, die  Freude  au  der  erworbeueu  Erkeuutnis,  bei  der  es  dann 
freilich  nnTermeidlich  ist,  dab  da  und  dort  Lflcken  bleiben,  die, 
wenn  es  das  Unglück  will,  im  Examen  YerhängnisroU  werden 
kOnnen.  Ein  idealer  Zustand  wSre  der,  dafo  gewissenhafte  Lehrer 
nadi  jahrelangem  persönlichen  Verkehr  mit  den  Sditdem  llber  deren 
Brauchbarkeit  und  R«ife  entschieden. 

Teh  glaube,  darin  auf  die  Beistimmung  der  Herren  von  den 
Gymnasien  rechnen  zu.  dürfen,  dafs  das  Abiturieutr nfxamen  in  den 
meisten  Füllen  eine  unnötige  Formalität  ist;  wenigstens  wird  das 
Urteil  des  erfahrenen  Lehrers  über  die  Reife  des  Abiturienten  eines 
Examens  mit  seinem  oft  zufälligen  Verlauf  nicht  mehr  bedüifen. 

Wir  Ton  der  UniTersitftt  sind  dasn  weit  weniger  in  der  Lage, 
weil  wir  yermfige  der  Freizügigkeit  der  Stadirenden  und  der 
Stndienfireiheit  an  den  üniversitlüen  mit  vielen  unserer  ZnhÖrer 
kaum  in  ein  persönliches  Verhältnis  kommen  und  uns  von  den 
Leistungen  des  einzelnen  nicht  so  leicht  ein  Bild  machen  können. 
Freilich  bei  vielen,  und  darunter  sind  gerade  die  tüchtigsten, 
die  einen  engeren  Anschlufs  au  den  Docenten  suchen,  die  «irh 
an  den  Übungen  der  Seminare  von  Anfang  au  beteiligen,  werden 
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aucli  wir  in  der  Begel  nicht  über  den  Ausfall  des  ETftmens  im 
Zweifel  sein. 

Nach  nlledem  halte  ich  es  für  einen  grofsen  Vorsiig,  wenn  die 

Prüfangsbestimmimgen  von  der  Art  sind,  dafs  sie  dem  freien  wissen- 
schaftlichen Strehpn  fies  Studireuden  und  den  persoulichon  Be- 
ziehungen des  Examinanden  zum  Examinator  einen  möglichst  breiten 
Raum  lassen.  Aus  diesen  Gründen  ist  es  auch  das  beste,  wenn  die 
Prüfung,  wenigstens  im  Hauptfach,  in  der  Hand  der  Lehier  selbst 
liegt,  wodurch  das  persönliche,  wenn  ich  so  sagen  soll  väterliche 
YerhSltais  swischen  Schiller  und  Lehrer  wesentlich  gefördert  wird. 

Lassen  Sie  mich  in  Besng  hieraof  noch  einen  Punkt  erwähnen. 
Es  sind  das  die  schriftlichen  Arbeiten.  Eine  solche  Arbeit  eifordert 
einen  Zeitanfwand  von  mehreren  Monaten,  und  es  ist  die  Natur» 
wenigstens  der  mathematischen  Arbeit,  dafs  sie  eigentlich  keine 
andere  Besch äftignriL''  npben  si(-h  duldet.  Sie  nimmt  also  einen  er- 
lieblichen  Teil  der  zur  Vertü^nuiL,'  stplipndon  Stnflienzpit  in  Anspruch. 
Das  iät  aber  nui*  dann  zu  rechtfertigen,  wenn  die  Arbeit  einen  Teil 
des  Studiums  selbst  ausmacht,  und  das  soll  die  Oberlehrer- Arbeit 
unbedingt,  ähnlich  wie  die  Doctordissertation.  Sie  soll  einen  ge- 
wissen Abschliirs  des  Stndinms  bilden,  in  dem  das  selbstöndige 
Aibeiten  in  der  Wissenschaft  gelernt  wird,  und  nicht  blob  ein  Be- 
weis der  Kennteisse  ftr  den  Examinator  sein.  Das  erfordert  aber, 
dafe  das  Thema  der  Arbeit  der  Individualität  des  einzelnen  angepafst 
sei,  nnd  gerade  eine  solche  Arbeit  giebt  oft  die  beste  Gelegenheit 
zu  einer  näheren  Beziehung  zwischen  Lehrer  und  Schüler.  Auf 
diese  Wei.se  sind  die  schönen  Oberlehrer -Arbeiten  entstanden,  wie 
sie  z.  B.  zur  Zeit  von  Jacobi  und  noch  später  in  Königsberg  ge- 
macht worden  sind,  die  zum  Teil  der  Ausgangspunkt  wertvoller 
wissenschaftlicher  Untersuchungen  geworden  sind. 

Die  gegenwftrtige  neue  Prflfangsordnung  ist  die  dritte,  nadi 
der  ich  seit  meinem  Eintritt  in  eine  Prttfangscommission  sa  exa- 
miniren  habe,  nnd  es  ist  Tielleicht  von  Interesse,  zwischen  diesen 
eine  kleine  Yergleichung  anzustellen. 

Ich  werde  die  Forderungen  Tcrgleichen,  die  för  ein  erstes 
Zeugnis  in  unserem  Fach  gestellt  werden. 

Da  i'^t  znnlichst  das  preufsische  Kegleineiit  vom  12.  Decemher 
1866,  das  bis  zum  Jahr  1H87  in  Kiaft  war.  Durin  wird  für  ein 
Zeugnis  ersten  Grades  in  der  Mathematik  verlangt: 

„Die  Befähigung,  Mathematik  und  Physik  bis  inclusive 
Prima,  aufserdem  aber  die  philosophische  Propädeutik  in 
Prima  oder  die  beschreibenden  Naturwissenschaften  oder 
Eeligion  oder  Lateinisch  und  Deutsch  oder  eine  der 
neueren  Sprachen  in  mittleren  Klassen  zu  lehren." 

Man  kann  also  sagen:  zwei  Hauptfächer  und  ein  Nebenfach, 
und  zwar  in  einer  wohlabgerundeten  Combination,  wenn  man  be- 

7* 


Digitized  by  Google 


100 


H.  Weber. 


denkt,  daib  die  Anfbrdenmgen  in  den  besofareUMsden  Katurwisaen- 
Schäften  für  mittlere  Klassen  nicht  sehr  hoch  waren,  nad  dafs  viel- 
Ikoh  mehrere  Fficher,  zeitweise  ioger  Matheaetik  und  PhjBtk,  in 
einer  Hand  vereinigt  waren. 

Zur  CharftktoriKinirig  lor  Anforderungen  in  der  Mathematik 
will  ich  deu  Satz,  antuhren*. 

,fFtlr  den  mathematischen  Unterricht  in  den  oberen  Klassen 
eind  nur  dk  Oandidaten  befUiugi  zu  erachten,  wekfae  sich  in  der 
PriUbng  als  aasgebildete  Mathematiker  zeigen  and  in  die  hOhere 
AmlyBis  «nd  analytisohe  Hedhanik  so  iveit  eingedrangsn  sind,  dab 
■e  auf  diesen  Gebieten  eigene  Untersoehungen  mit  Eärfolg  anstellen 
kOnnen." 

Diese  Forderung  hatte  zur  Folge,  dass  ein  gröfseres  Gewicht 
auf  die  schriftlirbo  ArVioit  eflf^irt  wurde,  als  es  jetzt  geschieht,  und 
dafs  mehr  Zeit  daraut  verwandt  wnH*»  Es  ist,  wie  ich  schon  vorhin 
gesagt  habe,  aiit  diese  Weise  manche  treflfliche  Arbeit  entstanden. 
Aber  auf  der  andern  Seite  gab  es  sicher  auch  viele  Fälle,  in  denen 
diese  Forderung  nur  bei  sehr  milder  InterpretaUoa  erfOUt  war,  so 
deijs  die  spKteren  Fassangen,  die  ja  andi  eine  selbstindige  wissen- 
solmllüche  üntemtdiung  nicht  ansschliefsen,  doch  woU  mehr  dem 
wirldidien  Sachvexbalt  entsprachen.  Es  wurden  in  der  Reget  aalser 
der  philosophischen  zwei  fachwissenschafUidie  schriftliche  Arbeiten  ge- 
macht M^r  als  drei  Aufgaben  sollten  nidit  gestellt  werden.  Es  gab 
drei  Zeugni^grade,  die,  wie  auch  noeh  in  der  folgenden  Prüfungs- 
ordnuiig,  schematisch  naoli  der  Anzahl  der  erworbenen  Facultäten 
festgestellt  wurden,  und  ebenso  gal)  es  in  den  einzelnen  Fächern 
drei  Stufen  der  Lehrbefahigung,  für  untere,  mittlere  und  obere 
Uassen.  Es  wurden  sogar  bisweilen  von  det  Oommissien  noch 
Zwischenstufen  gescbaien,  indem  in  sweiföUiaften  Ffilien  die  LcAir- 
beftliiguig  s.  B.  bis  Obersecunda  oder  Unterprima  erteilt  wurde. 

Die  zweite  Prttfangsordnung  ist  nach  Ubigerea  Erwägungen, 
an  <dsnen  anch  die  wissenschaftU^äien  Prttfungscommissionen  beteiligt 
waren,  zustandegekommen.  Die  allgemeine  Tendenz  dieses  neuen 
R^lements  ging  dahin,  den  einzelnen  Wissenschaften  in  ihrem  Ver- 
hältnis zu  den  Prt\funggfBehem  ein  gröfseres  (rewicht  zu  geben,  um 
es  kurz  zu  sagen,  mehr  zu  differenziren,  vielleicht  in  der  Absicht, 
dem  besonderen  Fach  und  dem  Studiengang  dos  Candidaten  mehr 
Becihnung  zu  tragen.  Der  Erfolg  war  aber  gerade  der  entgegen- 
gessM».  Die  Mo^  der  Nebeafteher,  die  der  Csadidat  gleich  bei 
Begim  seiner  Staden  ins  Ange  fasssa  muftte,  um  ein  ▼ollgflltiges 
Zeugnis  zu  erlangen,  erschwei-t«  das  intensive  Studium  des  HaufPt- 
faches  und  hemmte  das  reine  wissensehafUiebe  Streben  dnioh  allznr 
frühe  Rücksicht  auf  das  Examen. 

Di'p  Forderung,  dir  7.  W  in  der  Mathemtitik  für  die  oberste 
Stufe  getitelit  wird,  ist  gegen  die  Toriiia  erwähnte  nicht  onweeeatUcii 
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abgeschwächt.  Es  heifsf  da:  „Für  den  Unterricht  in  den  oberen. 
Kla-^sen  mufs  der  Candidat  mit  den  wif  htijjsten  Lehren  der  höheren 
Geometrie,  der  höheren  Analysis  und  der  analytischen  Mechanik 
soweit  bekannt  sein,  dals  er  eine  nicht  zu  äckwierige  Auigabe  aus 
einem  dieser  CMaiete  selbständig  zu  bearbeiten  imstande  ist." 

Dieeor  sweiien  gegeaHber  halte  ieb  nan  die  gegenwlctif» 
FffifiiaigsoKdBuiig-  für  eine  YerbeMervg,  imoteii  sie  eine  Yerebi- 
fachung  bringt  und  dadurch  dem  freien  StodioBi  mtfar  Bau»  ge- 
wShrt  Die  Bestimmnngen  über  die  Anfaiteangen  in  der  ronen 
Mathematik  sind  wesentlieb  die  gleichen  geblieben.  Aber  zur 
schrif'THohen  Bearbeitnng  w\nJ  nur  norh  pinp  farb-w-issensnhaftliche 
Aufgabe  gestellt,  iind  e^^  tr^nii^tn  zn  fir.em  Zeugnijs  mit  der  ersten 
Note  in  zwei  Fächern  eme  Lehrbeiähigung  für  alle  Kla^aeü  und  in 
einem  für  die  Mittelkiasüeu,  so  dafs  z.  B.  die  drei  Fächer  reine  imd 
angewandte  Mathematik  und  Physik  zu  einem  vollständigen  Zeugnis 
genügen,  sogar  noch  ein  Ueinefl  plus  ergeben  wtteden. 

In  den  einxeUien  Flcfaera  gieht  es  nur  nocii  iwei  Abstategen, 
nicht  drei,  nnd  auch  darin  liegt  wohl  die  HAgliehiEeit  eiaa  ge- 
rechteren  Erteilung  der  Prüfungsnote,  dafs  diese  nicht  mehr  lein 
fomal  durch  die  Anaahl  und  den  Grad  der  Lebrbefähigungen  be- 
stimmt wird,  sondern  nach  dem  Ermessen  der  Conimis.sioa  mit  Bttok- 
sicht  auf  den  <TosamtauHfnn  ävr  Prüfunp  oiteilt  wird. 

Die  einschji»'idendgte  Änderung  ab<  r,  di«^  uns  die  neue  Pn'lfongs- 
oidnung  gebraL-iil  hat,  ist  die  Einführung  der  aagewaudtea 
Mathematik  &\a  ein  besonderes  Prüfimgsfadi.  Damit  sucht  das 
Keglemnt  einer  alten  Fordflaning  praktischer  Fidagogen  entgegen- 
rafeennnony  und  man  hann  der  neuen  Bestinummg  nur  von  Benen 
den  bssten  Brfolg  wünschen.  Davon  würde  die  mnkhemstiMfae 
Kldung  unssror  Jugend  übesfaanpl  dm  gritfrtsn  Nntaen  haben. 
Man  könnte  vidleicht  sogar  noch  weiter  gehen  und  erwägen,  ob 
dieses  Fiich  nicht  als  eine  notwendige  FrL'Hnznni?  des  mathe- 
matischen Examens  überhaupt  von  j^dera  Candidatoii  verlangen 
sei.  Aber  das  dürite  jedenfalls  für  jetzt  daran  scheitern,  dafs  nicht 
jedem  die  Gelegenheit  geboten  ist  und  geboten  werden  kaiiu,  darin 
die  erforderlichen  Studien  zu  machen.  Jedenfalls  aber  entsteht  für 
die  UnivenitSien  die  Frage,  wie  sie  sich  an  dieser  Forderung'  der 
neuen  PrüftingBordnnng'  nt  stellen  hnbsn,  und  welche  Inteangen 
und  ErwBitenmgen  ihres  Lehsplanes  dadurch  notwendig  werden. 
Es  kommt  hierbei  nur  das  Fach  der  angewandten  Mathematik  in 
Fkage,  da  in  den  Anforderungen  in  der  reinen  Mathematik  und 
auch  in  der  Physik  nichts  Neues  hinzugekommen  ist,  was  eine  Er- 
weiterung der  ünterrichtsfücher  nötig  mai  hr  ii  könntp  Trh  rufe 
Ihnen  zunächst  den  Wortlaut  der  betreffenden  Bestimmung  ins  Ge- 
dächtnis i^urück. 

„Von  den  Candidaten,  welche  dia  Lehrbefähigimg  in  der  an- 
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gewandten  Mathmnatik  naehweuen  wollen,  ist  attJker  einer  Lehr- 
beftliiguiig  in  der  reinen  Mathematik  zu  fordern:  Kenntnis  der 
darstellenden  Geometrie  bis  rar  Lehre  von  der  Gentralprojection 

einschliefslich  und  entsprechende  Fertigkeit  iin  Zeichnen;  Bekannt- 
schaft mit  den  mathematischen  Methoden  der  technischen  Mechanik, 
insbesondere  der  graphischen  Statik,  mit  der  niederen  Geodäsie  und 
den  Elementen  der  hnherea  Geodäsie  nebst  Theorie  der  Ausgleichung 
der  Beobachtungistehier.*' 

Ich  bin  der  Ansicht  begegnet,  dass  diesen  Forderungen  die 
Universitäten  in  ihrer  dermaligen  Verfassung  überhaupt  nicht  ge- 
recht werden  kllnnen,  dalls  man  also  dieses  Fach  solchen  Candidaten 
ttheriassen  mflsse,  die  einen  Teil  ihrer  Studien  an  einer  Technisdien 
Hodischule  absolvirt  halten.  Dieser  Standpunkt  wäre  fimlieh  der 
bequemste;  dann  konnte  bei  uns  alles  beim  alten  bleiben,  und  wir 
könnten  das  neue  Fach  sowohl  für  das  Studium  als  fürs  Examen 
anderen  überlassen.  Es  würde  dn?  nV»er,  wie  ich  glaube,  dem  ^nn 
und  der  Absicht  der  neuen  Beatimniunn'  wenig  entsprechen. 

Abgesehen  davon,  dafs  es  zur  Zt  il  wenigstens  durchaus  nur  Aus- 
nahme ist,  dafs,  wer  auf  den  Lehrerbei-uf  zusteuert,  an  einer  Technischen 
Hochschule  studirt,  würde  der  Zweck  verfehlt  werden,  dafs  die 
Beaehung  auf  die  Anwendungen  das  mathematische  Studium  ftber- 
haupt  durchdringen  soU^  dafs  es  sich  hier  nicht  sowohl  um  die 
Heranbildung  einzelner  Fa^ehrer  handelt,  als  um  die  bessere  Aus- 
bildung der  Lehrer  der  Mathematik  überhaupt  nach  einer  Seite  hin, 
die  bisher  vernachlässigt  worden  ist.  Wer  also  der  Tendenz  dieser 
Bestimmung  ül>erhaupt  zustimmt ,  mufs  dahin  streben,  dafs  diese 
FUcher  in  der  einen  oder  andern  Gestalt  einen  Teil  des  üniversitäts- 
studiums  bilden.  Dali>  da.s  gewisse  Schwierigkeiten  hat,  die  teils 
in  der  Natur  der  Sache,  teils  auch  in  äufsereu  Verhältnissen  liegen, 
läfst  sich  freilich  nicht  leugnen.  Das  Ideal  wäre,  wenn  unsere 
üniTcrsitftten  einfach  durch  technische  Faenltftten  erweitert  würden, 
in  denen  gerade  diese  Fftcher  einen  Hauptbestandteil  der  wissen- 
schaftlichen Ausbildung  ausmachen  würden,  und  wo  es  sich  dann 
leicht  einriditcn  liefse,  dafs  auch  die  Lehramtscandidaten  das  für 
sie  Brauchbare  und  Notwendige  ohne  Überlastung  finden  könnten. 
Ähnlich  liegen  die  Dinge  in  den  wenigen  grofsen  Städten,  die  beide 
Anstalten  besitzen.  Auch  hier  könnte  den  Studirenden  der  Mathe- 
matik an  der  Schwesteranätalt  die  notwendige  Ergänzung  des  theo- 
retischen Studiums  geboten  werden. 

Aber  es  würde  dann  auch  eine  Bücksichtnahme  und  ein  Ent- 
gegenkommen von  Seiten  des  PolTtechnieums  yoraussusetsen  sein; 
denn  in  dem  Umfang,  wie  x.  B.  das  geometrische  Zeichnen  als 
Vorbildung  für  den  künftigen  Techniker  nötig  ist,  wird  es  der 
künftige  Lehrer  der  Mathematik  an  einem  Gymnasium  nicht  be- 
treiben können.   Aber  es  würde  wohl  leicht  su  enreicfaen  sein,  für 
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die  iiediutniäöt)  dieser  letzteren  besondere  (Jurse  oder  Teilcurse  eiu' 
zurichteu. 

In  einer  schwierigeren  Lage  sind  aber  die  zahlreichen  Uni' 
▼«nilttteii,  die  diese  Yorzage  nieht  haben.  Wie  sollen  diese  sich 
helfen?  Eine  Sehwierigkeit  liegt  in  dem  Ungewohnten,  sowohl  des 
Gegenstudes  als  des  Untarricfatsbetriebes,  an  den  sieh  die  Siadenten 
nur  schwer  gewöhnen  werden.  Sind  doch  die  Versuche,  die-  wohl 
froher  gemacht  worden  sind,  die  darstellende  Geometrie  an  den  Uni- 
versitäten einzubürgern,  meist  nicht  von  besonderem  Erfolg  gekrönt 
gewesen .  Es  ist  aber  zu  botfen,  dals  das  Fach  als  Exameusfach 
eine  stärkere  AnzK  liuugskraft  haben  wird,  zumal  es  sieli  nach  den 
Bestimmungen  lux  das  Examen  selir  gut  in  den  liahmen  der  übrigen 
Solcher  einfügt  und  geeignet  ist,  das  nrnthematische  Studium  ein- 
heitlidier  zu  gestalten. 

Dabei  scheint  nur  £reilich  als  eine  notwendige  Yoranssetsung 
fi'ir  das  Gedeihen  des  jungen  Pfl&nzchens,  dafs  der  Docent  zugleich 
als  Examinator  thätig  ist;  sonst  werden  sich  diese  Versuche  schwer- 
lich als  IcbensHlhig  erweisen. 

Es  ist  iinn  freilich  nicht  sofort  zu  erwarten,  daf^  an  all^-n 
üniversitäteu  neue  Lehrstiililc  z,  B.  für  darstellende  Geometrie  be- 
gründet werden.  Dagegen  wird  es  an  vielen  Ort^n  möglich  sein, 
den  Versuch  mit  den  vorhandenen  Lehrkräften  zu  machen.  Denn 
es  wird  onem  tfichtigen  mathematischeii  Docenten,  xumal  wenn  er 
noch  in  jüngerem  Lebensalter  steht^  nicht  schwer  fallen,  auch  wenn 
ihm  die  Sache  bisher  femer  lag,  sich  in  kurier  Zeit  einzuarheiten. 
Ich  habe  hier  vor  allem  die  darstellende  Geometrie  und  die  damit 
verbundenen  Zeichenübungen  im  Auge,  die  mir  der  wichtigste  Be- 
standteil  des  neuen  Prüfungsfaches  zu  sein  scheinen. 

In  Bezug  auf  die  anderen  noch  zn  berüfksiehtigendeü  Tielir- 
faeher,  Geodäsie,  Ausgleichsrethnung,  sind  die  liniversitiiten  natür- 
lich bevorzugt,  die  eine  Sternwarte  besitzen,  wo  diese  Wissenszweige 
ohnehin  gelehrt  werden. 

Wir  in  Strabburg  haben  den  Yersndi  bereits  gemacht,  den 
üntemchtscnrs  nach  den  Anforderungen  des  neuen  Beglements,  das 
durch  den  Erlafs  des  Statthalters  vom  4.  März  1899  in  seinem 
materiellen  Teil  uttTertndert  audi  bei  uns  eingeführt  ist,  einzurichtw 
und  zu  ergänzen.  Unser  neuer  Studienplan  giebt  davon  Rechen- 
schaft. College  Keye  hat  eine  Vorlesung  über  technische  Mechanik 
neu  eingeführt,  und  College  Krazer  hält  Vorlesungen  und  Übungen 
in  der  darstellenden  Geometrie,  die  im  uächsten  Semester  durch  Dr. 
Wellstein  weite^efÜhrt  werden  sollen.  Es  sollen  sich  dann  auch 
Yotlesangen  und  Übungen  Aber  graphische  Statik  daran  ansehlielsen, 
die  Herr  Professor  Kraier  fibetnehmeD  wilL  Der  AnÜuig  ist  im 
verflossenen  Semester  gemadit,  und  soweit  sich  bis  jetst  urteilen 
l&lst,  nicht  ohne  Erfolg. 
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So  wollen  wir  denn  hoifen,  daiB  die  Sache  sich  in  der  an- 
gefangenen  beticheideuen  Weise  fortentwickelt,  bis  uns  yielleidit  die 
BegrOadung  ikat  tedbnisolwii  FiMultM  an  der  üxnTersitM  des  Beiolia- 
Uuäes  iB  den  Stand  setit,  dksen  Untemebtsiweig  im  groAm  Btü« 
anfinmehmen»  Hann  werden  Tkeone  und  PMxia  mraonnenAiiMitN^ 
und  sich  gegenseitig  dnrdtAnagen  and  beachten,  eine  Sntwiekhaig, 
die  ohne  Zwe^  unsmm  guizen  kShenn  BUdungswesen  zum  Segen 
gereichen  wird. 

Wenn  ich  nunmehr  zum  Schhifs  die  Erffr-hnisse  dif^-ppr  Bo- 
trachtungen  zusammenfasse,  so  mvifs  ich  hervorhoben,  dufs  lie  Er- 
ffthninffPii.  die  wir  gemacht  haben,  noch  unzureichend  sind,  dafs 
also  in  der  thatt»ächllchen  Eutwieklung  sich  doch  noch  manches 
andierg  gestalt»  Icann,  alf  ee  jetaft  AnBcbefai  bftt  leh  ma£s 
femer  betonen,  daTs  sich,  was  idi  sagen  werde,  nnr  anf  di«  Tor^ 
beraitnng  «im  kfinftägm  Lebrerberof  besieht.  Der  rem  wissen- 
sehafüiehen  Lehre  und  Forsehimg  will  ich  keinerlei  Besehrlnkungen 
auferlegen,  und  ich  erkenne  ansdrAf^lich  auch  eine  philosophisch» 
Kichtung  in  der  Mathematik  als  YoUbersohtigt  an,  die  mit  den  An^ 
Wendungen  nichts  zu  thun  hat. 

Mit  diesem  Vorbehalt  möchte  ich  also  folgende  rtat/.e  formuliren: 

1.  Di*^  Amvendungen  der  Mathematik  sin')  in  möglichst  enge 
und  lebendige  Verbindung  zu  setzen  mit  den  theoretischen  Studien. 

2.  Es  mufs  an  allen  Universitäten  den  Studirenden  die  Mög- 
lichkeit geboten  werden,  die  darstellende  Geometrie  als  Hil&mittel 
faiensii  kennen  zn  lenien. 

8.  Wo  es  möglich  ist,  ist  eine  auf  gegenseitigem  Entgegen- 
kommen beruhende  Ifitwirknng  der  Technischen  Hoehscholen  an- 
zustreben 

4.  Thimiichst  an  allen  Universitäten  sind  die  Fächer,  die  der 

§  22  der  neti»'n  preufsischen  Prüfungsordnung  Verlane^,  in  den 
UnteiTichtsplan  für  die  Caadidaten  des  höheren  ächuiamtes  auf- 
zunehmen. 

5.  Unbeschadet  des  Grundsatzes,  dafs  das  Examen  in  verwandten 
Fächern  möglichst  in  einer  Hand  liegen  soll,  ist  zn  erstreben,  dafit 
das  Examen  in  den  Hanptftchem  durch  den  üniTersitItdehrer  dtos 
Candidaten  selbst  abgenommen  werde.*) 


*)  Wie  bereite  in  der  Chronik  (dieser  Jahresbericht  S.  6"!  bemerkt, 
lr.it  über  den  Inhalt  der  vorstehenden  Thesen  zwar  keine  ADstimmting 
äiattffefunden,  doch  hat  die  Discossioii  eine  ec&euliche  Übereinstimmung 
der  Ansiehten  ergeben.  [Amnerknag  der  Bedactionsconmussion»] 
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Correfemt 
Von  0.  Hian6k  in  Berlin. 

Aft  die  iuMftthrangezi  dm  Bsm.  Befermtai,  dtnm  ich  voll 
nutimme,  gwtafete  idi  mir  ehoge  weittr»  Bfluwrkuiigen  AazaksiipfeQ, 
4a»  üth  DMiMBilich  auf  die  I^enart  der  drei  i&  dem  nenea  Frft« 
ftmgsfiMk  vemnigten  Disciplmen  und  die  hierdurch  bedingten 
Anforderungen  ea  den  Betrieb  des  neuen  UniverritiLtenntemdite 
besehen. 

Die  eigentümliehe  Schwierigkeit  der  ganzeu  Frage  beruht  ja 
in  dem  Umstand,  dafs  das  neue  Prflfimgsfach  drei  Einzeldisciplinen 

—  darstellende  Geometrie,  technische  Mechanik,  GeodüsiB 
umiaiüt,  die  zwax  innerlieh  beziehungüreicii ,  aber  doch  in  »ich 

eebexf  begzenxt  und  ao  ansgedehnt  sind,  dnfa  jede  einzelne  fftr  flieh 
einen  Lebeneberuf  anafüllt.  Es  giebt  wenige  Httmier,  die  alle  drei 
DigdpÜBeB  ^eichseitig  ix  dem  autorittrein  Mabe  behemehen.,  wie 
et  von  einem  akademischen  Lehrer  voraus/Aisetzon  ist. 

Mich  selbst  rechne  ich  gewifs  nicht  zu  denselbeii.  Wenn  ich 
es  trotzdem  unternehme,  über  den  Gegenstand  tn  sprechen,  so  bitte 
ich,  meine  Meinungsäufserung  nicht  etwa  als  rninpptpnfrs  Urteil 
aulzulassen,  sondprn  lediglich  als  Mitteilung  meiner  unmaisgeblichen 
subjectiven  Auschauungen  —  zu  dem  Zweck,  Stoff  für  den  Austausch 
der  Meinungen,  oder  im  gimstigsteu  Falle  Anregungen  iui*  die  ersten 
Versuche  der  Einrichtong  des  neaen  üntorriditBbetriebs  zu  geben. 
Eine  endgiltige  Lteoog  der  msnmgfaciheiL  hiebei  in  Betracht  kern- 
menden  Fragen  wird  und  kann  erst  auf  €hnmd  der  bei  dem  Betrieb 
selbst  gsmaehteir  praktisehen  Erfahnuigeii  erwartet  werden. 

Eine  erste  Schwierigkeit  liegt  in  der  Beschaffung  der  er- 
forderlichen Lehrkräfte.  Ans  der  Mehrgliedrigkeit  der  unter 
dem  Begriff  „Anpfe wandte  Mathematik"  aufscrlich  -/rnsammen- 
gefafäten  Lehrgebiete  folcH-  von  selbst,  dafs  es  sich  nicht  um  die 
£rrichtnng  eines  besonderen  Lelii^tiihlH  für  angewandte  Mathematik 
an  jeder  Universität  handeln  kann.  In  diesem  Falle  wäre  ja  die 
Bache  sehr  einfach  und  könnten  wir  über  unsere  Frage  sofort  zmv 
Tages<»dnnng  Ubergehen:  Das  Chrandprincip,  dem  die  denlaclwii  Hoch- 
sehnlen  ihre  h<^  BlQte  Terdaaken,  ist,  dafe  nicht  etwa  za  einem 
oommissariseh  aufgestellten  Lehrprogntmm  eine  geeignete  Lehrkraft 
gesnehty  sondern,  dafs  umgekehrt  dne  starke,  schö;^erische  Individoalitit 
an  die  rechte  Stelle  gesetzt  wird,  die  sich  dann  ihr  Lehrprognunm 
selbst  schafft  und  demselben  den  Stempel  ihrer  Eigenart  aufdrückt. 
Das  geht   nun  bei  der  ang<^wandten  Mathematik  wie  ge^^n'^t  nicht. 

—  Andererseits  dürfte  flif  Kiiirichtiin[7  von  drei  getrennlen  Lehr- 
stühlen für  die  drei  Eiiiztldis  i]*lmen,  wie  sie  an  den  Technischen 
Hochschulen  bestehen,  von  iinanzpoUtischer  Seite  zweifellos  als  eine 
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so  ungeheuerliche  Forderung  angesehen  werden,  dals  an  ihre  Ver- 
wirklichung nicht  zu  denken  ist 

Man  nrnfs  sieh  also  nach  der  Decke  strecken  und  behelfen,  so 
gut  man  kann. 

Ein  diroctes  Zusammenwirken  mit  der  Technischen  floolischale 
im  Sinne  des  dritten  Lcit^atses  des  Herrn  Referenten  ist  nur  mög- 
lich, wo  am  nümliclion  Orte  auch  eine  solche  vorhanden  i55t:  was 
in  Freufsen  nur  für  Berlin  zutrifft.  —  Das  Studium  zu  teilen 
zwischen  Universität  und  einer  an  anderem  Orte  befindlichen  Tech- 
nischen Hochschule,  ist  ein  iiehelf,  für  den  aauientlich  die  Vort^üle 
geltend  gemacht  werden  können,  die  der  Besuch  mehrerer  Hoch- 
scknlen  von  Terschiedenartigem  Oiarakter  für  die  Erweitemng  des 
QesiehtBkreiseB  des  Lernenden  imuur  mit  sich  bringt  Andererseits 
wfirde  dahei  der  von  dem  Herrn  neferenten  in  Leitsats  1  betonten 
Forderung  des  Hand-in-Hand-gehens  der  tbeoretisclien  und  der  an- 
gewandten Studien  weniger  genügt  werden  können.  Die  3  Semester 
an  einer  Technischen  Hochschule,  die  nach  den  Prüfungsvorschrifteu 
als  Universitätssemester  angereeknet  werden,  dürften  von  der  an- 
gewandten Mathematik  so  ausgefüllt  worden,  dafs  für  die  jrleichzeitige 
Betreibung  anderer  Studien  wenig  Kaum  bleibt.  luuuuriiiu  ist  es  ein 
gangbarer  W^.  Indessen  wird  durdi  denselben  das  Torhandene 
Bedtbrfnis  nicht  abgestellt  nnd  die  brennende  Frage  nicht  g^öst. 
Nach  den  mir  Yorliegenden  Berichten  ist  der  Wunsch  nach  der  Er- 
werbung der  neuen  Facultas  unter  den  Matheoiatikstiidirenden  der 
meisten  preufsischen  Universitäten  so  stark,  und  ist  das  —  zum  Teil 
durch  Petitionen  ziun  Ausdruck  gebrachte  —  Verlangen,  dafs  ihnen 
die  Möglichkeit  zur  Erreichung  dieser  Absicht  von  ihrer  Alma  mater 
selbst  gewährt  werde,  so  drintfond,  dafs  den  betreffenden  Facultäten 
gar  nichts  anderes  übrig  bleibt,  als  die  erforderlichen  Consequenzcn 
xn  adehen  und  selbst  Mittel  nnd  Wege  m  schaffen,  um  den  Wünschen 
ihrer  Stadirenden  gerecht  sn  werden. 

Der  Herr  Vorredner  hat  nns  von  den  veiheifsangSTollen  An- 
fängen, die  in  dieser  Beziehung  bereits  gemacht  worden  sind,  be- 
richtet. Von  den  Universitäten  Göttingen  und  Stralsburg  sind  bereits 
Studienpläue  für  die  Candidaten  des  höheren  Lehramts  in  Mathematik 
und  Physik  veröffentlicht,  die  der  neuen  Prüfungsordnung  Rechnung 
tragen.  Gewifü  ist  auch  hier  nur  der  Anlang  schwer.  Mit  der  Zeit 
aber  werden  sich  die  Verhältnisse  zweil'ellus  inimer  günstiger  ge- 
stalten: Fflr  die  jungen  Universitätsdocenten  und  solche,  die  es 
werden  wollen,  sbd  durch  das  neue  Pnifiing80Msh  nene  erfreuliche 
Ansuchten  erdffiiet,  deren  AnsnfltKung  sie  sich  gewifs  nicht  entgehen 
lassen  werden.  So  denke  ich  mir,  dals  es  mit  der  Zeit  zur  Begd 
werden  wird,  dafs  ein  junger  Mathematiker,  der  sich  ents(  hliefst^  die 
akademische  Laufbahn  zu  ergreifen,  je  nach  seiner  Richtung  und 
Neigung  auch  eine  der  drei  angewandten  Disciplinen  in  den  Bereich 
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seiner  Specialstadien  einbezieht,  sei  es,  dafs  er  sich  schon  währaud 
seiner  eigentlichen  Studienzeit  dem  Fache  ^ridmet,  sei  es,  dafs  er 
nach  absolvirtem  Luiveräitätsstudium  sich  noch  einige  Semester  aii 
euer  TedinlBcheii  Hochadmle  nmsiebt  Ich  werde  auf  cUesen  letsteren 
Punkt,  dem  ich  eine  besondere  Wichtigkeit  beLmesse,  nwdiher  noch 
besonden  zu  epreohen  kommen.  Jedenfiüls  scheint  mir  hiemaofa 
nicht  zweifelhaft,  dafs  schon  mit  der  nächsten  Generation  an  jeder 
UniYersit&t  stationäre  Verhältnisse  eingetreten  sein  werden,  vermöge 
deren  der  Lehrstoff  der  angewandten'  Mathematik  unter  die 
einzelnen  vorhandenen  Lehrkräfte  in  einer  Weise  ausgeteilt  ist,  dafs 
die  von  dem  Herrn  Referenten  geforderte  enge  Verbiudong  mit  dem 
theoretischen  Unterricht  gewährleistet  ist 

Wae  die  Art  dieser  Yerbindnng  anlangt,  eo  steht  jede  der  frag- 
lichen drei  DisdpUnen  schon  an  und  fOr  sich  in  mehr  oder  weniger 
naher  Benehung  zu  anderen  Disciplinen  TOn  mehr  tiieoretisehem 
Ghankter.    So  gliedert  ach  die  darstellende  Geometrie  natur« 

gemäfs  an  die  neuere  synthetische  Geometrie  an,  die  tech- 
nische Mechanik  an  die  analy  tische  Mechanik,  die  Geodäsie 
an  die  Astronomie,  zum  Teil  auch  an  die  Physik.  Überhaupt 
ist  eine  prundsHtzliche  Trennung  zwischen  theoretischer  und  ange- 
wandter Mathematik  nicht  möglich.  Sie  sind  viel  zu  enge  mit 
einander  verknApft  und  spielen  beständig  in  einander  Aber.*) 

Indessen  genflgt  die  bloüto  Ausnütsong  dieser  natOrlichen  Be- 
sdehungen  nodi  ni<^t,  um  die  lebendige,  sidi  g^enseitig  befruchtende 
Wechselwirkung  zwischen  den  theoretischen  und  angewandten  Studien 
in  dem  vollen  Mafse  herbeizufClhren,  wie  es  wünschenswert  und  er- 
reichbar erscheint.  Das  nutzbare  Bethntigungsfeld  hiefür  bilden  in 
erster  Linie  die  Seminar  Übungen.  i)ainit  komme  ich  auf  einen 
Punkt,  der  mir  für  die  Einnchtung  des  betreffenden  üniversitäts- 
unterricht«  vou  einschneidendster  Bedeutung  zu  beiu  scheint.  Der 
Unterricht  in  angewandter  Mathemaäk  ist  mir  ohne  ausgedehnte 
Stoninaiarbeit,  die  sich  aus  praktisch  messenden,  Wissenschaft» 
lieh  rechnerischen  und  eonstructlT  seichnerischen  Übungen 
zusammensetzt  und  dem  Btudirenden  neben  dem  Wissen  auch  das 
ent^rechende  Können  vermittelt,  nicht  denkbar. 

Tch  erlaube  mir  näher  auf  die  Frage  einzugehen,  wie  diese 
Übungen  nach  mf^iufr  Auffassung  in  den  drei  Eiuzeldiscipiinen  am 
nutzbringendstou  eingerichtet  werden  dürften.  Dabei  wird  sich  (Ge- 
legenheit geben,  zugleich  die  Frage  zu  berühren,  in  welchem  stoff- 
lichen und  zeitlichen  Umfange  dieselben  zu  behandeln  sein 
mdchten. 


*)  Vgl.  hienu  die  unten  folgenden  Bemerkungen  des  Henrn  Study. 
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Ich  beginne  uiit  der  Geodäsie.  Die  Prüfimg8vors«^hriften  ver- 
langen: Bekanntschaft  mit  der  niederen  Geodäsie  und  den  Ele- 
menten der  höheren  Geodäsie,  neb^  Theorie  der  Ausgleichung 
der  BeobfteMungsfeklev. 

Vam  Inum  j»  aim  üen  SemitiiMts  «In»  Frag«  fom  Katfaedir 
kerab  in  dem  mm  Bnauan  bejRUiig«nden  Maüse  Termittelm.  SoU 
daa  in  Bede  steluiid«  TJnUarriditsfach  aber  wirklich  fmMmngmk 
wirken  und  den  ganzco  Segen  für  die  Ausbildung  eines  exakten 
Denkens  und  Fühlens  ausüben,  zu  dein  os  fähig  ist^  so  mufs  der 
Rtiidirende  selbst  mit  den  Mefsinstrumentcn  arbeiten,  seinr  ^fessungs- 
crgebnisse  rechnerisch  ausgleichen  und  das  ausgcglicbeue  Resultat 
graphiscb  auftragen.  Diese  Übungen  scheinen  mir  von  der  aller- 
gröfsten  erzieherischen  Bedeutung  zu  sein.  Durch  nichts  wird  die 
Gewissenhaftigkeit  md  d«v  Sinn  fftr  PrA-cisioa  s»  aebr  ans- 
gebildet  wm  dnxä  sie.  Es  gieM  vi^  gefrissenbalte  HensckeB,  die 
sich*»  xur  Pflicht  macbea,  ihre  Besdttate  auf  mdgliebst  tiele  Dechnal' 
stellen  geiURX  aaSEorechneu,  ohne  sich  jedoch  tiber  dn«s  UluBorieiAeD 
Wert  klar  zu  sein.  Goringer  ist  die  Zahl  ^rer^  die  sich  vosher 
Rechenschaft  geben  über  die  jeweüig  erreichbare  Oren/e  der  Henanig- 
keit  und  über  die  Mittel ,  dieser  Grenze  so  nahe  zu  koininen  als 
möglieh.  Die  wahre,  uickt  blofs  eingebildete,  Gewissenhaftigkeit 
verlangt,  dafs  man  sieh  bei  jeder  Arbeit  bestündig  klar  bewufst  ist, 
mit  welchem  Grad  von  Genauigkeit  mau  arbeitet. 

6aitfs  hat  es  iddit  Tendunihty  selbst  lait  dem  Theodoliten 
praktisch  m  arbeiten,  nnd  hat  dann  eben  aof  Ghrmd  dieser  Arbeiten 
praktische  PriUsisionsniethoden  geschaifen,  die  Gemeingat  der  ge- 
samten Culturwelt  geworden  sind  xuid  mit  denen  er  der  Menschheit 
eines  der  wertvollsten  Geschenke  gemacht  hat.  So  ist  die  Geodisie 
zu  einem  Mu.'^ter  tnr  flen  rationellen  Anwendungsbetrieb  einer  theore- 
tischen Wissenschaft  geworden,  l^ud  es  wäre  woh]  zu  Tischen, 
dafs  von  der  Ausbildung  des  prakti^^'^hen  F<  1  Imessers  einiges  aut 
die  ErTdehung  unserer  gesamten  Jugend  m  üe^ag  auf  die  Entwick- 
lung des  Sinnes  für  Exactheit  und  Gewissenhaftigkeit  im  Denken 
und  Arbeiten  ttbergehen  mOchts.  Jeder  Feldmesanr  ist  mit  einem 
Tropfen  Gan&isdien  düM  gesalbt  Aber  mir  will  sdheinea,  dafii 
dieser  wertvolle  Trepfen  onseran  jlhigerHi  MaäiemsEtikeini  TieUluh 
abgehe,  ünd  das  scheint  mir  nun  eben  der  Sern  der  Sache  7ax 
sein:  Nicht  —  unsere  jungen  Mathematiker  zu  praktisch«»  Feld- 
messern auszubilden,  sondern  \'ielniebr  lediglieb:  ihnen  etwas  von 
Gaufsisfh'^m  (leiste  zu  vermittein,  darin  sehe  ich  den  wichtigsten 
Zweck  der  Einführung  der  Geodäsie  in  den  Universitütsuaterricht. 

Bei  der  Arbeit  am  Studirtiscb  klappt  gewöhnlich  alles.  Bei 
der  Anwendung  in  der  Wiiklichkeit  ist  ein  beständiger  ii^ampf  mit 
der  widerstreb«Mlen  Msterle  an  fSkroi.  Die  Jugend  anzoleiten,  den 
Sieg  des  Geistes  über  die  Materie  zu  gewinnen,  gehört  zu  den 
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wirdigsteii  ffieloi  dM  UatvanittteaiiAcmditB  wad  tnid  mar  segeaa- 
rodiien  Bftekwirkiing  wai  den  Sflbdimtazjflki  nidit  tw&iden.*) 

Okke  pmktiscbe  Übmngen  ist  die  Emielmag  dieiai  Ziele« 
mAt  möglich.  Zur  F.inrichtwig  daiBelben  gehört  kein  aUzu  grober 
Apparat.  Ein  Theodolit  und  ein  Nivellirinstniaieiit  nebst  Zubehör 
dOrft*»n  genügen.  Das  llifsi  sich  inn  4ie  Snrnm*^  von  1000  bis 
1*200  ^lark  bf*ichaÄeo.  D»8  astronomischp  odrr  phjsikalische  In- 
ßtitiit  wird  gerne  die  Hand  rur  Beschaffung  bieten. 

Die  im  geodätisehen  Praktictm  2U  betreibenden  lijungon 
wteden  dann  keetelMn  in  der  AosAfann^  einer  mäfsig  ausgedehnten 
Hariawrtalaafaahme  nnd  sncfehOrigen  HShenanfiBahnie,  näat  Anf- 
tr^pHig  dar  nnagagli^kanen  Ifeaanngananttate  in  «inam  Lageplan 
und  amem  Hfiheipfaui  nach  bestimmten,  nnd  zwar  Tenofaiedanao 
M&Tsstaben,  durch  welbhe  daa  PTKoinMamab  dar  Meaaongan  be- 
atunmt  wird.**) 

Die  l'bungen  in  der  höheren  Geodäsie  bewegen  sich  mehr 
auf  rechne riscbem  G«biete  oder  können,  soweit  sie  praktischer  Nstur 
sind,  der  Astronomie  tiberlassen  werden.  Ob  die  höhere  Geodäsie 
an  die  niedere  Geodäsie  anzuäcixlieiätsn  oder  einer  astronomischen 
Yoriasung  einsagüeden  iat,  wird  akh  nadi  äm  iMaondenn  Var> 
Ultmam  der  betoBgendi  ümTeraiiSt  richten.  Dab  in  den  Fk«fiing8- 
Toiacfariften  nnr  die  <„Sl«manta*'  dar  höheren  <3aodftBie  gefiotdart 
worden,  kann  natürUck  für  die  Auadehtunig  de>,  Unterriditi,  dar 
nader  allen  Umrt&nden  einen  vollen  EinbUek  in  daa  Wesen*  der 
Bache  geben  raufs,  nicht  bentiirünend  sein. 

Wa^;  fVnitr  dt-n  TntfPiiuht  m  der  Ausgleichnngsthe orie 
anlangt,  so  scheint  es  uiu'  [ialh  es  nicht  durch  andere  Rück.<«i«  iiien, 
wie  Statistik,  Versicherungswesen  u.  s.  w^  angezeigt  ist)  uie^t  gerade 
afforderlich,  eine  besondere  Vorlesung  hieffir  einimddrten.  Es  kann 
aefar  wohl  dia  eigentlioha  Theona,  daa  helliit:  daa  Begrflndnng  des 
CtamfiMehen  Fahlergeaetaas  der  Ueinaten  Qoadmfte  ana  der  Wahr- 
flchwnlidikeata'edmimg  einer  theoretischen  Vorlesung  (etwa  über 
bestimmte  Integrale)  eingefügt  und  die  Anwendung  auf  praktische 
AiwgleichungTsatifgaben  dem  geodätischen  und  phy.sikalischen  Prak- 
tifTiTn  üHf^rlassf  n  werden.  'Scheint  mir  aiirt  trender  und  trucht- 

brmgeudei ,  die  praktische  Verwertung  der  i  hc  rio  in  jfdem  .Vn- 
weskdungegebiet  direct  TorzoitöhmeB,  als  das  wisseusciialtiiche  Hechnen 

•)  Dafa  z.  B.  der  mit  der  praktischen  GeoJä.sie  vertraute  Lehrer  den 
Unterricht  in  der  Trigonometrie,  Geopby.sik  u,  s.  w.  sehr  viel  anregender 
und  nutzbringender  x\x  gestalten  vermag,  ah  der  reine  Theoretiker,  dürfte 
anfeer  Frage  stehen. 

••)  Nimmt  man  z.  B.  ab  ^I-jf-ütab  für  den  Lageplan  etwa  1:1000, 
für  den  üöbenplan  1 : 260U,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  Genauigkeit  des 
g^raphischen  Anftragens  bis  au  0«!  nun  gereouiet  wird,  all  kleinske  noch 
zu  conätatirende  GrOfse  flBr  die  HovisoiMmaiilhahnie;  1  dm,'  fOr  die  Ter- 
Üra^iiifnihmei  t^4mL 
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als  BelbfltBweck  m  betreiben  und  die  ÜbnngsbeiBpiele  dam  aus  allen 
Anwendungsgebieten  zusammenzutragen.  —  Es  schadet  dabei  nicht 
viel,  wenn  aneh  das  theonrtiflche  OoUeg  crfst  später  gchdii  wird. 

Es  kann  sehr  wohl  das  Fchlcrgcsctz  zunächst  als  Hypothese  aocep- 
tili  werden,  die  dann  uachträglicli  ihre  Begründung  ündet. 

Oehon  wir  weiter  zur  darstellenden  Geometrie!  Dieselbe 
hat  sich  zunächst  miL  der  Methodenlohre  zu  befassen,  die  sich 
hanptsftdilioh  auf  die  DarBtellnng  r&tanUcher  Objeete  und  Operationen 
in  Gnmd-  und  Anfrilli,  Parallelpcrspectire  und  GentolporspeetiTe 
besieht.  —  Aneh  hier  sind  die  Übungen,  in  denen  die  Gonstanetionen 
in  Anwendungen  auf  passend  gewählte  Beispiele  graphisch  ausge- 
führt werden,  von  besonderer  Bedeutung,  und  zwar  nicht  blofs  weil 
die  Priifangsvorsdinftfn  „entsprechende  Fertigkeit  im  (gebundenen) 
Zeichnen"  vorlangen,    sondern  wosentiieh   ans   dem   Gesichtspunkt,  ; 
dafs  das   selbständige  ( 'onstruiren  der  Projectionsbilder  von  Kaum-  j 
objecten  und  das  fortgesetzte  üben  im  imieranschaulichen  Entwickeln  j 
der  ebenen  Bilder  zur  Körperlichkeit  das  beste  Mittel  ist,  um  das  . 
riLiunliche  Vorstellungsvermögen  su  kxftftigen  und  eine  lebendig  ge-  ' 
staltende  geometrische  Phantasie  anssubüd^    Eine  blolse  (wenn  | 
aneh  Terstindige  und  in  den  Daten  modificirte)  Wiedeigabe  der 
Tafeln  eines  gedruckten  Werkes  genUgt  hiefür  nicht,  sondern  die 
zur  Aufgabe  gestellten  rftumlleh-geometrischen  Constnictionen  und 
Untersuchungen  mtisscn  von  den  Studirenden   möglichst  selbständig  j 
ausgedacht   und    im  vermittelnden  Bilde  durchgeführt  werden.  —  ' 
Dies  schliefst  natürlich  nicht  aus,  dafs  als  Vorbilder  für  die  Manier 
der  zeichnerischen  Darstellung  namentlich  zu  Anfang  des  Unterrichts 
Mustcrblättcr  ausgehäugt  werden. 

Die  Benfttsong  von  Modellen  wird  namentlich  m  Anfang  des 
Unterrichts,  solange  das  Baumanschauungsrennögen  der  Sohfller 
noch  schwach  entwickelt  ist,  ein  wertvolles  Hilfsmittel  sein.  Es 
dfirfte  sich  aber  empfehlen,  diasselbe  stets  mit  Vorsicht  ansuwenden 
und  namentlich  dem  Schüler  das  Modell  nicht  für  die  ganie  Arbeit 
zur  Hund  zu  lassen,  sondern  nur  so  lange,  bis  die  vorübergehend  ^ 
eingetretene  Vorstellunp'v  rliwierigkeit  behoben  ist.  Es  ist  ja  el)en 
der  Zweck  der  darstcilenden  Geometrie,  das  rüumiiclie  Modell  da- 
durch überÜüssig  zu  machen,  dafs  sie  es  durch  sein  Bild  ersetzt, 
welches  der  Schüler  lernen  soll  plastisch  üu  sehen.  —  Im  Zusammen-  ' 
hang  damit  ist  noch  zu  bemerken,  daTs  eme  von  dem  Lernenden 
entworfene  parallelperspectiyische  (s.  B.  cavalierperspectivische)  Skizse 
vielfach  dieselben  oder  noch  bessere  Dienste  leistet  als  das  ent^ 
sprechende  Modell. 

Als  Stoff  für  die  Übungen  bietet  im  weiteren  Verlauf  des 
T'nt^^rrif'brs  namentlich  die  construt  tive  Theorie  der  krummen  Linien 
und  l'lächen  ein  unerschöpfliches  Material.  Neben  der  synthetischen 
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Geometrie  liefern  aber  auch  die  fkbrigen  Zweige  der  Mathematik 
mannigfaebe  und  wartvolle  Anregungen,  von  deren  riehtiger  Ans- 
nftisang  Ar  die  Übungen  auf  Qrvnd  eines  planmlfsigen  Ziuanunen* 
Wirkens  der  Lehrkrifte  der  theoretiflehe  ünterridit  die  segensreichste 

BUckwirkung  yerspören  wird. 

Zu  dicsptn  nifbr  tliporfitischon  Cliungsstoff  tritt  iTann  nocli  das 
vun  der  Technik  goliefcrte  Materinl  ):inzii,  aus  dem  f  in  '  pfpin-nete 
Auswahl  zu  treÖ'ea  ist,  und  das,  wie  mir  ausdrücklich  hervorzuheben 
von  Wichtigkeit  scheint,  auch  im  Universitätsunterricht  nicht  bei 
Seite  gellten  werden  darf:  Die  praktischen  Darätelluugämethodou 
haben  sieh  warn  Teil  im  engen  Awschlnfs  an  die  teehniseke  Praxis 
ansgebildet  und  finden  daher  eben  an  den  Objeeten  dieser  ihre  na- 
tuTgemftGBe  Anweisung.*)  Die  aus  der  technischen  Praxis  entnom* 
menen  Beispiele  sind  auch  vielfach  interessanter  und  instructivcr 
als  die  auf  abstracte  Raumgebilde  bezüglichen.  Am  directesten  tritt 
die-«  /  B  der  Rchattenlehre  in  die  Erscheinnnnr ,  vro  die  ein- 
tachsteu  Bautoraien  ott  interessantere  und  schwierigere  Aufgaben 
Uefem  als  jede  Zusammenstelliuig  eines  Stilllebens  Ton  abstracten 
geometrischen  Körpern. 

Freilich  darf  nie  au&er  Acht  gelassen  werden,  daOs  das  Princip 
einer  allgemeinen  Methode  oder  Gonstruetion  an  abstracten 
Körpern  immer  am  klarsten  zn  tage  tritt  Aber  Ton  da  bis 
zur  Anwendung  auf  praktische  Beispiele  ist  meist  noch  ein  weiter 
Schritt,  der  erfahiningsgaoiAlä  oft  Schwierigkeiten  bereitet.  So  fehler- 
haft  es  ist,  die  Theorie  nur  an  der  Hand  von  praktischen  Beispielen 
zu  Ifhren,  wie  andere  wollen,  so  fehlerhaft  wäre  es,  di*^  prakti'^'  hen 
Beispiele  ganz  beiseite  zu  lassen.  Eine  gesunde  Pädai'  gik  Ijewegt 
sich  beständig  hin  und  her  zwischen  Abstraction  und  .Vuweudung. 

Dazu  kommt  noch  der  Umstand,  dafs  wir  Lehrer  ausbilden 
sollen,  die  spSter  ihre  SchUer  fürs  praktische  Leben  vorzabereiten 
haben.  Es  giebt  aber  wohl  keinen  praktischen  Bem^  in  dem  nicht  « 
s.  B.  das  Verständnis  von  Plänen  — ,  die  Ffthigkeit,  den  Gnmdri&  und 
Aufirüs  eines  Bauwerks  oder  einer  Maschine,  eines  Apparates  u.  s.  w. 
in  der  inneren  Ansdianung  zur  Körperlichkeit  sn  entwickeln,  gelordert 


*)  Man  darf  z.  B.  nicht  t^lmiben,  wie  vielfach  «geschieht,  die  abstracte 
Fundamentalaa%abe :  einen  Funkt  in  Perspective  zu  s^etzen,  befähige  schon 
so  der  AnsflUmiiur  der  PernpectiTe  eioes  zusammengesetsten  Bauwerkes, 
man  brauche  dieFundamentalanfgabe  eben  nur  auf  die  100  Punkte  des- 
selben zur  Anwcndnnj^  zu  brinj^en.  Die  .Aufgabe  fSllt  vielinf^lir  unter  den 
Gesichtspunkt  der  Theorie  der  geometriacheu  Verwüiiiilt^chiifteu, 
nach  der  die  perspectiyiBchen  Umformungsgeaetze  gegenüber  der  Form- 
ge^taltiir^  flf's  Objectes  in  natura,  bezw.  in  Grund-  und  Aufirilö  in  Ht-tracht 
zu  ziehen  ämd.  DemgemMs  ist  das  Object  als  Ganses  in  seinem  geo- 
metrischen OesamtorgaiuBmiis  ins  Ange  so  fkssen,  .nnd  eben  dadurch  ge< 
winnt  die  gestaltliche  Eigenart  dessdl^  eine  aossehlsggebeiMie  Bedeutoag 
fOr  die  LOsni^  der  Anl^be. 
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wflrd«.   Und  4m  Srfiduimg  kbrt  lur  CMigef  dab  aidit  jed«r,  dar 

in  dor  GMnile  die  «mrcxen  Poljeder:  Prismen,  Pyramiden  und  die 
reg«liren  Polyeder,  {vogioiri  hat«  imstande  ist,  Gruadrife  und  Auf* 

lifil  eines  einfacLen  Bauwerk«?  oder  Ajiparates  tu  verstehen. 

Auch  die  Goodilsio  liefert  wertvolles  Cbungsmaterial,  das  ich 
iri(^t  unprwfihnt  lassen  möchte,  da  es  mir  ein  ^ites  Beispiel  ftir 
den  Anschlufs  des  Studiums  der  angewandten  Mathematik  an  das 
theoretisobe  Btudiam  zu.  sein  scheint:  Mau  hat  sich  schon  hiji^aag 
ja        nmAenm^imAiaL  ITmtiirnitifniinminnTifin  mit  dar  HirrtsUuag 
TOtt  HodaUcA  mirthftnifttiflchcr  FiSohan  ^MhAftigt   Die  dvnli  Am 
Briirsehea  Vtriag  «Ugamein  mgln^  genftchten  Modelle  find  aiit 
den  Namen  von  hemr^omgflideii  Miit^iedfirn  unserer  Veteiaigliag  W-  * 
knifft   Die  Modellirung  erfolgt  auf  Grund  eiaee  Oeiippes  Ton  ebeaea 
ParallelBchnitten  der  betr.  Fläche.     Zu  den  abstracten  mathemati* 
Fchen   Flächen   fügt  nun    die  Geodüsir   noch  die  topographischen 
Flächen  und  stellt  dieselben  in  ähnlicher  Weise  durch  ein  System 
von  äquidistant^  Parallelschnittcurven,  den  sogen.  Niveaucurvon  oder 
Höhencurven,  dar.    Die  ConstruotioD  der  letztereu  durdi  gruphiscbe 
Interpolation  ans  einer  Reihe  Ton  HShenprofilea  ist  tmm  Angabe 
der  dajBteUeaden  Qeomefaie,  ^  adi  gewilk  mit  Torteil  an  jene 
lUhsbenmodelliningsllbimgan  mmchliefiwn  Iftbt  —  Audi  die  Be- 
traditimg  der  Flächen  unter  d^  Gesichtspunkt  T<m  formbildeBdeil 
Kräften  im  Sinne  dee  Herrn  Finsterwalder  kommt  bei  den  tc^po- 
graphi sehen  Flächen  zur  Geltung  durch  die  Berücksichtigung  der 
geognostischen  Verhältnisse  des  Geländes:  Jede  geologische  Fonnation 
zeigt  charakteristi.se lie  Fom>en  der  Schlufbtpn,  Mulden,  Einsattelungen, 
Kanten  u.  s.  w.,  welche  iu  charakterisi  iN'  ticn  Ausrumiuiigen  und  Zu- 
^it&ungen  der  Niveaucnrven  zum  Ausdruck  gelangen.    Da.s  Studium 
dieeer  typischen  Fonnen  der  Niv^anlinien,  welche  das  GeliLnde  in 
eeiner  eigeBtttmikhen,  aaf  g«ogno8tiicfaen  VeriiKltwaeeo  heraheadm 
PhysiogBoniie  kMiiiFmidinffn,  gehOrt  m  den  aaneheaditen  «nd  lehr- 
reichsten fietncfatoifeii,  die  ich  kenne,  weil  eben  dabei  eine  gaue 
Beihe  von  wisteuohaftlichen  Disciplinen  mmanieBwiiitt  loh  mtk^d» 
den  auf  Niveaucnrven  sich  beziehenden  Übungen  einen  noch  gröfseren 
Wert  beilegen  als  z.  B.  denjenigen  über  Kartenprojectionen.  Auch 
fürs  praktische  Leben  kommt  ihnen  «ine  erhebliche  Bedeutung  zu: 
Zur  Beurteilung  der  Oberflächenbes*  lialienheit  des  Geländes  ist  für 
den  manövrireuden  Ofi&cier*)  und  niciit  minder  im-  den  radfabi*enden 
Touristen  eine  Höhenennrenkarte  nnerläfslich.   Der  künftige  Lehrer, 
der  in  dieses  Gebiet  einen  Einhliek  gewonnen  hat,  wird  sich  die 
relsToUs  nnd  dankbai«  An%abe  nicht  entgehen  lassen,  seine  SehlUer 
in  das  YeisUadnis  solcher  Karten  einsideiten. 


*)  Auch  die  ÜnteroKeiece  naaecer  Armee  eehattea  üatenicht  im  Lesen 
▼on  HOhenkarteu. 


Digitized  by  Google 


Conrefenbi. 


113 


Wenden  wir  ans  endlich  snr  technischen  Mechanikl 

Die  erste  Frage  wird  hier  sein,  in  welcher  Waiae  der  Unter* 

rieht  in  diesem  Fache  an  den  Unterricht  m  der  analytischen 
Mechanik  anzuknüpfen,  hezw.  mit  ihm  zu  verbinden  sein  wird. 

Beide  Disciplinen  bauen  sich  auf  den  nämlichen  Principien 
auf  und  unterscheiden  sich  hauptsächlich  durch  die  Verschitülcuiieit 
der  Anwendungsgebiete.  Sie  können  sich  daher  sehr  wesentlich 
gegenseitig  nntantfitaen  und  in  dia  Hand  arbaiieit.  —  Trotidam 
iat  die  Beanhrortnng  der  Frage,  wie  dies  geschehen  aoll,  nidii  Idoht 
Sie  wnd  in  erster  Linie  davon  abhiogig  aem,  wie  weit  dar  Ver^ 
treter  der  analytischen  Mechanik  aidl  antaeUieben  kann,  der  tech- 
nischen Mechanik  Zugeständnisse  zu  machen,  und  mufs  daher  der 
gegenseitigen  Verstand ifTiin?  der  Vertreter  der  zwei  Disciplinen  über- 
lassen werden.  —  Wenn  ich  mir  dennoch  erlauben  darf,  einen  Vor- 
schlag zu  machen,  so  würe  es  der:  dafb  die  Vorlesung  über  ana- 
lytische Mechanik  (welche  bisher  in  der  Begel  in  einem  Semester 
mit  4  Standen  abgehalten  wurde)  anf  xwei  Bemeatar  (mit  je 
2  Standen)  ausgedehnt  und  der  8tdP  so  gegliedert  wflide,  dafo  im 
ersten  Semester  eine  allgemeine  Sinleitang  gegeben  wird,  welehe 
die  Grundbegzifie  nnd  deren  nächstliegende  Anwendungen  be* 
handelt.  Hieran  würden  dann  im  folgenden  Semester  die  beider- 
seitigen Vorlesungen  über  die  höher<»n  Teile  der  analytischen  Mecha- 
nik und  über  technische  Mechanik  parallel  nebeneinander  angeschlossen 
werden. 

Unter  den  einzelnen  Capiteln  der  technischen  Mechanik  wird 
in  den  I^rfifongabeetimmangm  die  graphische  Statik  besonders 
faerrofgehoben.  Ghr^ihisdie  Statik  liftt  sich  ohne  anagedehnte  oon- 
stractiTe  Übungen  nieht  erlernen.    Daher  q»ielen  auch  hier  die 

Constructlonsübungen  eine  wesentliche  Bolle. 

Was  den  Stoff  für  die  Übungen  anlangt,  so  gilt  dasselbe,  was 
bei  der  darstellenden  Geometrie  hinsi.  Iitlich  der  Anweudungsbeispiele 
aus  dem  Gebiete  der  Technik  gesagt  wurde,  in  erhöhtem  Mafse  für 
die  graphische  Ötatik.  Denn  sie  ist  im  eigentlichen  Sinne  aus 
technischen  Problemen  herausgewachsen.  Doch  wird  auch  dem 
theoretischen  Unterricht  durch  Berücksichtigung  von  abstractem 
Ühu2ig8Btoff  (graphisehe  Integration     dgl)  Bedmung  sa  tragen  sein. 

Für  die  Leitong  dieser  Übungen  mAchte  ixk  nioht  unterlaasen 
auf  einen  Geaidit^unkt  besonders  hinzuweisen,  der  in  einem  ge- 
wissen Gegensatz  2U  dem  Über  die  geodätischen  Übungen  Gesagten 
steht:  Die  Operationen  der  graphischen  Statik  sind  durch  die  Raschlieit 
imd  (Jbersichtlichkeit,  womit  sie  ihre  Resultate  liefern,  und  ferner 
durch  die  Leichtigkeit,  womit  sie  gestatten,  in  Füllen,  wo  die  Krütt« 
der  Analysis  zur  Lösxmg  eines  Problems  nicht  ausreichen,  durch 
Niherongsverfahren  zum  Ziele  zu  gelangen,  überaus  bestechend,  ~ 
80  bestechend,  daTs  wftmawfKrtii  der  Anftnger  leicht  versucht  ist,  die 

Jakiwbwlaht  ±  DMMhn  lbitiMn.^V«i«lalf«&a.  YII^  t.  8 
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Gefahren,  denen  er  dabei  ausgesetzt  i  t,  nicht  genügend  an  beachten. 
Diese  bestehen  in  der  zweifelhaften  Genauigkeit  bei  mangelnder 
Controle.  Bei  graphischen  Operationen  giebt  es  keine  Bestimmung 
des  wahrscheinlichen  Fehlers.  Oilt  die«?  allgemein  für  olles  geo- 
metrische Zeichnen,  so  tritt  es  in  der  graphischen  Statik  m  besonders 
gctahrlicher  Weise  zutage,  da  die  Natur  ihrer  Coostructionen  eine 
fortgesetzte  Summirung  der  unTermeidlichen  (an  siflli  minimalen) 
üngenanigkeiten  bemilEeD  kann,  die  oft  sa  einer  eelir  bedenUiehen 
Höhe  anwidut.  Man  kann  dalier  in  d«i  Ülmngen  snr  graplueehen 
Statik  nicht  strenge  genug  anf  ein  möglichst  genaues  Constniixen 
dringen.  Und  vor  allem  kann  man  dem  Schüler  nicht  scharf  genug 
den  Grundsatz  einprägen:  kein  graphisches  Resultat  anzuerkennen,  das 
nicht  durch  eine  —  sei  es  zeichnerische,  sei  es  rechnerische  —  Genauig- 
keitscontrole  verificirt  ist.  Nur  dadurch  kann  der  Vorwurf  ungenügender 
Zuverlässigkeit  der  Reaultate  der  graplii.->chi'ü  Siatik  Im  seitigt  werden. 
Sehr  bäuhg  ergeben  sich  solche  Schlul'scontrolen  gauz  von  selbst. 
Ist  dies  nicht  der  FUI,  so  mnft  eine  Oontrole  (eventaeU  mit 
rechnerischen  Mitteln)  eigens  beschafft  werden.*)  —  Wird  sehlieTslioh 
ein  graphisches  Besoltat  in  Zahlra  nmgesetet,  so  verpAne  man 
gnindsAtslich  die  Angabe  von  wertlosen  Decimalstellen ,  zu  der  der 
Anfanger  erfahrungsgemäDs  immer  geneigt  ist.  Die  Schärfe  der 
Zahlenangabe  hat  sich  ehensowohl  nach  dem  durch  den  Kräfte- 
mafsstab  und  die  ideelle  Constmctionsschärfe  bestiirtnitcn  Genauig- 
keitsgrad als  nach  der  durch  die  technische  AosfeUirbarkeit  bedingten 
Grenze  zu  richten.  — ♦♦) 

Betreib  des  Betriebs  dsr  Ittr  die  drei  Disciplinen  erforder- 
lichen Übungen  sei  noch  folgendes  bemerkt:  Dafs  dieselben  viel  Zeit 
erfordern,  ist  nicht  su  leugnen.  Man  darf  jedoch  nicht  den  Schlnfs 
daraus  ziehen,  die  Studirenden  werden  dadurch  tfberbOrdetb   Lt  den 

Übungen  ist  der  Studirende  productiv  thätig.  Nur  die  receptive 
Thätigkeit  strengt  an  und  wirkt  bei  längerer  Dauer  ermödend.  Die 
productive  Thiitigkeit  wirkt  im  Gpfronteil  gei>tirr  erlri sehend,  sie  er- 
zeugt Selbstvertrauen  und  eme  innere  Befriedigung,  die  die  geistige 
Spannkraft  stärkt. 

Freiüoh  ist  hierzu  nnerläfslich,  dafs  dem  Studirenden  ein 
Arbeitsraum  von  einer  gewissen  BehagUcfakeit  cur  Verfügung  stehe. 
Es  mn£i  ein  gerftumiger  heller  Zeichensaal  (Licht  TOn  links  einfallend) 
bescha£ft  werden,  in  welchem  jeder  Studirende  seinen  festen  Plats 
mit  ▼erschUeCBbarem  Bchrank  innehat    Der  Zeichensaal  muTs  den 


*)  Iietzteres  trifft  z.  B.  bei  allen  Seilpolygon -Constructioncn  zu, 
ersteres  bei  Kiftfteplftaen  tob  Fachwerken,  falls  die  Anflagerreactionen 
Torher  gesondert  bestimmt  werden. 

**)  ^?1  die  unten  folgenden  Bemerkungen  des  Herrn  F.  Klein  Aber 

tbungen  an  den  Maschinen. 
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guuMn  Tag  geOffiiei  sem,  so  dab  er  anoh  in  der  fVeUeit  benlltast 
werden  kann.  Wenn  der  Lehrer  nicht  tiwr  QeblUir  angestrengt 
werden  und  bei  den  Übungen  doch  etwas  herauskommen  soll»  so 

genügt  clif  kurze  Zeit  <les  eigentlichen  Übunpr'icollegs  nicht.  Tn 
dieser  kann  der  Tjphrrr  mir  Anleitungen  geben  und  controliron.  Dor 
Schwerpunkt  der  helbbttiudigen  Ausarbeitung  fällt,  wie  bei  jeder 
Seminararbeit,  in  die  Freizeit. 

Was  die  Verteilung  der  verschiedenen  Übungen  auf  die 
einzelnen  Stndiensemester  anlangt,  so  denke  ich  mir  dieselbe 
etwa  so:  Lü  die  swei  ersten  Semester,  welche  neben  den  Yorleenngen 
Uber  analytisdie  Geometrie,  In&utesmialxechnnng  nnd  Physik  noch 
di^eniga  Uber  darstellende  Geometrie  autonehnien  hätten,  würden 
die  Übungen  über  darstellende  Geometrie  eingestellt  werden.  Im 
dritten  Semester  Z'Roramersemester)  würde  neben  dem  Beginn  des 
physikalischen  l'rakticnms  noch  das  geodätische  Prakticum  Raum 
haben.  Im  vierten  Semester  wüi'de  dann,  nachdem  zuvor  im  dritten 
Semester  die  einleitende  Vorlesung  über  analytische  Mechanik  gehört 
wurde,  die  techniscJie  Mechanik  mit  den  graphostatiscben  Übungen 
einsetaen.  —  Anberdem  ist  eine  Beteiligung  an  den  graphischen 
Übungen  in  den  höheren  Semestern  behnft  Aiisftthmng  ausgedehnterer 
Gonstractionen,  namentlich  aaeh  aus  den  höheren  Gebieten  der 
Mathematik,  angelegentlichst  zu  empfehlen. 

üiusichtlich  der  Ausdehnung,  in  welcher  die  drei  Disciplinen 
zu  behandeln  sind,  kann  es  sich  natürlich  nur  um  das  Ziehen 
weiterer  Grenzen  handeln,  innerhalb  deren  freie  Bewegung  gelHäscii 
werden  niuis.  iiine  Schablonisirung  wäre  vom  Übel.  Die  üweck- 
m&Csige  Auswahl  des  Stoffes  mufs  dem  Urteil  des  Bocenten  überlassen 
bleiben.  Die  endgUtige  Feststellung  des  Programms  kann  erst  anf 
Gnmd  einer  mehjjBhrigen  Erfahrung  nnd  eines  gegenseitigen 
Meinungsaustausches  unter  den  beteiligten  Docenten  erfolgen.  — 
Als  Bichtschnnr  Imnn  für  den  ersten  Anfang  immerhin  der  Umfang 
dienen,  in  dem  die  drei  Disciplinen  an  den  Technischen  TTüch- 
schulen  gelehrt  werden,  und  für  den  eine  Reihe  vorlrpftlir-hfr  T.rhr- 
bücher  zur  Verfügung  steht.*)  Einsi-hränkungen  könnten  am  ehesten 
in  der  technischen  Mechanik  statthaben.  —  Immerbin  ist  der  Umfang 
der  drei  Disciplinen  zusammengenommen  ein  ziemlich  ausgedehnter. 

Dies  besieht  sich  natürlich  nur  aul  den  ötoff,  nicht  auf  die  Zeit. 
Latctere  dfirfte  an  den  üaiTenittltett  erheblich  gefiaffer  en  benetsen  sein 

als  an  den  Technischen  Hochschulen.  Ich  selbBt  nahe  a.  B.  die  dar- 
stellende Geometrie  an  der  Universität  Tübingen  in  2  Semestern  mit  .9  bezw. 
2  wöchentlichen  Vortrags-  und  2  übungsstunden  gelehrt  und  dabei  im 
wesentlichen  (abgesehen  von  den  Anwendungen)  denselben  Stoff  erledigti 
den  ich  an  der  Technischen  Hochschnle  zu  Berlin  in  2  Semestttn  mit 
6  Vortrags-  und  5  Übungsstunden  behandle. 

8» 
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]lldfl680ii  was  einmal  gemacht  wird,  mufs  recht  gemacht  wefdfln. 
Besser  gar  nicht,  als  oberflächlich!  Nirgends  ist  ein  Abweichen  von 
diesem  Grundsatz  bedenklicher  als  in  der  Mathematik.  —  Übrigens 
dürfte  der  stoffliche  Umfang  der  andern  Fiicher,  die  an  St«Ue  der 
angewandten  Mathf^matik  als  drittes  Prüfungsfach  neben  reiner  Mathe- 
matik und  Physik  gewuiüt  werden  können  (in  der  Regel  entweder 
Chemie  und  Mineialogie  oder  Botanik  und  Zoologie),  wenn  anders 
sie  recht  betrieben  werden,  kaom  ein  geringerer  aeiu. 

Eine  weitere  Frage  betrifft  die  Hohe  der  Anforderungen,  die 
in  der  Prftfnng  zu  steDen  sind.  Sie  ist  natürlich  nicht  identisch 
mit  der  vorigen  Frage.  Denn  es  muls  nicht  afles,  was  gelehrt 
wird,  auch  geprüft  werden;  wie  dies  ja  auch  die  Priifungsvorschriften 
z.  B.  hinsirhtlich  der  höheren  (reodäsic  ausdrücklich  anerkennen.  — 
T)ie  Anibrdcninppn  des  ExAmens  werden  sich  dem  Unterrichtsprogramm 
in  einem  pewi-scü  Rednctionsverh&ltnis  anpassen  müssen.  Wir  lehren 
nicht  fürs  Examen,  sondem  wir  examinireu  auf  Grund  eines  mittleren 
ICafiwa  des  GeLehrlien.  —  Namentlidi  fOr  den  Anfang,  solange  nch 
die  ganse  Einrichtong  noch  im  Venrochsstadinm  befindet  und  das 
üntemchteprogramm  noch  nicht  genau  fiiirt  ist,  dflrfte  ee  sich 
empfehlen,  die  Forderungen  nieder  zu  stellen  und  sie  dann  ent  all- 
mfthlich  entsprechend  den  gemachten  Erfishrangen  zu  steigern. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Verhältnisse  erscheint  der  fünfte  Leit- 
s;it7  des  Herrn  Refer»>ntf'n,  der  den  Wunsch  ausf;]>riflit .  dais  die 
beteiligten  Doeonten  in  der  Prüfungscommission  vertreten  seien,  von 
wesentlicher  iiedeutung.  Gerade  ftlr  den  Anfang  ist  ihre  Mitwirkung 
unerlälslich.  Wo  sie  nicht  direct  zu  ermöglichen  ist,  sollte  doch 
Tenucht  weiden,  sie  wenigstens  indirect  herbeizufOhren,  und  xwar 
dadurch,  dafe  der  Doeent,  d«r  weife,  dab  einer  seiner  SehOler  sich 
bei  einer  bestimmten  Prflfangscommisaion  zum  Examen  gemeldet  hat, 
sich  mit  dem  betzeffimden  Examinator  in  Yerbindung  setzt,  was 
dieser  gewifs  mit  entgegenkommendem  Danke  aufnehmen  wird.  Kann 
es  ihm  doch  nur  angenehm  sein,  über  die  Individualität  des  Candi- 
dateu  und  den  vermutlichen  Umfang  seines  Wissens  näheres  zu  er- 
fahren, um  seine  Fragen  dem  anpassen  zu  können. 

Ich  komme  schliefslioh  nochmals  zurück  auf  die  Fmge  des 
Studieng  angä  dei jenigen  unter  unseren  jungen  Mathematikern,  dia 
aüf  ^  akademische  Laufbahn  abheben.   Will  ein  solcher  seine 

künftige  Lehrthätigkdt  auch  auf  einen  Zweig  der  Angewandten 
Mathematik  ausdehnen  —  und  das  wird  sich  wohl  kaimi  einer  ent- 

gphpn  lassen  — ,  so  halte  ich  es  für  ebenso  nützlich  als  notwendig 
für  ihn,  dafs  er  nach  abgeschlossenem  UniversitHfsstiidium  noch  einige 
Semester  au  einer  Technischen  Hochschule  zubringe.  Ich  habe  dabei 
nicht  blofs  die  ergänzenden  Specialstudien  im  Auge,  die  ihm  den 
für  den  Docenten  notwendigen  höheren  Standpunkt  verleihen,  und 
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die  ihm  von  einer  Technischen  üochschule  am  bequemsten  dar- 
geboten werden.  Von  gröfserer  Bedeatung  scheint  mir  zu  sein,  dafs 
er  seinen  allgemeinen  Gesichtskreis  erweitere  nach  der  Seite  der 
teohniBchqn  Wineiuehafkeii,  m  deren  Geist  er  einen  Hauch  verspürt 
haben  mofo. 

Wie  wichtig  du  ist,  dalBr  mOge  als  Beisj^  esn  soheinbar  unter- 
geordneter, rein  äufserlicher  Umstand  erwSlmt  werden:  Wir  haben 
gesehen,  welche  wichtige  Rolle  in  der  Angewandten  Mathematik  die 

f^Taphischen  Übungen  und  also  das  geometrische  Zeichnen  spielt. 
En  will  mir  nun  scheinen,  als  werde  der  formalen  Seite  des  geome* 
irischen  Zeichnens,  der  Darstellung  inanier,  hr  vielfach  nicht 
dasjenige  Interesse  geschenkt,  das  sie  verdient.  Ein  lilick  in  unsere 
geometrisdie  Litteratur  genügt,  um  sich  von  der  Planlosigkeit  und  ge- 
■dunaeUichen  ünbeholfenheit  zu  llbeizeugen,  die  hier  vielfach  henseht 
Und  «In  Tergleich  mit  der  entsprechenden  französiscfaen  litterator 
zeigt  die  grofse  Überlegenheit  der  letzteren  über  die  deatscbei  — 
eine  Überlegenheit,  die  sicherlich  auf  die  innigen  Beziehungen  snrück- 
zufTihren  ist,  die  in  Frankreich  von  Alters  her  zwischen  Geometrie 
nn<}  trihinsrhefi  Wissenschaften,  bezw.  zwischen  ihren  Vertretern 
bestanden  haben.  —  Für  die  Darstellungsmanier  im  geometrischen 
Zeichnen  mul's  das  technische  Zeichnen  als  Richtschnur  dienen. 
Im  technischen  Zeichnen  aber  güt  durchweg  der  Grundsatz,  dafs  die 
Art  der  Darstellung  durch  den  Zweck  derselben  nnd  durch  die  Natur 
des  dargestellten  Objects  bedingt  ist*)  Sie  ist  entsprechend 
der  Entwiekelnng  der  Technik  und  den  Wandlungen  des  Geschmacks 
dnsm  gewissen  seitlichen  Wechsel  nnterworfen.**)  —  Ebenso  sind 


•)  So  kommen  /.  B.  für  archit^'ktoniscbe ,  Bauingenieur-,  kartogra- 
phische, Maichinen-Zeiclinungen,  für  Entwurfs-  und  für  Werkstatt-Zeich- 
nungen u.  8.  w.  durchaus  verschiedene  Manieren  zur  Verwendung,  welche 
auf  die  graphischen  Darstellungen  in  der  Angewandten  MathemätiK  je  nach 
TCatur  und  Zweck  d»»rsp!hi:'n  /ti  (iVK  rtnipr-a  sind.  —  Dies  Vipzii  lit  sich  beispiels- 
weise auf  die  Markirung  von  Punkten  mit  dem  XuUenzirkel  bei  abstracten 
Zeiehnnngen,  nicht  aber  hei  Polyederdarstellungen,  fOr  welche  die  Manier 
des  arohitoktonischen  Zeichnens  mafsgebend  ist;  femer  auf  die  conspqTit^ntc 
Verwendung  verschiedener  Liniensorten  oder  verschiedener  Farben  für  die 
Charakterisirung  der  Bedeutung  der  Linien.  —  Die  Unterscheidung  Ton 
sichtbaren  und  unsichtbaren  oder  von  gegebenen  nad  gesuchten  Limen  ist 
nicht  durch  Farben  zu  bewirken,  da  es  mit  dem  fTeimnnten  Princip  colli- 
dirt.  FOr  letsteren  Zweck  empfiehlt  sich  die  BeifQ^uff  kurzer  Textnoticen. 
Dabei  ist  für  die  Anbringung  von  Bnehsteben  m  den  Figoren  ^e  Art 
der  Einschreibung  der  Mafazahlen  in  Maschineuzeichnungen  vorbildlich. 
—  Die  Strichstärke  richtet  sich  nach  dem  Charakter  und  dem  Mafsstab 
der  Zeichnung.  Die  Hilfslinien  sind  dünner  und  blasser  zu  halten  als  die 
Hauptlinien.  Die  beliebte  Manier,  bei  parallelprojectivischen  Danttelluagen 
die  vorderen  Linien  dicker  zu  zeichnen  als  die  hinteren,  ist  durchaus  zu 
?erwerfen  als  dem  Wesen  der  ParallelpenpectiTe  widersprechend.  U.  s.  w. 

**)  So  Warden  s.  B.  heim  arehitektomschen  Zeiehnen  Mher  die  Kanten, 
in  denen  liebt  and  Schatten  an  einander  grensen,  sttoker  gesogen,  waa 
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hinsichtlich  der  zur  Verwendung  gelangenden  Projectiuiismethoden 
Wandlungen  bemerkbar,  die  ihre  Rückwirkung  auf  die  Methodenlehre 
der  dBzsteUenddn  Geom«fcrie  geltend  machen.*) 

Ein  sAGfagem&Iser  Einblick  in  diese  Verhaitnine  und  die  Aus- 
bildung des  Verständnisses  und  Geschmackes  dafür  läfst  sich  nur 
an  der  Quelle  aelbst  erreichen,  das  heifst  an  den  Technischen 
Hochschulen,  die  nun  einmal  der  natürliche  NShrboden  für  die  An- 
gewandte Mathematik  sind.  Und  deshalb  erachte  ich  es  für  so 
überaus  wichtig,  dafs  sich  der  künftige  Ducent  einer  der  an- 
gewandten Disciplinen  vorher  an  einer  Technischen  Hochschule  um- 
gesehen habe. 

Für  die  Techniechen  Hochachnlen  werden  daiaiu  nicht  geringere 
Vorteile  erwachaen  als  für  die  UniTernfftten.  Es  durften  sidi  daraus 
Beziflningen  zwischen  den  Lehrern  der  üniTersitilien  und  Technischen 
Hoefasehiilen  entwickln,  die  von  segensreichstem  Binflnfs  auf  ein 

wissenschaftliches  Zusammenarbeiten  beider  sein  und  manche  75ur 
Zeit  vielleicht  noch  bestehenden  Voreingenommenheiten  in  gegen- 
seitiges Wohlgefallen  auflösen  werden. 


Bmerkinfoi  ra  des  Torstelieiideii  tt^ntei. 

Von  P.  Klein  iu  Göttingen. 

In  Ergänzong  der  vorstehenden  Heferate  möchte  ich  dem 
Wunsche  Ausdruck  geben,  dafs  die  Grundauffassungen  der  tech- 
nischen Mechanik  nach  Möglichkeit  durch  messende  Versuche  an 
Apparaten  imd  Masciiin  ti  >^M?stützt  werden.  Wenn  hierfür  ein  eigenes 
Maschinenlaboratorium  i^ur  Verfügung  steht,  wie  jetzt  iu  Göttingen, 
80  ist  das  sehr  willkommen;  in  bescheidenem  Umfange  aber  lassen 
sich  solche  Versuche  sehr  wohl  an  die  bestehenden  physikalischen 
Praktica  anschliefsen,  wenn  man  nor  die  maschinellen  Hil&mittel, 

recht  gut  wirkende  Bilder  gab.  Im  Mi^chinenzeichnen  war  früher  die 
Manier  des  tarbigen  Berändems  der  Fläciien  im  Brauch  {was  freilich 
inmier  den  falschen  Eindruck  des  Drahtmodells  enengte).  Beides  ist  auch 
in  die  d  ir  feilende  Oeometrie  fibexfegaagen,  ist  aber  heute  als  veraltet 
SU  besceichnen. 

*)  So  spielen  s.  B.  die  Weisbaoh'tehea  orthoffonal-axonometri* 
sdien  Systeme  heute  nicht  entfernt  mehr  die  wichtige  Rolle  wie  ehedem. 
Dagegen  hat  die  Methode  der  cotirten  Projectioncn  und  die  Photo- 
fframmetrie  eiuu  erhöhte  Bedeutung  irewunuen.  —  Die  Verwendung  der 
Ceatralprojection  für  metrische  Aufgaben  ist  als  unfruchtbarea  Theoreti- 
siren  auf  di  Seite  gedrängt.  Jede  AuffraVu'  v.<  ist  durch  ihre  Natur  auf 
eine  bestimmte  zweckmäfsigste  Darsteilungsmethode  hin,  in  der  sie  aus- 
snftthren  ist.  Sie  nach  einer  anderen  Projectionstnefthode  bu  bdismdeln, 
ist  als  Fehler  su  bezeichnen.  Für  Darstenuig^ii  ethoden  von  blofs  ab- 
stractem  Interesse  ist  in  der  Angewandten  Mathematik  kein  Baum. 
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die  dort  ohnehin  vorhanden  sind  (Gasma^chmenf  Djmamomaschinen 
etc.),  in  iwaokmtfiDger  W«iae  mit  n  den  Vormchen  heranziehen 
will  ÜberiuMpt  soU  man  tkbenül  mit  den  war  Verfügung  stehenden 
Ifittafai  eorst  einmal  heginnen;  die  weitere  Ansgestaltong  der  Mittel 
wild  dann  ron  selbst  folgen. 

Sodann  möchte  ich  noch  einen  anderen  Ponkt  berühren,  indem 
ich  davon  anspehc,  dafs  die  bestehende  grofse  Freiheit  der  Universi- 
tätslehrer der  Mathematik  hinsichtlich  der  Wahl  ihrer  Vorlesungen 
einen  vernünftigen  iTebrauch  dieser  Freiheit  vorausselzt.  Wenn 
dies  nicht  geschieht,  wenn  beispielsweise  an  einer  grofsen  Universi- 
tät, wie  dies  vorgekommen  sein  soll,  zwei  Jahre  hindurch  keine 
einleiteiide  Vorlenuig  fiber  analytisoba  Oeomelrie  gehalten  wird,  so 
kann  man  lieh  nicht  wimdem,  wenn  Tendensen  auf  TOmichTlnImng 
dieser  Freiheit  hervortreten.  Hiermit  ist  zugleich  gesagt,  wie  wir 
den  genannten  Tendensen  die  Spitze  abbrechen  und  diase  Freiheit, 
die  wir  alle  als  ein  besonders  wertvolles  Besitztum  ansehen,  erfolg- 
reich verteidigen  können.  Wollen  Sie  als  eine  Mafsregel  in  dif  sem 
Sinne  den  Göttin Studienplan  für  Lehramtsc&udidaten  der  Mathe- 
matik und  Phy  sik  ansehen  {von  dem  Neujahr  1899  eine  neue  Aus- 
gabe veranstaltet  worden  ist).  Eine  gewisse  Übersicht  über  die  für 
ihn  in  Betnusht  kommenden  Stadien  ist  gerade  für  den  Stodiien- 
den  dar  Mathematik  erwOnecht,  weil  er  sich  ohne  eine  solche  er« 
fthrungsgemftfe  vielfaeh  nicht  sniechtBndet  Es  soll  hittmit  aber 
keine  Uniforminmg  der  Studien,  sondem  nnr  eine  Regulirung  der- 
selben empfohlen  sein.  Mein  Wunsch  würde  sein,  dafs  in  ähnlicher 
Weise,  wie  e?  jetzt  Göttingen  und  z.  B.  Strafshurg  gethan  haben, 
jede  TTniversiiät  in  nicht  zu  langen  Zwischenräumen  ©inen  ihren 
individuellen  Verhiiltnissen  entsiu  erlienden  Studienplan  publieiren 
möchte.  £m  Studienphm,  der  iui  alle  Uuiversitäten  gleichförmig 
gelten  sMlte,  mflftte  sich  in  niehtssagenden  Allgemeinheiten  bewegen, 
vid  ich  habe  immer  abgelebBti  mich  an  der  Anfttellnng  eines  solchen 
SS  beteiligen. 


Über  den  Unterricht  in  der  darstellenden  (leometrie  an  der 

Universität  Strafsbori^. 

Ton  A.  Xraser  in  Strafsboig  i.  £. 

Für  den  ünteirieht  in  der  dantellenden  Geometrie  ist  ein  Gnrs 
▼on  swel  Semestern  in  Anssicht  genommen;  in  jedem  dieser  Semester 
soll  eine  iweistllndige  Vorlesung  gehalten  werden,  und  im  Anschlüsse 


finden.  Mehr  Zeit  diesem  Unterricht«  zuzuwenden,  dürfte  niit  Rück- 
sicht auf  die  anderen  Stadien  an  der  Universität  nicht  angängig 


daran  sollen  an  einem  Nachmittage 
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sein;  es  söheint  aber  aneh  mdglich,  mit  ^eser  knapp  bemessenen 
Zeit  auszureichen,  wenn  man  nur  eine  Wiederholung  der  gleichen 
Aufgaben  in  der  Vorlesung  und  in  den  Übungen  gänzlich  vermeidet 
und  solche  Aufgaben,  die  für  die  selbständige  Lösung  rlurch  die 
Schüler  zu  schwierig  sind,  nur  in  der  Vorlesung  belüiudelt  (ich 
denke  z.  B.  an  die  Bestimmung  des  küizesten  Abstaiides  zweier 
Geraden),  andere,  deren  Ausfüluuug  in  der  Vorlesung  unVerhältnis- 
mftbig  viel  Zeit  in  Ansproeb  nehmen  wflrde,  anescUiefUich  In  die 
Übungen  Terlegt  (i.  B.  die  Dnrdidringungen  xmd  Sehatten- 
ooBetructionen).  Eb  iet  dann  allerdings  nStig,  dafs  einerseits  in  der 
Vorlesung  der  Vortragende  mit  Lineal  und  Cirkel  arbeitet  und  ge« 
nau  zeichnet,  andererseits  im  Übnngssaale  Gelegenheit  ist,  kurze 
Erläuterungen  an  der  Tafel  zu  gehen.  Für  die  t^ungen  hat  sich 
ein  Verfahren  als  Uufserst  zweckmiifsig  erwiesen,  das  ich  bei  HeiTu 
Prof.  Schur  in  Karlsruhe  kennen  gelernt  liabe,  und  das  darin  be- 
steht, daXs  jedem  einzelnen  Teilnehmer  die  Daten  der  Aufgabe  auf 
einem  antographisch  oder  sonstwie  Yer?ielf>lltigten  Blatte  in  die 
Hand  gegeben  werden,  die  er  genau  in  copiren  und  seiner  Zeich- 
nung sn  Gmnde  sn  legen  hat  Dadmeh  ist  die  sonst  schwierige 
Disposition  jedes  Bogens  gegeben  und  die  Conbiole  der  entstehenden 
Zeicbnnng  ungemein  erleichtert 

Tn  welcher  Weise  der  ganze  Stoff'  a^if  die  zwei  Semester  ver- 
teilt werden  soll,  läfst  sich  jedenfalls  pi  st  nach  Abschlufs  eine^^  ganzen 
Curses  entscheiden.  Der  Wunsch,  sotort  nach  Eintüliruug  der  neuen 
Prüfongsordnung  den  Unterricht  ins  Werk  zu  setzen,  liels  uns  in 
Stralsburg  die  Vorlesung  in  einem  Sommersemester  beginnen.  In 
dem  korsen  SommerBemester  konnte  dann  nicht  mehr  als  in  einon 
ersten  Teile  die  orthogonale  Projeetion  von  Ponkten,  Geraden, 
Ebenen,  geradlinigen  Figuren  nud  ebeuffiUiliigMi  Körpern,  und  in 
einem  zweiten  Teile  eine  Erörterung  der  anderen  Methoden  der  dar- 
stellenden Geometrie  (schiefe  Projection,  Axonometrie,  Central-  und 
Keiietper^poctive)  erledigt  werden.  Es  ist  aber  doch  möglich,  dafs 
durch  eine  Einschränkung  des  etwas  breit  geratenen  zweiten  Teiles 
und  einer  sorgf2iltigeren  Ausnutzimg  der  Stimden  sich  noch  Zeit  für 
die  Behandlung  der  Kegelschnitte  finden  UÜkt. 

Hodb  mag  erwlhnt  werden,  dab  als  Übnogssaal  ein  Zimmer 
des  mathematisohen  Seminaxs  eingeriditet  wurde,  und  dafii  nicht 
blolh  Tische  (fiir  je  zwei  Zeichnende)  mit  verschlieTsbaren  Schub- 
laden und  Zeichensttihle,  sondern  auch  Beifsbretter  und  Schienen 
von  Snifp  der  Universität  beschafft  wurden;  der  Gesamtaufwand  be- 
trug für  je  einen  Teilnehmer  etwa  M.  18. 
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Eilige  Benerkufei  sit  der  iievei  pMiifti«Aen 

Prlfangsordnung. 

Von  X.  StadjT  in  Greifswald. 

In  der  Bacpredmng,  die  sich  in  der  mathematischeii  Section  der 
NatorfcMWchenreriiMninlniig  la  Mflnohen  an  die  Referate  der  Herren 

H.  Weber  und  G.  Hauck  über  die  neue  prenfsische  Prüfungsordnung 
anschlofg,  stand  wie  in  den  Referaten  selbst  die  Frage  zur  Erörterung, 
wie  der  akademische  Unterricht  sich  diesen  im  wesentlichen  auch  in 
Sachsen  und  in  den  Reichslanden  einpefahrteu  A Di  s.  hriften  anzu- 
passen kube.  Indem  der  VeH'asser  einer  Autt'ordcniug  der  Redaction 
des  JahreBberiehies  der  Ifathemaliker-Vereimgung  nadikommt^  einige 
auf  jener  Vermnunlung  gemachte  Bemeckangen  m  wiederiiolen,  er- 
laobi  er  sieh,  mit  Znstinmiimg  der  Bedaeläim,  seine  Gedanken  Aber 
den  GegenstSJid  im  Znsanmienhange  darzulegen. 

PrttfiingBordnungen  werden  nicht  fUr  ewige  Zeiten  erlassen,  und 
wenn  wir  auch  die  vorliegende  zunächst  als  ein  Gegebenes  hin- 
nehmen müssen,  so  scheint  es  doch  im  Hinblick  auf  künlti^^r  Neu- 
gestaltungen ei-wünscht,  dafs  ein  solcher  Gegenstand  einer  utfentiichen 
Besprechung  unterworfen  werde,  dafs  gewisse  Fragen  im  Kreise  der 
Fachmänner  erörtert  werden,  beyor  die  Regierungen  in  die  Lage 
kommen  werden,  sidi  wieder  mit  ihnen  an  besohlfkigen.*)  — 

Als  wesentliche  Keuenmgen  erseheinen  uns  die  durch  ver^ 
schiedene  Bestimmungen  heiheigelBhrte  Entlastung  der  Stu- 
dir  enden,  die  nun  in  ausgedehntem  Ümfiuig  und  systematisch  er« 
folgte  Heranziehung  von  Schulm&nnern  zu  den  Prüfungen, 
und  die  EinfClgung  einer  neuen  Facultas,  der  fOr  angewandte 
Mathematik. 

Die  Entlastung  der  Studirenden  hält  auch  der  Verfasser  ttlr 
einen  dankenswerten  Fortschritt  Im  Interesse  einer  treieren  Ge* 
staltung  des  Studiums  sind  aber  nach  seiner  Ansicht  noch  weitere 
Erleichterungen  ein  dringendes  BedOt&is. 

Dafii  die  allgemeine  Prfifung  beseitigt  werde,  ist  ein  Wunsch, 
der  in  den  weitesten  Sjreisen  geteUt  wird,  und  den  man  nur  deshalb 
jetzt  nicht  mehr  so  oft  hört,  weil  bereits  eine  ziemlich  allgemeine 
Resignation  eingetreten  ist.  Dafs  sich  allgemeine  Bildung  durch 
eine  Prüfung  überhaupt  nicht  feststellen  läfst,  ist  die  Ansicht  der 
meisten  compet^mten  Beurteiler,  und  ebenso  auch,  dafs  der  durch 
die  Fächer  Religion,  Philosophie,  Pädagogik,  deutsche  Litteratiu: 
bezeichnete  Büdungsstoff  eher  einseitig  als  allgemein  genannt  2U 
werden  Terdieni  Die  Prüfungen  in  Religion  und  Litteraturgeseliiehie 


*)  Auch  die  Herren  Referenten  haben  nicht  umhin  gekonnt,  Änderungen 
der  gdienden  Bestimmungen  Tonnsddagen. 
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sind  nur  partielle  Eepetition&a  des  Abiturient^^nf xamens,  bei  dem 
luau  es  doch  genug  sein  lassen  sollte.  Wanuti  entwickelt  man 
gerade  gegenüber  dem  zukünftigen  Lehrer  ein  MiTstrauen,  yon  dem 
der  kflnitige  Ant  und  Bicktar  Terscbont  bleiben?  Sollen  die  Lehr- 
unteeandidaten  Yorlesmigen  Aber  Eireheiigeichißhte  hdien,  w&hrend 
den  Theologen  die  gewifii  oftmals  recht  nötige  Erweitenmg  ihres 
Vorstellungskreises  nach  der  naturwissenschaftlichen  und  volkswirt- 
schaftlichen Seite  hin  nicht  zugemutet  wird?  Sind  zur  Erwerbung 
pädagogiscliMr  Kenntnisse  und  Fähigkeiten  nicht  das  Seminarjalir 
und  das  Pk  Im  iln  da?  Und  kann  man  nicht  ein  sehr  philosophischer 
Kopf  sein  Ull  i  tine  wohldurchdachte  Weltanschauung  haben,  ohne 
in  der  Piiiiusoplne  gerade  „examinirbare*'  Kenntnisse  zxi  besitzen? 
Kur  MittelmäDsigkeit  und  Strebertum  haben  Vorteil  roa  dieaar  Utar 
riehtong.  Der  TiLchtige  geht  seinen  eigenen  Weg,  er  verBclunllit  das 
GSngelband.  Auf  ihn  wirkt  daher  diese  Prflfnng  geradeso  wie  auf 
den  notorisdien  Faulpelz,  indem  sie  idlmlich  nur  dazu  dient,  ihm  die 
lotste  Zeit  vor  dem  Examen  zu  verbittern  und  ihm  die  Aussichten 
auf  sein  Vorwärtskommen  zu  trüben.  Da  wird  denn  in  aller  Hast 
ein  möglichst  dünnes  Compendium  studirt,  und  auch  das  ineist<>ns 
kaum  zur  HRlfte.  Auffallend  häufig  haben  sich  Candidaten  „näher 
mit  der  Geschichte  der  alten  Philosophie  beschäftigt".  Der  Exami- 
nator muTs  dann  ein  Auge  zudrücken  und  durch  Milde  die  Wirkung 
einer  nnsweokmftbigen  Verordnung  abnisohwichen  suchen.  Dafs  so 
die  Dinge  wirkUch  liegen,  ist  allgemein  bekannt.  Warum  ffthrt 
man  aber  dann  fort,  zu  yerlangen,  was  sich  auch  nicht 
annähernd  durchsetzen  läfst? 

Auch  über  die  in  der  allgemeinen  Prüfung  geforderte  schrift- 
Vtche  Arbeit  können  wir  nicht  günstig  urteilen.  Gewifs  ist  es  sehr 
zu  wünschen,  dafs  alle  unsere  Lohrfr  (jfewandth*'i^  sehrittlic]ipn 
Ausdruck  ihrer  Gedaiiki'u  sich  aneignen  möchten.  Aber  während 
ihrer  Studienzeit  haben  viele  kaum  Gelegenheit,  diese  wertvolle 
Fähigkeit  zu  üben.  Auch  hier  wird  man  die  Erwartungen  nicht 
SU  hoch  spannen  dürfen,  wenn  man  sich  nicht  enttftuscht  sehen 
wilL  Sodann  scheuit  uns  die  Bearbeltimg  eines  von  aulsen  ge- 
gebenen Thanns  ans  einem  Gedankenkrase,  der  dem  Candidaten 
mehr  oder  minder  ferne  liegt,  kein  glücklißher  Griff  zu  sein.  Niemand 
kann  gut  schreiben  über  eine  Sache,  die  ihn  nicht  interessirt.  Es  ist 
aber  für  einen  Candidaten  der  Physik  eine  starke  Zumutung,  sieh, 
aus  welchem  Gesichtspunkt  auch  immer,  z  B.  für  «  Jellert's  Kirchen- 
lieder zu  erwärmen.  Sollen  auf  eiue  .solche  htiiübung  und  die  zu- 
gehörigen litterarischen  Studien  acht  Wochen  von  den  sechzehn  ver- 
wendet werden,  die  für  beide  Arbeiten  zusammen  angesetzt  sind? 

Dagegen,  dals  der  Leiter  der  Prftfungacommission  ein  Bchul- 
mann  sein  soll,  haben  wir  nickts  einsnwenden.   Nur  dflrfte  es  sich 
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wohl  empfehlen,  dafs  der  VorRitzeude  am  Orte  der  iViituiigen  selbst 
ansässig  ist,  da  andernfalls  Erschwerungen  des  Geschiittstranprs  sich 
ergeben  müssen.  Bedeukiich  dagegen  erscheint  uns  die  Zuziehuug 
Ton  Schulmännem  als  Examinatoren  zu  den  FachprQfongen. 

Bs  kann  wobl  keinem  Zweil»!  unterliegen,  dab  wer  ein  Examen 
nnd  eelbet  ein  sekr  gutes  Examen  besteht,  dbunit  noch  lange  nieht 
erwiesen  hat,  daCs  er  auch  nur  eines  der  von  ihm  in  elementarer 
Weise  zu  unterrichtenden  Fächer  smgleich  in  einem  höheren  Sinne, 
nftmlich  als  akademischer  Lehrer  vertreten  kann.  Mit  Recht 
verlangen  die  ünivprsitlten  von  ihren  Lehrern  ganz  anders  geartete 
Leistungen,  gründlichere  Specialstudien  und  eine  Beherrschung  des 
Stoffs,  wie  sie  nur  durch  productive  wissenschaftliche  Arbeit  er- 
worben wurden  kann.  Die  gleichen  Anforderungen,  wie  an  den 
akademischen  Lehrer,  müssen  aber  gewifs  auoh  an  den  gestellt 
werden,  der  dem  Lernenden  am  Ende  seiner  Studienzeit  als  Exami- 
nator gegenfiberfaritt.  Kickt  als  ob  der  PrOfende  alles  das,  was  ihm 
selbst  wichtig  erscheint,  nun  auoh  von  dem  onglücküchMi  Candidaten 
fordern  sollte.  Aber  nur  wer  in  freier  Beherrschung  seines  Gegen* 
Standes  sich  bewegen  kann,  wird  die  Leistungen  eines  anderen 
richtig  einzuschätzen  im  stände  sein,  nur  er  wird  vei-stehen,  was 
der  Candidat  an  Kenntnissen  etwa  besitzt,  auch  hervorzulocken. 
Oerade  hervorragende  Gelehrte  sind  daher  selten  getlirchtete  Examina- 
toren. DaCs  aber  der  von  ganz  anderen  Aufgaben  ausgefüllte  schwere 
und  verantwortangavolle  Beruf  eines  Gjimiasial-  oder  Beallehrers 
mit  seiner  Zersplitterung  der  Arbeitskraft  dem  Schulmann  in  der 
Begel  gar  nieht  die  Möglichkeit  läTst,  ein  solches  Niveau  zu  erreichen 
und  sich  dauernd  darauf  ro  behaupten,  das  wissen  die  Lehrer  im 
gansen  selbst  s^  wohl.  Eri^ni  doch  aus  ihren  Kreisen  die,  wie 
uns  scheint,  völHp  berechtigte  Kla^e,  dafs  es  ihnen  an  Zeit  zur 
wissenschaftlichen  Weiterbildung  fehle.  Gerade  die  unter  ihnen,  die 
lebhafte  wissenschaftliche  Interessen  haben  und  die  daher  die 
Schwierigkeit  der  Aufgabe  wohl  zu  beurteilen  vermögen,  werden 
wahrscheinlich  das  neue  Amt  als  eine  ilurem  Stande  auferlegte  schwere 
Bürde  empfinden,  und  sie  weiden  ihren  rührigen  Oollegen,  die  die 
neuen  Bestimmungen  durehzusetMn  gewufst  haben,  wenig  dankbar 
sein  für  dieses  Geschenk.  Allerdings  kann  jeder  einzelne  das  Amt 
eines  Examinators  mit  der  Motivirung  ablehnen,  dafs  er  sich  einer 
solchen  Aufgabe  nicht  gewachsen  fühle.  Ob  aber  eine  so  begründete 
Weigerung  auf  die  vorgesetzte  Behörde  einen  guten  Eindruck  maelien 
würde,  das  darf  füglich  hnzweifelt  werden:  Dafs  die  besjti  ni  ht  ii^ 
Schwierigkeit  an  mafsgebender  ritelle  nicht  hinreichend  gtwLuJigi 
wird,  das  beweist  eben  die  Existenz  der  besprochenen  Einrichtung. 
Und  der  Sache  würde  mit  einer  solchen  Weigerung  wohl  nicht 
einmal  gedient  sein.  Das  Amt  würde  einem  andern  angetragen 
werden,  der  sieh  in  ebenderselben  Lage  befindet 
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Setzen  wir,  um  das  Gesagt«  durch  ein  Beispiel  zn  erlftutem, 
den  durühaus  nicht  unwahrscheinlichen  Fall,  daTs  ein  Candidat  unter 
Verw<isiing  aof  §  23  b  der  PrOAmgiOfdiiiiiig  den  Wanach  ausspricht, 
in  der  theoretiachen  ElektricitiLtslehre  eingehender  geprilft  m.  werden, 
llii  den  Anriobten  über  Elektrkittt  haben  bekanntlieh  im  letcten 
Jahrzehnt  auch  die  sugehörigen  mathematischen  Theorien  eine  be- 
trächtliche Umwälzung  erfahren,  und  diosi  findet  ihren  Ausdruck  im 
heutigen  akademi'?r}ien  Untemclit.  Man  stelle  sich  nun  die  Lage 
eines  Pf'hiilrnannrs  vor,  der  diese  durch  Tjebrbiichpr  tut  Zeit  noch 
keineswegs  leicht  zugänglichen  mathematischen  Theorien  nicht  kennt 
und  gleichwohl  darin  prüfen  soll! 

Und  dabei  hätten  wir  auf  die  natürlich  auch  in  anderen  Ge- 
bieten eingetretenen  JLnderongen  im  üntemefatastoiT  noch  nidit 
einmal  Besag  za  nehmen  brauchen. 

Wieviele  unter  den  PhyaikenL  'nnaerer  Gymnasien  nnd  Beal- 
schulen,  die  ihr  Examen  sagen  wir  vor  zehn  Jahren  bestanden 
haben,  werden  wohl  gegenwärtig  auch  nur  in  den  älteren  mathe- 
matiRfbf^n  Theorien  der  Elektricitätslehrf^  so  zu  Hause  spin,  dafs  sie 
.in  diest  II  ohne  sehr  sorgfaltis^e  und  umfangreiche  Vorbereitungen  als 
Examinatoren  fungiren  k  inntenV  Ja  wir  können  geti'ost  noch  einen 
Schritt  weitergehen  und  ruiiig  behaupten,  dafs  viele  Lehrer  ohne 
Votbeteitung  ihr  Bzamen  selbst  nicht  mehr  würden  bestehen  können, 
wenn  sie  es  toh  neuem  abzulegen  hfttten.  Es  brauohen  das  nodi 
lange  nieht  achlechte  Lehrer  su  sein;  im  Gegenteil,  ee  kflonen  eieh 
vielleicht  viele  der  besten  unter  ihnen  befinden.  Nicht  darum  ist  ja 
die  Beschäftigung  mit  h^erer  Mathematik  und  theoretischer  Physik 
auf  den  Universitäten  vorgeschrieben,  weil  solche  Kenntnisse  für  den 
Schulunterricht  iinmittell  ar  zu  verwerten  wären,  sondern  woil  dadurch 
eine  Gewandtheit  jh  I  i  I'f  Tjieisterung  des  Stoffes,  eine  vunfassendere 
und  vertiefte  Gesamiaüöuiit  und  eine  Reife  des  Urteils  erreicht  werden, 
die  für  einen  gedeihlichen  Unterricht  unentbehrlich  sind,  uui  anderem 
Wege  aber  in  der  Begel  nieht  etsielt  werden  k&men.  Vieles  darf 
der  Lehrer  wie  der  Mann  der  Praiis  ohne  Bohaden  Tergessen,  was 
er  einmal  doch  gewoJSit  haben  mui^;  die  EinseUieiten  kdnnen 
schwinden,  die  gute  Naohwirkong  bleibt.  Als  Examinator  im  Sinne 
unserer  Prüfungsordnung  eignet  sich  aber  ein  solcher  Lehrer  sicher- 
lich nicht,  mag  er  in  seinem  Berufe  auch  noch  so  tüchtig  sein. 

Welcher  Stunn  der  Entrüstung  würdo  sich  nicht  erheben,  wollte 
die  Regierung  den  Gymnasiallehrern  einen  Teil  des  Abitunenten- 
examens  aus  der  Hand  nehmen,  um  andere,  etwa  Universitätslehrer, 
damit  zu  betrauen!  Noch  viel  unzweckmärsiger  als  eine  solche  gewifs 
nidit  lu  befürwortende  Anordnung  aber  ist  die,  Ton  der  wir  hier 
reden. 

Was  mag  wohl  mit  dieser  auffallenden  Mabregd  beabdohtigt 
sein?   Sollte  nur  der  Tielleioht  tou  einigen,  gewils  aber  nicht  von 
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der  Oemmfheit  d«r  Ltiuer  gehegte  Wunsoh  wuk  «iiier  Vertretung^ 
des  Lehnntondet  in  den  Prttftmg8oominü»u»ieii,  also  ein  rem  per- 
sOnHehee  MotiT,  ni  einer  so  folgensdnrami  Bestiffimiing  geführt 

haben?  Wahrscheinlich  leider  nicht.  Wrlchrs  aber  »ind  dann  die 
sachlichen  Gründe  der  Einrichtung?  Wir  haben  nur  den  einen 
finden  können,  dalis  den  alfademischen  Tiphr^m  zu  Gemüte  gefiihii; 
werden  soll,  dafs  ihr  üniti-nflit  elementarer  werden,  dein  päda- 
gogischeu Bedürfnis  mehr  Rechnung  tragen  müsse.  Der  Schuimanu, 
das  erwartet  man  vielleicht,  wird  vor  allentL  in  der  Prüfung  sein 
Augenmerk  auf  solche  Dinge  richten,  die  der  Lehrer  unmittelbar 
braueht*),  und  da«  sind  bekanntlich  nieht  iininer  die  Dinge,  die  im 
akademiwshen  ünterriefat  bisher  im  Vordergrund  gestanden  haben. 
Die  die  neue  Einrichtung  in  Änregong  gebradit  haben,  wfirden  dann 
also  wohl  der  Ansieht  sein,  dafs  durch  Seminarjahr  und  Probe« 
jähr  dem  Bedürfnis  der  ünterricbtspraxis  noch  nicht  ge- 
nügend Reclmunf?  ijetragen  sei,  sfondem  daf^^  aiich  noch  das  akade- 
mische Studiuiu  dazu  herangezogen  werden  müsse,  natürlich  auf  Kosten 
der  \sTLSsenschaftlichen  Ausbildung  der  Studirenden,  an  deren  Stelle 
teilweise  eine  auf  die  gewöhnlichsten  Aufgaben  des  Unterrichts  gerich- 
tete Dressur  sn  treten  hfttte.**)  Sollte  wirklich  der  Ursprung  der 
besprochenen  Einiiehtung  in  solchen  Bestrebungen  liegen,  wie  sie  ja 
wohl  hier  und  da  vorhanden  lein  mSgen,  —  und  wir  haben,  wie 
gesagt,  irgend  einen  anderen  sachlichen  Grund  nicht  zu  finden  ver- 
mocht  —  dann  kann  dem  Gegenstände  seitens  der  akademi- 
schen Lehrer  gar  nicht  genug  Aufmerksamkeit  geschenkt 
werden.  Dann  steht  eine  Lebensfrage  unserer  geistigen 
Cultur  auf  dem  Spiele,  dann  sind  wir  in  Gefahr,  ein  kost- 
bares Gut  zu  verlieren. 

Nehmen  wir  indessen  au,  dafs  der  in  die  Prüfungscomuiisüion 
berufene  Schulmann  seine  Aufgabe  ebenso  zu  fusen  sucht  wie  der 
ekademisdie  Lehrer  —  und  idrie,  wohl  die  Mehrsahl,  werden  das 
sidierlich  thun  — ,  dann  ergiebt  sich,  in  vielen  FSllen  wenigstens, 
immer  noch  eine  Erschwerung  des  Examens  fElr  den  Candidaten. 
Denn  der  üsaminator  wird,  wie  gesagt,  in  der  Bogel  nicht  umhin 


*i  Tn  einem  anderen  Pirmn  kann  der  mathematische  Untciricht 
wenigstens  allerdings  wohl  elementarer  werden.  Es  kann  das  Anschauliche 
mehr  in  den  Vordergnmd  treten,  es  kOnnen  elem«atare  Gegenstlnde  ans 
modenien  wiMMMohaftUchen  Gesichtspunkten  betrachtet  werc^,  wie  es 
hier  und  da  auch  bereits  geschieht.  Aber  auch  solche  Vorlesunffen  werden 
dem  Schulunterricht  nur  mittelbar  gute  kommen,  und  Öcnulmänner, 
namentlich  «oldie  der  Uteren  Generation,  die  derartige  Vorletungen  selbst 
zu  hOrcn  keine  OeWenheit  q'<'lKl^t  haben,  werden  sioh  dniehaus  nicht 
sa  Examinatoren  in  diesen  Dmgeu  eignen. 

**)  Nicht  Forscher,  sondern  Lehrer  habe  der  akademische  üntetticht 
zunftchst  heranzubilden,  wird  uns  zuweilen  gesagt.  Als  ob  sieh  nicht  die. 
Eniehuag  Ton  Focschem  in  der  Bogel  gaos  Ton  lelbst  verbotet 
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Icönnen,  sich  auf  das  Examen  vorzubereiten.    Er  mufs  d  mn  auf 
seinem  Schein  Tipsfehen  und  kann  vielleicht  gerade  in  die  Gebiete 
dem  Candiduten  nicht  folgen,  in  denen  dessen  beste  K*  nntnisse  liegen 
Es  sind  Erfahrungen  vorhanden,  die  zeigen,  dafs  unter  soltlu  u  Um- 
i^täuden  das  Examen  geradezu  in  ein  Hazardspiel  ausarten  kann. 

Gegen  das  GMagte  möge  man  mxki  etwa  galtand  madieii,  dafi 
solche  Unguiaaglichkeiten  audh  da  schon  vorgekoaunen  seien,  wo  nur 
akademieche  Lehrer  Examinatoren  waren,  föcberlich  sind  sie  vor- 
gekonmien,  wir  knüpfen  eben  gerade  an  solche  betrflbende  Erscheinungen 
an.  Aber  wie  schwere  Fehler  auch  schon  begangen  worden  sein  mdgen, 
diAst^  Fehler  hatten  ihre  Wurzel  in  den  Unvollkonnnenheik»n  der 
menschlichen  Natur,  und  sie  werden  auf  keine  Weise  irnnz  auszurotten 
sein.  Allseitige  (Jarantieu  für  Gompetenz  und  Geschick  i  in'^':  Examina- 
tors lassen  sich  eben  der  Natur  der  Sache  nach  uicht  wohl  bieten.*) 
Hier  aber  ist  eine  Einrichtung  geschaffen  worden,  die,  weit  entfernt, 
Ifitngel  der  gesofaüderten  Art  sa  beseitigen,  sie  geradem  henronrufen 
muDs,  nnd  die  daher  schlielüdidi  demoralisirend  auf  den  Eifer  der 
Studirendeii  einwirken  wird*  Biine  Einrichtung,  die,  wollen  wir  hin« 
zufügen,  auch  ganz  und  gar  nicht  im  Interesse  der  Lehrer  liegt, 
weder  in  deren  wahrem  Stalldesinteresse,  noch  auch  im  Interesse 
ihrer  Berufsthätigkeit. 

Ein  nndnrer  Umstand,  der  auch  nicht  für  die  Heranziehung 
von  Öchuiiuünuern  als  i:^xaminatoren  spricht,  ist  der  folgende.  Es 
ist  bekannt,  ein  wie  schiefes  Bild  ein  Examen  häufig  von  der 
Qualifieation  eines  jungen  Mannes  giebt  Aufregimg  und  ktffperlidie 
Ersohöpfiing,  hervoigezufen  dnreh  das  Eiawen  selbst,  das  «ine  keines- 
wegs geringe  physiscfae  und  psychische  Anstmigung  darstellt,  be- 
wirken oftmals,  dafe  ein  Gandidat  Kenntnisse  und  Fähigkeiten  im 
entscheidenden  Augenblick  nicht  zu  zeigen  vermag,  di<'  or  tlint^Hch- 
licb  besitzt.  Unter  solchen  Umständen  konnte  bisher  der  Examinator, 
auf  Grund  seiner  namentlich  bei  semiuaiistiächeu  Übungen  erworbeneu 
Kenntnis  der  i'ersönlichkeit  des  Gandidaten,  gleichwohl  zu  einem 
richtigen  Urteil  gelangen,  in  vielen  Fällen  wenigstens.  Diese  Wohl- 
that  wird  nun  dem  Candidaten  zum  grofs«!  Täl  entzogen;  und  in 
demselben  Sinne,  nSmlich  erschwerend,  mufs  es  wirken,  wenn  mangels 
penOnUcher  Ben^ungen  das  Thema  der  wissenschaftlichen  Aibeit 

*)  Was  sich  —  in  den  meisten  Fällen  wenigstens  —  wirklich  tbuu 
ISStit^  ist,  soviel  wir  sehen,  einsig  und  aUein  die  rfloksichtslose  Be- 
seitigung solcher  Examinatoren,  die  durch  zu  schwere  und  überhaupt 
unverständige  Ytaßen  sich  autzeichnen  oder  die  ihnen  verliehene  Macht 
miAbranchen.  Die  Qnalification  eines  Examinaton  ist  nicht  nur  den 
Mitgliedern  der  Prüfiiugscommissionen  in  derRegf  1  L't  rjau  bekannt,  sondern 
sie  püegt  auch  von  den  Studireuden  richtig  beurteilt  zu  werden.  Ein 
unbeliebter  Examinator  ist  immer  ein  schlechter  Examinator,  wenn  auch 
da«  Umgekehrte  wohl  nicht  xi^tig  ist 
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nicht  mehr  in  gleiehtm  Qi«de  wie  bisher  dem  ja  tob  mancherlei 
Zuftlligkeiten  abbingigen  Btudieogang  dee  Oandidaten  angepafot 
werden  kann. 

Dars  der  ganze  Apparat  der  Frilfungmommission  kostspieliger 

wird  und  schwerfälliger  arbeitet,  wenn  mehrere  Mitglieder  auswärts 
wohnen,  xmä  dafs  z.  B.  unnötige  Weitläufigkeiten  daraus  entstehen 
können,  dais  die  physikalischen  Apparate  der  Universität  A  ver- 
schieden sind  von  denen  der  Realschule  B,  erwähnen  wir,  als  von 
minderem  Belang,  nur  nebenbei 

Wir  wmden  uns  nun  zur  Betraehtong  der  neuen  Funiltas. 

Der  novmale  Lauf  der  Dinge  ist  wobl  der,  dafs  neuen  Be- 
dürfnissen  die  nötigen  Einrichtungen  folgen,  und  erst  nach  längerer 
Zeit,  wenn  genügende  Erfahningen  gesammelt  sind,  die  Examina. 
In  unserem  Falle  ist  der  L^n  ade  entgegengesetzte  Weg  eingeschlagen 
worden,  die  Prüfungen  sind  zuerst  da-,  und  damit  sehen  sich  die 
Mathematiker  vor  eine  sehr  schwierige  Aufgabe  gestellt. 

Wenn  die  Mathematiker -Vereinigung  in  irgend  einer  Form 
Stellung  m  solehen  EVragen  nimmt,  so  kann  es  siob  dabei  natlirliob 
nicht  nm  eine  akademische  ErOrtenmg  darflber  bandeln,  was  etwa 
gut  und  schön  sein  mag.  Wir  mfissen  uns  vielmehr  Yon  dem  Ge- 
danken leiten  lassen,  auf  die  Marsnahmen  der  Segierungen  Einflufo 
zu  gewinnen,  ohne  deren  thätige  Hülfe  wir  nur  sehr  wenig  werden 
ausrichten  können.  Wollen  wir  nicht  einen  gi-ofsen  Teil  des  Ein- 
flusses, den  wir  in  dieser  Richtung  allenfalls  haben  mögen,  von  vom 
herein  aus  der  Hand  geben,  so  müssen  wir  unsf^re  Wünsche  möglichst 
präcise  formuüren,  TOr  allem  aber  so,  dafs  diese  VV  üusche 
aiebt  lu  weit  Aber  das  binausgehen,  was  die  Begierungen 
beim  besten  Willen  werden  leisten  kdnnen.  Wir  mfissen 
also,  so  gut  oder  so  scfaieebt  wir  es  kennen,  die  finanspoUtiscbe  Seite 
der  Frage  selbst  schon  erwägen.  Wir  müssen  darauf  Blicksicht 
nehmen,  daCs  unsere  Vorschlftge  mit  Bedür&issen  anderer  Fächer  in 
Collision  kommen  können.  Wir  müssen  femer  darauf  bedacht  sein, 
dafs  die  neu  zu  schaffenden  Einrichtungen  nicht  etwa  eine  Uber- 
lastung  der  Ötudirenden  und  der  Docenten  herbeiführen.  Wir  werden 
endlich  gewissenhaft  abwägi-n  mü.ssen,  oh  da,  wo  vorhandene  Ein- 
richtungen ganz  oder  teilweise  beseitigt  werden  sollen,  das  Neue 
wirklich  anöb  das  Bessere  sein  wird.  0m  aber  über  alle  diese 
Fhkgen  ein  sicheres  Urteil  su  gewinnen,  mfifete  der  einzelne  mit 
der  Natur  der  Einrichtungen  schon  yertraut  sein,  die  geschaffen 
werden  sollen;  er  mtUste  eben  die  Erfahrungen  schon  besitzen,  die 
erst  auf  Grund  dieser  Einrichtungen  gesammelt  werden  können. 
Unter  diesen  Fmständcn  ist  «■.'^  mit  hesondert-m  Danke  zu  hegrilfsen. 
dafs  eine  Autorität  vom  Range  des  Herrn  Ci.  Hauck  uns  aus  dem 
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Beichtum  der  an  Teohniflehan  Hochschulen  gesammelten  Erfahrungen 
«inige  Fmgmzeige  gegeben  hat,  ^  uns  sur  Bildung  eum  Torlftufigen 
ürtefls  hiäftm.  kttim€ii.  Die  Bemevkungen,  die  der  Ver&nar  Mena 
siflh  n  maehen  erlaubt,  bittet  er  natllorlioh  als  TöUig  unmafegeblich 
aufzufassen.  Bs  ist  dringend  au  wflnBcben,  dafs  eine  für  die 
Zukunft  der  mathematischen  Wissenschaft  in  Deutschland 
so  wichtige  Frapf  von  möglichst  viplen  Seiten  beleuchtet 
wer«lp,  und  dais  dies  auch  möglichst  bald  geschehe,  noch  bevor  bei 
OeliMTnüieit  der  nächsten  Niiturforscberversammlnngen  wieder  ein 
miiudiicber  Gedankenaustausch  stattünden  kauu.  Jedenfalls  müssen 
Vorschläge,  ttbor  die  die  mattieiiiktinlie  Seetion  auf  einer  solchen 
Versammlung  abstimmen  soll,  geraume  Zeit  Toriur  sdum  im  Druck 
▼orliegen.  Bs  geht  bei  wiehtigen  Angelegenheiten  schlechterdings 
nieht,  daf^  einzelne  Persrinliehkeiten  anf  der  Versammlung  selbst 
erst  mit  neuen  Ideen  hervortreten,  ond  dafs  dann  die  anderen, 
ohne  genügende  Zeit  zur  Überlegung  su  haben,  ihre  Zustimmung 
erklären. 

Durch  die  Einstellung  einer  Facultas  für  angewandte  Mathe- 
matik in  die  neue  PH\fungsordnung  ist  der  jet^t  auf  die  Tages- 
ordnung gesetzten  Forderung  Rechnung  getragen  worden,  dafs  die 
theoretisehe  Wissensohaft  in  eine  innigere  Besiehung  «a  den  An> 
Wendungen  treten  soll,  als  bisher.  Über  die  mathematisohen  und 
teduischen  Brgebnisse,  die  Ton  der  Ausführung  dieses  Gedankens  su 
erwarten  sind,  denken  wir  nicht  allzu  sanguinisdL  In  England,  wo 
eine  solche  Versohmelzung  vorhanden  ist*),  stehen  die  Leistungen  in 
Technik  und  Physik  wohl  nicht  höher  als  bei  uns,  die  in  der  reinen 
Mathematik  aber  sehr  viel  niedriger.  Die  päfl!in-oci'^'"hf'n  Vorteile 
dagegen,  die  sich  daraus  füi*  die  Lehrer  unserer  hühereu  Schulen 
ergeben,  sind  wohl  unzweifelhaft.  Herr  Hauck  hat  sie  in  über- 
seugender  Weise  auseinandergesetzt. 

Will  man  untersuchen,  was  für  eine  EigSnsung  des  mathe- 
matischen  Unterrichts  nach  der  praktischen  Seite  hin  geschehen  kann, 
so  mulii  man,  wie  wir  glauben,  unterscheiden  swischen  Unterrichts- 
cursen  filr  rukünftige  Lehrer  an  Gymnasien  und  Realschulen,  und 
Cursen,  die  für  solche  Candidaten  bestimmt  sind,  die  die  neue  Facultas 
zum  Zwecke  der  Ausübung  einer  auf  sie  bezüglichen  T;phrthätigkeit 
erwerben  wollen.  Denn  diese  beiden  ('lassen  von  Canliliiteu  sind 
nicht  identisch,  und  sie  haben  sehr  verschiedene  Bedürtnisse.  Wer 
auf  eine  Anstellung  an  einer  Schule  nicht  gewerblichen  Charakters 
redmet,  wnd  auch  finner  in  der  Begel  nicht  darauf  yeniofaten  kQnnen, 


*)  In  Cambridge  giebt  e^  unter  acht  Lehrstühlen  (vergleichbar 
unseren  Ordinariaten)  für  die  mathematiiehen  WiMCMohaAea  nur  einen 
fttr  reine  Mathematik. 
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die  LehrbefHliigimg  dar  oberen  Stufe  fBr  reine  Mathematik  dnroli  die 
ebenfalls  fOr  die  obere  Stufo  su  erwerbende  Facultas  fOr  Physik  zu 
erginzen.*)  Die  Lehrbefahigung  in  Geodäsie  und  technischer  Mecha- 
nik wird  solchen  Gandidaten  nur  wenig  Nutzen  bringen,  da  diese 

Fächer  auch  an  Oherrealschulen  nirgends  unterrichtet  werden.  Dafs 
aber  Sfudirende  der  reinen  Mathematik  z.  B.  an  Stelle  der  npoirraphie 
die  angewandte  Mathematik  als  Nebenfach  in  Betracht  ziehen  könnt'^n, 
wird  durch  die  Prüfungsordnung  selbst  ausgeschlossen,  die  ausdrück- 
lich vorschreibt,  dafs  hier  die  Lehibefähigung  nur  für  die  obere 
Stufe  erteilt  werden  darf. 

Die  Ausbildung  der  künftigen  Mathematiklehrer  an 
Bealschnlen  und  Gymnasien  mulg  uns  natürlich  am  meisten 
am  Herien  liegen;  denn  diese  Glasse  Yon  Stndirenden  wird  an  den 
ümTcrsitilten  nach  wie  vor  die  Mehrsahl  der  HOrer  mathematischer 
Vorlesungen  ausmachen. 

Um  ihre  Fähigkeiten  nach  der  praktischen  Seite  hin  besser  su 
entwickeln,  könnte,  soviel  wir  sehen,  dreierlei  in  Aussidit  genommen 
werden. 

Man  kann  zunächst  daran  denken,  diese  Studirenden  für  einige 
Zeit  auf  eine  Technische  Hochschule  zu  schicken.  Dort  niüfsten  be- 
sondere Curt»e  für  sie  eingerichtet  werden.  Ob  aber  unsere  Techniker 
Ton  einer  solchen  Masseninvasion  schwerverdaulicher  Memente  sehr 
entxfl,ckt  sein  würden,  halten  wir  für  sweifelhaft.  Leiden  sie  doch 
ohnehin  schon  unter  Gberfttllung  ihrer  HOrsSle.  JHesor  Weg  ist  also 
aus  diesem  Grunde  und  wohl  audi  noch  aus  anderen  Gründen  wahr» 
scheinlich  nicht  gangbar. 

Man  könnte  zweitens,  ohne  neue  Curse  einzustellen,  den  Inhalt 
einit?fr  Vorlesungen,  namentlich  der  Vorlesung  übor  theoretische 
MtHliaiiik,  in  geeigneter  Weise  abändern  und  erganzen.  In  dieser 
Hinsicht  kann  vielleicht  einiges  gethan  werden,  aber  sicher  nicht 
aUsuvieL 

*)  Die  Prüfungsordnung  verlangt  allerdings  nur  eineLehrbef&higung 
der  oberen  Stufe.  Ja  ni»  lafst  aufTaUenderweise  sog^r  ro,  dafi  in  der 
angewandten  Mathematik  die  Facultas  der  oberen  Stufe  erworben  wird, 
und  in  der  reinen  Mathematik  und  Physik  nur  die  der  unteren  Stufe. 
Ea  würden  aher  wahrvdieinlich  an  Gymnasien  und  Realschulen  selbst 
gokhf  Tandidaten  in  <T;rnn;erer  Zahl  nicht  zu  braueben  sein,  die  die 
Facultää  der  oberen  >Stufe  in  beiden  Zweigen  der  Mathematik  mit  der 
LehrbefUhiguug  zweiter  Stufe  in  Physik  verbinden.  —  In  allen  drei  Fächern 
eine  Facultas  der  ersten  Stufe  zu  erwerben^  ist  nur  bei  Verlängerung  des 
Studiums  möglich.  Da  nicht  anzunehmen  ist,  dafs  von  den  zahlreichen 
Kandidaten,  die  nach  der  Mitteilung  von  Herrn  Hauck  sich  zur  Erwerbung 
der  neuen  FaeoltM  entsehleaaen  habim,  viele  die  letxte  Alternative  ae- 
T.-ähU  haben  werdnn.  wonlcn  stdi  voiausaiohtUeh  manche  spiler 
einer  Nachprüfung  unterwcrten  müssen. 

J»hrMb«ricbt  d.  Deutschen  Mathem.-V«r«iiügaog.  VXII,  1.  9 
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Ibn  ktton  drittens  neue  Ciiim  eineteUen,  indem  man  gleioh- 
s^tig  die  Anforderungen  in  andwer  Beziehung  heruntersetzt.  Mehr 
als  ein   neues  Fach  darf  dann  aher  den  Candidaten  niokt  auf* 

gebürdet  werden,  wenn  weder  Überlastung  noch  Verflachunp  die 
Folge  sein  soll  Man  könnte  ihn<ni  etwa  die  Wahl  lassen  zwischen 
darstellender  (jeometrie  und  Geodäsie.  An  den  Unterrichtsbetrieb  in 
diesen  Fächern  dürfte  man  dann  freilich  nicht  entfernt  die  Anforde- 
rungen steilen,  die  Herr  Hauck  formulirt  hat.  Wir  greifen  aus 
semcm  Befernt  einige  ehacakteristiBclie  Äubemngen  heraus,  indem 
wir  einselne  Worte  in  anderer  Weise,  als  Herr  Hauck  selbst  ei 
gethan  hat,  henrorlieben. 

,^er  Unterricht  in  angewandter  Mathematik  ist  mir  ohne 
ausgedehnte  Seminararbeit^  die  sich  aus  praktisch  messenden,  wissen- 
schaftlich rechnerischen  und  constructiv  zeichnerischen  Üfjungen  zu- 
sammensetzt und  dem  Studironden  neben  ih>ni  Wissen  auch  das 
entsprechende  Können  vermittelt,  nicht  denkbar." 

„Dafs  in  den  Prttfungsvorschriften  [neben  der  niederen  Geodäsie] 
nui'  die  Elemente  der  höheren  Geodäsie  gefordert  werden, 
kann  natftrliek  fflr  die  Ausdehnung  des  ünterriohts,  der 
unter  allen  ümslfinden  ^en  vollen  Einblick  in  das  Wesen  der 
Sadie  geben  muCs,  nicht  bestimmend  sein/^ 

Danach  lAtten  wir  alles  Recht,  uns  kurz  zu  fassen  und  die 
Einführung  irgend  eines  'praktischen  Fachs  in  den  allgemeinen  Unter^ 
rieht  der  künftigen  Mathematiklehrer  einfach  abzulehnen.  Ist  unter 
anderen  Voraussetzungen  ein  erfolgreicher  üntonicht  in  solchen 
Fächern  nicht  möglich,  wo  bleibt  dann,  bei  den  mit  Recht  sehr  ge- 
steigerten Anfordt'rungen  in  Bezug  auf  physikalische  und  andere 
Übungen,  die  Zeit  für  vertiefte  theoretische  Studien'?*)  Und  mufs 
sich  nicht  andi  fOr  die  Pflege  der  Wissenschaft  ein  schwerer  Sdiaden 
ergeben,  wenn,  wie  Herr  Hauck  es  will,  in  Zukunft  jeder  Universi- 
tätslehrer der  Mathematik  eines  der  praktischen  Fftcher  zum  Gegen- 
stand von  Specialstndien  macht  und  es  unterrichtet?  Die  reine 
Mathematik  erfordert  bei  ihrer  Ausdehnmig  und  Vielgestaltigkeit 
einen  ganzen  Mann.  Xur  wenigen  wird  es  möglich  sein,  auf  diesen 
Gebieten  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  zu  folgen  imd  selbst 
Tüchtiges  zu  leisten,  und  daneben  auch  noch  in  dem  autoritären 
Mafse,  wie  es  Herr  Hauck  verlangt,  eines  der  praktischen  Fächer 

*)  Könnte  die  PrüfnngKordnuug  so  abgellndert  werden,  dafs  die  an- 
gewandte Mathematik  als  Nebentach  zugelaaseu  würde,  so  würde  aller- 
dings Zeit  für  ausgedehntere  praktische  Übungen  gewonnen  wurden.  Die 
weiterhin  im  Texte  noch  r.xi  besprechenden  Schwierigkeiten  würden  aber 
dieselben  bleiben.  Es  mfillBte  dann  übrigens  die  angewandte  Mathematik 
fSr  die  künftigen  Mathematiklehrer  obligatorisch  gemacht  werden;  denn 
andernfalls  wmm  die  neuMi  Einrichtungen  doch  wiedw  ni^t  allen  su 
gute  kommen. 
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lu  beherrschen,  da  doch  auch  diese,  wie  Herr  Hauck  sagt,  einen 
ganzen  Lebensberuf  ausfüllen. 

Ss  ist  Uar:  Wean  solche  Forderungen  durchgesetzt 
werden,  dann  ist  es  Torbei  mit  der  Blflte  der  reinen  Mathe- 
matik, deren  wir  uns  jetzt  in  Deutschland  erfreuen. 

Aber  das  hat  Herr  Hauck  ja  gewifs  nicht  gewollt;  wir  dttrlEm 
wohl  von  seinen  Forderungen  ein  Erkleckliches  abziehen  und  immer 
LOL'h  eine  gute  Wirkun^r  von  den)  so  reducirt^Mi  Unterricht  erwarten. 
Wir  werden  seiner  Autorität  gewil's  niflit  zu  nahe  treten,  wenn  wir 
den  Le^ichneten  Weg  gleichwohl  für  gangbar  halten. 

Wenn  man  der  praktischen  Ausführung  des  Gedankens  näher 
tritt,  ergeben  sieh  fireiliefa  immer  noch  Schwierigkeiten  genug. 

JDie  vor  aUnu  in  Aussicht  zu  nehmende  BerOcksidbtigung  der 
danteUenden  Geometrie  im  Lefarplftn  wird  sicher  nut  Freuden  be- 
grüTst  werden  von  allen  Jenen,  die  nicht  in  der  Abstraction  das 
eittsige  Heil  sehen,  und  das  ist  wohl  die  Mehrzahl  der  UniversitfttS" 
mathematiker.  Es  ist  wohl  keine  Aufgabe  des  akademischen  Lehrers 
der  Mathematik  f?chwieriger  als  'H^.  den  dimli'^chnittlich  begabten 
Studirenden  zu  anschaulichem  Denken  zu  eraehen,  zu  der  J>eutlich- 
keit  geometrischer  Vorstellung,  die  der  ktinftipe  Schulmana  nötig 
^  hat,  und  die  bei  dem  geometrischen  Uuterricht  iu  annähernd 
richtigem  Zeichnen  körperlkher  Gelnlde  aus  freier  Huid  sich  oftB> 
bart  Ein  Torsfigliches  und  Tielleicfat  das  beste  IGttel  dazu  ist 
ünterwdsnng  in  der  daratellsnden  (Geometrie.  Es  würde  daher  nach 
der  ubereinstimmenden  Ansicht  sehr  vieler  Fachgenossen  einen  Fort- 
sehritt  bedeuten,  wenn  neben  den  bisher  sch(ni  wohl  an  allen  Uni' 
versitäten  bestehenden  periodischen  Cureen  in  analytischer  (ieometrie, 
PiffpT-oTitialrechnung  u.  s.  w.  überall  ehr  nsn  regelmiUsiL^  wiederkehrende 
Cbungeu  im  geometrischen  Zeichnen  t  iiiL^'nchtet  w  r  lrn  könnten. 

Eine  erste  Schwierigkeit,  die  suii  der  AusfiüuLuig  dieses  Ge- 
dankens iu  den  Weg  stellt,  üegt  in  einer  Bestimmung  der  neuen 
Prttfungsordnung  selbst,  n&mlicfa  eben  darin,  dafs  in  dieser  die  dar- 
stellende Geometrie  der  neuen  F^bcnltae  eiuTerleibt  ist  Da  die  Mehr- 
zahl der  Wkm  aus  dem  schon  eogegebenen  Grunde,  sowie  noch  ans 
anderen  Ursachen,  die  Erwerbung  der  neuen  Facultas  nicht  wird  in 
Aussicht  nehmen  können,  so  werden  diese  Studirenden  in  der  dar- 
stellenden Geometrie  nicht  ohne  Rcreehtipung  einen  Gegenstand  er- 
bli'Ven,  mit  dem  sie  sich  nicht  zu  beschäftigen  brauf^lion  Dafs  diese 
Tliatsache  ihre  Einwirkimg  aui  den  Besuch  der  Übungen  liiil}en  wird, 
ist  klar,  falb  nicht  etwa  der  Unterrichtende  durch  „sautien  Druck** 
den  Übelätand  auäzugleieheu  m  der  Luge  and  gewillt  ist.  An  einer 
grdÜMren  UmTenitftt  kann  audi  unter  diesen  UmsUfaiden  noch  die 
Sinriobtong  solcher  Curse  lohnend  sein;  bei  kleineren  wird  dadurch 
allein  schon  der  Erfolg  in  Fr^f«  gestellt.  Ein  gewissenhafter  Dooent 
wird  aber  schon  die  Beschaffung  der  nOtigeo  Einrichtungen  (Zeichen- 
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räum  mit  geeigneten  Tisclien)  nur  dann  befürworten  können,  wenn 
er  einen  einigennaßMU  deheren  Lebrerfolg  vor  Augen  hat. 

Eine  zweite  und  oieht  geringere  Sohwierigkeit  liegt  in  der 
kleinen  Zahl  mathematisclier  Docenten  an  melireren  UniTeintiten.  Die 

Einrichtung  regelmäfsig  wiederkehrender  Curse  in  irgend  einem  Fach 
(und  nur  von  solchen  Cm^en  reden  wir  hier,  nicht  von  gelegentlich 
abzuhaltenden  Übungen)  l)edeutet  tUr  den  Unterrichtenden  eine  Ein- 
schränkung der  Lehrfreihnit  Pi^^se  aber  ist  ein  wertvolles 
Gut,  mit  dem  sparsam  umgegangeu  werden  mufs.  Die  Möglichkeit, 
in  Specialvorlesuugeu  anregend  auf  Fortgeschrittenere  zu  wirken,  ist 
an  den  kleineren  Universitäten  den  Docenten  wahrlich  schon  eng 
genug  bemessen.  Da£s  aber  diese  in  der  genwmtm  Hinsicht  nicht 
gar  itt  nngflnstig  gestellt  werden,  dab  sie  nicht  geiwungen  werden, 
ihre  Vorlesnngen  auf  wenige  stereotjpe  Themata  mehr  oder  minder 
elementaren  Charakters  zu  beschränken,  das  liegt  im  Interesse  der 
Studirenden  (namentlich  solcher,  die  den  Doctorgrad  zu  erwerben 
wünschen),  und,  bei  dem  fortwährenden  Austausch  von  Docenten 
zwischen  allen  deutschen  Universitäten,  im  wohlverstandenen  Interesse 
auch  der  grofsen  Anstalten.  Diese  könnten  sonst  bei  Neubesetzung 
von  Professuren  auf  eine  gai*  zu  enge  Auswahl  .sich  angewiesen  sehen. 

Es  würde  also  jedenfalls  da,  wo  die  Mathematik  nur  ^ 
durch  zwei  Lehrstühle  vertreten  ist,  eine  neue  Kraft  ein- 
zustellen sein,  die  dann  auch  sonst  ergänzend  eingreifen 
konnte.  Es  wird  auch  zu  berfieksichtigen  sein,  dafe  man  nicht 
jedem  der  einmal  Angestellten  wird  zumuten  können,  Übungen  in 
darstellender  Geometrie  abzuhalten,  nnd  daCs  keiner  dazu  gezwungen 
werden  kann. 

Auch  im  Fache  der  Oeodä'sie  wird  es  ohne  Errichtung  einiger 
neuer  Lehrstühle  nicht  abgehen.  Ein  Astronom,  der  die  Geodäsie 
mit  tthemehmen  könnte,  ist  nicht  überall  vorhanden,  und  auch  wo 
er  vorhanden  ist,  wird  doch  vielleicht  die  Einstellung  einer  weiteren 
Kraft  nötig  werden. 

Sollte  sich  eine  ErgSnzung  des  Unterrichts,  wie  wir  sie  im 
Auge  haben,  wirklich  fruchtbar  erweisen,  so  müfste  natürlich  den 
Candidaten  die  Gelegenheit  geboten  werden,  die  erwoibenen  Ffthig- 
keiten  auch  bei  dem  Examen  in  die  Wagschale  zu  legen.  Eine  be- 
sondere Prüfung  brauchte  dazu  wohl  nicht  eingerichtet  zu  werden: 
Zeugnisse  über  erfolgreiche  Teilnahme  an  praktisehen  Übuniren  (bei 
der  darstellenden  Geometrie  aufserdem  Vorlegung  der  angefertigten 
Zeichnungen)  würden  wohl  dieselben  Dienste  thun,  und  es  würde 
damit  noch  das  weitere  Gute  erreicht  werden,  dafs  die  bei  dem 
Examen  selbst  zu  steUenden  Anforderungen  heruntergesetzt  werden 
könnten.  Kann  aber  von  einer  Ptfifung  nicht  abgesehen  werden,  so 
mnss,  wie  bereits  Herr  Weber  her^oigehoben  hat,  der  Vortragende 
zugleich  wohl  auch  der  Examinator  sein. 
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Sich  darüber  eine  Ansicht  zu  bilden,  ob  au  Stelle  eines  der 
betrachteten  beiden  Fächer  auch  das  dritte  Fach  der  neuen  Facultas, 
die  technische  Mechanik,  zur  Er^^Lnzung  der  Vorbilduug  unsem* 
Beel-  und  OyrnnMiaUelumr  herugeiogmi  werden  konnte,  ist  für  den 
diesem  Femestehenden  natoigetnftb  schwierig.  Hnt  der  Ver- 

fiksser  eine  einigermafsen  zutreffende  Vorstellung  von  der  Sache,  so 
mufs  er  es  für  zweifelhaft  halten,  daDa  theoretiflcfae,  nicht  durch 
Modelle  und  Maschinen  erläuterte  Vorlesungen  über  ein  praktisches 
Fach  viel  gröfseren  erzieherischen  Wert  haben  können,  als  andere 
Vorlesungen  theoretischen  Inhalts,  als  Vorlesungen  i'xhar  theoretische 
Physik  z.  B.  Jene  Apparate  sind  aber  bekaniitiich  sehr  teuer. 
Audserdem  müTsieo  Eäumlichkeiten  und  die  nötigen  liLlerariächea 
HlUftmittel  nur  Verfügung  gestellt  werden.  Endlieh  würde  die  ZsM 
der  nen  su  errichtenden  Lehrstfihle  grOI^  sein.  Nickt  alle  üniveni- 
tlten  banden  sieh  in  der  günstigen  Lage  wie  OOttingan,  dnb 
ihnen  die  Regierung  Lehrkräfte,  Räume  und  litterarische  HOlftmittel 
bereitwilligst  stellt,  und  private  Stiftungen  die  Ansehaffiing  der 
Appa»te  ermöglichen. 

Wh  kommen  damit  zu  unserer  zweiten  Frage,  der  nach  der 
Versorgung  solcher  Gandidaten,  die  die  angewandte  Mathematik  nicht 
nur  zur  Ergänzung  ihrer  theoretischen  Stndien  betreiben,  sondern 
die  in  diesem  Fache  eine  Lebrth&tigkeit  ausüben  wollen,  und  die 
also  wohl  Torsugsweise  auf  Anstellungen  an  technischen  Mittel- 
schulen rechnen.  Es  wäre  wichtig,  genauer  su  wissen,  welche 
Aussichten  sich  diesen  Gandidaten  eigentlich  eröffnen,  mi  i  wie  viele 
jährlich  etwa  gebraucht  werden.  Aber  auch  ohne  solche  Kenntnis 
kann  man  sagpn,  dafs  gar  nicht  daran  zu  denken  ist,  dafs  an  allen 
üniversitiktrii  die  nötigen  Lehrt  iiirichtunpen  cre schaffen  werden  kiinnten. 
Bei  beschränkten  Mitteln  kann  ein  Bediii  lüis  nur  auf  Kosten  anderer 
befriedigt  werden.  Ist  nun  ein  Lehrstuhl  für  ein  dem  sonstigen 
üntenrichtsbetrieb  der  UniTersitäten  so  fem  liegendes  Fach,  wie  die 
technische  Mechanik,  ein  dringenderes  Bedürfiiis  als  etwa  ein  Lehr- 
stuhl für  iJiysikalische  Chemie?  oder  auch  nur  als  ein  weiterer 
Lehrstuhl  für  Ghemie  im  engeren  Binne,  da  wo  diese  Wissenschaft, 
mit  Einsdhlufs  der  pharmaceutischen  Ghemie,  durch  insgesamt  zwei 
Professuren  vertreten  ist?  Kan  braucht  diese  Fragen  blois  aufisuwerfen, 
tun  sie  zu  verneinen. 

Eine  Universität  wie  Göttin  gen,  die  mit  Lehrkräften  und 
Lehrmitteln  aufs  reichst«  ausgestattet  ist,  mag  immerhin  ihrer 
philosophischen  Facultät  ein  kleines  Poljtechnicum  angliedern.  Es 
ist  das  ein  interessantes  Experiment.  Viele  werden  sidi  der  neuen 
Entwickelung  freuen  und  mit  Spannung  die  wissenschaftlichen  und 
praktischen  Ergebnisse  erwarten,  die  aus  den  unter  so  ungewöhn- 
lichen Au^icien  gegründeten  Instituten  gewilh  herrorgelien  werden. 
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Die  andern  Universitäten  aber  werden  sich  trotz  der  neuen  Prftfungs- 
ordüuug  wohl  der  Mehrzahl  nach  nicht  einmal  den  Wunsch  erlauben 
dürfen,  ein  solches  Beispiel  im  kleinen  n&chzuahuien.  Sie  werden 
aufsordem  vielleiokt  ddr  Ansicht  Min,  daft  aiefal  all«  dasielbe  fhim 
mfisseiL  Sollen  sie  das  Notwoidige  norfldcBetun  su  Ounsteii  de« 
Entbehrlichen?  Sollen  sie  längst  herroigetretone  und  dtingende  Be- 
dtbinisse  andrerer  Fftcher  znriickstellen  zu  Gunsten  plOtslidi  auf- 
getauchter Forderungen  einiger  Mathematiker?  Sollen  sie  auf  einem 
kostspieligen  Umweg  herzustellen  suchen,  was  sich  ;Liif  franü  einfache 
Art  erreichen  läfst?*)  Sind  doch  au  den  Teehnischen  Hoch- 
schulen alle  die  Einrichtungen  schon  vorhanden,  die  an 
den  Univcräituteu  xuit  grofsen  Kosteu  erst  geschaffen 
werden  mttfsten.  Die  Technische  Hochschule  scheint  uns  in  der 
That  die  sunttchst  in  Aussieht  ra  nehmende  ^Idungsstätte  fttr  die 
Lehrer  technischer  Mittelseliulen  sa  sein«  Sie,  die  nioht  wie  die 
Gymnasial-  und  ELeallehrer  neben  der  Ibtiienialak  noch  Physik  als 
Hauptstudium  wühlen  mÜBsen,  werden  auch  die  nötige  Zeit  haben, 
die  teclinisihen  Fllcher  mit  liinreicliHnder  Intensität  zu  betreiben. 
Flir  sie  würden  also  wahrsclieinlicli  nicht  einmal  besomlert'  Curse 
eingerichtet  werden  niüsäeu.  Dann  könnte  auch  die  neue  Facultas 
aus  der  Prüfungsordnung  der  Universitäten  wieder  verschwinden,  ohne 
dafs  man  sich  graue  Haare  darüber  wachsen  zu  lassen  brauchte. 

Wir  mftssen  sohlieblich  nochmals  auf  das  su  lESingang  be- 
handelte  Thema  surtkckkommen.  Wir  hatten  dort  Gonqpetenz  der 
üiaminatoren  als  ein  unerläfsUches  Erfordernis  bezeichnet.  Die 
neuen  Einrichtungen  befolgen  ein  anderes  Princip:    Möglichst  viele 

Fächer  werden  in  einer  Hand  vereinigt,  und  sogar  so  heterogene 
Fächer  wie  darstellende  Geometrie,  technische  Mechanik  und  <teodiLsie 
(und  wo  möglich  auch  noch  reine  Mathematik  ).  Es  ist  das  sicher 
ein  wirksames  Mittel,  um  bis  zu  eiuem  gewissen  Grade  den  Ubel- 


*)  So  sieht  in  der  That  die  Kefaneite  der  Deakmflase  ans,  anf  deren 

Schaufläche  zu  lesen  steht,  dafs  die  üniversitHten  „eine  durcligreifen<le 
Erweiterunff  nach  der  modernen  Seite  hin"  erfahren  müfsten,  unter  „volh^r 
wissenschattlicher  Berücksichtigung  aller  Mouieute,  die  in  dem  ho«  h- 
geateigerten  Leben  der  Neuzeit  als  mafsgcbend  hervortreten".  (F.  Klein, 
Gütl  Physikalische  Zeitschrift,  Dnc  1839.)  Unseres  Erachtcus  werden  die 
Bestrebungen,  apecihsch  technitiche  Fächer  an  den  Uaiversitäten  einzu- 
hflrgern,  gans  von  selbst  an  der  Macht  der  VerlifiltniBse  sehettem.  Sie 
werden  auch  mit  Hülfe  von  Prüfunfjsordnungen  nicht  durchzusetzen  sein. 
Sie  können  aber  eine  andere  Wirkung  liaben.  Sie  können  nilnilich  dazu 
dienen,  üt^easätze,  die  angeblich  beseitif^t  werden  sollen,  noch  zu  ver- 
seUbf^NDU  oehwerlicii  wird  die  Sympathie  unserer  Techniker  dadurch  r.u 
gewinnen  sein,  dal^  auch  für  ihre  Aubtalten  ,,di('  freiestc  und  weitest- 

gehende  Eutwickelung"  gefordert  wird.   Hat  doch  auch  die  Technische 
[oehselmle  wichtigere  Angaben,  als  die,  Eiorichtungen  der  Sdiirester- 
saitalt  nsditBahmeD. 
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ständen  zu  steuern,  die  daraus  hervorgehen,  da£s  Examinatoren  von 
engem  Gesichtekreis  das  eigene  Fach  überschätzen.  Wir  könuen  aber 
nur  schwer  glauben,  dafs  diesen  Mängeln  auf  gar  keine  andere  Weise 
liXMB*ftbg«holfeti  werden  kflunen  (vgl.  die  Anmerkaiig  auf  Seite  136). 
Um  seheint  das  Heilmittol  noch  schlimmer  lu  aein,  als  das  Übel, 
dessen  Bedeutung  wir  ttbrigens  keineswegs  Terkeaaen.  Incompetenz 
der  Ezanunatorea,  wie  sie  auch  in  dem  auletzt  genannten  Falle 
eine  beinahe  notwendige  Begleiterscheinung  der  Einrichtung  ist, 
steht  im  Widerspruch  zu  dem  Zweck  des  £iamens,  und  sie  wirkt, 
wie  gesagt,  destructiv  auf  den  Unterricht. 

Wir  fassen  nun  das  Gesagte  in  einigen  Thesen  zusammen. 
Wir  hoffen  mit  unseren  Vorschlagen,  denen  wir  lediglich  der  kttrzer^ 
Ausdmoksweiae  w^gen  eine  möglichst  bestimmte  Fassung  gegeben 
liaban,  die  Diseussion  in  engere  Bahnen  an  lenken  und  insofern  Gutes 
SU  wirken,  als  diese  Vorschläge  yielleiobt  Aufserungen  anderer  her* 
Torrofen  kOnnen.  Vielleicht  wird  sich  wenigstras  Aber  den  einMi 
oder  anderen  Punkt  Einhelligkeit  der  Fachgenossen  erzielen  lassen. 

und  (iip'?n  würde  dann  vielleicht  auch  auf  die  Hegie- 

rungen  einigen  Eindruck  machen. 

1.  Die  „allgemeine  Bildung"  ist  aus  der  Prüfungs- 
ordnung zu  streichen. 

Als  Examinatoren  sind  ausscbliefslich  solche  Per- 
sonen an  bestellen,  deren  Berufsthfttigkeit  eine  möglichst 
haha  Gewihr  dafür  bietet,  dafs  sie  den  von  ihnen  au 
prüfenden  Gegenstand  auch  wirklich  beherrschen. 

3.  Die  Ämter  des  akademischen  Lehrers  und  des  Exa- 
minators sind  möglichst  in  einer  Hand  zu  vereinigen.*) 

4.  E.s  18t  allen  Studirenden  der  Mathematik  Gelegen- 
heit zu  bieten,  in  mindestens  einem  der  beiden  Fächer 
Geodäsie  und  darstellende  Geometrie  eine  von  praktischen 
Übungen  begleitete  Unterweisung  zu  erhalten.**) 

5.  Es  ist  die  Besohftftigung  mit  einem  dieser  beiden 
FScher,  nach  Wahl  des  Oandidaten,  In  bdBälieldenem  tJta- 
ftaag  obligatorisch  zu  machen  für  die  künftigen  Gym- 
nasial- und  Reallehrer  der  Mathematik,  und  es  sind  dafür 
in  anderer  Hinsicht  die  Anforderungen  entsprechend 
heranterzusetsen.***) 

•)  Vgl.  These  '>  in  Herrn  Weber'n  Referat 

••)  Vgl.  These  '■i  bei  Weber.  —  Unsere  bestimmter  gehaltene  Forde- 
rung könnte  sur  Not  durch  Einstellang  je  eines  ExtnMndinariats  an 
einigen  der  pr^^n^ipf^hfn  l^TiTfr^itJ^tm  hnfriodi^  v->^riien;  und  solche 
Ergftozong  ist  ohnehin  in  mehreren  Fällen  ein  dringendes  Bedfirfhis. 

Vgl.  aueh  unsere  These  1.  —  Konnte  die  angewandte  Uaibenatik 
als  ein  filr  Mathematiker  obligatorisehen  NebenfiMh  eingeführt  werden,  so 
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6.  Die  technische  Mechanik  ist  nicht  in  das  allgemeine 
XTnterrioIitsprogramiii  der  ünirersitKieik  aufiuaehmeii. 

7.  Abgesehen  von  den  Lehrern  rein  theoretischer 
Fftcher  sollten  die  Lehrer  technischer  Xittelschnlen  ihre 

Ausbiläunt/  im  allgemeinen  nicht  an  üniversitSten,  son* 
dem  an  Technischen  Jlüchschulen  erhalten. 

Dfr  Inlmlt  flieser  Vors -hläge  bleibt  sehr  weit  hinfpr  dem  zurück, 
was  nacli  dem  Erg«  Inns  der  in  München  geptiop-enf^n  Erörterungen  als 
wünschenswert  bezeichnet  werden  müfste  (Vgl  die  Thesen  des  Herrn 
H.  Weber  und  die  von  der  Iledaction  Irln/  igefügte  Anmerkung.)  Es 
werden  daher  mögUcherweise  manche  Fachgenossen  der  Ansicht  sein, 
dab  wir  viel  m.  wenig  für  die  angewandte  Uathematik  gethm 
wissen  wollen.  IMese  mAchten  wir  su  bedenken  bitten,  düSt  die 
B^anmgm  in  Anbetracht  der  Kosten  wahrscheinlich  anderer  Usi* 
nung  sein  werden.  Wir  möchten  sie  ferner  bitten,  zu  berücksichtigen^ 
dafs  nicht  wenige  Mathematiker  die  Ansicht  haben  werden,  dafs  die 
auf  eine  etwas  unp-p-wöhnlicho  Art  eingeleitete  Bewefjnnn-  7m  Hurtsten 
der  Anwendungen  über  das  Ziel  hinausgehen  und  der  Ptiege  der 
mathematischen  Wissenschaft  bei  uns,  sowie  der  Entv^*ickelung  der  Uni- 
versitäten schaden  werde,  und  dafs  man  daher  dieser  Bewegung  eine 
solche  Goncession,  wie  wir  sie  in  unserer  fOnfken  These  TorgescUagen 
haben,  gar  nicht  machen  dttrfe.  Und  eine  solche  Besoxgms  scheint 
uns  mit  nichten  unbegrttndet.  Wir  alle,  denen  die  Eniehnng 
unserer  studirenden  Jugend  anvertraut  ist,  haben  darüber  zu  wachen, 
da£s  die  Entwickelung  des  Sinnes  ftlr  Exactheit  und  Gewissenhaftig- 
keit im  Denken  und  Arbeiten,  dip  rf^rllifh  pppflegt  zu  haben, 
den  Stolz  der  deutschen  Mathematiker  bildet,  nicht  durch 
ein  Zuvielerlei  der  Forderungen  beeinträchtigt  werde,  und  dafs  wir 
unsere  Jugend  auch  ferner  iiu  üaulsischen  Geiste  wei-den  erziehen 
können.  Auf  der  MUnciheoer  Vorsanunlung,  wo  Itbrigens  die  Die* 
cnssion  sehr  eingeengt  wer,  sind  ja  solche  BefBrohtongen  nicht  laut 
geworden.  Aber  die  auf  einer  Naturforscherversammlung  getoberten 
Meinungen  geben  llberhaupt  kein  vollständiges  Bild  YOn  den  im 
Kreise  der  Facfageaossen  Tortretenen  Ansichten. 


Wir  haben  bei  unseren  Darlegungen  darauf  hinweisen  müssen, 
dafs  die  yerschiedenartigen  VerhUtnisse  an  den  einseinen  UniTcrsitlten 


könnte  in  unserer  These  5  der  letzte  Satz  ffestrichen  werden.  Aber  eine 
solche  Mafsreffel  würde  aich  mit  den  Forderangen  des  Schulunterrichts 
W(Ä1  adbit  dfmn  nicht  vereinigen  lassen,  wenn  fflldefaseitig  von  den 
Mathematikern  ein  Zeugnis  der  obnrcn  Stufe  für  Matbrmatik  und  Physik 
verlangt  würde.  Eine  erhöhte  Belastung  der  Mathematiker  würde  sich 
Curaus  übrigens  nicht  ergeben,  wenn  man  es  in  bezug  auf  den  Umfang 
dei  Studiums  der  angewandten  jfathemafeik  bei  der  Fmnung  der  These  i 
bewenden  liebe. 
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eine  individoalisironde  Behandlung  nötig  machen.  Der  Verfasser  hat 
Gelegenheit  gehabt,  zu  beobachten,  dafs  selbst  im  Kreise  der  Uni- 
Tersisätdehrer  nicht  allgemem  bekannt  ist,  bis  su  welcher  GrÖlsen- 
oidniuig  aolclie  üiiiencliiede  geben  kdniieB.  Wir  lauen  daher  an- 
hangsweise eine  Zusammenstelltuig  folgen,  die  swei  extreme  Fllle  lur 
Ansohaunng  bringt  Die  oberen  Zahlen  beziehen  sich  auf  die  üni- 
versität  Güttingen,  die  nnteren  auf  die  Universität  Greifswald. 
Um  Mifsverständnissen  vorzubeugen,  bemerken  wir,  dalis  bei  Aus- 
dehminiT  der  Tafel  auf  «Tidere  Fächer  die  Zahlenverhältnisse  sich 
nicht  entiemt  so  ungünstig  für  die  kleinere  Universiiät  stellen 
würden. 
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Berieht  betrejfeid  die  lHMW»i«]i  Mier  die  DedulteOof 

der  Winkel-  und  Zeit^rüfseii.*) 

Nach  Eröffnung  dei-  Sitznng  durch  den  ersten  VoxisitieiLdBll 
der  Naturwisseii.scbaftliühen  Hauptgruppe  der  Gesellschaft  Deutscher 
Naturfor55cher  und  Arzte,  Horm  J.  Wislicenus -Leipzig,  erhält  zu- 
näi^t  der  stellvertretende  Vorsitzende,  Herr  F.  Kl  ein -Gottingen, 
das  Wort  zu  einer  kurzen  Vorbemerkung.  Derselbe  fiihrt  aus,  dafs 
die  Frage  der  Wiukelteüung  aui  der  vorjährigen  Naturforscher- Ver- 
■anuDlung  ni  Dfisaeldorf  der  rom.  der  DeatMhen  Matiiematiktt^yer- 
einigung  achon  firfilier  eingesetsten  TafelcomiiuseloiL,  bestehend  aus 
den  Herren  Prof.  Dr.  A.  Börsck-Potsdam,  Flrof.  Dr.  L.  Kiepert- 
Hannover,  Prof.  Dr.  R.  Mehmke-Stuttgart  und  Prof.  Dr.  W.  Voigt- 
Göttingen  zur  Prüfung  überwiesen  worden  sei.  Der  Gegenstand  be- 
anspruche das  besondere  Interesse  derjenigen  Wissensehaften,  welche 
sich  auf  genaue  Messungen  und  auf  die  rechnerische  Praxis  sttitzen. 
Inzwischen  sei  bekannt  geworden,  dafs  die  französische  Ke^eruug  füi* 
das  Jahi-  190Ü  einen  internationalen  Congrefs  einzuberufen  be- 
absichtige, der  über  die  Frage  der  Decimalteilung  nicht  nur  der 
Winkelgröfsen,  sondern  auck  der  Zeitgröfsen  Waten  und 
bescfalieften  solle.  Behufii  einer  reektseitigen  Stellungnahme  diesen 
Fragen  gegenüber  habe  die  Deutsche  Mathematiker -Vereinigung 
die  Discussion  über  die  Decimalteilung  der  Winkel-  und 
Zeitgrfifsen  auf  das  Programm  der  gegenwärtigen  Versammlung 
gestellt,  und  um  dieser  Discussion,  an  der  alle  naturwissenschaft- 
lichen Abteilungen  mehr  oder  weniger  lebhaft  interessirt  sind,  die 
breit«8t>e  Grundlage  z«  geben,  sei  dieselbe  in  die  gemeinsame 
Sitzung  der  naturwissenschaftlichen  Hauptgi'uppe  verlegt  worden. 

Auf  den  Vorschlag  des  Herrn  Gek  Regierungsrats  F.  Klein 
-wird  die  Besprechung  in  der  Weise  vollzogen,  daCi  xuniohst  Herr 
Prof.  Dr.  K  Mehmke- Stutt^gart  seinen  Bericht  Namens  der  Tafel- 
oommission  erstattet,  äst  wesentlich  den  mathematisdi-geodfttischen 
Standpunkt  vertritt,  und  dafs  sich  hieran  die  Darlegungen  des  von 
dem  Vorstände  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  zur  Ver- 
tretung des  astronomischen  und  nautischen  Standpunkti's  hinzu- 
gezogenen Herrn  Prof.  Dr.  J.  liausching er- Berlin  und  des  die 
Abteilung  fllr  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht 
vertretenden  Herrn  Oberlehrer  Dr.  Schülke -Osterode  unmittelbar 
anschliefsen,  ehe  die  Yersanmilung  in  die  Debatte  eintritt. 


*)  Auf  Gmnd  der  authentischen  Mitteilungen  suBamueogeatellt  yon 
A.  Qutsmer. 
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1.  Bericht  über  die  Winkelte ilRng, 

im  Namen  der  „Tafelcommission"  der  Deutschen  Malhematiker-VereinigTing 
(bestehend  ans  den  Professoren  A.  Borsch  •Potsdam,  L.  Kiepert-Hannover, 
R.  IC ebrnke-Stattgiirt  nnd  W.  Voif  t-GOttiogen)  erstattet 

vou  H.  Mehmke  in  ^Stuttgart. 

In  der  letztjährigen  Versammlung  zu  Düsseldorf'  ist  auf  den 
Vorschlag  des  H^rrn  A.  Gntzmer-Jena  der  Tafdoommission,  welche 
die  Deutsche  Mathem  itiker-Vcreini^ing'  vor  zwei  Jahren  in  der  Ver- 
sammlung zu  Braunsi  hvveig  gewühlt  hatt^",  die  Frage  dfr  Winkel- 
teiJung  zur  rrüiuug  überwiesen  worden.^)  Die  Commissiou  hat 
sich  durch  Zuwahl  eines  Qeod&ten,  des  Herrn  A.  Bö rsch- Potsdam, 
Twsttrkt,  Bo  dab  in  dem  I61geiid«ii  Beiidit  tmüeat  dem  Steadpunkt 
det  MafhematikerB  und  Phynken  auch  der  dei  Geoditen  nur  Qeltang 
koBsien  wird* 

Bei  der  Feststellung  dee  Programms  fCbr  die  Versanmilung  in 
Mfinehen  ist  infolge  gewisser  Anregungen  die  Frage  der  Winkel- 
teihintr  durch  Einhezicheii  der  Teihmg  der  ZeittTröfspri  erweitert 
worden;  dieser  Bericht  beschränkt  sich  aber  auf  die  ursprüngliche 
Frage,  weil  die  Zahl  der  Fälle,  in  deneu  Winkel-  und  Zeitgröfsen 
susammen  vorkommen,  aufscrordeutlich  zurtlcktritt  gegen  die  Zahl 
derjenigen,  in  denen  man  mit  Winkeln  allein  zu  rechnen  hat,  und 
weil  die  Trigonometrie,  die  allgemeine  Lehre  von  der  Rechnung 
mit  WinkelgrOreea,  einen  m>  wiätigen  Teil  der  Mathematik  bildet, 
dafs  sie  das  Recht  beanspruchen  darf,  die  sie  am  nJtchsten  be- 
rflhrende  Frage  der  Winkelteilimg  Yom  sich  ans  nnd  naeh  ihren 
eigenste  Bedürfoisson  zn  regeln. 

Schon  auf  der  Nritnrrorsrhf^r-Versammlung  zu  TTeidelberg 
ist  in  der  Aljteüung  tiir  In>trniiii  ntenknnde-)  und  in  Bremen  1890 
auf  dem,  der  Naturforscher- \  ersanimlung  uaiiiittelbar  vorherjreh'^ndon 
zweiten  Deutschen  Mechaniker -Tage*)  über  die  Winkelteiluug,  ins- 
besondere über  die  Decimalteüung  des  rechten  Winkels,  verhandelt 
worden,  wosu  die  Anregung  Ton  dem  Direetor  der  Beriiner  Stenn' 
warte,  Henm  Qeh.  Reg.-Rat  W.  Foerster,  ausgegangen  war.  Man 
fiind  damals,  dafs  die  Forderung  der  Angelegenheit  nicht  TOn  der 
Präcisionstechmk  ausgehen  k5nne,  sondern  den  Vertretern  der  Wissen* 
sohaft  und  der  rechnerisdben  Praxis  überlassen  bleiben  müsse. 

Firtpp  ?>tandpunkt  zur  Tl  urteil ung  der  ganzen  Frage  gewinnt 
man  »lurrh  tolgende  Betrachtung.  Tn  der  An.tlysis  werden  Winkel 
stets  m  analytischem  oder  Bogen-Mafs  angegeben,  weil  dann  alle 
Formeln,  in  denen  Winkelgrossen  auftreten,  z.  B.  die  ßcihen- 
entwicklungen  füi-  die  Kreisfunctionen,  ihre  einfachste  Gestalt  an- 
nehmen. Warum  sieht  man  es  in  der  Trigonometrie  voir,  die  Winkel 
In  Qraden  anssudrildnn?  Man  könnte  ja  recht  wohl  bei  den  trigono- 
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metrischen  Tafeln  das  Ai-gument  nach  Teilen  des  Halbmessers  fort- 
schreiten lassen f  wie  es  auch  gelegentlich  geschehen  ist*),  und  die 
Schwierigkeiten,  die  Kreise  der  Winkelmefsinstrumente  eutsprecheud 
einzuteUen,  wsrä  keine  imllberwindlicheii,  aber  da  die  firriflfimdioiMii 
periodisch  sind  und  die  Tafeln  keineefiüle  mehr  als  eine  Periode  su 
umfasBen  liraachen,  so  mftfsto  man  h&ufig  die  Periode  3«  oder  Viel- 
fache derselben,  also  irrationale  Zahlen,  addiren  und  sttbtnüuren, 
welche  Unbequemlichkeit  wesentlich  renmndert  wird,  wenn  man 
360  oder  irgend  eine  andere  einfache  Zahl  an  Stelle  von  2rr  setzt. 
Der  Unterschied  ist  ein  ähnlicher,  wie  zwi'^chrn  den  natürlichen 
Logarithmen  und  den  sog.  gemeinen  Logarithmen  mit  der  Basis 
10.^)  Niemand  fällt  es  ein,  die  gewöhnlichen  logarithmischen 
Bochuuugea  miL  uutilrlichen  Logarithmen  auszuführen,  weil  bei 
ihnen  die  jeden  Augenblick  nötige  VersetBung  des  Deoimalooinmas 
eine  Addition  oder  Subtraefcion  der  irrationalen  Zahl  In  10  oder 
eines  Vlelfochen  derselben  erfordert»  bei  den  gemeinen  Logarithmen 
dagegen  nur  die  Ändmmg  des  ganzzahligen  Teils,  der  sog.  Charak- 
teristik des  Logarithmus.  Der  sich  hier  darbietende  und  in  erster 
Linie  maCggebende  Gesichtspunkt  ist: 

Man  mufs  von  einer  rationellen  Winkelteilung  ver- 
langen, dafs  bei  ihr  die  trigonometrischen  Rechnungen 
möglichst  einfach  und  bequem  werden  und  folglich  eine 
möglichst  groi'se  Sicherheit  gegen  Rechenfehler  vor- 
handen ist 

Pmfen  wir  daraufhin  die  wichtigsten  Arten  der  Winkelteilung« 
die  bis  jetit  voigesclilagen  worden  oder  schon  liager  im  Gebrauohe 
sind.  IHe  Einteilung  des  vollen  Winkels  oder  des  ganzen  Kreis- 
umfanges  in  860  Grade,  des  Grades  in  60  Minuten,  der  Minute  in 
60  Secunden  u.  s.  w.,  lange  Zeit  nahezu  allein  im  Gebrauch  und  jetzt 
noch  unl^pdinsrt  vorherrschend,  ist  bekanntlich  uralt  und  auf  die 
Babylonier  zuriickziilübren.  Wie  dieselbe  auch  entstanden  sein  mag'), 
sie  war  so  lauge  durchaus  berechtigt,  als  alle  anderen  Einheiten, 
sogar  der  Tag^,  der  60-Teilung  unterworfen,  bei  allen  wissenschaft- 
lichen Rechnungen  60-teilige  Brüche  angewendet  wurden  und  man 
statt  der  jetzt  gebrftuchUGhein  fijreisfimetionen  Sinus,  Cosinus  u.  a  w. 
allein  die  Sehne  benutste,  also  der  Winkel  TOn  60  Grad,  dessen  Sehne 
gleich  dem  Halbmesser  ist,  als  natfirliehe  Winkeleinheit  erschien.') 

Diese  schöne  Harmonie  wurde  bereits  vor  tausend  Jahren  ge- 
stört, als  der  arabische  Astronom  Albattäni  den  Sinus  aus- 
schliefslich  und  im  bewufsten  Gecffnsatz  zur  Sehne  anwandte®); 
denn  der  rechte  Winkel  rückte  d:mnt  (wie  noch  t?enauer  gezeigt 
werden  Wird)  zur  wahren  Winkelemheit  vor  und  biittr  loigerichtig 
sexagesiinai  geteilt  werden  sollen.  Der  Zwiespalt  wuj-de  noch  ver- 
grüfsert,  als  im  15.  Jahrhundert  Johann  Müller  (Begiomontanus) 
mit  der  €bwohnheit  brach,  die  trigonometrischen  änien  in  Sexa- 
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gesimalt^ileu  des  Halbme.süers  auszudrüekeu  ^*^),  und  als  seit  dem 
Ende  des  16.  Jakihuuderts  die  Decimalbrftche  mehr  und  mehr  in 
Aufnahme  kamen.  Heutzutage,  wo  auf  allen  anderen  Uebieten,  von 
den  ZdtgrO&en  abgesehen,  die  dedmale  Teilung  durcbgeflllirt  iat, 
bat  die  besprockene  altehrwtlidige  Art  der  EreisteUiuig,  deren  Un- 
bequemlicbkeitai  beim  Beebnen  auf  der  Hand  liegen,  die  innere  Be- 
recbtigung,  die  ihr  ursprünglich  zukan^  ganz  verloren. 

Es  hat  denn  auch  schon  der  erste  firfinder  der  Decimalbrfldie, 
der  Südniederlander  Simon  Stevin  im  Jahre  1585'*),  ja  noch 
viel  früher,  in  der  ersten  Hälfte  des  15.  Jahrhunderts  —  wie  Herr 
Sigmund  Günther  entdeckt  hat")  —  ein  deutscher  Kosmograph, 
dessen  Namen  man  nicht  kennt,  den  Vorschlag  gemacht,  die  Winkel 
decimal  zu  teilen^  aber  beide  hielten  noch  au  dem  alten  Grade,  dem 
90.  Teile  des  rechten  Winkels,  also  einer  willkfirliehen  Einbeit,  fisst. 
Im  17.  Jabrbimdert  encbienen  in  England  nicbt  weniger  als  Tier 
logaritbmisGb-trigonometriscbe  Tafeln  in  diesem  System^),  von  dem 
einige  es  als  Zufall  ansehen  und  bedauern,  dafs  es  idcbt  durch« 
gedrungen  ist"),  und  das  auch  in  neuerer  Zeit  wieder  FOrsprecber 
gefunden  hat.*'') 

Der  Gedanke,  den  letzten  Schritt  in  dieser  Richtung  zu  wagen 
und  den  rechten  Winkel  bezw,  den  Quadranten  decimal  zu  teilen, 
ist  zuerst  in  Deutschland  (1783)  aufgetaucht  und  seiner  Verwirk- 
lichung näher  geführt  worden'^),  weshalb  die  von  Deutschen  und 
Engländern  zuweilen  dafttr  gebrauchte  Benennung  „fransfieiaehe 
Teüung"  nicht  ganz  zutreffend  erscheint.  In  Frankreich  ▼ersuchte 
man  zur  Zeit  der  groben  Bevolution  diese  Neuerung  im  Anschlufs 
an  das  metrische  System  durcbzufObren;  aber  man  hatte  wohl  die 
entgegenstehenden  Hindemisse  unterschätzt,  und  es  trat  ein  Rück- 
schlag ein.*')  Dennoch  seit  dem  Anfang  des  Jahrhunderts  in 
Baden,  Frankreich  und  Hessen  bei  den  Landesvermessurifjen  ange- 
wendet**), ist  die  „neue  Winkelteil nng"  (wie  die  Decimalteilung 
des  Quadranten  bei  uns  am  häutigsten  genannt  wird)  jetzt  in 
mehreren  Ländern  auch  bei  den  Catastervermessungen  amtlich  ent- 
weder alleio  eingeführt  (wie  in  Baden,  Bedgien,  Frankreich,  Hessen), 
oder  wenigstens  faeultatiy  zugelassen  (wie  in  Pteuüten  und  Wflrttem- 
berg)w^*)  Hure  Verbreitung  hat  namentlich  im  letzten  Jahrzehnt, 
seitdem  ausreichende  Logarithmentafeln^)  und  andere  Hülfsmitt^l 
Ar  die  Rechnung  nach  neuer  Teilung whanden  sind,  erheblich 
zugenommen.  ^^) 

Zu  erwähnen  ist  noch,  dnf^-  Yvon  Villarceau  1861  vor- 
gesehlagen hat*^),  den  ganzen  Kreisumfang,  Bonquet  de  la  Grye 
dagegen  IH'JG**),  den  halben  Kreisumlang  als  Einheit  zu  nehmen 
imd  decimal  2u  teilen. 

Wftgen  wir  nun  die  Vorzfige  und  Mängel  dieser  Terscfaiedenen 
Systeme  gegen  einander  ab.    Es  ist  klar,  dab  eine  aufsflrordentliche 
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Vereinfachimg  aller  trigonometrischen  Rechnungen  schon  dann  herbei- 
geführt wird,  wtjun  man  üb«  i  haupt  die  zu  Gründe  gelegt«  \\  lukel- 
einheit  dedmal  teilt,  mag  diese  Einheit  wie  immer  auch  gewählt 
sem.  Bas  Addiren  und  SuMrahiren  von  Winkelig  dM  Multiplidreii 
und  Diyidirdn  daraelben  nui  irgend  welohen  Zahlen  wird  bequoaer» 
ebenso  das  Inlerpolizen  bei  Benutzung  einer  trigonometrischen  Tafel^ 
und  die  Interpolation  wird  dann  für  alle  Tafeln  einer  Logarithmen- 
Sammlung  eine  gleichmüfsige;  endlich  macht  die  Bestinimimg  von 
Bogenlängen  und  diejenige  der  Functionen  kleiner  Winkel  mittelst 
der  bekannten  Hilfszahlen  S  und  T  weniger  Mühe,  weil  Operationen, 
wie  die  Verwandlung  von  Graden  in  Minuten  und  Secundeu,  tort- 
iaUen.^) 

AuDser  diesen,  allen  decimalen  Winkelteilimgen  gemeinsamen 
ViHrs&gen  hat  die  Decimalteilung  des  Quadranten  noch  ihre  be- 
sonderen. Da  die  Kreisfimetionen  alle  Werte,  deren  sie  f&hig  sind, 
(vom  Zeichen  abgesehen)  innerhalb  des  ersten  Quadranten  annehmen 
und  deshalb  die  Tafeln  blofs  diesen  berücksichtigen,  SO  hat  man  sehr 
häufig  gegebene  Winkel  auf  den  ersten  Quadranten  xu  reduciren. 
Es  ist  klar,  dafs  diese  Heduction  am  einfachsten  ausfällt,  nämlich 
hlof.s  in  r]vr  Subti'action  einer  der  Zahlen  1,2  oder  3  besteht  (falls 
(inr  V\  inkel  nicht  grüliser  als  4:  Ii  ist),  wenn  man  den  rechten 
Winkel  zur  Einheit  genommen  hat.  Man  kann  dies  eigentlich  kaum 
eine  Subtractiou  nennen;  denn  liegt  der  Winkel  z.  B.  im  dritten 
Quadzaaten,  ist  sein  Ausdmek  also  Ton  der  Fonn  9,6513 oder 
2,6518  JR,  so  braucht  man  nur  die  Ziffer  2  wegsulassen,  um  den 
entsprechenden  Winkel  0,6513  Q  oder  0,6513  i{  des  ersten  Qua- 
dranten zu  erhalten.*®)  Die  ebenfalls  hllufU'  nntlge  Addition  und 
Subtraction  von  zwei  Hechten  gesidiieht  in  derselben  einfiftchen  Weise 
durch  Addition  bezw.  Subtraction  von  2.  fE.s  ändert  an  der  Sache 
wenig,  Avrnn  man,  wie  viele  ihun,  den  hundertsten  Teil  des  Qua- 
dranten eiuen  Centesimalgrad  oder  Neugrad  *'^)  nennt  und  alle 
Winkel  in  solchen  Centcsimal-  oder  Neugraden  statt  in  Teüen  des 
Quadranten  oder  des  rechten  Winkels  ausdrückt.''*)^  Bei  der  Noua- 
gesimalteilung  des  Quadranten  dagegen  muA  man  in  diesen  FSUen 
eine  dar  Zi^en  90,  180,  270  addiren  oder  subtrahiren,  was  un- 
bedingt weniger  ein&eh  ist  und  erfahrungsgemUjB  leicht  ni  Bechen- 
fehlern AnlaTs  giebt.**)  Würden  zwei  Rechte  oder  vier  Bechte  als 
Winkeleinheit  genommen,  so  würden  an  Stelle  der  eben  genannten 
Zahlen  0,25;  0,50;  0,7.')  bezw.  0,5:  1;  1,5  treten.  Diese  Betrachtung 
zeigt  deutlich,  da^  der  rechte  Winkel  die  wahre  Einheit  ist,  wofUr 
sich  auch  noch  andere  Oriinde  angeben  lassen.^') 

Die  neue  Winkelteilung  gewährt  zweitens  dvii  besonderen  Vorteil, 
dafs  man  das  Complement  eines  W^inkels  mit  derselben  Schnelligkeit 
und  nach  derselben  Begri  bilden  kann,  wie  die  sog.  decadische  Er- 
gSnsung  eines  Logarithmns,  und  dals  folglich,  gerade  wie  beim  loga^ 
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rithmiachm  Bechnen,  die  Subtraction  von  WinJceln  sich  auf  Addition 
lurOfikfÜhren  IBM. 

Et  hat  dch  fmer  gezeigt,  dab  die  trigonometriachen  Tafeln 
itlr  neue  Teilung  eine  bequemere  und  zweckmllbigere  Anordnung 

mlasstn .  :il.s  diejenigen  für  alte  Teilung**)^  und  endlich  werden 
von  den  Geodäten  noch  Vorteile  geltend  gemaehti  <He  beim  Beo- 
bachten mit  Winkelmefgitistruiuenten  neuer  Teilung  vorhanden  sind.'") 

Als  angebliche  Mängel  der  neuen  Winkelteilung  werden  folgende 
bfideu  augetuhrt:  Erstens  dafs  die  in  der  Geometi-ie  häutig  vor- 
kommenden Winkel  30^*  und  60®  sich  in  der  unbequemen  Form 
33,333''  und  66,667^  darstellen,  und  die  trigonometrischen  Functionen 
dieeer  Winkel  in  den  TaÜBiIn  mit  neuer  Teüung  nioht  einmal  stehen. 
Dieee  EinwSnde  kOnnen  nicht  emsthaft  genommen  werden.  Bs  steht 
doch  nichts  im  Wege,  in  der  Geometrie  und  anderwftrts  ^fiin  dritteis 
Beehter^  und  „zwei  dritteis  Bechte"  zu  sagen  bezw.  %B  und 
zu  schreiben,  wie  das  längst  geschieht.'')  Auch  kommen  diese 
Winkel  bei  trigonometrischen  Rechnungen  selten  vor.  Soll  man 
etwa  das  metrische  System  drshalb  wieder  aufgeben,  weil  ^ Meter 
sieh  nicht  glatt  in  Centimetern  und  Miliiinet*irn  ausdrücken  läfst, 
oder  authören,  mit  Decimalbrüchen  zu  rechnen,  weil  Yj  und  viele 
andere  einfachen  Brüche  unendliche  Decimalbrüche  geben?  Wir 
dieee  Udnen  Unbequemlichkeiten  als  bedeutende  USngel  empfindet, 
sollte  sich  darüber  beklagen,  dafs  alle  Volker  das  decadische  Zahlen- 
System  benntien,  und  nicht  etwa  ein  Zahlensystem  mit  der  Basis 
12,  oder  gar,  wie  die  Gelehrten  im  alten  Babylon,  das  .sexagesimale 
Zahlensystem.  Was  dann  den  Vorwurf  betrüft,  dafs  in  den  trigono- 
metrischen Tafeln  nach  neuer  Teilung  die  Functionen  der  genannten 
Winkel  nicht  unmittelbar  zu  finden  sind,  so  kannte  man  mit  dem- 
selben Recht  es  als  einen  Mangel  der  gemeinen  Logarithmen  be- 
zeichnen, dafs  die  Logarithmentafeln  deu  Logarithmus  von  e,  der 
Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensystems,  nicht  ohne  weiteres 
enthalten.  Hier  hat  eben  die  Sammlung  coostantar  Zahlenwerte, 
wie  sie  am  Schlüsse  einer  jeden  LogaiithmentaHdl  sich  findeti  ein- 
sutreten.  Zweitens  wird  xuweilen  behauptet,  die  alte  Winkelteilung 
hätte  bei  der  Herstellung  imd  FHIfimg  von  Winkelmefsinstmmenten 
gewisse  Vorzfige.    Von  Fachleuten  wird  dies  verneint.^) 

So  ist  denn  die  Decimalteilung  des  Quadranten  ohne  Frage  die 
rationellste  W^inkelteilung.  Der  allgemeinen  Einführung  derselben 
fitebt  m  (W  reinen  ^fathematik*^)  wie  auch  in  der  Geodäsie  oud 
l^hysik  ')  mchtä  im  Wege.^') 
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hottUBgegeben  nnd  sagt  in  der  Einleitung  zu  ersterer  Tafel,  deren  erste 
Auflage  1872  in  Berlin  erschienen  ist,  dafs  er  damit  der  „neuen  Richtung'* 
gefolgt  sei,  „welche  mit  Recht  darin  eine  Erleichterung  erstrebt,  in  jeder 
Art  TOn  Mafs  nur  eine  Einheit  zu  haben",  aber  er  gesteht  offen,  dals  er 
weiter  ^gangen  wttre  (,,euie  syitematiBehe  Teilnug  de«  Sreises  kann  nur 
durch  eine  radicale  Beseitigung  der  alten  Teilung  herbeigeführt  werden**, 
Tergl.  auch  Anm.         wenn  er  den  Mut  dazu  gefunden  hätte. 

16)  Es  wird  dies  auch  von  Frajizosen,  z.  JB.  Hoüel  a.  a.  Ü.  ö i,  an-r- 
kannt.  Die  erste  Nachricht  Ober  die  Decimalteüung  des  Quadranten 
findet  man  in  dem  „Taschenbuch  .  .  von  Joh.  Carl  Schulze,  t!  Heft, 
,,Dr^eck-Me8skanst",  Berlin  1783,  S.  267  ff.  Schulze  (der  1790  in  Berlin 
als  Gell.  Oberbanrat  gestoirlieD  ist)  hatte  grObere  logarithiniseh -trigono- 
metrische Tafeln  alten  Sjstenies  herauszugeben  beabsichtigt,  wurde  aber 
durch  den  damaligen  Director  der  mathematiRcheu  ria^se  der  Berliner 
Akademie  der  Wissenschaften  (der  Schulze  selbst  ais  Mitglied  angehörte), 
J.  L.  Lagrange,  Teranlafet,  nach  dem  Beiepiel  TOn  Briggs  den  Grad 
decirniil  7A\  teilen.  In  der  Vorrede  zn  Schulze's  „Neue  und  erweiterte 
Sammlung  logarithmischer,  trigonometrischer  .  .  .  Tafeln'*,  Berlin  1778, 
Torläufig  angekündigt,  waren  diese  Tafeln  —  sie  enthielten  die  Zahlen- 
werte  und  die  Logarithmen  der  trigonometriBcfaen  Functionen  flr  jedea 
Tausendtel  eines  alten  Orades  mit  7  Stellen  -  schon  dmckfertig,  „als 
Herr  Director  de  la  Grande  . . .  auf  den  üedanken  fiel,  dafs  dergleichen 
Tafeln  ohnttareiti^  noch  emfiicher  im  Gebranehe  werden  mfUsten,  wenn 
man  auch  die  Eintheilung  der  Kreisbogen  nach  Graden  abschaffte,  und 
den  Viertheil  eines  Kreises  oder  den  rechten  Winkel,  ebenso  wie  den  Halb- 
messer, nach  zehntheiligen  Brüchen  zerfällte'^  „Da  mir  die  Sache",  fährt 
Schulze  fort,  ,,hierdnrch  nun  wirklich  ihregröfste  Geschmeidigkeit  erlaugt 
zu  haben  scheint,  so  habe  ich  auch  m.  nu  in  völlig  fertigen  Tafeln 
wieder  zurückgenommen  und  wünsche  uicbt^  mehr^  als  den  Gedanken 
dee  Herrn  de  la  Orange  ausgeführt  zu  sehen.  Wir  werden  hierin  den 
Alten Slinlicher  werden,  welche,  daaie einmal  die  seehngtiieiUge  Eintheilung 
vorgezogen  hatten,  auch  Kreisbogen  und  Halbmesser  damach  zerfällten, 
wo  wir  ningegen,  weil  heutzutage  unstreitig  die  zehntheilige  Eintheilung 
den  Yorrng  erhalten  hat,  anch  damach  billig  sowohl  den  ßalbmetter  als 
die  Kreisl>ogen  eintheilen  sollten."  Schulze  gab  dann  in  dem  erwillmten 
Taschenbuch,  Hett  2.  ^§  1-J4  tf ,  eine  ausführliche  Anleitung,  wie  derartige 
Tafeln  mit  Hille  Euler" ;^cher  Formeln  berechnet  werden  könnten.  Er 
schliefst  diese  Anleit  ung  S  290  mit  „dem  feurigen  Wunsche,  bald  fleifsige 
Mitarbeiter  zu  einem  für  di<?  angewandten  Tlieile  der  Mathematik  so  nütz- 
lichen Unternehmen  zu  finden",  und  Tersnhcht,  selbst^so  viel  ihm  möglich 
•CO,  tnr  Bichtigkeit  nnd  VoUständiekeit  dieB^  nenen  TabeBen  beiratrageD. 
Ein  Prof.  Schmidt  an  der  Healscnule  in  Berlin  folgte  dieser,  in  so  leb- 
haften Worten  gegebenen  Anregung  und  begann  17^5  einen  trigono- 
metrischen Kanon  für  jedes  Zelmtausendtel  des  Quadranten  zu  b*>reciinen. 
(Vergl.  die  EHnleitang  zn  Robert  nnd  Ideler'e  neuen  trigonometrischen 
Tafeln  für  die  Decimaleiutheilung  des  Quadranten,  l'i  rlin  1790,  S.  XVFI.) 
Um  nach  dem  Vorschlage  von  Schulze  die  Euler'scheu  Wormeln  anwenden 
SU  können,  berechnete  er  zunächst  die  12  ersten  Potenzen  der  natürlichen 
ZaUen  von  1  bis  5000,  wozu  er  vier  Jahre  gebrauchte.  (Nebenbei  bemerkt 
ist  es  bedauerlich,  dafs  diese  Potenztafcl,  die  noch  jetzt  grofsen  Wert 
hfttte,  nicht  gedruckt  worden  und  noch  dazu  ganz  verschollen  ist.  i^iine 
Ton  J.  W.  L.  Glaisber  berechnete  nnd  1874  etereotypirte,  aber  noch 
nicht  veröffentlichte  Tafel  derselben  Art  geht  nur  bis  1000.)  Lagrange 
hatte  inzwischen  '17^7'  seine  Stellung  in  Berlin  aufgegeben  und  war  nach 
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Paris  übergesiedelt.  Von  den  trigonometrisclien  Tafeln  hatte  Prof.  Sehmi dt 
erst  einen  Teil  berechnet,  als  er  1791  zum  Eector  des  (ijmnasiama  in 
Schwerin  ernannt  wurde  und  sieh  dadnreh  geBwongcn  ran,  sein  Unter' 

nehmen,  dem  er  (nach  den  Worten  von  Hobert  und  Ideler)  „mit  wahrer 
Leidenschaft  in  einem  Zeiträume  von  sechs  bis  sieben  Jahren  fast  all  seine 
Kräfte  gewidmet  hatte*',  ganz  aufzugeben.  Im  Jahre  1794  schickte  Schmidt 
seine  unvollendete  Arbeit  im  Manuscript  an  die  mathemati.sche  Classe 
der  Berliner  Akademie,  welche  if^  ,  mit  vielem  Beifall"  anfhabm.  J  E. 
Bode,  Astronom  und  Mitglied  der  Akademie,  setzte  Öchmidt's  Berech- 
nnngen  fort  mit  dem  EntBchlnTs,  die  ersten  trigonometrischen  Handtafeln 
für  decimale  Teilung  in  Deutschland  erscheinen  %n  lassen,  gab  jedoch  tm» 
unbekannten  Qrfinden  seine  Ahaicht  auf,  nachdem  er  um  eine  Unterstützung 
bei  der  Akademie  eingekommen  war  (r.  Astronomisches  Jahrbach  für  das 
Jahr  1798,  Berlin  1796,  8.  S18— 216),  TerOffentlichte  aber  wenigstens  (1795, 
a.  a.  0.  S.  -17  7-8tellige,  n;i(  Ii  halben  CenteHimalgraden  fortschreit^^nde 

Tafeln  der  trigonometrischen  I;'unctioaen  und  ihrer  Logarithmen  —  bis 
zur  Berechnung  der  letzteren  war  Schmidt  nicht  mehr  gekommen  — 
nebst  einer  6-stelligen  Yerwandlungstafel  von  Sexagesimalgraden  u.  s.  w. 
in  Decimalgrade.  Schmidt  nahm  dann  sein  Manuscript  von  der  Berliner 
Akademie  zurück  und  a&h  es  seinen  Freunden  Joh.  Phil.  Hobert  (Prof. 
der  Mftthemafak  und  Physik  an  der  prenfnschai  Militftr- Akademie  des 
Artilleriecorps)  und  Ludw.  Ideler  (Astronom  der  preufsischen  Akademie 
der  Wissenschaften)  znr  Aufbewahrnmj  Letztere  wurden  hierdurch  mit 
der  Sache  bekannt,  liogeihtert^n  sich  daiur  und  berechneten  —  nach  zweck- 
mftfaig^n  Methoden,  als  Schulze  vorgeschlagen  hatte,  und  ohne  Be- 
nntcnng  der  Schmidt 'srlien  Vorarbeiten  in  1'/^  Jahrr^n  in'ne  Tafeln, 
die  nnter  dem  oben  genannten  Titel  1799  zu  Berlm  als  die  ersten  aus^ 
fBhiüelieawii  Tafehi  dieser  Art  im  Dmek  erschienen.  Sie  sind  (ebenso  wie 
die  Einleitung,  in  welcher  das  bei  der  Berechnung  angewandte  Verfidiren 
auf  das  genaueste  beschrieben  ist)  in  mancher  Hin-i^icht  noch  jetzt  wertvoll. 

17)  Es  ist  eine  verbreitete  Meinung,  die  Begründer  des  metrischen 
Systenies  h&tfeen  in  einem  sa  weit  gshenden  Bestr^Mo,  za  yerallgemeinem 
und  alles  Erdenkliche  der  DecimfUteilung  zu  unterwerfen,  letztere  auch 
bei  den  Winkelausdrücken  durchsetzen  wollen,  statt  sich  mit  deren  strenger 
Durchführung  bei  den  Mafsen  und  Gewichten  zu  begnügen.  In  Wahr- 
heit bildet  jedoch  dw  Deoimalteilung  des  Quadranten  nicht  eine  willkür- 
liehe  Zugabe,  sondern  eine  wosentlicho  Voraussetzung  des  metrischen 
Systemes,  weshalb  es  nichts  weniger  als  folgerichtig  gewesen  ist,  wenn 
man  in  so  Tielen  LSndem  das  metäsche  System  ohne  clie  Decimalteilung 
des  Quadranten  angenommen  hat.  Die  Erwftgnngen,  von  welchen  sich 
die  betreflfende  Comniig-sion  bei  ihren,  dem  französischen  Nationalconvent 
gemachten  Vorschlägen  hat  leiten  lassen,  äiud  von  P.  S.  Laplace  in 
seiner  Exposition  du  Systeme  du  monde  (p.  72—75  der  3.  Auflage,  Paris 
1808)  ausführlicli  dargelegt  worden.    (In  dieser  Beziehung  weniger  ein 

Sehend  ist  der  „Rapport  fait  PAcadc^^mie  des  Sciences,  sur  le  choix 
*une  unit^  de  mesures,  par  M.  M.  Borda,  Lagrange,  Laplaee,  Monge 
&  Condorcet",  vom  19.  März  1791,  Histoire  de  l'Ac.  des  Sc,  ann^  1788, 
Paris  1791,  p,  7 — 16,  und  der  Rapport  fait  ä  rAead('mie  des  Sciences, 
sur  le  systöme  gdn^ral  de  Poids  et  Mesures,  par  les  Citoyens  Borda, 
Lagrange  et  Monge",  Histoire  de  PAo.  des  Sc,  ann^  1789,  Paris  1798, 
p.  1  — IB."^  Nachdem  man  sich  dafür  entschieden  hatte,  die  lineare  Mafs- 
einheit  nicht  von  der  i'endollänge,  sondern  von  der  Länge  des  Krdmeri- 
diantis  abzuleiten,  wünscht«;  mau  die  nautischen  Mafse  mit  den  a.^trono- 
mischen  in  Einklang  zu  bringen,  wosu  nOtig-war,  als  fundamentale  Einheit 
einen  alifiuoten  Teil  des  Erdmeridian?  zu  wühlen,  welcher  eim  r  lunteilun^ 
des  Kreises  entsprach.  „Ainsi  le  choix  du  m^tre  fut  reduit  ä  celui 
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dune  iigne  sur  un  plan,  et  de  la  hautcur  des  objeta  sur  Thorizon:  d'ail- 
leurü,  c'est  dans  le  premier  quart  de  la  circoni'erence,  que  sc  fofuieut  ies 
■tmu  et  g^n^nüemeni  totitea  les  lignes  que  la  trigonom<^trie  emploie  et  dont 
les  rnpport«  nvec  Ic  rayon  ont  ete  reduits  en  taldes;  il  ^tait  dont  naturel 
de  prendre  1  angle  droit  pour  l'unitä  dea  aiu^les  et  le  qaart  de  la  circon> 
fmoioe  poor  l^il^  de  letir  meeure.  On  le  diTita  en  parties  dtSei« 
males  et  pour  avoir  des  mesores  correspondantes  sur  la 
terre  on  divisa  dang  loa  memea  parties  le  quart  du  meridien 
terrestre."  Also  die  Übereinstimmung  der  metrischen  Seemeile,  dee 
Kilometers  (welcher  Name  übrigens  damals  noch  nicht  gebraucht  wurde) 
mit  der  centesimalon  Bopreiiminute  des  f>dineridian^  wnr  es,  worauf  man 
besonderen  Wert  legte.  Die  berühmte  Gradinpes^nn^  von  Dünkirchen  bis 
Barcelona,  welche  zum  Zweck  der  Bestimmung  der  genauen  Länge  des 
Uetere  1792  end  in  den  folgenden  Jahren  vo&M^chain  nndDolambre 
TOi^genommen  wurde,  gtih  Gelegenheit,  die  neue  Kr^^i-^tfilung  praktisch  zu 
erproben,  indem  drei  der  vier  benutzten  Borda' scheu  Repetitionskreise 
mit  dieser  Teilung  Tenehen  waren  (Tergl.  Anm.  M).  Laplaoe  Terwendete 
aufser  in  dem  oben  genannten  Werke  namentlich  in  seinem  Trait^  de 
Mecanique  celest«  (T.  T  Paris  1799.  t  V  Paris  1K25)  ausgchliefslirl!  die 
neue  Teilung  (wie  auch  die  decimaie  Teilung  dea  Tages).  Bouvai  d.  ver- 
9ffiBSitlichte  im  Jahre  1808  astronomische  Tafeln  decimalen  Sjstemus 
(Nouvelles  Table«  de  Jupiter  et  de  Saturne,  calculeoa  d'apr^s  la  theorie 
de  M.  Laplaoe,  et  suivant  la  diTisioQ  d^cimale  de  Tangle  droit).  Als 
Werke  TOn  ZeHpfeDOesen,  In  denen  ebenfiült  die  neue  Wmkeltdlungf  an- 
gewandt ist,  seien  erwShnl:  A.  M.  Legendre,  £l4nient8  de  Gäom^trie 
(7.  Mit.  Paris  1808,  s.  namentlich  p.  328ff.);  S.  P.  Lacroix,  Trait«^  6U- 
mentaire  de  trigonom^trie  rectiligne  et  sph^que  et  d*application  de 
Talg^bre  h  la  g^om^trie  (nach  der  7.  Anfl.  ins  Deutsehe  Abersetst  TOn 
L.  Ideler,  HrrHt,  L.  Puissant,  Trait^^  de  Ornd.'sie  (2*  ddit.  Paris 

1819);  ferner  de  Fleurieu,  Application  du  sji^teme  mdtrique  d^cimale 
k  Thydrographie  et  aus  calculs  de  la  navigation,  Paris  an  VIII  (1800); 
dn  Bourgnet,  Trait^  de  navigation,  Paris  1808  (enthält  u.  a.  eine  Tafel 
der  atmosphärischen  H*  fractionen  in  nrunr  Winkn!t":]Kng).  Natürlich  ist 
man  auch  in  Frankreich  frühzeitig  bestrebt  gewesen,  dem  Bedürfnis 
nadi  1offarithmiBch<'trigonometriBehen  Tafehi  fOr  die  neue  TeÜung  su  ge- 
nügen. Borda  soll  (nach  Hoüel,  s.  Anm.  6)  die  Berechnung  der  seinigen, 
welche  IHOi  revidirt  und  erjjänzt  von  Delambre  reröffentlicht  wurden, 
schon  1792  beendigt  gehabt  haben  (nach  anderen  erst  1796);  Calle t  hat 
schon  1795  der  2.  Auflage  seiner  Logarithmen  sammlang  trigonometrisehe 
Tafeln  ffir  ^zentesimale  Teilunp  T)ei^egeben,  fli  '  aber  wegen  zu  geringer 
Ausdehnung  für  die  Praxis  noch  wenig  geeignet  waren  (Texgl.  w^gren 
dieser  und  spftterer  Tafeln  Anm.  20).  Berühmt  sind  die  „Grandes  tables 
trigonom^triques  d^cimales  du  Cadasta-e**,  weldie  im  Bureau  du  Cadastre 
unter  Leittinp  '»••ines  Directors  Prony  infolge  eines  1794  von  der  fran- 
Ej^sischen  Kegierung  erteilten  Auftrages  innerhalb  zweier  Jahre  ^nach 
einer  andeni  AngaM  in  der  Zeit  TOn  1704 — 1799)  bereehnet  wurden.  Man 
hatte  von  Prony  auadrücklich  verlangt,  ,,nou  seulement  ä  coraposer  des 
tables  qui  ne  laissasscnt  ricn  ;i  desirer  qnant  ä  Texactitude,  mais  il  en 
feire  Ic  monument  de  calcul  le  ])lus  vaste  et  le  plus  imposant  qui  eüt 
Jamais  6tC'  ex^cut^  ou  m§me  con^u*'.  und  es  darf  gesagt  werden,  dafs  er 
difcf  Aufgabe  glänzend  t:«  lüst  hat  i  Vergl.  Pronv,  Notice  sur  les  grandes 
tables  logarithmiques  et  tri^uom^triqaes  .  .  . .,  lu  le  1«'  germinal  an  9 
rS2.  Hftrz  ISOlJ,  M^oires  de  rinstitut  national  des  sciences  . .  t.  5, 
Paris  an  XII,  p.  49—66;  ferner  el>enda,  p.  &6— 68  den  Rapport  sur  les 
grandes  tables  . . welchen  Delambre  im  Namen  einer  Commission,  su 
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der  noch  La fj^r;!  n  tr«^  Tnirl  T. aj  lnre  gehörten,  ftm  11.  germinal  an  9  er- 
stattete, und  worin  die  bei  der  Berechnung  angewandtou  Methoden  aus- 
einaadergeHetat  eind).  Prony,  dem  seitois  der  repubÜoaiiieclieB  Regie- 
rung bedeutende  Mittel  zur  Verfüijung  gestellt  waren,  teilte  seine  Rechner 
in  drei  R^  ctionen:  Die  erste  wui  l-  von  0  hervorragenden  Mathemati- 
kern, worunter  Legendre,  gebildet  und  hatte  sich  mit  dem  analytischen 
Teil  der  Aufgabe,  mit  der  Aufntellung  der  geeignetsten  Formeln  und  der 
BerechnnnfT  eiiiij:»er  fundamentalen  Werte  zu  beschäftigen;  die  zweite 
Section  bestand  aus  7—8  Bechneru,  welche  in  der  Analysis  bewandert 
waren  and  kos  den  fülgememeti  Formeln  die  Aosgangswerle  tmd  deren 
IMfierent«»  berechnen  und  die  Ton  der  dritten  Section  gelieferten  Rech- 
nungen prflfon  raufsten;  die  dritte  Section  zählte  60 — 80  gewöhnliche 
Rechner  ohne  mathematische  Bildung.  Die  Arbeit  jeder  Section  wurde 
doppelt  (mit  verschiedenen  Formeln  in  den  beiden  ersten  Sectionen)  am- 
peführt,  Wf'shalb  zwei  Mannscriptc  (ron  je  17  Bänden  Grofa- Folio)  vor- 
nanden  sind,  das  eine  in  der  Bibliothek  des  „Observatoire",  das  andere, 
welche«  bii  lfl68  rieh  im  Besitze  Ton  Pronj's  Erben  befanden  hatte,  in 
der  Bibliothek  des  „Institut**.  (8.  die  Mitteilungen  von  Biot,  Elie  de 
Beanmont,  Le  Verrier  und  Lefort  in  den  Comptes  rendus  der  Pariser 
Akademie,  i.  46,  1858,  p.  911—912,  994—999;  die  neuere,  sich  an  diese 
Tafeln  knfipfende  Utterator  —  sie  rind  namentlieh  von  Lefort  anf  ihre 
Gen;iul<;k('it  «geprüft  worden  —  kann  Inor  überi^^angen  werden.'  A^v^''  ti' a 
von  den  hier  nicht  iu  Betracht  kommenden  Logarithmen  der  natürlichen 
Zahlen  und  verschiedenen  Hilfstafeln  enthalten  die  „Table»  du  Cadastre" 
(nach  Prony's  An^  '^  s.  oben):  1)  die  Zahlenwerte  der  sin  fÜlr  jedee 
10  000-tel  des  Quadranten,  mit  25  Stellen  und  7  oder  8  Differenzen  be- 
rechnet, um  mit  22  Stellen  und  6  DÜfercuzen  gedruckt  zu  werden;  2)  die 
log  ein  für  dieselben  Interralle  mit  14  Steifen  nnd  6  Diffwensen  be^ 
rechnet;  3)  die  der  VerhtlUni.siie  der  sin  zu  den  arc  für  die  6000  ernten 
lOUOOO-tel  des  Quadranten  mit  14  Stellen  und  3  Differenzen  berechnet; 
4;  die  Verhültuisse  der  log  tang  zu  den  log  sin  und  6)  die  log  der  Ver- 
bftltnisse  der  taug  zu  den  arc  in  deiHselben  Umfange  wie  3).  Die  log  sin 
und  log  tanj.^  nollten  mit  12  Stellen  und  ::i  Differenzen  veröffeutliclit  werden. 
Un^etähr  zwei  Drittel  der  Tafeln  waren  gesetzt  imd  100  Platten  stereo- 
tjpirt,  als  infoli^e  der  plötsliehen  Entwertung  des  Papiergeldes  die  Arbeit 
einrrestellt  werden  mufste.  Ein  hervorragenaes  Mitglied  (Blagden?)  des 
Board  of  I.oiit^itude  in  London  machte  1819  (oder  1S'20  nach  andern  An- 
galpeii:  im  Auftrage  der  eu^ii-ichen  Regierung  dem  Bureau  des  Lougitudes 
in  Paris  den  Vorschlag,  einen  Auszug  aus  diesen  Tafeln  auf  gemeinschatt- 
liclie  Kosten  Englands  urd  Frnnkreichs  zu  drucken,  und  die  englische 
Kegierung  erbot  sich,  für  diesen  Zweck  5000  t  vorzuschiefsen ;  aber  das 
Anerbietöi  wurde  abgelehnt  (Vgl.  Lefort  a.  a.  0.;  Ch.  Babbage, 
Economy  of  machinery  and  manufactures,  London  1832,  französische  Über- 
setzung von  fid.  Biot,  2«»  »^dit  Paris  IS'U,  p.  252;  Qlaisher  a.  a  0. 
Anm.  8,  p.  67.)  Die  IHül  von  dem  frauzoüiMchen  vService  g^ographique  de 
PArm^  neransgegebenen  achtstelligen  Logarithmentaiehi  (s.  Anm.  20)  sind 
ein  Auszug  ans  den  Tables  du  uadastre.  Wenn  trotz  dieser  vielver- 
sprechenden Anflinge  die  neue  Winkelteilung  auch  von  der  Mehrzahl  der 
fimasOeischen  Gelehrten  bald  wieder  Terlassen  worden  ist,  so  darf  man 
nicht  vergessen,  dafs  dem  gesamten  metriiehoi  System  (dessen  Gebrauch, 
abgesehen  von  der  Winkel-  und  Zeitteilung,  in  Frankreich  erst  1840  obli- 
gatorisch wurde)  ein  ähnliches  Schicksal  gedroht  hat,  wofür  die  Gründe 
wesentlich  politischer  Natur  waren.  (Vergl.  de  Rey-Pailhade.  Anm.  23, 
p.  6:  ,,T.e  mattre  de  la  Frunre  <^a^>rl^,  Bouaparte,  premier  <  onsui.  trouvant 
que  CCS  riSformes  rappolaient  trop  la  Kevolution,  fit  faire  machme  en  arrit  re, 
£  tel  point  qne  le  sjst^me  m^trique  dreimal  tout  entier  faillit  sombrer.") 
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18)  Wegen  Baden  nnH  Hessen  vergl.  W.  Jordan  und  K.  Steppes, 
Das  deutsche  Vennesauu^sweaen,  1.  Bd.,  Stuttgart  1882,  Ö.  272  a.  386. 
(In  Baden  begana  die  eigentiiche  TViaaffulaiioii  1880,  naehdem  1812  bia 

1814  die  erstt-n  Versuche  stattgefunden  hatten.  In  Hessen  wurde  1819 
die  Trianguhition  begonnen,  nachdem  IHOy  die  Basis  Darmstadt-Griegheim 
gemessen  worden  war,  vergl.  General-Bericht  über  die  mittele uropili&che 
GradmesBung  für  d.  Jahr  1864,  Berlin  1866,  S.  15—16.)  In  Frankreich 
ist  seit  181 S  die  Deeimaltcilung  des  Quadranten  die  einzig  gebräuchliche 
in  der  höheren  Geodäsie,  auch  für  die  geographischen  Coordinaten  (vgl. 
L.  Pniesant,  NouveUe  dflacrq>tio]i  gtem^triqiie  de  la  FnuMse,  Fteia  X88S 
—1868;  Berthaut,  La  carte  de  France  1760—1898,  £tude  historiqne, 
t.  I,  Paria  1898),  In  Belgien  ist  ebf^nfalls  für  die  Dreiecksmessungen 
L  Ordnung  (durch  das  Institut  cartographique  nulitaire ,  früher  Döpöt  de 
la  Quene)  die  neue  Teilung  von  Anfiang  an  eingeführt  worden.  (Dw  Ter- 
öfTentlichungeii  l  e  nnnen  1861,  meitt  unter  dem  Titelt  lUaagulation  dn 
royaume  de  Bdgique.) 

19)  In  Baden  wurde  sofort  bei  Beginn  der  heutigen  Catatster-Ver- 
me^sungen,  um  1852,  die  neue  Teilung  aoisclllielilliäi  eingeführt.  In 
Belirion  und  Frankreich  ist  die  Einführung  der  neuen  Teilung  in  das 
Cataster  gleichzeitig  mit  derjenigen  in  die  Landesvermessung  eifolgt,  in 
Besten  18S4  (vergl.  „Die  Gataeterverraesrangiarbeitett  im  Orb.  Heesen**, 
Darmstadt  1897).  Freussen:  Dafs  die  neue  Teilung  facultativ  zugelassen 
ist,  <?(»ht  aus  mehreren  Stellen,  •/.  B.  auf  S.  12  und  16  der  Anweisung 
vom  26.  October  18H1  für  die  trigonometrischen  und  polygonometrischen 
Arbeiten  bei  Erneuerung  der  Karten  nnd  Bücher  des  Grundsteuercatasters 
(Berlin  1881)  hervor.  Württemberg:  In  der  technischen  Anweisun^^  für 
die  Arbeiten  zur  Erhaltung  und  Fortführung  der  Flurkarten  und  Primär- 
cataster  ist  in  §  10  gesagt:  „Die  Winkel  kOnnen  in  neuer  Teilung  (n.  T.), 
den  rechten  Winkd  (B)  in  100*,  oder  in  alter  Teilung  (a.  T.),  den  rechten 
Winkel  zu  90*,  gemessen  und  angegeben  werden."  Jedoch  sind  die  in 
der  „Technischen  Anweisung"  enusutenen  Zahleubeispiele  alle  in  neuer 
Teilung  anggedrOekt,  nnd  aw  dem  kgl.  wdittenibergischen  Cataeterborean 
wird  :7.ufolge  mündlicher  Mitteilung  seines  jetzigen  Vorstandes,  des  Herrn 
Oberfinanzrat  W.  Schlebach)  ausschliefslich  neue  Teilung  angewendet.— 
Beim  italieniächon  Cataster  ist  die  neue  Teilung  ebenfalls  zugelaHn^en; 
man  findet  dieselbe  i.  B.  in  staatlichen  Prüfungsaufgaben  angewendet 
(rergl.  Rivista  di  topogmfia  e  catasto,  vol.  IX,  1896/97,  p.  84;  voL  X, 
1897/98,  p.  16). 

90)  Die  gedmekten  Uteren  Tafoln  fttr  Dedmalteilnng  des  Quadranten 

sind:  1)  J.  E.  Bode,  Astronom.  Jahrbuch  f.  d.  Jahr  1798  ..  .,  Borlin  1796, 

S.  217 — 223.  (7-8tenige  Zahlenwerte  u.  Logarithmen  der  trigonometri- 
schen Functionen  für  jeden  halben  Centesimalgrad  des  Quadranten.)  — 
S)  Fr.  Callet,  Tables  portatiTOs  de  logarifbmes  .  .  .,  Paris  1795.  (7-stel- 

lige  Logarithmen  der  trigononi.  Functionen  von  Minute  zu  Minute  n.  T., 
14-8tellige  Zahlenwerte  u.  Logarithmen  der  Function  »in  von  10  zu  10  Min. 
n.  T.)  —  8)  Joh.  Ph.  Hebert  und  L.  Ideler,  Neue  trigonometrische 
Tafeln  für  die  Decimaleintheilung  des  Quadranten,  Berlin  1799.  (Einander 
g»'P'<^n überstehend  die  7-8telligen  Zahlenwerte  und  Logarithmen  der  trigo- 
nometrischen Functionen  für  jedes  Zehntausendtel  des  Quadranten,  bei 
den  Winkeln  bis  0,08  Q  für  jede«  HnndeitftansendteU  ~  4)  Gh.  Borda- 
J.  B.  J,  Delambre,  Tables  trigononi »'triques  däcimales  .  .  .,  Paris  an  IX 
(1801).  (Log  sin,  tg,  sec  7-.steliig  von  Minute  zu  Minute  n.  T. .  log  sin, 
tg  ll-stellig  von  10  zu  10  Minuten  u.  T.)  —  ä)  Ch.  Flauzolcs,  Tables 
de  Logarithmes  .  .  .,  Paris  1809.  (6-8tellige  Logarithmen  der  trigonom. 
Functionen  für  jedes  Zehntausendtel  des  Quadranten.)  —  Von  den  obigen 
Tatein  ist  die  letztere  —  1830  in  4.  Stereotyp-Aaflage  erschienen,  aber 
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jetzt  Tergriffen  —  schon  ganz  bequem  zu  gebrauchen.  —  Ans  neuerer  Zeit 
sind  zu  nennen:  6^  J.  Hoüel,  Eecueil  de  formulei  et  de  tablei  nnm^ri- 
ques,  Paris  18G6.  (Zahlenwerte  und  Logarithmen  der  trigonom.  Functionua, 
S-stellig  fär  jedes  Hundertel,  4-stellig  für  jedes  Tausendtel  des  Qua- 
dnwteiii  die  Zahlenwerte  allein  10-stellig  für  jedes  Hundertel  des  Qua- 
dninten.)  —  7)  F.  O.  OBnfa,  FfinfiitelUge  logarithmiteh-trigonomelrisdie 
Tafeln  für  die  Decimaltlicilung  des  Quadranten,  Berlin  1873.  (Logaritbmen 
der  trigonom  Functionen  O-stellig  von  Minute  zu  Minute  n.  T.,  Zahlen- 
werte  deraelben  4-8tellig  von  lü  zu  lU  Miuuten  n.  T.)  —  8)  h\  G.  Gaufs, 
VierHteUige  logarithmisch-trigonometrische  Handtafel  für  Deeimaltheüiisiy 
des  Quadranten,  Berlin  1H73.  (Logarilbnien  der  trii^oüom  Functionen  von 
10  zu  lü  Minuten  n.  T.)  —  9)  H.  UraYelius,  Fünläteiüge  logarithmifloh* 
trigonometmehe  Tafeln  ffbt  die  Becinraltheflimg  dat  Qnadnuiteii,  Berlin 
1886.  (Umfang  im  ganzen  wie  bei  den  Tafeln  von  Gaufa,  Nr.  8,  sehr 
ausführliche  ümwandlunirstafcin.)  —  10)  J.  L  Sanguet,  Tables  trigono- 
m^triques  centesimales,  Paris  l»bU.  ^ö-  und  4-8tel]ig,  enthält  auch  cente- 
nmale  aelrononuBcheTtefehL.)— 11)  Service  g^ographique  deTArm^e, 
Table«  tripononietriques  centesiraales  ä  cinq  d^cimales  .  .  .,  suivies  chv 
meme«!  tables  a  quatre  dt^ciniales,  Paris  1889.  (Enthält,  wie  einige  der 
oben  genannten  Sammluiigeu ,  auch  Tafeln  für  alte  Winkelteilung,  aber 
auf  unangenehm  blauem  Papier!)  —  12«  Service  gtfographique  de 
l'Armöe,  'I'ables  des  loganthn^e^  ä  buit  (ieciniales  .  .  .,  Paris  18'.>1. 
(8-fitellige  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen,  nur  für  neue 
Teilimg,  TOn  10  in  10  Seconden  n.  T.)  —  13}  H.  GraTelini,  Vieretellige 
logarithmisch-trigonometrische  Tafeln  für  die  Decimaltheilung  des  Qua- 
dranten .  .  .,  Berlin  189*2.  (Zahlenwerte  und  Logarithmen  der  trigonom, 
Functionen  von  10  zu  10  Minuten  n.  T.)  —  14)  W.  Jordan,  Logarith- 
misch-trigonometrische  Tafeln  für  neae  (cmteimiale)  Teilung  mit  sechs 
Decinialstellen,  Stuttgart  1894.  (Von  0—20  Neugrad  ist  das  Intervall  10 
Neusecunden,  von  da  an  1  Neuminute;  enthält  auch  die  log  sin  für  jeden 
Grad  n.  T.  mit  16  Stellen.)  —  Bei  den  obigen  Angaben  in  der  etwaige 
sonstige  Inhalt  der  betretlenden  Sammlungen  an  Tafeln  der  Logarithmen 
der  natürlichen  Zahlen,  Umwandlungstafeln  u.  s.  w.  unberücksiehtigt 
gelassen.  Die  von  W.  Jordan  nach  dem  „Opus  palatinum^*  TOn  1696 
und  unter  diesem  Titel  henrasgegebenen  T-etolhgen  Sinns-  nnd  Cosinus- 
Tafeln  von  10"  zu  10"  bind  seitlich  mit  einem  besonderen  Eingang  für 
neue  Teilung  versehen,  können  also  auch  für  letztere  gebraucht  werden. 
So  ist  denn  gegenwärtig,  was  die  neue  Winkelteilung  betrilll,  auch  für 
die  weitgehendsten  Bedürfnisse  gesorgt  (s.  auch  Anm.  21).  Von  der 
Decimalteilung  des  alt«^^-!!  CruJes  kann  dies  in  keiner  Wi  ise  gesagt  werden, 
da  die  in  Anm.  13  genannten  englischen  Tafeln  aus  dem  17.  JaJbrhundert 
ftufserst  selten  sind  nnd  den  heutigen  Anforderungen  nicht  entspredien, 
während  es  au  neueren  Titeln  dieser  Art  aufser  den  4-  und  5-stelligen 
von  Bremiker  Anm.  15,  nur  S-etellige  von  F.  A.  Westrick  (Münster 
1892;,  öowie  4-bteUige  von  Rohrbach  (Gotha  18y3>  und  A,  Schülke 
(Leipzig  1895)  giebt. 

21)  Wir  haben  hier  z.  B.  Tafeln  zum  Gebrauch  der  Feldmesser,  ins- 
besondere bei  der  Anwendung  der  Tachymetrie,  im  Auge  und  nennen: 
1)  D.  W.  Ulffers,  Tafeln  sur  Berechnung  von  Dreiecks-,  Viereck»-  nnd 
Polygon-Netaen  ohne  Losarithnien,  4.  Aufl.  Koblenz  1870.  (Werte  Ton 
r :  sin  qr,  r  cos  qp,  r  sin  <p  für  r  =  10,  20,  .  f  0  und  nach  Minuten  n.  T. 
fortschreitend  mit  4  —  6  weitenden  Ziffern;  auch  für  alte  Teilung  zu  ge- 
brauchen.) —  8)  F.  H.  Glouthf  Tafeln  sur  Bereehnung  goniometriscner 
Coorklinaten  für  neue  Teilung,  Halle  a.  S.  1871.  (Enthält  die  natürlichen 
sin  und  co.s  mit  fi  Stellen  und  ihre  9  ersten  Vielfachen  mit  1  Stellen  für 
jede  Neumiuutti  des  Quadranten.    Das  Argument  ist  nebenbei  auch  m 
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alter  Teilung  ansgedrückt.)  —  8)  V.  Soldati,  Tavolo  tacheometriche  .  .  , 
3»  ediz.,  Bologna  1888.  (Sie  geben  ^sin  v  und  g  ainv  cosv  für  die  Werte 
▼OD  V  von  10  zu  10  Seconden  n.  T.  und  verschiedene  Werte  ton  p.)  — 
4)  G  Orlandi,  Mannale  e  tavole  di  celerimensura,  Milano  1889.  ''Ent- 
halten die  Werte  C  sin  2  qp,  C  cos  2  9,  D  sin  O,  D  cos  6  für  9  tou  6  zu 
b  Minuten  n.  T.,  B  ron  10  10  10  Minuten  n.  T.)  —  b)  N.  Jadansa,  Tavole 
tadieometriche  centesimale,  Torino  1893.  —  6)  L^on  Pantarotto,  TaUet 
trigonora^triques  pour  les  calculs  des  lev^s  au  tac}n5om("^tre  sans  avoir 
recours  ä  la  r^gle  logarithmique  .  .  Conatantinople  18U3.  (6-8tellige 
Zidilenwerte  von  sin  und  cos  für  jeden  Grad  n.  T.,  von  tg,  cot,  sin',  oos' 
fflr  jedo  Minut-e  n,  T.)  —  I)nn  ersten  lo^arithmiBch -tngonoraetriachen 
Rechenschieber  für  neue  Winkelteiluug  8cheint  Porri  eingeführt  zu  haben 
(vergl.  J.-?.  Salnenre,  Conn  de  topographie  et  de  geodeaie,  2«  ddit. 
Paris  1860,  p.  40). 

22)  Nur  folgende  Aufserungen  seien  hier  angeführt:  ,,Tn  Deutschland 
findet  die  neue  Teilung  seit  der  allgemeinen  Einführung  der  tachymetri- 
«ehen  Methode  tOr  gewuie  Messongen  mehr  und  mehr  Ein^puig**  (E.  Harn- 
nier,  Zeitschr.  f.  Vermo'iHUDnfS'wesen,  1898,  8.  582).  —  , .Seitdem  die  neuen 
6-8telligen  Loj^arithmentafeln  (yon  Jordan)  herausgegeben  sind,  werden 
Instrumente  mit  neuer  Teilung  immer  mehr  gesucht."  (Aus  einem  Schreiben 
der  Firma  Bennert  &  Pape,  mathematieeh-meehaiiisches  Institut  in  Altona, 
an  W.  Jordan,  Zeitschr.  f.  VermeBsungswesen,  1895,  S.  H8.)  —  „Nach 
Mitteilung  verschieduner  gröfserer  mechanischer  Werkstätten  werden  gerade 
in  nenesterZeit  mehr  Theodoliten  mit  nenerTdlung  verlangt."  (L.  Winekel, 
Zeitschr  f  Vermeaiungswesen  1807,  S.  185.)  Dem  Bedürfnis  der  mathe- 
niatiHch-tuechanischen  Werkstätten,  an  ihren  Kreisteilmasehinen  die  neue 
Teilung  neben  der  alten  anzubringen,  ist  die  physikalisch -technische 
Keichsanstalt  bereite  18D()  entgegengekommen,  indem  sie  Einrichtungen 
getroffen  hat,  um  sog  Mutterkreise  für  neue  Teilung  liefern  zu  können. 
(Veigl.  Zeitschr.  f.  Instrumentenkunde,  10.  Jahrg.,  1890,  S.  418.)  Nach 
Mitteilung  von  Hebert  nnd  Ideler,  a.  a.  0.  90^  8.  VI,  hat  in  Dentich» 
land  die  erste  Teilscheibe  für  dedmale  Teiluig  1790  der  Beriiner  Mecha- 
niker Wagner  eingerichtet. 

23j  In  einer  Sitzung  des  Bureau  des  Longitudes  in  Paris,  vergl. 
Gomptes  rendus  de  PAcad^ie  des  Sc.,  t.  70,  1870,  p.  IM— 18S6. 
C.  Brem ik er  hat  sich  1872,  a  a.  0.  15\  '■bcufalls  dafür  ausgesprochen, 
den  ganzen  IsLreis  als  Einheit  decimai  zu  teilen;  er  meint  zugleich,  dafs 
man  den  tanauiditen  Teil  dm  Kdiee  Grad  nennen  kOnnte.  Die  Un- 
sweckmäTrigkeit  einer  solchen  Einteilung  bei  trigonometrischen  Rech- 
nungen zeigen  sehr  dentUch  die  Tafeln  von  J.  de  MendizAbal  Tam- 
borrel  (Tables  de  logurithmes  ä  huit  d^cimales  .  .  Paris  1891);  der 
volle  Winkel,  „gone"  genannt,  ist  mit  y  beieichnet,  aodafli  ein  rechter 
Winkel  gleich  0,25  •/  wird,  ferner  1  d«5cigone  =  0,1  1  microgone 
—  0,000001  f  u.  8.  w.  Ein  neuerer  Vertreter  desselben ^Pnncips,  De  Bejr. 
Pailhade  (Ton  dessen  zahbetchen  einachl&gigen  Schriften  angefShrii  sd: 
L'extenrion  du  Systeme  decimai,  Paris  1897)  teilt  den  ganzen  Kreis  in 
100  cir«.  Weit»  !»'  I.itteratur  findet  man  bei  De  Rey-Pailhade  a.  a.  0., 
sowie  E.  Hammer,  Die  Fortschritte  der  ilLartenprojectionslehre  .  .  ., 
Geograph.  Jahrbuch,  Bd.  90,  8.  4S0— 4SI,  1890.  Gtelegentlich  eaner  Ton 
dem  Vorstande  dos  Deutschen  Morhaniker-Tages  18891890  veranstalteten 
Umfrage  bei  einer  ^rofsen  Zahl  ausübender  Mechaniker  ist  die  grund- 
legende Frage,  ob  sich  Decimalteilung  des  Quadranten  oder  des  ganzen 
Kreises  empfehle,  ausnahmslos  zu  Gunsten  der  ersteren  Teilungsart*'  ent- 
schieden worden  (Zeitschr  f  In.strumentenkunde,  10.  Jahrg.  1890,  S.  417) 
W.  Förster  hat  in  der  Zeitschr.  f.  Instrumentenkunde,  9.  Jahrg.  1889, 
8.  476—476  (vorher  schon  in  dem  Yorwort  m  den  O-stoUigen  Tafeln 
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Ton  Gravelius  20)  S.  IX)  auBgefübrt,  es  gebe  manche  Gebit^be,  in  denen 
lachgemftJb  aadi  gMuen  Um&ehungen  als  Einheiten  geveohnet  werde, 

B.  6.  bei  Schraubentrommeln,  Torsiouskreisen  und  dergl. ;  für  solche  Fälle 
könne  es  auch  zwecknirirpifT  s'-in,  trigonümetrische  Tafeln  herzustellen,  die 
sich  auf  eine  decimale  Eiui^^iluug  des  ganzen  Umkreises  beziehen  und 
dadurch  hei  flewisten  Rechnungen,  s.  B.  der  Bestimmung  der  periodischen 
Fehlf  r  Ton  Rdirnuben,  nicht  ganz  iineiluMiche  Erleichterungen  bü^pn  In 
solchen  Fällen  werde  es  jedoch  meist  keiner  sehr  grolsen  Genauigkeit  der 
Winkelausärdoke  und  somit  in  den  Logarithmentafeln  sehr  w«i^er  Stellen 
h^Mlffen.  Jedenfalls  sei  die  fragliehe  Ausdrucksform  von  Winkelai^^ben 
an  umfassender  praktischer  Bedeutung  auch  nicht  entfernt  mit  derjenigen 
in  Decimalteilen  des  Quadranten  zu  verffleichen.  Hier  sei  noch  bemerkt, 
dafs  Henri  de  8arranton  CL*heare  «weimale  et  la  dirision  de  la  eir- 
conference,  Paris  1897)  der  Einteilung  des  Tagfs  in  21  Stunden  zuliebe  den 
ganzen  Kreiäuinfaug  in  240  Grade  zu  100  Minuten,  die  Minute  zu  100  Secun- 
den,  teilen  will;  in  den  Pariser  Comptes  rendus  t,  126,  1898,  p.  194  teilt 
derselbe  mit,  dufs  Lebegue  und  Mauric  e  M^ry  damit  beschäftigt  sind, 
trigonometrische  Tafeln  für  diente  Art  der  Kreisteilung  zu  berechnen 

24)  Bouquet  de  la  Grye,  Note  sur  la  decimalisation  du  temps  et 
de  la  cireonfwence,  Paris  1896;  der  doppelte  Qaadrant  wird  in  100,  also 
der  rechte  Winkel  in  60  Teile  geteUt,  die  je  ein  „mer**  heifsen  sollen, 
fon  nsQit^dv  ^-  teilen 

2ö)  Dem  Streben,  solche  Vorteile  zu  erlangen,  ist  es  jedeufalU  zu 
danken,  wenn  jetzt  schon  allgemein  Bruchteile  Ton  Slecnndoi  alt  Decimal- 
bröche  und  zuweilen  Secunden  ala  Decimalteile  Ton  Minuten  geschrieben 
werden,  während  im  17.  Jahrhundert  manchmal  noch  mit  Tertien^  Quarten 
nnd  Quinten  gerechnet  wurde! 

26)  Wenn  man  deu  Quadranten  als  Einheit  nimmt  nnd  der  Zehn- 
teilung  unterwirft,  setzt  sich  jeder  Winkelausdruck  aus  einer  ganzen  Zahl 
und  einem  echten  Bruch  zusammen,  ähnlich  wie  ein  gewöhnlicher  Loga- 
rithmus ans  Charakteristik  nnd  Mantisse,  nnd  die  Addition  oder  Snbtrac- 
tion  einer  beliebigen  An/;ili;  von  Quadranten  entspricht  der  Änderung  der 
Charakteriatik  des  Logarithmus.  Es  hat  hierauf  z.  B.  Hödel  a.  a.  0.  6;  hin- 
gewiesen, 

27)  E.  Hammer,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie, 2.  Aufl  Stuttgart  S.  4.  Es  entspricht  die^  den  vor  hundert 
Jahren  in  Frankreich  üblichen  Benennungen  „degrä  nouveau",  „minute 
nontelle**  n.  s.  w.  Die  Fransosen  befinden  sieh  in  der  angendiniffii  Lage, 
für  den  alten  und  den  neuen  Grad  zwei  verschiedene  Namen  zu  haben, 
nämlich  „degrö"  und  grade",  welch  letztere  Benennung  von  .T.  B.  .T.  De- 
lambre  (Methode  anulytique  puur  la  d^termiuatiou  d'uu  arc  du  meridien, 
Ftoris  an  Yn  [1798],  p.  17)  eingeführt  worden  ist.  Im  Deutschen  es  um- 
gekehrt zu  machen,  nämlich  statt  Neugrad  nnd  Neuminute  jl 'grd'*  und 
„minute'*  (mit  französischer  Aussprache}  zu  sagen,  wie  Bohu  will  (Zeit- 
schrift f.  Vermessungswesen  1891,  S.  314 — 315),  geht  wohl  nicht  an.  Die 
von  Gravelius  in  seinen  Logarithmentafeln  20)  gebrauchten  Benennungen 
„Centigrad**  für  den  centesimalen  Grad,  ,,CentLmmute*'  für  die  cente  TTnale 
Minute  u.  s.  w.  erscheinen  nicht  glücklich  gewählt,  denn  sie  erwecken 
angerichta  der  jedermann  gelftnfi^n  Regel,  nach  welchor  im  metrisehen 
System  die  Namen  für  die  Teile  der  Einheiten  gebildet  werden,  falsche 
Vorstellungen  und  können  um  so  leichter  zn  VerwechFltuigen  fiiliren,  als 
in  Frankreich  thatsächlich  „ceutigrade"  in  der  Bedeutung  von  Huudertel- 
Neugrad  oder  Neurainute  u.  s.  w.  gebrancht  wird  (vergl.  Sangnet  und 
Ch.  Lallemand,  Zeitschr.  f.  Vermessungswesen  S.  212). 

28)  In  den  Bezeichnungen  herrscht  bei  der  neuen  Winkelteilung 
grofse  Versehiedenhoit,  wie  folgende  Znsanmtenstellnng  der  hauptsftch- 
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liebsten,  bis  jetzt  zur  Verweuduiig  gekommeneu  Schreibweisen  eine»  und 
deewlben  Winkel«  von  i.  B.  1,87869  Qimdfanton  seigt: 

a)  Hobcrt  u.  Ideler  (1799)  .    .    .  1,37869  oder  1,87869  Q  =  1,37869  R 

PlauzolOB  (1809)   1Q,87869 

Idol  er  (1S22),  Hoflel  (1866)  ln,37SG9 

b)  Schulze  (1783)   137^86,90,, 

Bode  (1796),    Laplace  (1799),  Borda-Delaubre 

(1801)  u.  8.  w  187\869 

Commissairea  des  poids  et  raesures  (1791),  Bord a- De- 
lambre (1801),  Legendre  (1808),  Gudermann  (1833) 

F.  G.  Oanfe  (1878)  n.  e.  w.  187«86W 

Gravelius  riflBG^  I37®«ß~90= 

e)  Delambre  (1798)  Westphal  (1891)   137^,869 

Delambre  (1806)   1876860 

Puissant  (1819)  187«,860  oder  187c86r90" 

Salneuve  aH50)   187g,8690" 

Service  gt^ographiques  de  TAnn^e  (1889)   137' 86*  90" 

Sanguet  (1889)   187O8€r90" 

Jordan  (1891)   187*86' Otf* 

Man  erkennt  in  diesen  Bezeichnungen  zwei  verschiedene  Grundsätze,  auf 
der  einen  Seite  das  strenge  Festhalten  an  dem  rechten  Winkel  oder 
Quadranten  als  Einheit  (a),  aut  der  a<ndem  Seite  das  Bestreben,  die  ein- 
mal hcorgebrachte  Vbskmnag  in  Grade,  Minnten  n.  e.  w.  möglichst  beira' 
behalten,  unter  Ersetzung  des  Teilers  60  durch  100,  d.  h.  der  Sexagesimal- 
teilung  durch  Centesimalteilung  (b  und  c).  Die  den  letzteren  Weg 
einschlngen,  haben  entweder  die  alten  Zeichen  weiter  benutzt  (b),  allen- 
falls tief  gestellt  (Scbul/e)  oder  mngelegt  (Grarelius),  oder  aber  neue 
Zeichen,  hauptsächlich  für  den  neuen  Grad,  in  Anwendung  gebnicht  (c). 
Schulze  und  C  a  1 1  e  t  sind  noch  schwankend ;  der  erstere  sagt  a.  a.  O.  Anm.  1 6) : 
„Wollte  man  übrigens  bei  dieeer  Eintheilong  die  einmal  eingeftthrten  Be- 
nennungen der  Grade,  Ifinnten,  Secunden  u.  s.  w.  beibehalten,  so  könnte 
man  den  rechten  Winkel  ...  in  10(!)  Grade,  jeden  Grad  in  100  Minuten  .  . . 
eintheilen,  oder  um  die  Gleichförmigkeit  desto  besser  zu  beobachten,  könnte 
man  auch  den  rechten  Winkel  in  100  Grade,  jeden  Grad  in  100  Ifinnten . . . 
eintheilen."  Callet  (1795)  schreibt  137  deg.  86,9  M.  und  daneben  1.378G9. 
Hobert  und  Ideler  (in  äei  Einleitung  xu  ihren  Tafeln  Anm.  20,  S.  Xii), 
Ideler  aUein  (in  leiner  ÜberMtzun^  von  Laeroiz*  IVigonometrie,  Berlin 
1822,  S.  18,  Fufsnote)  und  nicht  mmder  Hofiel  haben  sich  scharf  gegen 
den  Gebrauch  von  Graden  u.  8.  w.  bei  der  neuen  Teilung  gewendet. 
Hoüel  z.  B.  führt  in  der  Vierteliahrsschr.  der  astronom.  Gesellsch., 
1.  Jahrg.,  1866,  8.  97  ans,  dnreb  die  fieseichnong  „degr6  nouTcan"  n.  s.  w. 

werde  der  Schein  erweokt,  alt  ob  die  Winkeleinheit  ^-Quadrant,  alio 

eine  wülkflrliche  sei.  „C'est  le  quadrant,  qui  est  bien  rdellement  Tunit^ 
ancienne.  au^si  vieille  que  la  gdomotrie,  son  adoption  n't'Umt  nullement 
une  invention  nouvelle,  mais  le  retour  a  une  id^e  primitive  et  u^essaire, 
et  sa  diyision  d^cimale  n*^tant  antre  chose  qne  reztenaion  k  cette  imit^ 
dn  proct'ilt'  suivi  pour  tootes  let  antares."  Diese  Mahnungen  scheinen 
g&nzlich  uiibt-achtet  geblieben  zu  sein,  und  es  wird  wohl  nicht  mehr  ge- 
Ungen,  den  Grad  zu  beseitigen.  Immerhin  könnte  von  der  Teilung  des 
Grades  in  swei  Unterabteilungen  (Minnt«i  und  Secunden)  abgeaehen 
irerden,  wie  das  fnihorer  Cbung  entspräche  (b.  in  obiger  Zusammen» 
Stellung  Bode,  Delambre,  Salneuve)  und  neuerdings  von  A.  West- 
phal  (Zeitschr.  f.  Instramentenkonde  11.  Jahrg.  1891.  S.  195)  wieder  ge- 
fordert worden  ist  Man  wflrde  fBr  gewOhnlidi  den  Mengraa  ale  einnge 
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Einheit  benutzen  und  für  kleine  Winkel  (unter  einem  Grad)die  Neu- 
iecimde  (wie  Laplace  in  seiner  M^nique  c^leite),  oder  wie  Westphal 
a.  a.  0.  vorschlftgt,  den  Milligrad  (M  oder  0*\  gleicli  8,24  alten  Secnnden). 

Was  die  Zeichen  selbst  betriflft,  so  haben  die  von  Gravelius  und  Jordan 
vcM^eachlagenen  manche  Zurückweisung  erfahren^  weil  sie  weni^r  bequem 
in  Bchreiben  rind,  als  die  voriier  flbliäien;  es  gilt  dies  anoh  für  G  und  g 

(welches  aufserdem  schon  Gramm  Im-^cI nutet)  im  Verhältnis  zu  *  und  Bei 
einer  durch  Jordan  (Zeitschr.  f.  Vermessungawesen  1891,  S.  löU— IGO) 
voranlarsten  Aussprache  (ebenda,  S.  216—217,  251—858,  812—815)  Bind 
mehrere  Geodäten,  voran  Helmert,  für  die  Beib^altong  der  alten 
Zeichen  eingetreten,  welche  in  der  Praxis  noch  zu  keinen  Unzuträglich- 
keiten  geführt  haben  soll;  andererseits  haben  Jordan  (a.  a.  0.,  S.  3 Ii)  und 
Hammer  (a.  a.  O.  97),  8.  546  oben)  eine  ünterBCihddiuig  d«r  Zeichen  für 
alte  uiul  neue  Teilung  in  Lehrhuchern  für  unbedingt  notwendig  erklärt. 
Vielfacli  wird  dieee  Unterscheidung  durch  die  Zusätze  a.  T.  (alte  Teilung) 
und  u.  T.  (neue  Teilung)  bewirkt  —  Helmert  hat  a.  a.  0.  die  einfacheren 
A  beiw.  oder  C  yofgeachlagen  welohe  allerdingB  bei  Formdn  un- 
bequem  sind. 

29)  W.  Jordan  macht  insbesondere  über  die  Addition  und  Subtrac- 
ti<m  Ton  8 1^  in  seinem  Handbueh  der  yermessnngekuade,  Anfinge  von 

1877,  §  97,  nachdem  er  auf  8.  287  je  ein  Zahlenbeispiel  für  die  Berech- 
nung eines  polygonalen  Zuges  mit  alter  und  mit  neuer  Kreisteilung  vor- 
geführt hat  („die  zweite  lieclinuiig  ist  beigefügt,  weil  g&rade  bei  solchen 
ZUgen  die  Vorteile  der  neuen  Teilung  augenfällig  sind"),  auf  S.  288  die  Ue- 
merkung:  ,,Beim  fortgeaetzten  Andern  um  1'^""  ^vird  man  wohl  dreimal 
SO  Tiel  Kecheufehler  begehen,  als  beim  fortgesetzten  Andern  um  +  2008." 

80)  Diejenigen,  welche  die  Frage  der  Zehnteilung  bei  SQt-  and 
Winkeigröfsen  gleichzeitig  regeln  wollen  und  den  Tag  als  natürliche  Zeit- 
einheit ansehen,  halten  es  für  logisch  richtiger,  statt  des  rechten  den 
vollen  ^^  lukel  als  Einheit  zu  nehmen,  wodurch  in  der  Geographie  und 
Astronomie  allerdings  Vereinfachungen  entstehen  können.  Über  diesem 
einen  Gesichtspunkt  dürfen  aber  die  andern  nicht  aufser  acht  gelassen 
werden.  Zu  den  im  Text  und  in  Anm.  28  angeführten  Gründen,  warum 
fOr  den  allgemeinen  Gebranch  der  redite  Whiiel  als  Einheit  TorBanehen 
ist,  kommt  hinzu,  dafs  bei  der  geometrischen  Erklärung  der  trigono- 
metrischen  Functionen  ebenso  wie  oei  den  Cartesischen  Coordinaten  der 
rechte  Winkel,  der  in  der  elementaren  Geometrie  von  jeher  als  Einheit 
anfoefofst  worden  ist,  TOnrasgesetat  werden  mufs.  Zudem  ist,  worauf 
f^(>  Key-Pailhade  a.  a.  0.  ti3),  S.  16  seihst  hingewiesen  hat^  der  Über- 
gang von  der  einen  Winkelteilung  (^Toller  Wi^el  100  cixs)  zu  der 
andern  ^Toller  Winkel  mm  400  Keugrad)  ein  so  einfacher,  dafs  beide  recht 
wohl  neben  einftnder  bestehen  können.  In  den  beiden  B&nden  der  Pariser 
Comptes  rendus  vom  Jahre  1870  hat  Yvon  Villarcean  mit  Hartnäckig- 
keit die  Wahl  des  Tollen  Winkels  (den  er  „tour"  nennt  und  mit  x  be- 
ceiehnet)  als  Einheit  Terfochten  (t  70,  pp.  1288—1886,  1890;  t  71,  p.  862 
-368),  welcher  Wahl  auch  R.  Wolf  zuneigt  (t.  70,  p.  1221),  während 
A.  d'Abbadie  (t.  70,  pp.  1111—1115,  1221;  t.  71,  p.  836—336),  J.  Uoüel 
(t.  70,  p.  1387  —  1898)  und  Radau  (t.  71,  ^.  835)  nicht  weniger  ent- 
schieden fBr  den  leohten  Winkel  eingetreten  sind.  Hoüel  spricht  a.  a.  O. 
die  Überzeugung  aus,  dafs  bei  allem,  was  die  M^canique  Celeste,  die 
Geodäsie.  Topograj^hie,  Physik  und  reine  Mathematik  betrifft^  der  rechte 
Winkel  die  natftruche  Einheit  ist;  in  einer  Anmerkm^f  weist  er  noeh 
darauf  hin  (a.  a.  0.  p.  13RR),  dnfs  Jacobi,  ,.('elui  peut-Atre  de  tous  les 
g^oiiictrea  qui  a  ie  plus  exceiie  dan?  le  choix  des  notations",  sich  wohl 
gehütet  hat,  die  Perioden  der  elliptischen  Functionen  ander»  auäzu- 
dracken,  als  in  eUiptisohen  Qnadmnten. 
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31)  Für  «  ättillige  Tafeln  z.  B.  ist  da»  Intervall  von  10"  a.  T.  su 
grofs,  y<m  i'*  *.  T.  ni  Uein,  dagegen  dasjenige  von  10  Nenseeunden  oder 

0,00001  Q  sehr  geeignet,  worauf  bereite  Hoüol  a.  a.  0.  28),  S.  96  hin- 
gewiesen hat.  Auch  ermöglicht  es  die  neue  Winkelteilung,  alle  Tafeln 
(die  trigonometrischen  wie  die  gewöhnlichen  logarithmiächeu)  gleichmäfsig 
snsuor&eiif  ein  nicht  sn  nnterachfttxender  VonoU. 

32)  Delambre  schrieb  1806  in  dem  Werke  „Base  du  bvstt'me  m^tri- 
que  dccimal  ou  niesure  de  l'arc  du  meridien  compris  entre  les  parallMes 
de  Dunkerque  et  Barcelone,  .  .  t.  I,  p.  9b:  „Cette  diviaiou  (en  grade«* 
■DU  degr^s  däcimaux)  est  beaucoup  plus  commode  pour  I'usage  du  cerde 
r<?pdtiteur,  pf  ]p  pcroit  egalement  pour  les  vemiers  de  tous  les  iustru- 
ments  queiconque«.  Plusieurs  personnes  tiennent  encore  ä  l'ancienne 
dividon  per  hahitude  et  imzce  qu'elles  n'ont  lut  aneon  nsage  de  la 
nouTelle;  niais  aucun  de  ceux  qui  les  ont  pratiqudes  toutes 
deux  ne  veut  retourner  k  l'ancienne."  Dieses  Urteil  ist  um  ro  be- 
merkenswerter, als  Delambre  mangels  g^igneter  trigotiumetriflCüer 
Ttefeln  gezwxingen  war,  alle  beobachteten  Winkel  in  alte  Grade  u.  a  w. 
umzuwandeln,  wozu  er  sich  nicht  ( innial  besondrerer  T;ifeln  bedirnfc,  go- 
dafs  für  ihn  die  grossen  Erleichterungen  beim  trigonometrischen  iiechnen, 
in  denen  wir  den  SDftnptrorrag  der  neuen  TeUung  erblicken,  gar  nidit 
Torbanden  waren.  In  gleichem  Sinne,  wie  Delambre,  hat  si<;h  in 
neuerer  Zeit  eine  Reihe  von  Geodäten  geäuDsert,  z.  B.  J.  J  Vorländer 


Zeitschr.  f.  Vermessungswesen  1873,  8.  101-~105);  Sanguet  (wdoher  in 

der  Vorrede  zu  seinen  Tables  trigonometr  rentf'^>iin. ,  Paris  1889,  sagt, 
dal's  durch  die  neue  Winkelteilung  der  Zeitautwand  im  Yerh&ltais  3  :  2, 
die  „diance  d*Qmor**  im  VerUUtnis  4  : 1  Yerkleinert  werde,  „anssi  bien 
4ana  lee  obaerTations  que  dans  les  calculs");  General  Derr^cagaix 
(in  der  Vorrede  zu  den  S-stelligen  Logarithmentafeln  des  Service  göogra- 

Shique  de  TArm^e,  Paris  1891:  eine  lan^e  Erfahrung  habe  die  Vorzüge 
er  Decimalteilung  des  Quadranten  bestätigt  „et  tftabii  d^finitivement  aa 
sup^riorit»'  -Ml  3a  division  sexag^^Bimale,  aussi  bien  dans  les  instru- 
menta que  dans  la  pratique  des  calculs*').  W.  Jordan  hat  in  seinem 
Handbuch  d«r  Vermessungskunde,  Auflage  von  1877,  S.  289  noch  auf 
einen  nicht  geringen  Vorteil  hingewiesen,  den  die  Anwendung  der  neuen 
Teiluup^  in  der  niederen  Geodäsie  gewährt.  Eh  knmipn  hier,  wovon  er  die 
'  ZolUssigkeit  an  Beispielen  zeigt,  aUe  Winkel  auf  0,001 «  (10  Neusecunden) 
abgerundet  werden,  was  gegenllber  A&e  alten  Teilung  die  Erapamia  einor 
Ziffer  beim  Ablesen  und  Schreiben  eines  jeden  Winkels  bedeut<it  und  beim 
liechnen  weitere  Vereinfachungen  zur  Folge  hat,  an  und  für  sich  sowohl 
als  bei  der  Benützung  ö-stelliger  Tafeln  hinsichtlich  der  Interpolationen. 

33)  Wir  wüfsten  überhaupt  keinen  Grand,  warum  in  der  elementaren 
Geometrie  Winkel  in  (Traden  ausgedrückt  werden  olltpn,  statt  in  Rechten 
Von  der  Gröfse  des  rechten  Wiakels  hat  jeder  eine  Vorstellung,  von  der 
dea  Grades  nicht.  Herr  A.  Schülke,  der  wiederholt  den  fraglichen  Ein- 
wand gegen  die  I  »ecimalteilung  des  Quadranten  erhoben  hat,  z.  B.  in 
seinem  Auf  sätze  „Zur  Decimalteiliing  des  Winkels",  Zeitschr.  f.  muthemat 
u.  naturw.  Unterricht,  27.  Jahrg.,  1896,  Ö.  339 — 344,  widerlegt  sich  dort 
auf  8.  S48  aelbat  (jedenlUla  ofine  ea  so  wollen),  indem  er  gani  richtig 
bemerkt:  „Wo  nur  immer  Brachredmung  geldhrt  wird,  apridit  man  ohne 

fiedenken  von  |  m,  |^  kg  u.  a.  w.,  trotzdem  die  Schfller  wissen,  dafs  m 

und  kg  gewöhnlich  deciiual  geteilt  werden;  sollte  ein  ähnliches  Vi  falin  n 
bei  dea  Winkeln  auf  den  Oberclassen  gröfsere  Schwierigkeiten  bereiten  V  ' 
Früher  wurde  auch  in  trigonometrischen  Form^  der  Bucbatabe  H  zur 
Beieichnnng  dea  zechten  Winkela  benutst,  wie  a.  B.  aua  den  Lehrbfichem 
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von  K.  D.  T.  Münchow,  Grundlioien  der  ebenen  und  sphArischen  Tri- 
gonometrie, Bonn  1820,  und  C.  A.  Bretsohneider,  Lehrgebäude  der 
niederen  Geometrie,  Jena  1844,  sa  ersehen  ist,  in  denen  man  Formclo, 

wie  sin  (27  —  a)  B  cos     ig  hftofig  begegnet.   Vielleicht  wäre 

o'^  zwpckurtlfHiflf,  namentlich  für  die  zu  erwartende  ÜberpTingsrcit ,  in 
welcher  alte  und  neue  Teilung  beide  im  Unterricht  zu  berücksichtigen 
•ein  werden,  za  jener  BchreibweiBO  xurfleksukehren.  (Die  in  Anm.  19  er- 
wähnte „TeehniBche  Anweurang**  fttr  wflrttembeigisehe  Cataeteiigeometer 

hat  Often  die  Schzeibong  jB  für  80*  a.  T.) 

34}  Von  solchen  Vorzüf^en,  die  darauf  beruhen,  dafs  die  Zahl  60  mehr 
Teiler  enthält  aln  lOü,  konnte  nur  die  Rede  sein,  solange  noch  Kreis- 
teiluugcn  mit  dem  Zirkel  ausgeführt  und  geprüft  wurden,  was  längst 
nicht  mehr  der  Fall  ist.  Hier  sei  erw&hnt,  dafs  \  r  J  r  allgemeinen  Ein- 
führung der  neueren  Teilmethoden  (vgl.  etwa  R.  Wolf,  Handbuch  der 
Aatronomie.  2.  Bd.,  Zürich  1892,  S.  29  f.)  namentlich  in  England  bei 
astronomiBclien  üistnimenten  hftofig  der  Quadrant  in  96  TeUe  geteilt 
wurde,  weil  diese  Einteilung  durch  fortgesetztes  Halbiren  des  Bogen« 
von  60"  erhalten  werden  kann  —  HO"  :  96  00''  :  2'^  —  und  sich  deshalb 
zu  damaliger  Zeit  leichter  und  genauer  herstellen  Hefa,  als  die  Einteilung 
in  90#,  Beide  Einteilangen  des  Quadranten,  in  90  und  in  96  Teile,  wur- 
den oft  bei  einem  und  demselben  Instrument  auf  -vr^i  concentrischen 
Kreisen  angebracht,  und  die  beiden  Ablesungen  dienten  zur  wechselseitigen 
Prüfung  und  genaueren  Bestimmung  von  Winkeln  (vergl.  etwa  Del ambre, 
Astronomie  th^orique  et  pratiquo,  t.  I,  Paris  1814,  p.  128;  J.  T.  Mayer, 
Unterricht  sur  praktiachen  Geometrie,  4.  Aufl.,  1.  Teil,  Göttingen  1814, 
S.  aö4f.). 

86)  Man  beachte,  daTs  in  der  reinen  Matbematik  sehr  oft  aog.  Hilfs- 

winkel  vorkommen  —  bei  der  goniometrischen  Auflösung  quadratischer 

und  eubischer  Gleichungen,  beim  Rechnen  mit  complexen  Gröfsen  in  der 

sog.  kanonischen  Form  (ra"^),  bei  den  trigonometrischen  Substitutionen 
der  fotegralrechnung,  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und 
Functionen,  u.  s.  w.  —  Winkel,  die  nicht  durch  Beobachtung  mit  In- 
strumenten gefunden,  sondern  errechnet  werden.  Es  ist  schlechterdings 
nicht  einzusehen,  warum  mau  in  solchen  Fällen,  wenn  einmal  der  Über- 
gang Ton  den  allgemeinen  AusdrSeken  in  Bucheiaben  au  bestimmten  - 
/ahlenwortcn  nötig  ist,  auf  die  grofsen  Vorteile  verzichten  soll,  welche 
die  Anwendung  der  neuen  Winkeltoilung  gewUhrt.  Da»  Gleiche  gilt  von 
Tafeln  solcher  Functionen,  bei  denen  das  Argument  oder  ein  Parameter 
oder  der  Functionswert  selbst  einen  Winkel  bedeutet;  mit  Rücksicht 
hierauf  haben  I^nriT^ialtoilimg  des  Quadranten  angewendet  2.  B. :  C.  Gu- 
dermaoii  in  semen  iafeln  der  „Längezahlen"  der  Kreisbögen,  nämlich 

der  Function  Ltp  »  log  tg^^^  +  ^j,  (Theorie  der  Potential-  oder 

cykiisch-hvperbolischcn  Functionen,  besonders  abgedruckt  aus  Crello's 
Journal,  Bde.  6,  7,  8,  9,  Berlin  1833,  Tafel  I,  S.  161-260,  und  Tafel  III, 
S.  339 — 360);  J.  Hoüel  in  seinen  4-8telligen  Tafeln  der  elliptischen  Inte- 
grale und  der  Thetafunctionen  (liecueil  de  formules  et  de  tables  numäri> 
quea,  Paris  1SG6,  table  XVI,  p.  57— 59  ;  der  Berichterstatter  in  seinem 
3-steIligen  Entwurf  einer  Tafel  der  Additionslogarithmen  für  complexe 
Groben  (Zeitsehr.  f.  Kathemat.  u.  Physik,  Bd.  40,  1895,  8.  88—80). 

36)  Unter  Hinweis  auf  die  Anmerkungen  18,  19,  22  und  32  seien  hier 
no(;h  folgende  bezeichnende  Äufseningen  aus  den  Kreisen  der  Feldmesser 
mitgeteilt:  „.  .  .  derjenige,  welcher  sich  seither  mit  der  alten  Teilung 
plagte  und  die  ToraQge  der  neuen  Teilung  erkannt  hat  weil. 
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wie  ich  ans  eigener  huiffj&hriger  Erfahrung  weife,  eine  grofte  Zahl  der- 
jenigen ,  welche  in  der  Feldmeeserpraxis  mit  der  neuen  Teilung  messen 

und  rechnen,  die  alte  Teilunf)^  überhaupt  nicht  mehr  anwendet"  (Eber- 
hardt, Zeitschrift  f.  VermessungsweBea  1891,  Ö.  312  f.).  —  „Ich  mofs  ge- 
stehen, daTi  ich  fHiher  auch  zu  denen  gehörte,  welche  sich  für  die  neue 
Kreist*  ilung  .  .  .  nicht  besonders  erw&rmen  konnten,  nachdem  ich  mich 
aber  im  Lauf  der  Jahre  überzeugt  habe,  welch  bedeutender  Gewinn  an 
Zeit  und  Sicherheit  der  Rechnung  bei  Anwendung  der  neuen  Teilung  er- 
zielt wild,  mOcfatc  ich  unter  kernen  Umständen  oei  den  Messung«!  und 
T^frhnnngen  der  Catasterverwaltung  wieder  zur  alten  Teilung  zurflck- 
kehren''  (W.  Schlebach,  Zeitschr.  f.  Vermessungswesen  1893,  S.  697  f.). 

„Mögen  diese  Zeilen  dazu  beitragen,  der  Deeimalteilnng  (des  Qua- 
dranten), der  doch  allein  die  Zukunft  gehört,  neue  Freimde  zu  erwerben*' 
(Bucrger,  Zeitschrift  f.  Vennessungswesen  1899,  S.  64).  —  Übrigens  sind 
es  gerade  die  praktischen  Geodäten  (Feld-  und  Landmesser),  die  am  aller- 
meisten mit  Winkeln  und  trigonometrischen  Reohnnngen  m  thnn  haben; 
ihnen  gegenüber  sind  die  rechnenden  Astronomen,  höheren  Geo- 
däten u.  s.  w.  an  Zahl  äuTaerst  gering.  Da  nun  die  feldmesserischen 
Arbeiten  immer  intern  bleiboi  —  nur  die  Eigebniste:  Goordinaten,  Kjurten 
und  Pläne  treten  in  die  Öffentlichkeit  — ,  so  können  für  dieselben,  ohne 
Schädigung  der  Interessen  anderer,  beliebige  Instrumente  und  Rechen- 
methoden eingeführt  werden.  Deshalb  wird  man  vernünftigerweise,  die 
nötige  Einsieht  yorausgesetst,  die  Metiioden  wBblen,  die  am  schnellsten 
und  sichersten  zum  Ziele  führen,  also  auch  am  billigsten  sind.  Wir 
berühren  damit  die  wirtschaftliche  Seite  der  Frage,  die  uns  wichtig  genug 
erscheint^  um  ihr  einige  Worte  zu  widmen.  In  Deutschland  und  Deutach- 
österreieh  sind  beim  Cataster,  bei  Stadtvermessungen  u.  s.  w.  etwa  6000 
Landmesser  rechnerisch  thätig.  Auf  trigonometrische  Rrrlniungen  möge 
jeder  nur  &00  Stunden  jährlich  verwenden;  die  Zeitersparnis  bei  Beuutsunff 
der  neuen  Winkelteilung  belange  nur  l/io  (manche  nehmen  einen  yiSi 
gröfseren  Bruchteil  an,  z.  B.  Sanguet  31)  1/3)  und  die  Arbeitsstunde 
werde  mit  1  Mark  (wenig  genügt  oezahlt.  Dann  kommen  wir  zn  dem 
überraschenden  Ergebnis,  dafs  allein  in  Deutschland  und  Deutsch-Öster- 
reich durch  die  al^;emeine  Einführung  der  neuen  Teilung  in  der  niederen 
Geodäsie  jährlich  zum  ulleniiindesten  250  000  Mark  erspart  würden!  In 
der  Physik  liegen  insofern  die  Verhältnisse  ähnlich  wie  in  der  Geodäsie, 
als  die  Ergebnisse,  die  sie  andern  Wissenschaften  snkommen  läfst,  kaum 
jemals  in  Winkelangaben  bestehen,  und  ein  Bruch  mit  der  Vergangenheit 
ihr  nicht  schwer  fallen  würde.  Der  in  Anm.  17  erwähnte  Rapport  von 
Borda,  Lagrange  und  Mon^e  aus  dem  Jahre  1793  enthält  bereits  die 
Bemerkung:  „Enfin,  TAead^mie  pense  qu*il  sera  utile  d*employer  eette 
division  mßme  dans  les  instruments  de  phjsique." 

.37)  Trot/deTu  wir  die  Frage  der  Winkelteilung  nur  vom  Standpunkte 
de.s  Mathematikers,  Phytsikers  und  Geodäten  /u  beurt*:'ilen  haben,  mögen  hier 
noch  einige  Bemerkungen  über  die  Stellung  der  Astronomen  zu  derselben 
Platz  finden,  wobei  wir  nur  ÄufBerongen  wiedergeben  wollen,  die  aus  den 
letzten  Jahrzehnten  stammen.  Die  unbedingte,  nicht  selten  in  schroffster 
Form  zum  Ausdruck  gebrachte  Ablehnung  der  decimalen  Teilung  des 
Quadranten  seitens  der  Astronomen  scheint  noch  Torzuherrschen ,  jedoch 
haben  auch  gewichtige  Stimmen  sich  dafür  erhoben.  Wenn  auf  der  einen 
Seite  noch  immer  behauptet  veird,  durch  die  Kücksicbt  auf  die  vorhan- 
denen kostbaren  Instrumente,  die  saUreichen  ausgedehnten  Tafeln  und 
den  gewaltigen  Vorrat  an  früheren  Beobachtungen  seien  die  Astronomen 
durchaus  verhindert,  der  neuen  Teilung  näher  /.u  treten,  so  hat  anderer« 
seit^  bezüglich  der  Anwendung  der  letzteren  iu  der  Astronomie  z.  B. 
A.  d*Abbadie  in  den  Comptes  raidus  der  Pariser  Akademie,  t.  70,  1870, 
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*autre  n'esi  qu'un  travail  insiguitiant,  aupren  des  simplitications  considf^- 
rables  qae  Tadoption  de  la  division  d^cimale  du  (Quadrant  amenerait  dans 
les  calculs  auxiii^res".  In  demselben  Sinne  hat  sich  W.  Förster  >.  B. 
1886  in  dem  Vorworte  zu  den  ö-stelligen  Logarithnipntnff'!n  von  Graye- 
liua  Anm.  20),  S.  V  und  VI  geäufsert;  derselbe  üudet,  dals  die  Summe 
der  Vorteile,  welche  die  Aiiwendiiii(^  6er  Decimaltdlmig  des  Quadranten 
bei  den  trigonometrischen  Rechnungen  bietet,  in  der  Bilanz  im  allgemeinen 
selbst  dann  noch  unsehnlich  übei-wiegt,  „wenn  diese  Berechnungen  ihren 
Ausgang  an  Instrumenten  mit  alter  Eiiiteiluug  uehmeu  uml  die  Schlufd- 
etgelniisse  wieder  in  Ausdrücke  nach  alter  TeUimg  umsetzen  müssen**; 
und  auf  derselben  Seite  ist  nochmals  von  den  „grofsen  Vorzflgcn  für 
den  aatrouomiacbeu  Hechner"  die  Kede,  „welche  die  neue  Teilung  selbst 
dann  nook  ent&ltetj  wenn  er  die  Daten  der  Bedinung  ans  den  TOn  der 
Messung  in  alter  Teilung  gelieferten  Winkelausdrücken  umsetzen  und  die 
Scbhifserj^ebniBsc  der  Rechnung  zur  Verelciehnrif^»  mit  der  Messung  wieder 
in  alte  1  eilung  zu  übertragen  hat'\  UQ.i's  mau  nicht  bei  Versuchen  im 
Kleinen  stehen  geblieben  ist,  zeigt  eine  in  den  Pariser  Comptes  rendns 
t.  71,  1S70,  p.  335  abgedruckte  Mitteilung  von  G.  Airy  an  d  Abbadie, 
wonach  ersterer  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Masse  des  Jupiters 
und  namentlich  bei  seinen  Hondrednetlonen ,  „la  plus  grande  rtfnnion  de 
calculs  qifon  ait  jamais  entreprise  cn  a^tronomie",  ausschliefslich  die 
Decimalteilung  des  Quadranten  angewendet  hat.  Ahnliches  wird  von 
Yerrier  berichtet,  z.  B.  in  dem  von  General  Derrecagaix  geschriebcncu 
ÄTaat-Fropos  su  den  8-steIligen  Tafeln  des  Service  g<$ographiqne  de 
rArmöe  20).  So  wird  man  R.  Hoppe  Recht  geben  müssen,  der  im 
Archiv  der  Mathem.  u.  Physik,  (2)  16,  1897,  litterar.  Ber.  LX,  S.  4U  mit 
Besag  anf  unsere  Frage  sagt:  „IMe  Form  der  Beobachtungsresultate 
kann  ofifenbar  ihrer  Ausdrucksform  in  der  Rechnung  keinen  Zwang  auf- 
erlegen." Natürlich  bedurfte  und  bedarf  es  keiner  internationalen  Be- 
schlüsse zu  derartigen  Anwendungen  der  neuen  Winkeiteilung  in  der 
Astronomie!  sie  smd  in  das  Belieben  jedes  einseinen  gestellt.  Aner  andi 
eine  weiter  gehende  Verwendung  der  Decimalteilung  des  Quadranten  in 
der  Astronomie  kann  nicht  zu  den  Unmöglichkeit«!!  gehören,  wie  man 
glauben  macheu  will;  wie  hätte  sonst  W.  Förster,  gewifs  ein  competenter 
Beurteiler,  1860  in  seinen  anf  der  Naturforscher- Versammlung  in  Heidel- 
berg verlesenen  Darlegungen  (s.  Zeitschr.  f.  Ini^trumentenk.  9.  Jahrg.  1889, 
S.  966)  den  Ausspruch  wa^en  können:  ,,Hiemach  kann  kein  Zweifel  mehr 
obwalten,  dafs  diesor  Ehnteilnngsart  ftbr  alle  Winkelmefsinstnunente, 
welche  zu  astronomischen  u.  ^.  w.  Zwecken  dienen,  die  Zukunft  gehört!" 
Zum  Schlüsse  werde  noch  des  EinHusees  der  Mittelschulen  gedacht, 
welcher  der  Verbreitung  der  neuen  Teüung  bia  jetzt  nicht  eben  günstig 
gewesen  ist.  Lelmeich  in  dieser  Beziehung  ist  eine  Mitteilung  von 
W.  .Tordan,  der  von  1868  —  1881  Profess(>r  der  GeodUsie  an  rhr  techni- 
schen Hochschule  in  Karlsruhe  war,  in  der  Zeitschr.  f.  Vermebijuugttwesen 
1891,  8.  114,  wonach  die  HBlfto  aller  in  den  geod&tischen  Übungen  dort 
benützten  Instrumente  alte,  die  Hälfte  neue  Teihing  hatte,  aber  alles 
auf  alte  Teilung  umgerechnet  werden  mnfate,  weil  die  Sttidirenden  von 
ihren  früheren  Schulen  nur  logarithmißch-trigüuometrische  iaieln  m  alter 
Teilung  mitbrachten.  In  Fnuikxeich  wurde  1H95  auf  der  Versanmünng 
der  Aitsociation  fran(;*aiße  pour  Pavancement  des  sciences  in  liordeanx  am 
den  Antrag  der  Sectionen  für  Mathematik,  Astronomie  und  Geodäsie  in 
einer  allgemeinen  Sitnmg  der  Wunsch  ausgesprochen,  dafo  in  6mk  Sdralen 
die  decimale  Einteilung  des  Kreises  in  400  Grad  ebenso  gelehrt  werde, 
wie  die  seiagesimalc  Teilung  (s.  Comptes -rendus  de  la  24«  Session  de 
l'Ass.  etc.,  I,  p.  187). 


Digitized  by  Google 


J.  Bauschinger.  Gatacbien  über  d.  decimale  Wuikel-  u.  ZeiUeilung.  15^ 


2.  ftntMlitoii  timr  die  deelmale  Winkel-  und  Zelttelliuig. 

Von  J.  Bauficliinger  in  Berlin. 

Von  geographischen  und  nautischen  Kreisen  Frankreiths  ist 
A<-Y  Vorschlag  ausgegangen,  das  jetzt  allgemein  in  Gehrauch  be- 
tindliche  Sexagesimalsystem  der  Winkel-  und  Zeitteilung  durch  ein 
einheitliches  deciuiales  System  zu  ersetzen,  uiit  der  Motiviruug,  daXs 
hauptsächlich  durch  die  Ck»mplicirtheit  der  Rechnung  iin  gegen- 
wärtigen System  eine  allgemeinere  Anwendung  der  nautischen 
Becluraiigeii  in  der  Marine  verlimdert  weide.  Bs  ist  tob  Yom 
herein  suxugeben,  dab  die  piaktisohe  NautUc  sich  gegenwlrtig  Überall 
auf  einem  bedanerlidi  tiefen  KiTeau  befindet,  ond  daft  Bestrebungen, 
dasselbe  zu  beben,  nur  mit  Freude  begrOfst  werden  mttbten,  und 
es  ist  femer  auch  zuzugeben,  dats  die  nautischen  Rechnungen  durch 
dfis  üecimal «erstem  eine  (vom  Standpunkte  eines  geübten  Rechnerg 
aiierdink's  unerhebliche^  Erleichtenmg  erlahren;  es  miifs  aber  ein- 
gehend gepriüt  werden,  ob  so  radicale  Änderungen,  wie  dif  der  Zeit- 
und  Winkelteilung,  welche  so  tief  in  verschiedene  andere  Wissen- 
schaften, wo  Nachteile  des  bisherigen  Systems  nicht  hervorgetreten 
sind,  und  in  die  Gepflogenheiten  des  tSglichen  Lebens  eingreifen, 
auf  Grund  der  Forderungen  eines  so  kleinen  und  jungen  Interessen' 
kreises,  wie  die  Nautik,  zugelassen  werden  können,  ohne  andere 
Forschungsgebiete  zu  schädigen.  Im  vorliegMiden  Gutachten  soll 
das  vom  Standpunkte  der  Astronomie  aus  geschehen,  welche  in 
dieser  Angeleg^'nh^^it  hervorragend  beteiligt  ist,  nicht  nur,  weil  die 
Mautik  von  ihr  abhiingt,  sondern  hauptsächlich,  weil  sie  ohne  Frage 
den  häuhgsteii  Uebrauch  von  Winkeln  und  von  Zeitgrüfseu  macht 

Es  braucht  hier  nicht  darauf  eingegangen  zu  werden,  welche 
Zeit-  und  Winkelteilung  als  die  zweckmälsigste  zu  schaffen  wire, 
wenn  man  sie  jetzt  einsufDhren  hfttte.  In  dem  amtlichen  „Rapporl^^ 
der  iranaOsisehen  Gomnussion  ist  diese  Untersuchung  olgeetiv  und  er- 
schöpfend durchgeführt,  und  die  QrOnde  fOx  und  wider  gegen  jedes 
System  sind  vollständig  aufgeführt.  Es  ist  auch  im  folgenden  nicht 
möglich,  wesentlich  andere  Gründe  vorzuführen,  als  sie  bereits  im 
„Rapport"  nngeiTf.beti  sind,  nur  die  Gewichte  derselben  werden  jinders 
verteilt  erscheinen.  Ebenso  wenig  wollen  wir  uns  auf  eine  Kritik 
der  verschiedenen  Vorschlüge  einlassen,  sondern  lediglich  jenen  be- 
handeln, den  die  französische  amtliche  Couunission  in  letzter  Linie 
als  durchführbar  erklärt  hat,  da  es  wohl  als  sicher  gelten  kann,  dals 
die  weitergehenden  YorschUlge  ohne  jede  Aussicht  auf  Verwirk- 
Hchtmg  sind. 

Es  mufs  die  allgemeine  Bemerkung  vorangeschickt  werden,  dafs 
sich  bis  jetzt  in  keiner  Wissenschaft,  mit  Ausnahme  der  Nautik, 
das  Bedftrfius  nach  einer  Änderung  der  Winkel-  und  Zeitteilung 
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geltend  gemacht  hat;  bo  ist  xnan  in  der  Astronomie  und  OeodSsie 
biilier  stets  mit  der  historiachen  Teilung  gut  Kurecht  gekommen,  und 

ein  Versuch,  der  im  Anfang  unseres  Jahrhunderts  gemacht  wurde, 
zugleich  mit  dem  metrischen  Mafssystem  den  decimal  geteilten  Qua* 
dranten  in  die  Astronomie  einzuführen,  ist  trotz  der  Unterstützung 
durch  die  gewaltige  Autorität  von  Laplace  ohne  jeden  Erfolg  ge- 
blieben. 

Es  muls  terner  hervorgehobtri  werden,  dafs  danV  dem  ehr- 
würdigen Alter  der  jetzigen  Teilung  dieselbe  von  allen  Cultur- 
völkern  der  Erde  angenommen  worden  ist,  so  dafs  auf  diesem  Grebiete 
allgemein  menschlicher  Einrichtungen  eine  Einigkeit  herrscht,  wie 
sie  auf  anderen  Gebieten  erst  mit  Überwindung  grofser  Schwierig- 
keiten hergestellt  werden  muTste  oder  erst  herzustellen  ist  Einigkeit 
in  solchen  Einrichtungen  ist  aber  unendlich  riel  mehr  wert,  als  die 
BinlUhrung  des  besten  Systems,  neben  dem  das  alte  fortbestehen 
mufs.  Diese  Einigkeit  sollte  durch  keinen  Versuch  in  Frage  gestellt 
werden. 


Der  französische  Vorschlag  besteht  in  folgenden  zwei  Punkten: 

T.  Die  Einheiten  des  Winkels  und  der  Zeit  sollen  unter  Auf- 
gebung der  PpxafTf?siinult<'ilung  nach  dem  Decimalsjstem  in  Unter- 
abteilungen zerlegt  werdt  n. 

IT.  AU  Einheit  des  Winkels  sollen  der  100.  Teil  des  Kreis- 
quadranten (der  Decimalgrad),  als  Einheit  der  Zeit  die  bisherige 
Stunde  gewählt  werden,  so  dafs  400  Dedmalgnide  mit  24  Stunden 
Zeit  äquivalent  sind. 

Vom  astronomischen  Standpunkt  aus  mllssen  diese  Vorschläge 
surückgewiesen  werden,  wie  jetzt  eingehend  motirirt  werden  soll. 

Ad  I  (Decimalteilung). 

Die  Vorsflge  einer  decimalen  Teilung  för  alle  Bechen- 
operationen liegen  auf  der  Hand  und  brauchen  hier  nicht  aus- 
einandergesetzt zu  werden;  da  aber  mit  Winkel-  und  Zeitgröfsen 

nur  Bechenoperationen  allereinfachster  Art  vorgenommen  werden 
müssen,  weniffstens  in  allen  FiUhn,  wo  nichtberufsmäfsige  Rechner 
(z.  B.  PecUute)  damit  zu  thun  hali^n,  so  macht  auch  die  sexn- 
gesunale  Teilung  keine  nennenswerten  Schwierigkeiten.  Zudem 
kann  ja  doch  in  alleu  den  Fällen,  wo  die  decimale  Teilung  erliebliebe 
Vorteile  bietet,  z.  B.  bei  Interpolationen,  leieht  i^'euug  durch  eine 
Division  mit  6  von  der  sexagesimalen  Teilung  auf  die  decimale 
Übergegangen  werden.  Solche  Ideine  Unvollkoinmenheiten  bei  einer 
oder  der  anderen  Anwendung  sind  einmal  notwendig  mit  einer  Ein- 
richtung yerknflpft,  die,  wie  die  Winkel-  und  Zeitteilung,  den  yer- 
sdbiedenartigsten  Zwecken  dienen  mufs.    Dagegen  besitzt  die  sexa- 
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gesiiuale  Teilung  uoch  eiueii  Vorzug  vor  der  deciiualen:  sie  hat 
eine  grölflora  AnaU  von  ^nfadioi  Tefl«ni,  aia  Umstand,  der  dem 
gciUbtttii  Beofanw  nuuiehe  Bequemlichkeit  Tenehalft  und  aach  bei 
der  inraktieehen  AnafBlmiiig  und  TMtamg  einer  Teflnng  auf  Ziffer- 

biftttem  und  geteilten  Kreisen  nicht  unerhebliche  Vorteile  gevriUirt. 

Den  Vorzügen  der  decimalen  Teilung  für  die  Rechnung 
stehen  sehr  erhebliche  Nachteile  derselben  fUr  die  Beobachtung 
gegenüber,  wenigstens  soweit  es  sich  um  astronomische  Be- 
obachtungen handelt.  Die  Decimalbogensecunde  und  die  Decimal- 
zeitaecunde  sind  zu  klein;  es  ist  erst«re  gleich  0,324",  letztere  0,36*. 
Eichtet  man  die  Ablesetrommel  ao  ein,  dafs  mau  ganze  Deciiual- 
eeeimden  abliest  und  Zehntel  schfttst,  so  wird  dies  eine  Genauigkeit 
der  Ablesung,  die  wesentlich  grSiser  ist  als  die  d«r  Einstellung; 
richtet  man  aber  die  Ablesung  so  ein,  dab  man  Zehner  TOn  Becimal- 
secnnden  abliest  nml  Zehntel  hiervon  schätzt,  so  bleibt  die  Ho- 
DAuigkeit  der  Ablesung  hinter  der  der  Einstellang  sorftck.  Der 
Mechaniker  \vird  also  zu  künstlichen  TejlnnL'en  greifen  müssen, 
welche  dem  Astronomen  wieder  die  Rechenarbeit  erschweren.  — 
Die  Decimalzeitsecunde  ist  sowohl  tur  den  Beobachter  zu  klein, 
indem  er  Aug-  und  Ohrbeobachtungen  in  derselben  nicht  anstellen 
kdnnte,  als  auch  wird  der  Uhrmacher  keine  Decimalsecundenuhr 
herstellen  kdnnen,  da  das  Pendel  zu  knrs  wQrde;  man  würde  au 
Do|ipel-  oder  drei&cfaen  Seeunden  greifen  mfissen,  ffir  den  Astro« 
nomen  eine  Quelle  unaufhörlicher  ISstiger  Arbeit 

Ad  II  (Einheiten). 

Die  bisherige  Stunde  ist  als  Einheit  der  Zeit  bei])elKilten 
worden,  weil  keine  andere  Teilung  des  Tages  besondere  V  orzüg»? 
aulwies,  und  weil  mau  tu  tiir  umuügiich  hielt,  sie  aus  dem  bürger- 
lidien  lieben  so  entfernen.  Die  Ersetenng  des  Grades  dnreh  den 
Dedmalgrad,  wobei  das  grolse  Publictun  wenig  oder  gar  nicht  be< 
troffen  wird,  glaubt  man  dag^en  den  Terschiedenen  WiMenschaften, 
insbesondere  der  Astronomie,  zumuten  zu  dürfen.  Ich  behaupte,  dw 
Gewinn  würde  ein  minimaler,  der  Schaden^  welcher  der  Asüttnomie 
erwJlchst,  aber  ein  so  enormer  sein,  dafs  sich  meines  Erachtens  die 
Astronomen  niemals  entscbliefsPTi  dürfen,  den  Decinifilirrnd  -m  adop- 
tiren,  auch  wenn  sonst  ein©  allgeuuinc  Annahme  ertolgeu  sollte. 

Der  Vorteil  des  Decimalgrades  ist,  dafs  bei  Addition  von 
Winkeln  der  Überschufs  über  2ä  durch  Snbtraction  von  40  statt 
yon  36  gebfldet  wird,  und  da&  der  Quadrant  100  Grad  statt  90 
betrigi  Ich  glaube,  dafe  auch  ein  ungetlbter  Beehner  diese  £r- 
leichtenmg  nicht  zu  hoch  anschlichen  wird. 

Was  den  Übergang  vom  Winkel  cur  Zeit  und  umgekehrt 
anlangt,  so  ist  derselbe  im  alten  wie  im  nenen  System  gleich  leicht 

Jabmberkht  d.  Deatachra  MatlMiB.-T«MittlgiiBg.  Vm.!.  11 
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amrafOlireii,  denn        Dimon,  basw.  Miüt|||]ieatiwi  not  Ift  oder 

mit  6  dürfte  auf  d^r  glmf^m  Btufe  ^tfthlli*  Bin  gab^irig  angeleiteter 
Rechner  wird  in  dem  einen  wie  in  dem  andemm  Falle  da«  Besultat 

ohne  Tafel  und  ohne  Zwistlienrechnung  sofort  anschreiben  kennen. 

Dagegen   geht  der   einfache   Zusammen^' an ?  zwischen  Winkel 
und  Zeit,  ^er  im  g^tei^  !R>yBteni  dureb  die  Ciieichuugeu  gegeben  i^t: 


1«  =  4"» 
1'  ^  4* 


1*  =  15» 
1"*  ^  16' 

1*  ^  ir 

und  ffir  die  t^bendikgarecbnimgen  ao  aehr  viele  Verteile  bietet, 
im  neuen  Syatem  vOUig  verloren,  denn  hier  haben  wir  die  ineonunen- 
eurablen  Beiiehnngen: 

1'  «  16«,66e  .... 

1*—  l€r,666   

1«  »  1^\666   

Auf  Punkte  soll  jedocl)  kew  besonderes     wicht  gelegt  werd«n; 

der  Hauptgrund,  der  jedem  Astrpaomen  die  ♦nnahnte  dfli  neuen 
Sjaten«  numftgljflb  wl^t,  lic^  in  d^  Unteriireeluing  dar  Tradition, 
beiiebungiwfiw  in  der  Kotwendigkeiti  nUe  alten  Beobachtungen 

und  Tafeln  in  das  neue  System  umzurechnen.  DeA  dies 
schlechterdings  tuimOgÜch  ist,  hat  sich  schon  im  Anfang  dieses 

Jahrhunderts  herausgestellt;  am  Ende  desselben,  wo  eine  fast 
unüber'^Fhhare  Reihe  von  neuen  Beobachtungen  und  Tafeln  (Piaueten- 
tafeln,  Kefractionstafehi,  Stemkatalogen  u.  s.  f.)  hinzugekonuueu, 
wRre  eine  Änderung  etwa  ^.'Icichbedpiitend  mit  der  Forderung,  10 
Juiue  iapg  auf  jede  Fortarbml  zu  verxichteu  und  leciigüch  das  vor- 

handene  Mittenal  in  (üe  ^em  Fenn  nviznset«en.  WSre  der  Yqrechlag 
etwa  um  die  Hitte  dee  vorigen  J^briinnderla  aufgetaucht,  ao  mOohte 
er  aqeb  ittr  d^n  A^fcnmomen  diaontabel  geweeen  sein,  beute  kommt 
er  ohne  Zweifel  sn  spf^t*   XJm  einigermaihen  einen  Begriff  Ton  der 

Gröfse  der  auszuführenden  Ümrechlinilg  an  geben,  sei  angeführt, 
dafs  der  Fixst>^rn-Katalog  der  astronomischen  Gesellschaft  188  000 
Positionen,  der  Pariser  Katalog  30000,  der  Bf  ss-  l  sche  Zonen- 
katalog 70000,  Laland'e  s  Histoire  Celeste  47  0UU  Positionen  ent- 
hält. Das  sind  nur  einige  wenige  der  hauptsächlichsten  Kataloge. 
Alle  diese  Positionen  zusaimuen  mit  den  in  den  Katalogen  an- 
gegebenen HUfsgrOAen  (Präcession,  Säcular- Variation,  Eigenbewegung) 
wären  umsnreohnen,  ehe  sie  mit  im  neuen  Bjstem  angestellten  Be- 
obaolitnngen  vergliclien  und  verbunden  werden  bitnnten.  Das  wttre 
auf  dem  Gebiete  der  Stellar-Astronomie  aussufÜhren.  Auf  dem 
Gebiete  der  Planeten -Astronomie  würde  sich  die  Arbeit  vielleicht 
no.  >i  luuständlicher  gestalten;  hier  sind  nicht  nur  die  seit  Jahr- 
hunderten angehäuften  Beobachtungen  aller  Planeten,  sondern  auch 
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die  Besnltate  der  Theorie,  d.  h.  die  Planeteutafeln,  einer  völligen 
Umrechnung  bu  nntenf^rfen. 

Es  liegt  aueh  nicht  so,  dafii  poit  einer  einmaligen  ünurecliniuig 
dieser  Sammelwerke  die  Arbeit  ein-  für  allemal  geleistet  wftre, 
sondern  der  Fortschritt  in  der  Astronomie  bedingt  dn  fortwührendes 
Zurückgehen  auf  die  Originalbeobachtungen,  aus  denßn  jene  Sammel- 
kati^loge  entstaiidf  n.  Die  Arbeit  des  ümrechnens  würde  #lso 
e^eiitlich  tür  den  Astronomen  nitunais  ein  Ende  erreiclien. 

Gegenüber  dieser  den  Astronomen  zugemuteten  Arbeitslast  kommt 
auderefi  Xachteiieu  ein  gerii^eres  Gewicht  ^u.  Hoch  soll  wenigstens 
noch  «rv&bnt  werden,  ÜJk  ^  ipit  groüier  IftUae  fein  untersuchten 
]^rMf|(^Qnngen,  fi^f  ^»^»n  41^  SW^M^fti^te  Astrpnoi^  rohen, 
sowie  aUe  Noniijilivbran,  denon  Qaifg  ^tmüi  jahrp)|itigß  Peohjiclitungen 
die  erfor^erlieli«  VoUkommenl^f^it  fijrlvigt  mit  Einführung  des 
nenen  Systems  ^tiquirt  werden  und  durch  nßfi  zu  beschaffende 
nnd  neu  z\i  untersuchende  Kreise  und  Tliren  zu  ersetzen  sind.  Die 
hiefsu  ^liüKi^rUchen  Qeld^ttfii  und  Arbe^tslpräftß  «ind  kmnesvegs 
SU  unteräcli ätzen. 

Fragen  wir  nun  zum  SchluTs,  welches  der  Preis  ist,  um  ßen 
die  Astropoiiüe  ^e  diese  Nachteile  auf  sich  nehmen  wür4ß|  9Q  kafm 
nur  geaQ|;wjQrtfit  w^en,  astronomische  ßecfaner  in  Zukunft 

ym  16  und  40  statt  yon  9  ui^d  3(S  absun^ben  haben  iv^e,  ui|d 

bei  einigen  Interpolationsn  die  Ver|r9n41ung  vfk  Dejoim^teiie 
ersp^rj^  blipbe.  Angesichts  dessen  erscheint  es  geyrifs  eine  unerhörte 
Forderung,  lediglieh  deshalb,  dafs  von  einem  einzelnen  Beruf 
gf  wipse,  au  sich  einfache  Rechnungen  noch  leichter  ausgeführt  werden 
können,  Jahrtausende  alte,  bewährte,  von  allen  Völkern  angenommene 
und  in  alle  Lebeiiskreise  und  Wissensi  hatten  eindringende  Cultiir- 
einrichLungeu  bc^ieiug^u  und  dufch  i^euieöwegs  vollkommene  ersetzen 
zu  voU^  Der  nShi^r  liegende  Wf^  erschein^  dpcfa  der  su  sein, 
di^  AttsbUdung  und  Einflbnng  der  Seeleute  so  sff  YervolDEonumien, 
d^b  tiß  ßxvsk  die  etvas  schipieriginre  Arb^t  bpir^ltigen  kennen. 

Leits&tse: 

L  in  der  Astron^unie  kann  von  den  Usberigen  Einheiten  der 
Zeit  und  des  "Winkels  unter  keinen  ümstinden  abgegangen 
werden. 

IL  Die  decimale  Unterteilung  der  bisherigen  Einheiten  empfiehlt 

sich  nicht  für  den  astronomischen  Gebrauch  im  allgemeinen, 
m.  Wollen  andere  Wissenschaften  yon  der  decimalen  Teilung  der 
bisherigen  Finhoiten  d  11  rrh flehenden  Gebrauch  machen,  so  ist 
vom  astronomischen  Standpunkt  dagegen  um  so  weniger  etwaa 
zu  erinnern,  als  die  Astronomen  dieselbe  schon  längst  anwenden, 
wo  es  zweckm'afsig  ist. 

Ii* 
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dra  ünteniohtfl. 

Von  A.  Sciiüike  m  Üateiode,  Oatpr. 

Für  den  Unterricht  kommen  bei  dieser  Frage  namentlich  zwei 
verschiedene  Gesichtspunkte  in  Bpfraclit.  Einerseits  dränn-t  rh^r 
stetige  Fortschritt  von  Wissenschaft  und  Technik  zu  einer  inmier 
eingehenderen  Behandlung!  der  Mathematik  auf  dem  (lymnasuim  nni[ 
verlangt  eine  immer  vollsLäiidigere  Beherrschung  des  vorgeschriebenen 
üntenichtsstoffes.  Andereraeits  aber  warnt  der  fortwährend  ertOnende 
Buf  „Überbttrdnng^  vor  einer  stftrkeren  Anspannnng  der  Krifte 
und  macht  ei  vielmehr  dem  Lehrer  zu  einer  ernsten  Pflicht,  jede 
Vereinfachung  anzubringen,  die  mit  dem  Lehrziel  vertrUglich  ist. 

Eine  solche  Vereinfachung  bildet  die  Decimalteilung  des  Winkels, 
für  deren  Einführung  seit  längerer  Zeit*)  ein  starkes  Bedürfnis  be- 
steht. Da  es  jedoch  nicht  zweckraäfsig  wäre,  wenn  der  Unterricht 
ohne  Fühlung  mit  der  Wissenschaft  eigene  Wege  einschlagen  würde, 
so  ist  es  mit  Dank  zu  begrilfsen,  dafs  Herr  Professor  Gutzmer  auf 
der  vorigen  Naturforscher- Versammlung  infolge  meiner  Anregung 
die  Bildung  einer  Gommission  zur  Prfifong  dieser  Frage  beantragt 
hat  (Verhandlungen  der  Gesellsehaft  B.  N.  o.  Ä.  1898,  II.  8.  19). 
Durch  die  Arbeiten  dieser  Commisnon  ist  die  Frage  in  sehr  voll- 
st&ndiger  Weise  klargelegt  Es  hat  sich  gezeigt,  dafs  die  Wissen- 
Schaft  solchen  AuTserlichkeiten  keinen  principiellen  Wert  beilegt, 
dals  sie  vielmehr  in  jedem  Falle  die  Bezeichnung  so  wählt,  wie  es 
für  die  besonderen  Zwecke  angemessen  ist.  Denn  die  Geodäsie 
empfiehlt  die  Decimalteilung  des  Quadranten,  die  Astronomie 
bleibt  bei  der  bisherigen  Sechzigteiluug,  daneben**)  aber  ver- 
wendet sie  —  ebenso  wie  Nautik  und  Physik  —  in  geeigneten 
Fällen  die  Decimalteilung  des  Grades.  Diese  Sachlage  wird 
auch  durch  die  internationale  Behandlung  der  Frage,  weMe  1900 
in  Paris  erfolgen  soll,  Yoraussiohtlich  nicht  gettndert  werden.  Es 
erscheint  mir  lütmlidi  ausgeschlossen,  dals  diejenigen,  welche  jetzt 
bereits  Decimalteilung  benutzen,  zu  der  schwerfalligen  alten  Bezeich- 
nung zurückkehren;  ebensowenig  aber  werden,  selbst  wenn  Deutsch- 
land und  Frankreich  die  Decimalteihmg  einführen  wollten,  England 
und  Amerika  tblg'^n,  Denn  die  Decimalrechnung  i.st  zwar  sehr  viel 
leichter  als  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Einheiten,  aber  sie  mufs 
iimuurhin  gelernt  werden,  und  in  Deutschland  haben  wir  gesehen, 

*)  Die  geschichtliche  Kntwickelung  dieser  Frage  habe  ich  in  der  Ztscbr. 
f.  math.  ünt.  1696,  S.  3ay,  dargeatellt 

**)  Siehe  den  dritten  Leilsata  in  dem  Bericht  des  Henn  Ptofesior 
BauBchinger. 
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wie  viel  Zeit  dainlber  verging,  bis  die  Keuutuis  in  das  Volk  ein- 
drang. Nun  sind  die  SchiHätuhrer  und  Steuerleute  in  Eiigi  iti  l  meist 
keine  ausgebildeten  Mathematiker,  und  sie  haben  bei  Läugeu  uud 
Gewichten  keine  Gelegenhdt,  die  Dedmalrechnnng  su  erlernen.  Da 
aber  ein  Fehler  in  der  Ortabestünmung  bei  der  Sehiffehrt  leicht  Y<m 
Yerhftngnisvollen  Folgen  begleitet  ist,  so  k5nnen  England  nnd  Ame- 
rika mit  Rücksiebt  auf  ihren  ftbeneeiechen  Handel  die  Decimalteilimg 
des  Winkek  nicht  eintubren.  Aber  sollte  deshalb  unsere  Jugend, 
welche  seit  fast  dreiisig  Tnliren  Decimalrediniuig  treibt,  diesen  Vor- 
teil  nicht  ausnützen  dürieii  ? 

Wir  können  es  demnach  wohl  als  Tbatsache  ansehen,  dafs  die 
Wissenschaft  auch  in  der  Folgezeit  diese-  drei  Teilungen  weiter 
brauchen  wird,  und  zwar  überwiegend  den  alten  Grad.  Nun  läfst 
sich  swar  auf  dem  Gymnasium  die  Kenntnis  dieser  drei  Teilungen 
und  ihre  Umwandlung  in  einander  flbermitteln,  aber  ee  ist  un- 
möglich, bei  der  Rechnung  alle  drei  Arten  gleichmS&ig  su  berflck- 
siofatigen.  Wir  sind  daher  geiwungen,  zu  untersuchen,  welche 
Teilung  für  ünterrichtszwecke  am  passendsten  ist.  Dies  ist  gestern 
bereite  in  der  Unterrichtsabteil u n <r  geschehen,  und  \s'ir  bab»ni 
einstimmig  einen  Beschlufs  gelaist,  aber  wir  legen  Gewiciit 
darauf,  dafs  auch  die  Wissenschaft  unsere  Gründe  kennen  und 
hoffentlich  anerkennen  wird. 

Dabei  möchte  idi  aunftdut  herv<»heben,  dafii  wir  nicht  allein 
sptttere  Mathematiker  ausaubilden  haben.  In  PreuTsen  s.  B.  be- 
ginnen, nach  dem  Centralblatt  der  Üntemchts-Verwaltung,  jShrlich 
etwa  17  000  Schüler  in  üntersecunda  Trigonometiie,  davon  verlassen 
viele  sdion  uach  der  Abschiulsprfifung  die  Lehranstalten,  nur  5  GOO 
gelangen  zur  Reifeprüfung,  und  davon  widmen  sieb  1700  dem 
Studium  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften,  dem  Ötaatsbau-, 
Ingenieur-  und  Bergfach,  sowie  dem  Militärdienst.  Nur  dieser  geringe 
Bnn  nitil  —  in  Preufsen*)  etwa  ein  Zehntel  der  ursprünglichen 
Zaiii  —  erfuhrt  auf  der  Hochschule  eine  Vollendung  seiner  mathe- 
matischen ^dung,  für  alle  übrigen  mufo  die  Schule  allein  sorgen, 
und  da  unterliegt  es  denn  keinem  Zweifel,  dalli  der  üntenricht  um 
so  mehr  Frucht  tragen  wird,  je  einfiKsher  und  übersiditlidier  die 
Rechnungen  sich  gestalten,  d.  h.  bei  der  Decimalteihing  des 
Winkels.  Denn  die  sohwMrf&lligen  drei  Einheiten  (Grad,  Minute, 
Secunde)  und  die  schwierigere  Interpolation  bei  den  Sccurvlcn  bilden 
keinen  geeigneten  Bildungsstofl",  vor  allem  aber  ein  limdcrnis  für 
den  Anfänger,  dessen   Gröfse  der  Fachmann  leicht  zu  unter- 


*)  In  Bayern  und  Württemberg  ist  das  VerhUltnis  etwas  gflnstiger, 
weil  die  Trigonometrie  später  beginnt;  dafflr  ist  dort  bei  der  geringeren 
Stundenzahl  eine  zweckmäfsige  Ausnutzung  der  zur  Verfügung  siebenden 
Zeit  mn  so  wichtiger. 
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schfttKen  geneigt  ist.  Die  Übrigen  Vorcflge  dar  Deeimalteilimg  sind 
geeters  bSrelii  in  der  üntetrichteabteilimg  erwtimt  worden. 

Aber  welche  Teilung  sollen  wir  wShlen?    Diese  Frftge  ist 

nicht  damit  abgethan,  dafs  man  die  Deciinaltdlniig  des  Orades  ils 
Halbheit  ablehnt.  Auch  die  jetzige  Bezeu-hiiimg  ist  nioht  conse- 
quentf  denn  in  der  g-anren  Welt  ist  bei  der  Zeit-  und  Bogensecunde 
dif  Z^hnteilunfT  ühlich,  während  Ptolemilus  in  seinem  Almagest 
mx  h  die  Secuniie  in  60  Tertien  einteilte.  Andererseits  ist  fflir  viele 
Zwecke,  namentlich  in  der  Astronomie,  nicht  ein  Rechter,  sondern 
▼ier  Bechte  die  natürliche  Einheit.  Wir  sind  aber  keine  Fanatiker 
des  Zehnersystems^  wir  wöUen  niir  feststellen,  was  nUtslieh  und 
nach  der  geschiehtliehen  Entwicklung  erreichbar  ist,  und 
kominen  die  Deeimalteilung  des  Grädes  und  die  des  Qnadituiten 
in  die  engere  Wahl. 

Beide  geben  in  rechnerischer  Beziehung  und  bei  Umwandlung 
von  Winkel  in  Zeit  die  gleichen  Vorteile,  weil  Ih  =  16^*,  1"  =  4  min., 
und  1  h  16%  g  s=  *^/g  g,  lg==  3,6min.  ist..  B^i  der  neuen 
Teilung  ist  die  Bildung  von  Complement-  und  Supplementwinkel 
etwas  bequemer,  und  ebenso  die  Bestimmung  von  Winkeln,  die 
gröfser  sind  als  vier  Rechte;  aber  solche  Winkel  kommen  im 
Unternoht  kaum  jemals  Tor,  und  sie  bilden  auch  in  anderen  Fftchem 
wohl  nur  einen  kleinen  Bruchteil  der  Fälle,  in  denen  Oberhaupt  mit 
Winkeln  gerechnet  wird.  Ebdlich^ist  auf  der  Erdoberfl&che  lg 
angenähert  gleich  100  km.  Dagegen  Hat  die  neue  Teilung  den  bemerk« 
baren  Nachteil,  dafii  die  häufig  vorkoifamaiden  Winkel  von  30®  und 
60°  in  der  unbequemen  Form  SS%g  und  66% g  erscheinen  und 
direct  in  der  Tafel  nicht  einmal  enthalten  sind.  Sodann  sind  die 
Stundenzonen  (mitteleuropäische  Zeit)  16%g  statt  16®  von  einander 
entfernt,  und  die  Seemeile  wird  statt  VgQ**. 

Ferner  ist  für  die  Wahl  von  Bedeutung,  wie  weit  die  Teilung 
bisher  TCrbreitet  ist,  und  welche  Schwierigkeiten  einer  weiteren 
BinfOhrung  entgegenstehen^  dsmit  nicht  die  Befbrm  an  der  f^TlIcke 
des  Objects"  säieitert.  Die  neue  Teilung  hat  namentlich  in  der 
Qeodfisie  Eingang  gefunden,  und  zwar  in  Baden,  Hessen  und 
WQrtfcemBerg,  sowie  Belgien  und  Frankreich,  mehr  als  in  Preufsen. 
Dagegen  wird  die  Deeimalteilung  des  Grades  in  der  Astronomie 
in  geeigneten  Fällen  vielfach  benutzt,  selbst  von  den  Knglündem 
(z.  B.  auf  der  ersten  Seite  des  Nautical  Almanacjj  auch  findet  sie 
sich  in  der  Nautik  (z.  B.  im  Handbuch  der  Navigation,  heraus- 
gegeben vom  lleichs-Marine-Amt,  und  in  der  Schiffahrtskunde  von 
Bolte,  die  von  dem  Director  der  Seewarte,  Herrn  Neumayer, 
mit  einem  Vorwort  versehen  ist)  und  in  der  Phjsik  (Leitfoden 
der  praktischen  Physik  von  Kohlraüsch).  Ein  itemlich  einwurfs- 
freier Beweis  für  die  Verbreitung  scheint  mir  aber  dsrih  au  liegen, 
dafs  von  den  beiden  bekannten  fünfstelligen  Logarithmentafeln  von 
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Bremiker  und  Gaurfl,  die  mibezti  ^eiehsettig  1872  Und  1873 
entrtanden  sind,  die  nette  Teilung  Tori  Qftttfs  im  ▼otiKen  Jahre 
die  8 weite  Auflage  erftüiren  hat,  Btemiker  aber  mit  delr  Deeimal- 

teilong  des  Qrndes  in  diesem  Jahre  die  achte.  Was  sodann  die 
Leichtigkeit  der  £infCUirtQig  anbetrifft,  so  ist  offenbar  die  letztere 
der  neuen  Teilung  übfrlogpn.  Denn  für  die  überwiegende  Mehrzähl 
unserer  Schüler  ist  der  Anschlufs  an  die  Astronomie,  Nautik  und 
(leographie,  welche  den  alten  (irad  beibehalten,  wichtiger,  als  die 
Übereinstimmung  mit  der  Geod  isi^.  Sodann  ist  bereits,  wie  das 
as^nomiscbe  Jahrbuch  und  die  August'sche  Tafel  zeigt,  die  Sitte 
sehr  Terhreitet,  Seconden  durch  Bruohteüe  von  Minuten  m  etsetien. 
Femer  giebi  es  weite  Gebiete,  namentiidi  bei  Tiirbereitenden  Bech- 
nnngen  und  in  der  Technik,  in  denen  eine  genaue  Winkelbesthnmung 
auf  Öeeunden  Überhaupt  unmOgHch  ist,  und  in  denen  jetst  Gtade 
und  Minuten  angegeben  werden.  In  allen  diesen  Fällen  ist  die 
Umrechnungearbeit  sehr  gering,  und  sie  verschwindet  gänz,  wenn, 
wie  in  geogr-ipbiscben  Karten,  kleinen  trigonometrischen  Tabellen 
und  vielen  Instrumenten,  z.  B.  Transporteur,  Tangentenbussole,  nur 
ganze  (Jrade  angegeben  sind  und  bei  der  Ablesung  Zehntel  geschätzt 
werden.  Dagegen  würde  die  neue  Teilung  eine  grofse  Erschwerung 
in  der  Benutzung  der  Litteratur  bedeuten,  die  Astronomen  haben 
die  schon  begonnene  Binfllhrang  wieder  aufgegeben,  und  de^  ünter- 
ridtt  k(^te  dieselbe  erst  dann  emfifehlen,  wenn  eine  hinreichende 
Ansahl  ton  bedeutenden  Werken,  nainentlich  aus  Astronomie,  Näütik 
und  Geographie,  in  der  neuen  Teilung  erschienen  wäre. 

Wie  steht  es  aber  mit  der  Vorbereitimg  der  künftigen  Fach* 
mathematiker?  Für  diese  ist  zunächst  die  8echzigteilun<r  keine 
Rrbwierielff'it,  «sondern  nur  eine  Frage  d^'r  '/wfeckmÄfsigkeit.  Bodann 
\H![;iri„n  die  üeodtisie  die  neue  Teilunj^,  die  Astronomie  die  alte; 
ich  dart  daher  wohl  ein  physikalisches  Gleichnis  brauchen.  Ein 
Punkt,  der  der  Wirkung  von  zwei  Kräften  aui^esetzt  ist,  kann 
keiner  Von  beiden  allein  folgen,  er  muA  viehnehr  die  Richtung  der 
Diagonale  einschlagen,  und  als  solch'  einen  Mittelweg  machte  ich 
die  Decunalteilung  dee  Gradee  beseidmen.  Eine  ToUkosnmene  Über- 
einstimmung der  Rechnungen  im  Unterricht  mit  denen  der  Wissen- 
schaft ist  noch  aus  einem  andern  Grunde  nicht  durchzuführen. 
"Die  Wissenschaft  braucht  bilufig,  namentlich  in  d^'v  Oondilsie  und 
A^^tronomie,  äufserst  genaue  Messungen  bis  auf  ürucht<^ile  von 
Hecunden;  im  Unterricht  können  wir  aber  die  Erscheiuuugeu  immer 
nur  in  den  (irund7,ügen  besprechen,  wir  betrachten  z.  B.  die  Erde 
als  Kugel,  die  Erdbahn  als  Kreis  u.  s.  w.  Wenn  wir  trotzdem  die 
Bedmungen  in  deiadben  Genauigkeit  durehfBhren  wttrden,  so  wSre 
das  ebenso  sweckmlfiftigi  ale  wenn  man  Btcft  mit  einem  Basinnesser 
schneiden  wollte. 

Von  welcher  Seite  man  alio  auch  die  Frage  in  Angriff  nehmen 
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mag,  für  den  ünterricht  ist  di«  Dedmalteiluiig  des  Grades  allen, 
übrigen  vomuiehen,  und  ieb  glaube,  selbst  die  Anhänger  der  neuen 
Teilung  konnten  dies  aus  tactischen  Gründen  vorläufig  zugeben. 

Denn  es  ist  sehr  schwer,  im  Unterricht  einstlinpidende  Änderungen 
zu  treffen,  und  man  wird  immer  besser  thun,  schrittweise  vorzugehen. 
Und  selbstverständlicli  würde,  wenn  erst  eine  gröfsere  Zahl  von 
Anstalten  ?.ur  Decimalteilung  des  Grades  Obergegangen  ist,  die  Ein- 
tiiiiruiig  der  neuen  Teilung  sich  leichter  vollziehen,  als  jetzti  — 
wenn  dann  fiberbaupt  nodh  ein  Bedtrfiiis  dasu  Torhaiiden  sein  wixd. 

Auf  jeden  Fall  erreichen  wir  durch  meinen  Yonchlag  gegenftber 
dem  gegenw&rtigen  Zuifcand  erhebliche  Vorteile,  und  ebenso  wie 
hei  dem  marschirenden  Soldaten  auch  eine  geringe  Verminderung 
des  Ctopäcks  eine  Yennehnmg  der  LeijBtungstahigkeit  bedeutet,  so  * 
ist  diese  Erleichterung  der  mechanischen  Arbeit  tür  unsere  RrlniU-r 
von  grofser  Wichtigkeit,  zumal  es  in  der  t^chulmathematik  nur 
wenige  Punkte  giebt,  die  überhaupt  weggelassou  werden  können.  — 
Dagegen  hat  der  Unterricht  an  der  Decimalteilung  der  Zeit  kein 
Interesse,  denn  die  Zahl  der  Aufgaben,  in  denen  mit  Zeit  gerecbnet 
wird,  ist  im  ünterricht  und  im  Leben  so  gering,  dab  der  erreichte 
Vorteil  in  gar  keinem  Verfa&ltnis  xu  der  QrQiae  und  Schwierig- 
keit  der  Umwandlung  stehen  wflrde.  Wir  müssen  also  ein  Vor' 
gehen  in  dieser  Hinsicht  ganz  der  Astronomie  und  Nautik  über- 
lassen. Wenn  Eisenbahnen  und  Verkehrswesen  in  der  doppelten 
Zählung  der  Stunden  von  1  —  l'J  innerhalb  eines  Tages  Schwierig- 
keiten finden,  so  möchte  ich  vorschlagen,  auf  diese  Oeltiete  die 
astronomische  Zählung  von  1 — 24  auszudehnen.  Denn  das 
bürgerliche  Leben  verlüult  hauptsächlich  in  den  Stunden  von  7  — 12  a 
und  1 — 10  p;  wenn  also  ttbwhaupt  etwas  geftndert  werden  soUte, 
so  erscheint  es  mir  zweckm&Jbiger,  die  &^  Vormittags-  als  die 
sehn  Nachmittagsstunden  abzufindeni.  Im  Unterricht  ist  jedoch 
hierzu  weder  Bedürinis  noch  Neigung  Torhanden. 

Für  die  zahlreichen  Anhänger  der  alten  Teilung  zum  Srhluase 
noch  zwei  Beruerkungen!  Ein  Vergessen  der  Ii  istori.schen 
Teilung  ist  nicht  zu  beiiirchten,  die  vorhandene  Litteratur  und 
der  fortwährende  Gebrauch  in  der  Astronomie  zwingt  den  Lehrer, 
in  Cbuugsautgaben  die  eine  Teilung  in  die  andere  umzuwandeln. 
Auch  zeigen  die  römischen  Zahlen,  dafs  die  Kenntnis  einer  tausend- 
jährigen Gewohnheit  nicht  erlischt,  selbst  wenn  sie  beim  Bechnen 
keine  Anw^dung  mehr  findet  Sodann  ist  es  psychologisch  l^dit 
zu  erklären,  dafs  man  sich  viel  eher  entschliefst,  etwas  Neues  in 
den  Unterriebt  eiu/.uftlhren,  als  etwas  Altes,  Litl)gewordenes  auf- 
ztigeben.  Das  Her/  hangt  am  Alten,  und  scheiden  müssen  thut 
wehl  Aber  davon  koninit  eben  die  Überbürdung,  dafs  wir  die 
Forderungen  der  Gegenwart  berücksichtigen  müssen  und  die 
der  Vergangenheit  nicht  aufgeben  wollen. 
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Also  im  Interesse  der  Einfachheit  und  Übersichtlichkeit  der 
Bedmungen,  in  d«r  AbBiolitt  Zeit  und  Avbeitsknit  waaem  Selriller 
fltar  wichtigere  Aufgaben  zu  verwenden,  empfi^e  ich,  die  alte  Sechzig- 
teilung  aiifEttgeben.  Aber  der  Gewinn  liegt  für  den  Üntenicht  nur 
in  der  Decimalteilnng  des  Grades;  der  weitere  Obergang  zu  der 
des  Quadranten  würde  uns  k^iTie  Vorteile,  wohl  aber  manche  Nach' 
teile  bringen.  Daher  unterbrechen  Sie  den  historischen  Zusammen- 
hang nicht  weiter,  nls  inihrdingt  notv.pndig,  lassen  Sie  uns  die 
Verbindung  mit  Astronomie,  Nautik  und  Geographie,  d.  h.  lassen 
Sie  uns  den  bisherigen  Grad! 

Leitsätze: 

L  Für  den  üntenicht  ist  die  Deeimalteüung  des  alten  Grades  au 
empfehlen* 

n.  Die  Umwandlung  der  Terschiedenen  Winkelteilungen  in  einander 
ist  SU  üben. 


Discussion. 

An  diese  Vorträge  knfipft  <lrh  eine  eingeliende  Discussion. 
Um  dieselbe  nicht  ins  Ungeniessene  anwnrhseTi  und  dennoch  die  ver- 
schiedenen Meinungen  klar  zum  Ausdnu  k  gelangen  zu  lassen,  wird 
der  Vorschlag  des  Herrn  Geheiinrat  F.  Klein- tiöttiugen  angenommen, 
Tor  allem  einsehie  berufnte  Vertreter  der  bei  der  Frage  der  Winkel- 
und  Zeitteilung  in  Betracht  kommenden  Gebiete  su  bitten,  sich  cur 
Sache  su  ftulkem. 

Es  spricht  zunächst: 

Herr  Prot".  Dr.  See  liger,  Director  der  Stemvrarte  zu  Mtlnchen. 

Derselbe  betont,  dafs  er  im  grofseii  und  ganzen  zu  demselben 
Resultat  gelangt  sei,  wie  der  unmittelbare  Vorredner,  Herr  Schüike. 
Die  Deeimalteüung  bietet  ftberall  so  einleuchtende  Vorteile  dar,  dals 
darOber  Worte  su  Ycrlieren  unnOtig  ist  Bei  ihrer  Einilihrung  wird 
man  sieh  aber  sueist  darflber  zu  einigen  haben,  was  als  die  Einheit, 
weldie  deoimal  zu  teilen  ist,  angenommen  werden  soll.  Man  wird 
dabei  logische  und  praktische  Gesichtspunkte  gelten  lassen  müssen. 
Die  ersteren  scheinen  zu  erfordern,  als  Einheit  den  Winkel  zu 
nehmen,  de^s^^Tl  Bocren  gleich  dem  Radius  ist.  Daran  wird  aber 
wnh!  niemand  iin  Kniste  denken,  schon  in  Rücksicht  auf  trigono- 
metrische Rechnungen  nicht.  Ist  aber  ein  mathematisch  v?>llig  conse- 
quentes  System  nicht  anwendbar,  so  ist  es  ziemlich  gleichgültig,  ob 
man  den  Quadranten,  den  halben  oder  ganzen  Umkreis  oder  endlich 
iigend  einen  anden  Winkel  als  dedmal  zu  teilende  Einheit  wlhlt 
Hier  haben  nur  praktische  Gründe  su  entsdieiden,  wobei  folgende 
Gesichtspunkte  nicht  ohne  Wichtigkeit  zu  sein  scheinen. 
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Die  Einftthnihg  euer  netten  Malkeinhelt  wird  nur  dann  Nntien 
▼er8|»rechen«  wenn  Hoffitung  auf  ihre  gans  all^ttneuie  und  ansnalmui- 

lose  Annahme  vorhanden  ist,  und  wenn  dieee  Einheit  mit  anderen 
Uabeinheiten ,  mit  denUn  sie  fortwährend  iti  Verbindung  gebracht 
wird,  in  einem  bequemen,  also  einfachen  Verhältnis  steht.  Nun  be- 
sitzen wir  aber  in  dem  Grade  eine  solche  Winkoleinheit,  welche 
alle  Culturviilker  seit  jeh*-r  benutzen.  Es  hiefse  alle  jene  euünnen 
Schwierigkeiten  und  Verwickelungen,  mit  welchen  neu  eingeMhrte 
Mafseinheiten  —  z.  B.  die  metrischen  —  zu  küiupten  hatten.;  und 
welche  noch  immer  nioht  ganz  hehoben  Sind,  von  neuem  herauf- 
beaehwOien,  wollte  man  s.  B.  die  BeoimalteUung  des  Quadranten 
einflibren.  «Ifan  sollte  doch  froh  sein,  kirne  gans  allgemein  gebrftuch* 
liehe  Winkeleinheit  sn  beslisen,  und  diesen  kösUbkren  Besite  nicht 
SU  gefährden  suchen. 

Die  Beziehung  des  Winkelmaiseg  zu  ftndem,  insbesondere  zum 
Zeitmafs,  ist  freilich  von  dem  ersten  Herrn  Referenten  absichtlich 
bei  Seite  gelassen  worden.  Das  dürtte  aber  doch  nicht  als  zulässig 
erachtet  werden.  Astronomen,  Geographen  und  nicht  selten  auch 
Geodäten  können  diese  Beziehung  uniuüglich  aufser  acht  lassen. 
Mit  der  Einffihnmg  der  Decimalteilung  des  Quadranten  müilste  not- 
wendigerweise die  jetzige  Stunde  als  Zeiteinheit  duYch  eine  andere 
Zeitnnheit  ersetst  werden.  Es  bedarf  keiner  Auseinandersetsung, 
dafs  dies  aus  BiScksiehten  auf  das  praktische  Leben  fferadesu  un- 
denkbar ist.  In  dieser  Beziehung  dürften  ftbrigens  alle  Meinungen 
zusammentreffen.  Der  Astronom  aber  hat  besondere  Ursache,  steh 
gegen  eine  etwaige  Verdrängung  des  jetzigen  Grades  energisch  r.u 
wehren,  da  für  ilin  ein  möglichst  einfaches  Verhältnis  des  Winkel- 
und  Zeitmafses  von  der  gröfsten  Wichtigkeit  ist. 

Die  Schwierigkeiten  und  Umständlichkeiten,  welche  dem  Astro- 
nomen durch  irgend  eine  Veränderung  der  jetzigen  Einteilung  des 
Winkels  bereitet  werden,  hat  Herr  FlN>f.  Bauschinger  lebhaft  ge- 
schildert, und  es  ist  kein  Zweifel,  da£i  der  Astrononi  nur  wtUischen 
kann,  dafs  alles  beim  alten  bleibe.  Andererseits  aber  glaubt 
Redner,  dafs  der  allgemeine  Wunsch  nadi  einer  deeimalen  Teihmg 
80  lebhaft  sei,  dafs  man  ihm  auf  die  Dauer  nicht  werde  widerstehen 
kennen.  Die  Beibehaltung  des  jetzigen  Grades  und  seine  decimale 
T'Mlimrf  verringert  indessen  die  genannten  Schwierigkeiten  nicht  un- 
erhetdich.  Dieselbe  wird  schon  seit  läng  ri'r  Zeit,  besonders  seit- 
dem brauchbare  Tatelwerke,  z.  B.  die  Hremik  er 'sehen  tüntstelligeu 
Tafeln,  vorliegen,  in  der  Astronomie  thatsächlich  benutzt,  so  in  der 
Doppelstem-Astronomie  ztemlich  allgemein  und  mit  grolsem  Vorteil. 

Man  kaan  die  Zulassung  der  Dedmalteilung  des  Winkels  dnt 
Beibehaltattg  des  jetsigen  Qndes  als  einen  ComiRODiiÜi  betrachten. 
Ohne  solche  Compromisse  geht  es  aber  in  keinem  (Gebiete  ab,  in 
welchem  sieh  versohiedene  Interessen  treffen.   Bedner  hilt  diesen 
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CompromiLs  tür  die  Greiizt',  bis  zu  weicher  liie  Astronomen  e%'entuell 
Entgegenkommen  zeigen  können,  und  er  glaubt  auch,  dais  er  aus- 
ftihrbar  seL  In  diesem  Sinne  also  kümie  er  sich  den  Vorschlügen 
des  HflRn  Behftlke  «naditiefiieii. 

Hierauf  erhftU;  dag  Wort: 

Heir  Geheinursk  W.  Fo erster,  IHieetor  der  Sternwarte  sn 

Berlin. 

Prof.  Fo erster  erklärt  als  Astronom  seine  wesentliche  Zu- 
stimmung zu  den  Ansichten  dpi  Hfnen  Ti  jtessoren  Bauschinger 
und  äeeliger  in  Betreff  der  Uecmialteiiuug  der  Winkel-  und  der 
Zeitgröfsen. 

Seiner  Ansiöht  aaeh  sind  aUerdings  die  Vorzüge  der  360- 
Teilung  des  üinkreises,  der  90-TeüuBg  des  Qoadraolea  aad  der  ftnrt- 
gesetsten  60-Teiliuig  des  aeonsifBten  Teiles  des  Qnadiantea  an  sich 
unerheblieh  gegenflber  dem  anHierordenttiefaen  Gewinn  an  Erleiehterang 

und  Bicherung  aller  trigonometrischen  Rechnungsarbeitenf  den  man 
durch  die  lOü-Teilung  des  Qüadianten  and  deren  fartgesetete  100- 
Teilung  erreichen  kann. 

<iegentiber  diesem  grofsen  dauernden  Gewinn  würden  schliefslicli 
aucii  die  Schwierigkeiten  und  Aufwendun cren  nicht  entscheidend 
ins  Gewicht  fallen,  welche  durch  die  Umbiidungen  der  astrono- 
mischen Messungseinricfatnngen  und  durch  die  erforderlichett  Um- 
setmngen  eines  sehr  grolhen  Teiles  der  bereits  Torhsndenen  lahlen- 
m&fidgen  Brgehtdsse  der  Asirumunde  in  die  neue  Teilung  bedingt 
wären,  obwohl  solche  Übergangsnöte  in  der  That  uhsftglich  drückend, 
trübend  und  hemmend  sehr  lange  Zeit  auf  der  astronomisehen  Arbeit 
lasten  würden. 

!>ie  Beibehalten  L'  «l^r  nlten  Einteilungsform  der  Winkel- 
groisen  in  den  Malnhestiuimungen  d^r  Astronomie,  sowie  ihrer  geo- 
dätischen, geophysischen,  nautischen  und  geopraphischen  Anwendungen 
ist  aber  nach  Prof.  Foerster's  Ansicht  in  einer  für  absehbare 
Zttkanft  ▼OUig  entscheidenden  Weise  dad««^  gebeten^  dafii  man 
gar  nicht  hoffen  darf,  die  gegeawirtige  Binieifamgaform  der  Zeit- 
grObSDY  au  wel«sher  die  alte  Einteilung  der  WiakelgrOtai  ein  so 
einfaches,  fielst  decimales  Verhältnis  Tein  Zehntel  plus  ein  halbes 
Zehntel)  hat,  in  irgend  erheblicher  Weise  umzugestalten,  um  sie 
etwa  df'r  t<>n-Teilung  des  Quadranten  entsprechender  zu  machen 
und  überhaupt  das  decimale  Einteiiungspriaeip  in  ihr  zur  Geltung 
zu  bringen. 

Auf  dem  Gebiete  der  Einteilung  der  Zeitgröfsen  ist  die  Ue- 
wohnheitsmacht  des  ganzen  Arbeits-  und  Verkehrsleben-s 
der  Menschheit  so  entscheidend,  und  andererseits  auch  di^  wissen- 
sebafUiehe  Haftbestimminig  so  sehr  mit  den  Zeitangaben  der  AiMt 
und  des  Y ericehrs  TerwadtSen^  dafe  es  gftnalich  ausges^ossen  erscheint, 
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in  absehbarer  Zeit  irgendwie  eingreifende  Veründerungen  der  Ein* 
teilunggform  der  ZieitgrOlaen  herbeisuftbren. 

Hier  liegt  die  Sache  anders  als  auf  dem  Gebiete  der  Winkel- 
einteilung und  ganx  anders  als  auf  dem  Gebiete  des  Mafs-  und 
Gewichtswesens.  Auf  letzterem  Gebiete  liat  das  decimale  metrisclie 
System  die  grofse  Wohlthat  gebracht,  statt  der  vielen  vei^chipdf^nen 
und  meistens  nicht  nach  inneren  Zweckmäfsigkeits-Gesichtspunkten 
entstandenen  Systeme  von  Einheiten  und  Einteilungen  eine  gemein- 
same und  au  sich  zweckentsprechend  bedachte  Einrichtung  zui'  aubezu 
flinheitlidien  DurchfBhnmg  su  bringen. 

Auf  dem  Gebiete  der  Zeitmessung  sind  wir  dagegen  in  der 
glllcUidien  Lage,  ein  der  gansen  Culturwelt  gemeinsames  Syst^ 
der  Einteilung  und  Angabe  schon  zu  besitzen,  und  zwar  ein  System, 
welchem  auch  viele  Gesichtspunkte  innerer  Zweckmäfsigkeit  in  nahem 
Anselilusse  an  die  für  die  Zeitmessimg  maisgebenden  Himmels- 
bewegungen zu  Grunde  liegen. 

Die  Culturwelt  ist  noch  nicht  im  liesit/e  hinreichender  Or- 
ganisationski'aft,  um  diese  so  wiclitige  Gemeinsamkeit  in  der 
geltenden  Form  der  Zeitangaben  im  Hinblick  auf  eine  andere,  in 
manchen  Punkten  yielleicbt  swedmiäfsiger  eraeheinende  Form  fallen 
lassen  zu  können.  Ein  Versuch  dieser  Art  wftre  jetit  nur  als  «n 
Abenteuer  zu  beseichnen,  durch  wekhes  aller  Voraussicht  nach  Uber- 
wiegend  Verwirrung  angerichtet  werden  wflrde. 

Hierzu  kommt  auch  noch  die  Erwägung,  dafs  die  Zeitsecunde 
der  geltenden  Einteilungsform  gerade  jetzt  in  der  Physik,  sowie  in 
der  gesamten  Mechanik  und  Technik  in  einer  enormen  Anzahl 
von  Apparaten,  Messungseinrichtungen,  Mafsbestimniungen  und  Fest- 
setzungen zu  einer  Bedeutung  gelangt  ist,  welche  sie  früher  im 
menschlichen  Aibeitsleben  auch  nicht  entfernt  in  demselben  Grade 
hatte. 

Angesichts  aller  dieser  ErwSgungen  wirft  nun  Prof.  Fo erster 
die  Frage  auf,  wie  sich  die  deutsche  Wissenschaft  in  Betreff  der 
Einladung  Frankreichs  zur  Beteiligung  an  einer  im  nächsten  Jahre 

in  Paris  r.n  vpranirtaltenden  internationalen  Beratung  über  decimale 
Einteilungstbnnen  der  Winkel-  und  der  Zeit<.n-"rs<'n  verhalten  solle? 

In  Frankreich  sind  manche  Kreise,  denen  Gesichtspunkte  des 
nationalen  Ruhmes  näher  liegen  als  rein  wissenschaftliche  Gesichts- 
punkte, von  dem  wohlverdienten  Erlulge,  den  Frankreich  mit  der 
Ausbreitung  des  metrischen  Bystems  in  der  Culturwelt  erreicht  hat» 
derartig  erillllt,  daA  sie  das  mit  dem  metrischen  System  innig  Ter^ 
bundene  dedmale  EinteUungsprincip  etwas  ttberschitcen  oder  vielmehr 
die  Schwierigkeiten,  welche  der  universellen  und  unterschieds- 
losen Durchführung  desselben  dauernd  entgegenstehen,  unter- 
schätzen. Hingegen  darf  man  sicher  sein,  dafs  in  der  franz?^ sischen 
Wissenschaft  die  Sachlage  im  wesentlichen  ebenso  beurteilt  wird, 
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wie  in  der  deutschen  Wissenschait.  Es  wird  aber  recht  wichtig 
sein,  dafs  gegentttiw  dflm  Deounal-Enthunaamus  mancher  in  Frankreich 
und  auch  in  anderen  Lftndem  lebhaft  agitirenden  Ereiae  diese 
mliigeren  Anüusmigen  dar  franzOsieolien  WisBensohaft  uneere 

auedrückliche  Unterstützung  finden. 

Aufserdem  aber  wird  nach  PtoL  Foerster's  Ansicht  bei  einer 
internationalen  Beratung  über  das  vorliegende  Tlieina  Gelegenheit 
zu  nmnrhrr.  nutTclärenden  Erörterungen  und  zu  vielen  nützlichen 
Anregungen  sein. 

Auch  in  der  Astronomie  und  in  ihren  Anwendungen  giebt  es 
nicht  wenige  Gruppen  vuu  Fällen,  in  denen  die  100-Teilung  des 
Quadranten  too  sweifelloeem  Yorteil  ist,  insbesondere  bei  wMunk 
längeren  Berechnungen,  bei  wehshen  die  gemessenen  WinkdgrSJjMD 
in  alter  Einteilung  blob  die  Ausgangspunkte  bilden,  während  inner* 
halb  des  ganzen  Verlaufes  der  Rechnung  lediglich  mit  der  100- 
TeUung  operirt  werden  kann,  mid  erst  am  Schlüsse  der  Bedhnung 
das  Nettoergebnis  wieder  in  die  alte  Teilung  umzusetzen  ist. 

Dmtjh  ein  solches  Verfahren  kann  notorisch  trf)tz  des  Hinzu- 
kommens  der  anfänglichen  und  der  sch liefsiu  Immi  Umsetzung 
aus  der  einen  Teilung  iu  die  andere  der  (iesaintaufwaud  au  rechne- 
rischer Arbeit  und  Anstrengung  erheblich  herabgemindert  ]grerden.  . 
Hierbei  ist  es  aber  recht  wesentlich,  dab  die  tabeUariscben  oder 
maschineUen  fiil£nnittol  für  jene  Umsetzungen  so  bequem  als 
il^nd  möglich  eingerichtet  werden. 

Auch  bei  der  Bearbeitung  der  mikrometrischen  Mewungen,  aus 
welchen  die  Bewegungen  in  den  engeren  Stemsystemen  rechnerisch 
abgeleitet  werdpn,  kann  die  100-Teilung  des  Quadranten  sehr  gut 
Anwenrlmii'-  imden  und  auch  durch  die  entsprechende  Einrichtung 
der  mikr  lim  Irischen  Apparate,  insbesondere  durch  die  Einführung 
dieser  Teilung  in  den  sogenannten  Positiunskreisen  unterstützt 
werden. 

Nach  Ftof.  Foerster's  lüttettung  besteht  auch  bei  vielen 
competenten  Qeodftten  kein  Zweifel  diuiiber,  dab  die  Anwendung 
der  100-Teilung  des  Quadranten  in  der  ganzen  sogenannten  niederen 
Geodäsie  fär  die  Messungen  und  besonders  ftlr  die  Berechnungen 

entscheidende  Vorzüge  darbietet  und  sich  in  denjenigen  Länder- 
gebieten, in  vvekhen  sie  schon  seit  lrtn<?erer  Zoit  f'iTicrcffibrt,  ist, 
durchaus  bewiiiirt  hat,  wogegen  in  der  höheren  (jtoJiLsie  wegen  der 
näheren  Verbindung  mit  der  Astronomie  und  der  Zeitmessimg  an 
der  alten  Teilung  festzuhalten  sein  würde. 

Becfat  nfitslich  wtirde  es  sein,  wenn  gerade  im  Hinblick  auf 
gemischte  Anwendungen  der  alten  Winkelteilung  und  der  100^ 
Teilung  des  Quadranten  internationale  Vereinharungen  Aber  die 
zweckmäfsigste,  volle  und  abgekürzte,  Beseichnupg  der  letxteren 
Einteilungsstttfen  getroffen  werden  könnten. 
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E«  wird  aiidi  gewisse  Anwendungsgebiete  geben,  in  denen 
deeimaie  BinAeünngen  gewisser  ünheilisstiifen  der  jetit  nodi  glättenden 

alten  Einteilungsformen  von  zweifellosem  Vorteil  sind,  z.  B.  die 
deoimale  EinteiluBg  des  Qndes  und  der  Stunde  in  ähnlicher  Weise, 
wie  man  sclion  seit  längerer  Zeit  auf  die  fortgesetzte  60-Teüung 
der  Secunde  verzichtet  und  diese  Einhf^it  deciraal  eingeteilt  hat.  Auch 
für  die  Anwendung  der  Decimalteiiung  des  Grades  giebt  es  in  der 
Astronomie  schon  bewährte  Beispiele. 

Es  ist  einleuchtend,  dafs  nähere  Verständig uiigeu  über  solche 
partielle  Srleichtenmgen,  unter  Yenneidung  jeglicben  Terallge- 
meineiaden  Zwanges,  rscbi  nAtBÜch  sein  Iri^nnen* 

Aueh  weist  Prof.  Foerster  schliefglieh  darauf  bin,  dafo  ein^ 
intelnationale  Beratung  über  die  ganze  Gruppe  von  Fragen,  welche 
sich  auf  Winkel-  und  Zeitangaben  beziehen,  für  die  Qesamtbeit 
t(örderlich  werden  kann,  z.  B.  hinsichtlich  der  noch  immer  nicht  ganz 
allgemein  angenomment'n  Einti^hmnrf  der  Qreenwicher  Zeit  als 
Grundlage  der  Zeitangaben  m  alh  ti  Ijändom  und  hiiiün  lirlich  der 
ferneren  Entwickehmg  der  gegenwärtigen  tibergangszustände  dieser 
Einrichtungen,  endlich  auch  auf  dem  Gebiete  der  kalendarisdien 
£inri<ditungen  u.  s.  w. 


Als  Vertreter  der  Nautik  stimmt  Henr 
rat  Dr.  Keumayer  zu  Hamburg  diesen  Ausftbrangen  sn  und  hebt 
insbesondere  hervor,  dafs  die  Nautik  gar  kein  Interesse  d^ian  babe» 
die  jetit  Abliebe  Zeiteinteilung  zu  ftndesn. 

Den  St&üilpunkt  der  reinen  Matheniatik  zur  Dim  luiaiteiluug 
bringt  hierauf  Herr  Geheioirat  F.  Hl  ein -Göttingen  zum  Ausdrucl^ 
indem  er  ausflibrt,  dafs  die  abitraete  ]Utheni«.tik  an  der  we^entlioii 
praktiaeben  F^«ge  sebr  wenig  beteiligt  sei. 

Von  den  Vertreteni  der  P)iysik  spric)^t  funftchst: 

Herr  Hoirat  Prof.  Dr.  Boltzmann-Wien. 

Er  bemerkte  etwa  folgendes:  Gerade  so  wie  die  Mathematiker 
dürften  auch  die  Physiker  kein  sehr  actuelles  Interesse  an  der  Frage 
der  KreistPÜung  haben.  Für  sie  hat  die  gegenwärtifiP  Kreiseinteilung 
keine  erheblichen  Unbequemlichkeiten^  andererseits  haben  sie  kein 
so  grofses  Tafel-  und  Zahlenmaterial  wie  die  Astronomen.  Sie 
würden  sich  also  einer  anderen  Kreiseinteüung,  falls  eine  solche  mit 
Bttcksicht  auf  die  Geodäten  und  andere  Fnktiker  bescblossoi  würde, 
ohne  aUni  grofte  Scbwiorigkeiien  ansobliefsen  kOnnen.  Einigen 
Kntsen  bfttte  ÜBae  den  Physiker  die  DeeimalteOung  des  Otmdes.  Dagegen 
erscheint  es  sehr  unwesentlich,  ob  der  Quadrant  in  90  oder  100 
Teile  geteilt  wird.  Es  dürfte  auch  für  die  Geodäten  nur  die 
Decimalteilung  des  Grades,  nicht  die  Hundertteilung  des  Quadranten 
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von  praktischem  Nutzen  sein.  Jedenfalls  scheinen  Prof.  Boltzmann 
die  Nftcbteile,  die  aus  einer  Störung  der  gegen wurtig  herrschenden 
BiidiaitUidikfiit  dar  SMU«iiiteil«ig  sich  «igeboi  vOiden^  ^1  gxfiber 
alB  die  Torteile  einer  HundertteilaBg  dfis  Qnadnatoi.  Die'Seeunde 
eis  Zeiteuüüit  avfimgeben,  vfiiden  eudi  die  Phjnker  wohl  nur 
schwer  entschliefsen,  da  fast  al^  physikelisohea  Grundeinheitttii  aiif 
der  Secunde  als  Stoitoinheit  baeirea. 

Herr  Prot.  iir.  E.  Warburg,  Dnertor  des  Pbysikalischen  In- 
stituts zu  Berlin,  spricht  sich  im  Ausehlufs  bieraii  dahin  aus,  dafs 
die  Decinialteiiuug  der  Zeitgröfsen  unbedingt  abzulehnen  sei,  und 
dals  auch  die  Decünalteiluug  des  Quadranten  eine  nicht  zu  em- 
pfehlende Heuempg  bilde.  Anden  veriialte  es  eich  mit  der  ))esetts 
TielfiKä  geftUan  Deeixnalteüiuig  des  Gradei.  Jedoeh  liege  weniger 
daran,  wie  entschieden  werde,  als  dafs  einetimmig  entschieden 
werde,  und  dafii  nieht  yersdiiedflnartige  Kreieteilungen  im  Gebrauch 
seien.  Schon  aus  diesem  Grunde  erscheine  es  zunächst  notwendig, 
die  Ansichten  n^n^hafter  Präcisionsmechaniker  einTObojen,  i^oeu  eine 
Gelegenheit  müi  b^  bieten  werde. 

Vom  Standpunkte  des  Geodäten  äufsert  sich  nunmehr: 

Herr  Prof.  Dr.  Max  Schmidt -München. 

Beines  Wissens  habe  man  bei  geoditischen  nnd  eateefcertocbnischen 
Messungen  und  Berechnungen,  bei  welchen  die  centesimale  Winkel- 
teilung bereits  seit  lingerer  Zeit  in  Gebrandi  sei,  mit  dieser  Art 
der  Qxadteilung  nur  günstige  Erfohrungen  gemacht  Gleichwohl 
teile  er  persönlich  die  yon  den  Herren  Foerster  und  Seeliger 
gegen  die  allgemeine  Einftlhnmg  der  Decimalteihmg  geäufserten 
Bedenken,  würde  es  aber  im  Falle  der  Beibehaltung  der  alten  Ornd- 
teilung  auf  Grund  seiner  als  praktischer  Rechner  niit  der  sexa- 
gesiuiaien  und  deciuialeu  Einteilung  des  Grades  gemachten  Er- 
üahrungen  für  sehr  zweckmäTsig  und  erwünscht  erachten,  die  Unter- 
abteilungen des  <^Tadee  weeentlioh  decimal  zu  gliedern,  da  hierdurch 
nicht  unwesentUche  Vorteile  ftlr  das  trigonometrische  Zahlenrechnen 
zu  erreichen  seien. 

Herr  Prof.  Dr.  R.  Mehmke -Stuttgart  stellt,  da  ihm  di^  Aus- 
führungen des  Herrn  Foerster  namentlich  gegen  den  Schiuis  den 
Eindruck  erweckt  zu  haben  scheinen,  als  ob  derselbe  gegen  diu 
neue  Winkelteiluug  (Deciuialt^ilung  des  Quadranten)  spreche,  zunächst 
fest,  dafs  derselbe  dafür  gesprochen  habe.  Femer  fuhrt  Prof. 
Mehmke  aus,  dafs  seines  Wissens  noch  niemand  den  Astronomen 
zugemutet  habe,  die  in  so  grofser  Zahl  vorhandenen  (mit  Instrumenten 
alter  Teilung  gemachten)  firüheren  Beobachtungen  in  Angaben  nach 
neuer  Teilung  umzuwandeln;  sollten  sie  sich  aber  je  dazu  Mit- 
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selilielflflii,  80  wMe  dadurch  auf  keinen  Fall,  wie  Herr  BauBohinger 

behaupte,  alle  wissenschaftliche  Arbeit  auf  zehn  Jahre  unmöglich 
gemacht  werden,  denn  die  fragliche  Umwandlung  könnte  durch 
untergeordnete  Hilfskräfte  geschehen.  Aufsordoni  liefso  sich  für 
diesen  Zweck  eine  Specialrechenraaschine  constniiren  von  der  Art, 
(lafy  nach  Niederdrücken  der  Tasten,  welche  einer  Winkelangabe  iu 
alter  Teilung  entsprechen,  im  Zählwerk  der  Maschine  der  gesuchte 
Winkelauüdruck  in  neuer  Teilung  erscheint.  Mau  könnte  sogar  eine 
Bruekromohtung  fttr  die  BeanUafce  anhringen.  Eine  eoldie  Haaoliine 
wfirde  nicht  einmal  sehr  iener  kommen.  —  Schlieftlieh  Suftert 
Prof.  Mehmke,  dab  in  den  Kreisen  der  Geodäten  und  namentlich 
der  Mechaniker  die  von  Heim  Dr.  Schülke  beflirwortete  Decimal- 
teilung des  alten  Grades  auf  keine  Zustimmung  werde  rechnen 
können.  Viele  mechanische  Institute  haben  ihre  Teüniaschinen  auch 
für  neue  Winkelt»'ilung  eingerichtet,  so  dafs  sie  Tiipo'lüliten  nach 
dieser  Teilung  ebenso  leicht  liefern  können  wie  solche  nach  alter 
Teilung  (die  physikalisch-technische  Reichsanstalt  ist  seit  1891  in 
der  Lage,  entsprechende  Mutterteüuiigeu  iiir  Teilinaschinen  zu  liefern), 
wenn  aber  jetzt  eine  dritte  Art  der  Winketteilung  eingeführt  werden 
sollte,  so  wtirden  die  mechanischen  Institute  nicht  sehr  erbaut 
davon  sein. 

Zu  diesen  letzteren  Ausführungen  ergreift  hierauf  Herr  Ludwig 
Tesdorpl  StuttLMrt  als  Vertreter  der  Priicisionsmechaniker  das 
Wort.  D<  rs(  Ihe  schickte  voraus,  dafs  er  bezüglich  der  eventuellen 
Stellunguaixine  der  deutschen  Präcisiousmechauiker  zu  der  behandelten 
Fkvge  noch  auf  demselben  Standpunkte  stehe  wie  seinmeit  auf  dttn 
Mechanikertage  zu  Bremen.  Die  ausfUhrenden  Techniker  mUMen 
sich  in  dieser  Angelegenhdt  neutral  yerhalten  und  dflrften  den  An* 
forderungen  der  Wissenschaft  in  keiner  Weise  hinderlich  entgegen- 
treten. Den  Mechanikern  gentigen  die  alte  Sexagesimalteilung  und 
die  neue  Decimalteilung  des  (Quadranten  vollständig;  von  dieser 
Beite  liege  kein  Streben  vor,  sich  die  Arbeit  durch  weitere  Teilungs- 
nrtcn  zu  erschweren.  Wenn  jedoch  die  Wissenschaft  auf  die  an- 
geregte Decimalteilung  des  alten  Omdes  Wert  legen  sollte,  so 
würden  die  Präcisionsmechaniker  auch  vor  dieser  Anforderung  nicht 
zurflckschrecken. 

Der  stellvertretende  Vorsitzende,  Herr  Geheimrat  F.  Klein- 
Göttingen,   fafst  das  Ergebnis  der  heutigen  Discussion  in  einem 

Öchlufswort  dahin  zusammen,  dafs  sich  eine  weitgehende  Über- 
einstimmung der  Ansichten  ergeben  habe.    Er  beantragt: 

Die  Versammlung  wolle  beschliefsen,  dafs  die  Deutsche 

Matlicniati  ker-Vereinigung  über  die  heutige  gemeinsam^ 
Sitzung  der  naturwissenschaftlichen  Uauptgruppe  einen 
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mutffthr liehen  Beriolit  erst&tten  und  denselben  im  Kamen 
der  Oesellschaft  Deniieher  Katurforieher  und  Ärite  Seiner 
Dnrchlanoht  dem  Herrn  Beichekansler  unterbreiten  m6ge 

mit  dem  Ersuchen,  zu  dem  im  nächsten  Jahre  zu  Paris 
stattfindenden  ('ongrere  betreffend  die  Deeimaiteilung  der 

Winkel-  und  Zeitgröfsen  Sachverständige  au  entsenden,  die 
fiir  h  zuvor  über  die  in  den  verschiedenen  Fao Ii  kreisen 
Ii  er  rsch  en  den  Auffassungen,  wie  sie  in  der  heutigen  Be- 
sprechung zu  Tage  getreten  sind,  allseitig  informiren 
müfs  ten. 

Dieser  Antrag  wird  einstimmig  angenomtmen*). 


Ober  Bienuum's  Yorlegnngen  von  1861—62  ftber  Ab^rsehe 

FmiotidBeiL 

Von  M.  Noether  in  Erlangen. 

Der  Vortragende  bespn>ht  den  Schlufsteil  dieser  Vorlesungen, 
von  weichen  noch  vollständige  Nachschriften  von  Pryni  und  Min- 
nigerode  existiren,  die  ihm  fi^undlichst  zur  Veiiugung  gestellt 
worden  sind.  Duich  die  im  Febi*uar  1862  dreistündig,  im  März 
bis  zam  10.  täglich  gehaltenen  Vorlesungen  erfittirb  die  bisherige  eln- 
uge  YerOftntliohnng  aas  diesen  Partien,  nimlieh  der  Ton  Hrn.  H.  Webe r 
In  die  Werk»  au%enommene  Anftate  Uber  die  Abel'sehen  Fnnetiiinen 
fftr  den  FaUjpwS,  wesentliche  Ergänzungen.  Dieselben  beliehen  * 
sich  in  erster  Linie  auf  die  Obaiaktenstikentheorie;  sie  zeigen  u.  a., 
dafs  Riemann  wenig!?tens  ftlr  p  =  3  die  Definition  eines  Systems 
von  sieben  Gruppencbarakteristiken  mit  der  Summe  0  durch  die 
Eigenschaft,  dafs  sie  zu  je  zweien  „azygetiseh"  (nach  einem  neueren 
Bprachgebrauch)  sein  sollen,  in  der  That  besafs,  und  dafs  er  fftr 
p  HB  3  überhaupt  aiit'  Kt- lupuukLe  der  neueren  Charakteristiken- 
theorien, unter  Vermeidung  nieht-inTazianter  Elemente,  gekannt  hat 
—  freilieh  zunächst  nur  unter  induetiTen  SohlUssen.  Sie  beliehen 
sidt  weiteddtt  auf  einen  grofren  1^  der  Theorien,  welche  si^ter 
von  Hm.  H.  Weber  in  seiner  Preisschrift  über  den  Fall  p  =  S  wiederum 
gefanden  worden  sind:  so  auf  die  einfache  algebraische  Darstellung 
von  Tbetaquotienteu ,  deren  Argumente  Summen  von  2j)  —  2  Inte- 
gralen erster  Gattunfr  sind,  insbesondere  für  p  =  8  auf  die  Dar~ 
Stellung  der  Tbetaquotienteu  für  die  Nullwerte  der  Argumente  durch 
die  sechs  algebraischen  Moduln,  und  auf  deren  ümkehrung. 

Interessant  ist  feruor,  lu  beobachten,  wie  die  1865  publicirten 

*)  Wie  auf  B.  6  dieses  Jahresberichtes  bemerkt  ist,  hat  der  Vontand 
seinen  Auftrag  unmittelbar  nach  der  Versammlung  erledigt. 

J«lii«*lMiidbt  d.  DraUdien  Matheak-VeNinigaiic.  VIU,  1,  12 
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P.  Gordan. 


Sitie  Uber  du  identaBeha  Veraohwindea  dtr  Thetafnnctioiieii  bi«r 
inductiv  am  hyptnUiptiBdi«!!  Falle  entstehen;  vor  allem  aber  die 
Aufstellung  der  (später  auch  von  Frobenius  abgeleiteten)  Formel, 

welche  für  p  =  3  die  Determinante  aus  den  Difforentialquotienten 
dreier  ungerader  (azygetischer)  Thetafunctionen  als  Product  von  fünf 
geraden  Thetafunctionen,  tm-  die  Nulhverte  der  Argumente,  ausdrückt. 

Es  ist  beabsichtigt,  den  besprochenen  Teil  der  Biemann'schen 
Vorlesungen  im  Worüuut  zu  veröil'entlichen. 


Ober  die  vymmttMh»n  Fnmetieneii. 

Von  P.  QordMk  in  Brlangen. 
Hat  man  2  Gleichungen 

/i  —     +  OiiJ*-*  . . .  fl«,  — i  («  —  «jX«  —  «i)  . . .     —  of«) 
/t  =  «"  +  6,«—*...  6,  =  (x  — i3i)(a:  — ft)...(ar— /J.), 
so  heiljBt  das  Doppelproduct 

n  — ^'') 

i,» 

die  Besttitante. 

Es  ist  symmetrisch  in  den  «  und  in  den  ß  und  daher  eine 
ganze  Function  der  Coeffideoten  a  und  h.  Gewöhnlich  stellt  man  sie 
als  solche  durch  die  Determinanten  von  Bezout  und  Sylvester  dar. 
Diese  Methode  lehrt  uns  die  Eigenschatten  der  Resultante  kennen 
und  genügt  auch  in  einfachen  Fällen  zur  Berechnung  ihres  Wertes. 
Sic  versagt  aber,  wenn  die  Zahlen  m  imd  n  wachsen,  da  hierdurch 
die  Anzahl  der  Reihen  in  den  Determinanten  gleichfalls  wächst. 

In  diefiem  Falle  ist  es  von  Vorteil ,  die  Besohrenten-lfeiliiode 
anzuwenden. 

Die  SesolTente  9 

habe  die  Coeffidenten    ;  in  ihnen  lautet  der  Wert  der  Bemütante 

Die  New  ton' sehen  Formeln  werden  gewöbnlidi  dasu  benntst»  die 
Summen  der  Potenien  der  Wnneln  « 

=  <  + "i  ■■•  «i 

einer  Gleichung 
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^+  <li»i"~*...  flu—  («  —  «,)..  .(«  —  Ä«,) 

aus  ihren  Coefficipnten  ti  /.u  ix^stimmen;  man  kuiia  sie  aber  auch 
80  verwerten  f  dafs  man  umgekehrt  die  Coefiicienten  u  aus  den  Po- 
tMOsmiimeii  5,(a)  der  Bdlie  ludi  bereelmfit,, 

Für  niuece  Besolvente  berechnet  man  die  Potensvommen  8g{e:) 
aus  der  Formel 

und  ans  ihnen  die  c  nnd  J{. 

Man  kann  aber  auch  eine  Endfoimel  für  die  Resultante  auf' 
stellen.    Setst  man  nämlich: 

F'^l  4" fli^-l-ii^jc*. . ,  o„a*«-«(l  — aix)il  —  «^»), .  .(1 — Umx) 
so  wird: 

F-        (-  lyfi  =^1.«.(<'^».(«^... «». 

wo: 

(  1)* 

Vergleicht  man  auf  beiden  Seiten  die  Coeffidenten  der  Potensen  a^, 
80  wird: 

Für  die  Coefficienten  c  unserer  EesoWente  ergeben  sich  die 
Werte: 

Trägt  nun  sie  in  22  ein,  so  wird: 

Es  genflgt)  die  Summe  Uber  die  n  anssndehneni  bei  denen: 

Xj  4"  2    .  .  .  .  mn 
ist.   Die  übrigen  Glieder  heben  sich  weg. 
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Über  homogene  FiwctioieiL 

Ton  P.  Gtordan  in  Erlangen. 

Der  Yortragende  betrachtete  Systeme  S  von  Produoten 

Ein  solches  System  berteht  aus  dei^'enigen  JR,  bei  denen  die 
Exponenten  »  durch  gegebene  BelailoBen  Terknflpft  Bind.  Es  wurde 
geseigt^  dafe  man  für  jedes  8  ein  Teilaystem  £  bestimmen  kann; 

y '  p  p 

das  die  drei  Eigenschaften  besitzt: 

1.  Dio  Anzahl  der  Producto  V  ist  endlich. 

2.  Koinfs  der  P  ist  durch  ein  nnfirrrs  tpin>nr. 

3.  Ji'  l*  ^  Ii  in  S  ist  durch  niind*  htcns  emes  der  /'  teilbar. 

In  weiterer  Ausführung  wird  der  Vortrag  an  anderer  Stelle 
veröffentlicht  werden. 


Über  den  ZahlhegriC 

Ton  David  Hilbert  in  GOttingen. 

Wenn  wir  in  der  Litteratui-  die  ^^Ireichen  Arbeiten  über  die 
Frincipien  der  Arithmetik  und  über  die  Axiome  der  Geometrie 
ftberschanen  und  mit  einander  ▼«gleichen,  so  nehmen  wir  neben 
zaUreichen  Analogien  und  Verwandtschaften  dieser  beiden  Gegen- 
stände doch  hinsichtlich  der  Methode  der  Untersuchung  eine  Ver- 
schiedenheit wahr. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  zimächst  die  Art  und  Weise  der 
*  Einführung  des  ZahlbegrifFes.  Ausgehend  von  dem  Begriff  der  Zahl  1, 
denkt  man  sich  gewöhnlich  durch  den  Procefs  des  Zählens  zunächst 
die  weiteren  ganzen  rationalen  positiven  Zahlen  2,  3,  4  .  .  .  ent- 
standen und  ihre  Rechnungsgesetze  entwickelt;  sodann  gelangt  man 
durch  die  Forderung  der  allgemeinen  Aasführung  der  Subtraotion 
snr  negativen  Zahl;  man  definirt  femer  die  gebrochene  Zahl,  etwa 
als  ein  ZaUenpaar  —  dann  besitzt  jede  lineare  Function  eine  Null- 
st eile  — ,  und  schüeftiich  die  reelle  Zahl  als  einen  Schnitt  oder  eine 
Fundamentalreihe  —  dadurch  erreicht  man,  dafs  jede  ganze  rationale 
indefinite,  und  Ül)erhani)t  jede  stetige  indefinite  Function  eine  Null st<?lle 
besitzt.  Wir  können  dieso  Methode  der  Einführung  des  Zahlbegriffs 
die  gcndiscJie  Methode  nennen,  weil  der  allgemeinste  Begriff  der 
reellen  Zahl  durch  saccessive  Erweiterung  des  einfiacheu  Zaiübegrities 
erzeugt  wird. 
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Wesentlich  andei's  verfährt  mau  beim  Aufbau  der  CJeometrip. 
Hier  pflegt  man  mit  der  Annahme  der  Existenz  der  sämtliciieü 
Elemente  zu  begiimeii,  d.  ii.  mau  setzt  von  vonie  herein  drei  Systeme 
TOn  Dingen,  ntmlicii  die  Punkte,  die  Geraden  und  die  Ebenen,  und 
bringt  sodann  diese  Elemente  —  weaentlidi  nach  dem  Vorbilde 
▼on  Eniclid  —  duxeli  gewisse  Axiome,  nlmlicb  die  Axiome  der  Ver- 
knüpfung, der  Anordnung,  der  Gongraenz  und  der  Stetigkeit*), 
mit  einander  in  Beiiehung.  Es  entsteht  dann  die  notwendige  Auf' 
gäbe,  die  Wi dorspmchslosigkeit  und  Vollstrindigkpit  dieser 
Axiome  zu  xeigen,  d.  h.  es  mufs  bewiesen  werden,  dafs  dir  An- 
wendung der  aufgestellten  Axiome  nie  zu  Widersprüchen  iühren 
kann,  und  femer,  dafs  das  System  der  Axiome  zum  Nachweis  aller 
geometrischen  Sätze  ausreicht.  Wir  wolleu  das  hier  eingeschlagene 
üntersnchungsveifalirsn  die  oahmaHsdte  Me&tode  nennen. 

Wir  werfen  die  Frage  anf,  ob  wirklich  die  genetische  Methode 
gerade  fOr  das  Stndinm  des  ZiiUbegri£b|  nnd  die  axiomatisdie  Me- 
tiiode  für  die  Ghrondlagen  der  Geometrie  die  allein  angemessene  ist; 
anch  scheint  ee  von  Interesse,  beide  Methoden  gegenfibermstetten 
und  zu  untersuchen,  welche  Methode  die  vorteilhaftere  ist,  wenn  es 
sich  um  die  logische  Untersiichimo'  dor  <  ü  undlagen  der  Mechanik 
oder  anderer  physikalischer  Diseipiinen  handelt. 

Meine  Meinung  ist  diese:  Trotz  des  hohen  pädagogischen 
und  heuristischen  Wertes  der  genetischen  Methode  Ter* 
dient  doch  zur  endgültigen  Barstellang  und  völligen 
logischen  Sicherung  des  Inhaltes  unserer  Erkenntnis  die 
aziomatisehe  Methode  den  Vorsng. 

In  der  Theorie  des  Zahlbegriffes  gestaltet  sich  die  aziomatisehe 
Methode  wie  folgt: 

Wir  denken  ein  System  von  Dingen;  wir  nennen  diese  Dinge 
Zahlen  und  bezeichnen  sie  mit  a,  b,  c,  ....  Wir  denken  diese 
Zahlen  in  gewissen  gegenseitigen  Beziehungen,  deren  genane  und 
vollständige  Beschreibung  durch  die  folgeudeu  Axiome  geschieht: 

I.  ArUme  der  Verknüpfung. 

I  1.  Ans  der  Zahl  a  und  der  Zahl  b  entsteht  durch  „Addition'^ 
eine  bestimmte  Zahl  c,  in  Zeichen: 

a  -f-  &  <Bs  c    oder   c  =  a  -\-  b. 

1  2.  Wenn  a  und  h  gegebene  Zahlen  sind,  so  exisürt  stets  eine 
und  nur  eine  Zahl  «  und  auch  eine  nnd  nur  eine  Zahl  jf,  so  dafs 

a  +  »  *-  6   beiw.   jf     a  6 

wird. 

*)  Yergl.  Hilbert,  GruudlüReu  der  Geometrie,  Festschrift  sur  £nt« 
hfllhing  des  Gaufs-Weber-PeiänaU  in  Qdttingen.  Leipaig  18M. 
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I  3.  Bs  giebt  eine  bestimmte  Zahl  —  sie  heilse  0  — ,  so  daft 
Itli-  jedes  a  rogleioli 

a  +  0  =  a    und    0  +  a  ==*  a 

ist. 

I  4.  Aus  der  Zahl  a  waA  der  Zahl  h  entsteht  noch  anf  eine 
andere  Art,  durch  „Mnltiplication**  eine  bestimmte  Zahl  6,  in 
Zeichen: 

ah^e   oder   c  —  ab. 

I  5.  Wenn  a  und  h  beliebig  gegebene  Zakieu  sind,  und  a 
nicht  0  ist,  so  existirt  stete  «Sa»  und  nur  eine  Zahl  waä  noch 
eine  und  nnr  eine  Zahl     so  da6 

ax  =  b    bezw.  ya^h 

wird. 

I  6.  Es  giebt  eine  bestimmte  Zahl  —  sie  heibe  1  — ,  so  daih 
fttr  jedes  a  zugleich 

a  •  1 »  a  und   1  •  a  »  a 

ist. 

II.  Ajciome  der  Bechnung. 

Wenn  a,  b,  c  beliebige  Zahlen  sind,  so  gelten  stets  folgende 

Jj'ormeln: 

n  1.  a  +  (6  +  c)  =  (a  +  ft)  +  c 

na.  a  +  h        n^h  +  a 

n  3.  a{hc)  «=  {ab)c 

114.  a{b c)      =  ab ac 

II  6.  (a  +  h)e     ^ae  +  bc 
n  6.  üb  —  &a. 

HL  Axhme  der  Anordmmff, 

III  1.  Wenn  a,  h  irgend  zwei  verschiedene  Zahlen  sind,  so  ist 
stets  eine  bestinmite  von  ihnen  (etwa  a)  grö/ser  (>-)  als  die  andere*, 
die  letztere  heibt  dann  die  Ueinere,  in  Zeiehen: 

«  >  6    imd    b  <<  « . 

III  2.  Wenn  a  >  &  und  6  >  c,  so  ist  auch  a  >  c. 

in  8.  Wenn  a>5  ist,  so  ist  auch  stets 

a  -\-  c     b      e   und    c     a  >  c  b. 
III  4.   Wenn  a  >  6  und  c  >^  0  ist,  so  ist  auch  stets 
ac  >      und  ea  >  cb. 
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IV.  Axiome  der  Stetigkeit. 

IV  1.  (Archimedisches  Axiom.)  Wenn  (l>-0  und  t>0 
zwei  beliebige  Zahlen  sind,  so  ist  es  stets  möglich,  a  zu  sich  selbst 
so  oft  TO  addiren,  daiii  die  entstehende  Somme  die  fUgenschaft  hat 

a-j-o-(-«'»  +  a>>. 

TV  2.  (Axiom  der  Vollständigkeit)  £s  ist  nicht  mOglich, 
dem  Systeme  der  ZaUen  ein  anderes  System  Ton  Dingen  hiiunuii- 

fftgen,  80  dafs  auch  in  dem  durch  Zusammensetsong  entstehenden 
Systeme  die  Axiome  I,  II,  HI,  IV  1  sämtlich  erfQllt  sind;  oder  kurz: 
die  Znhlfn  bilden  ein  System  von  Dingen,  welchem  )ifi  Autrecht- 
erhaltung sämtlicher  Axiome  keiner  Erweiterung  mehr  fähig  ist. 

Einige  der  Axiome  I  1— G,  U  1  —  6,  III  1—4,  lY  1-2  sind 
Folgen  der  übrigen,  und  es  entsteht  so  die  Aufgabe,  die  logische 
Abhängigkeit  der  genannten  Axiome  zu  erörtem.  Ffir  die  Unter- 
sochong  der  Prindpien  der  Arithmetik  liefert  diese  Angabe  manchen 
nenen  nnd  fruchtbaren  Qesichtspnnkt.  Wir  erkennen  beispielsweise' 
folgende  Thatsachen: 

Die  Existenz  der  Zalil  0  (Axiom  I  3)  ist  eine  Folge  der 
Axiome  I  1,  2  und  II  1;  sie  beruht  also  wesentlich  auf  dem  asso' 
ciatiyen  Gesetz  der  Addition. 

Die  Existenz  der  Zahl  1  (Axiom  I  6)  ist  eine  Folge  der 
Axiome  I  4,  5  und  II  3;  sie  b<>ruht  also  wesentlich  auf  dem  asso- 
ciativen  Gesetz  der  Multiplication. 

Das  commutatiTe  Gesetz  der  Addition  (Axiom  II  2)  ist  eine 
Folge  der  Axiome  I,  II  1,  4,  5;  dasselbe  erscheint  also  im  wesent* 
lidien  als  eine  Folge  des  assodatiYen  Qesetses  der  Addition  und 
der  beiden  distributiven  Gesetse. 

Beweis.   £s  ist 

(„  +  fc)  (i  +  i)«(a  +  t)i+(a-h«>)l-a  +  &  +  a  +  6, 
folglieh 

und  daher  nach  I  3 

5  +  a  —  «  +  6. 

Das  oommutatiTe  Qesetx  der  ICnltiplication  (Axiom  n  6)  ist 
eine  Folge  der  Axiome  I,  n  1 — 5,  IH,  IV  1,  dagegen  nicht  schon 
eine  Folge  der  Axiome  I,  II  i — 5,  IH;  jenes  Gfesetz  kann  hiemach 
aus  den  übrigen  Axiomen  dann  und  nur  dann  gefolgert  werden, 
wenn  man  das  Anhimedische  Axiom  (Axiom  IV  1)  hinzuzieht 
Diese  Thatsa(hr  hat  für  die  Grundlagen  der  Geometrie  eine  be- 
sondere Bedeutung. 

*)  Tgl.  D.  Hilbert  1.  c.  Kap.  VI. 
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Die  Axiome  IV  1  und  IV  2  sind  von  einander  unabhängig; 
sie  enthalten  keine  Aussage  Uber  den  Begiilf  der  ConTergeoz  oder 
aber  die  Existenz  der  Grarae,  und  dennoeh  folgt,  wie  man  seigen 
kann,  ans  ihnen  der  Bolzano'sdie  Satz  von  der  Existenz  der  Ter- 

dichtxmgsstelle.  Wir  erkennen  mithin  die  Übereinstimmung  unseres 
Zahlensystems  mit  dem  gewöhnlichen  Systeme  der  reellen  Zahlen. 

Um  die  Widerspmchslosigltcit  der  aufgestellten  Axiome  zu  be- 
weisen, bedarf  es  nur  einer  geeigneten  ^Todification  bekannter  Schhifs- 
methoden.  In  diesem  Nachweise  erbiitke  ich  zugleich  den  Beweis 
für  die  Existenz  des  Inbegriffs  der  reellen  Zahlen  oder  —  in  der 
Ausdracksweise  G.  Cantor's  —  den  Beweis  dafür,  dafs  das  System 
der  reellen  Zahlen  eine  consistente  (fertige)  Menge  iat 

Die  Bedenken,  welche  gegen  die  Existenz  des  Inbegrifis  aller 
reellen  Zahlen  nnd  anendlicher  Mengen  flberhaupt  geltend  gemaehi 
worden  sind,  Terlieren  bei  der  oben  gekennzeichneten  Auffassung 
jede  Berechtigung:  unter  der  Menge  der  reellen  Zahlen  haben  wir 
.uns  hiemach  nicht  etwa  die  Gesamtheit  aller  möglichen  Gesetze  zu 
denken,  nach  denen  die  Elemente  einer  Fundamcutalreihe  fort- 
schreiten können,  sondern  vielmehr  —  wie  eben  dargelep^  ist  — 
ein  System  von  Dingen,  deren  gegenseitige  Beziehungen  durch  das 
obige  endlidte  und  abgcscMassene  System  Ton  Axiomen  I — IV  ge- 
geben sind,  und  über  welche  neue  Aussagen  nnr  Gflltigkeit  haben, 
fklls  man  sie  mittelst  einer  endlichen  Anzahl  Ton  logischem  Schlüssen 
/  aus  jenen  Axiomen  ableiten  kann. 

WQideu  wir  in  ähnlicher  Weise  den  Beweis  für  die  Existenz 
eines  Inbegriffs  aller  Mächtigkeiten  (oder  aller  Cantor'schon  Alephs) 
erbringen  wollen,  so  wüi-de  dieser  Versuch  mifslingen:  in  der  That 
der  Inbegi'iff  aller  Müchtigkeiten  existirt  nicht,  oder  —  in  der 
Ausdrucksweise  G.  Cantor's  —  das  System  aller  Mächtigkeiten  ist 
eine  nichtconsistente  (nichtfertige)  Menge. 

Göttingen,  den  12.  October  1899. 


Über  das  Dirichlef  seke  Priiieip. 

Von  David  ffilbert  in  Göttiogen. 

Das  Dirichlet'sche  Princip  ist  eine  Schlvirsweise,  welche  Dirichlet 
—  durch  einen  Gedanken  von  Gaufs  veraulafst  —  zur  Lösung  der 
sogenannten  Bandwertaufgabe  angewandt  hat,  und  die  sich  kurz  wie 
folgt  charakterisiren  ISfst  Man  emchte  auf  der  a;y*£bene  in  den 
Punkten  der  gegebenen  Bandcmre  Lote  nnd  trage  auf  diesen  die 
betreffenden  Randwerte  ab.  ünter  den  Flächen  z  =  f{9B,y)^  die  von 
der  so  entstehenden  Baumcurve  berandet  sind,  denke  man  sich  eine 
solche  Fläche  ansgesacht,  für  welche  der  Wert  des  Integrals 
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ein  Minimtun  ist.  Diese  Fläche  ist,  wie  man  leicht  vermöge  der 
Variation^f^fbrinng  zeigt,  notwendig  eine  Potentialfläehe.  Mit  dem 
Hinweise  aut  eine  Betracbtung  solcher  Art  hat  Riemann  den  Be- 
weis der  Existenz  der  Lösung  der  Eandwertaiifgabe  für  erledigt 
gehalten  und  dann  unbedenklich  seine  grofsartige  Theorie  der  Abel- 
Beben  Fnnetionen  hierauf  begründet. 

Es  ist  zuerst  yon  Weier  straf s  erkannt  worden,  daHs  die  hier 
angewandte  Sdbhükweise  des  Dirichlet'sdnen  Princips  nicht  stieb* 
baltig  ist:  in  der  That,  wäre  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Zahl- 
werten  vorgelegt,  so  dürften  wir  ohne  weiteres  scblie&en,  dafs  es 
unter  ihnen  einen  kleinsten  Zahlwert  gifht;  unter  einer  unbegrenzten 
Anzahl  von  Zaiilwerten  jedoch  braucht  ein  kleinster  Zahiwert  nicht 
notwendig  vorhanden  zu  sein;  es  bedarf  vielmehr  eines  besonderen 
Beweises,  dals  in  dem  erörterten  Falle  thatsächlieh  eine  Fläche 
z  =■  f  {Xy  y)  existirt,  für  welche  der  zugehörige  Integral  wert  J  (/') 
ein  kleinster  ist 

Die  wicbtigen  üntenudhiuigeii  von  C.  Keitmann,  H.  A.  Bobwars 
and  H.  Poincar^  haben  geieigt,  da£i  unter  gewissen  sehr  allgemeinen 
VoranssetBongiii  Uber  die  Natur  der  Bandoorve  nnd  der  Bandwerte  die 
Randwertaufgabe  gewifs  lösbar  ist,  und  dadurch  ist  auf  dem  umgekehrten 
Wege  die  Existenz  jener  Minimalfonction  f  {x,  y)  sichergestellt. 

Das  Dirichlet'sche  Princip  verdankte  seinen  Ruhm  der  an* 
'ziehenden  Einfachheit  seiner  mathematischen  Grundidee,  dem  unleug- 
baren lieiohtum  der  möglichen  Anwendungen  atif  reine  und  ]->hysi- 
kalische  Mathematik  und  der  ihm  innewohnenden  Überzeugungskraft. 
Aber  seit  der  Weierstrafs'schen  Kritik  fand  das  Dirichlet'sche 
Prindp  nur  noch  bistoiisobe  Würdigung  und  erschien  jedenfalls  als 
Mittel  TOT  LOsnng  der  Bandwertanfgabe  abgethaa.  Bedauernd 
spricht  G.  Nenmann  ans,  da&  das  so  schdne  und  dereinst  so  viel 
benatate  Dirichlet'sche  Princip  jetrt  wohl  für  immer  dahingesonken 
sei;  nur  A.  Brill  und  M.  Noether  rufen  neue  Hoffnung  in  uns  wach, 
indem  sie  der  Überzeugimg  Ausdruck  geben,  dafs  das  Dirichlet'sche 
Princip,  gewissormafsen  der  Natur  nachgebildet,  vielleicht  in  modi- 
ficarter  Fassung  einmal  eine  Wiederbelebung  erfahrt. 

Das  folgende  ist  ein  Versuch  der  Wiederbelebung  des  Dirich- 
let' sehen  Pnncips. 

ludem  wir  bedenken,  dafs  die  Dirichlet'sche  Aufgabe  nur  eine 
besondere  Aufgabe  der  Variationsrechnung  ist,  gelangen  wir  dazu, 
c|as  Dirichlet'iehe  Prindp  in  folgender  allgemeiaeren  Fonn  ans- 
m^rechen: 

Eine  jede  Aufgabe  der  Variatioasrechnnng  besitst  eine 
Lüsang,  sobald  hinsichtlieh  der  Natur  der  gegebenen  Grens- 
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bedinguagen  gepignoto  einschränkende  Annahmen  erfüllt 
sind  und  nötigenfalls  der  Begriff  der  Lösung  eine  sinn- 
gemäfse  Erweiterung  erfährt. 

Wie  uns  dieses  Princip  als  Leitstern  zur  Aufißndtmg  von  strengen 
und  ein&ehen  EziateDibeweisen  dienen  kann,  zeigen  folgende  zwei 
Beispiele: 

L  Auf  einer  geg^benm  b  ^       y)  «irisdke»  Mwd  ge- 

g^enen  Punkten  P  und  P^^  die  kürzeste  Linie  m  ziehen. 

Es  sei  1  die  untere  Grenze  für  die  Längen  aller  Curven  auf 

der  Flüche  zwischen  den  beiden  gegebenen  Punkten.  Aus  der  Ge- 
samtheit dieser  Verbindungscurven  suchen  wir  solche  Curven  C,, 
Cj,  Cj,  .  .  .  aus,  deren  Längen  L^^  bexw.  7/^,  .  .  .  sieh  der  Grenze  / 
nähern.    Auf  C,  tragen  wir  von  P  aus  die  Länge  iL,  ab  und  er- 

(-) 

halten  dadurch  auf  0|  den  Punkt  P,     ;  sodann  tragen  wir  Ton  P 

(i) 

aus  auf  Cj  die  Länge  ^L^  ab  bis  Pj     ,  ferner  auf       die  Länge 

iL.  bis  pS^^  vl.  s.  f.    Die  Punkte  pS^\  pS'^\  pj'*\  . . .  mOgen 

etwa  den  Punkt  F'*'^  als  «ne  Verdiditungsstelle  haben,  wo  P^*^ 
wiederum  ein  Punkt  der  Fläche  g     f(x,  y)  ist 

Das  nSinliche  Verfahren,  welches  wir  soeben  auf  die  Punkte 

) 

P  und  P^^^  angewandt  haben,  und  das  uns  auf  einen  Funkt  P^^'^ 

(±) 

ftihrte,  wenden  wir  nunmehr  auf  die  Punkte  P  und  P^*^  an  und 

gelangen  dadurch  zu  einem  Punkte  p^*''  aut  der  gegebeneu  Fläche. 
Desgleichen  erhalten  wir  einen  Punkt  P^*^  der  gegebenen  Flftche, 

wenn  wir  das  genannte  Verfahren  auf  die  Punkte  P^^^  und  P^*) 

(^)     {^)  (^) 

anwenden    Eutq;»rechend  finden  wir  die  Punkte  P^^%  P^^\  P^^% 

P^'%  P^^\  .  .  .  Diese  sBmtliehen  Punkte  und  ihre  Yerdichtungs- 
stellen  bilden  auf  der  Flüche  f^fißSt y)  eine  stetige  Ourve,  welche 

die  gesuchte  kürzeste  Linie  isi 

Der  Nachweis  für  diese  Thatsuche  wird  leicht  geführt,  wenn 

man  die  Curvenlänge  als  Grenzwert  der  Tiängen  einbeschriehener 
Polygonzüge  definirt.  Wie  wir  /ugleich  sfhpn,  genügt  für  unsere 
Betrachtung  die  Annahme,  dafs  die  gegebene  Function  f  {x,  y)  nebst 
dem  ersten  Differentialquotienten  nach  ar  und  nach  v  stetig  ist. 

II.  Eine  rutcutialfunction  z  =  f  (Xj  y)  zu  fimlen^  die  auf  eimr 
gegebenen  Bandcurvc  in  der  xg-Ebcfie  gegebene  Randteerte  annimmt. 

Der  Einfachheit  halber  setzen  wir  für  die  gegebene  Bandcurre 
stetige  Tangente  und  Krfimmung,  und  für  ^  Bandwerte  eine 
stetige  Ableitung  yoraus.  Wir  stdlen  uns  nun  die  zu  Anfimg  dieses 
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Vortiugs  erwähnte  Raumcarve  her  und  bestiiuincn  dann  einen  testen 
dieser  Raumcurve  eigentümlichen  Winkel  <p  von  folgender  Beschaffen- 
heit: wenn  £=F(x^y)  irgend  eine  analytische  oder  stückweise 
analytische  Flftche  ist,  deren  Rand  dtireh  die  Raumcurre  gebildet 

wird,  so  lälst  sich  aus  e<^F{x,y)  stets  eine  Fläche  jp=2^(ar,  y) 

A  A 

constniiren,  so  daijB  der  za  g  =  F  [x,  y)  gehörige  Integralwert  /  (F) 
kleiner  oder  gleich  dem  za  t  ^^F^Xtp)  gehörigen  Integralwert  J(F) 

wird,  und  zugleich  g^F(x,  y)  an  keiner  Stelle  eine  Tangente  be- 
sitat»  deren  Winkel  mit  der  a;y- Ebene  grOfeer  als  9  ausftfit.  Man 
gelangt  zu  einem  solchen  Winkel  9,  indem  man  diejenigoi  Stellen  ins 
Ange  fällst,  an  denen  die  Stftrke  des  Abfalles  der  Fläche  z  =  V  {t,  y) 

gegen  die  ^/y- Ebene  (d.  h.  die  Grüfse  arctaiig  -j_  ^^■?^*) 

eine  gewisse  Gröfse  überschreitet,  und  zeigt,  dafs  die  FlUche  £s^F{x,p) 
in  der  Umgebung  dieser  Stellen  stets  durch  ein  Stück  einer  Ebene 

g  mm  a»     hy  -\-  c 

oder  (am  Bande)  dmoh  nn  Stück  einer  trichterförmigen  Potentialflllche 

a(T  -f  g)  -f    (y  +  ^  1  - 

ersetzt  werden  kann  —  unter  «,  r,  a,  ß  solche  Constante  ver- 
standen, dafs  die  Ebene  bezw.  die  Tangenten  des  betreifenden  Stückes 
der  trichterförmigen  Potentialflache  gegen  die  a;y- Ebene  weniger 
steil  geneigt  sind« 

Es  sei  i  die  untere  Grenze  der  Integralwerte  J  für  alle  Fl&ehen, 
deren  Rand  durch  die  gegebene  Batimcurve  gebildet  wird.  Ans  der 
Gesamtheit  dieser  Flachen  suchen  wir  solche  Fliehen 

«  — #  — F,(ir,y),     £  ^F^(x,y),  .  ,  , 

aus,  deren  /ugehörige  Integi-alwerte 

=*=  J  bezw.         «/^(F,),         =  J(F^),  .  .  . 

sich  der  Grenze  i  nlhem.   Wir  «rsetzen  dann  jede  der  Flftohen 

g     F^j  g     F^ ,  g     JPj )  •  •  ■ 

bezw.  durch  solche  Flächen 

\  A  A 

g^Fi,  g  " jPf»  «  »Jj,  .  * 

die  an  keiner  Stelle  eine  Tangente  besitzen,  deren  Winkel  mit  der 
«y-£bene  gröfser  als  9  ausfiUlt. 

Nunmehr  suchen  wir  aus  der  unendlichen  Beihe  der  Functionen 

A  A  A 

jPi,  JPg,  F3,  . .  .  eine  solche  Beihe  von  Functionen  f^^  f^^  /si  •  •  > 
aus,  dab  der  Grenxwert 
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für  alle  diqenigen  Punkte  x,  y  inneiliBlb  der  gegebenen  ebenen 
Randcarve  existirt,  deren  Coordinaten  r,  y  rationale  Zahlen  sind. 
Da  andererseits  llr  sämtliche  Paukte  innerhalb  der  Eandcunre 

<tÄngy,  j^|<*^g9' 
««1, «,«»...) 

•naflOlt,  80  folgt  leicht,  dab  die  nnendliehe  Beihe  v«»  FonotioMii 
/ii  /s)  /si  •  *  •  ^  Innere  der  Ourre  einscUiefdich  des  Bandes 
gleichmülng  oonvergirt^  d.  h.  es  ist 

eine  stetige  Function  der  Veränderlichen  x,  y. 

Die  Fläche  z  —  t  (j:,  y)  ist  die  gesuchte  Potentialfläche.  Der 
Nachweis  hierfür  bietet  keine  Schwierigkeit;  er  gelingt  am  ein- 
fiidutea,  wenn  wir  die  Existenz  der  IGninudfimetioB,  d.  h.  die 
Losung  der  Bandwertau^be  fOr  den  Kreis  und  eine  beliebige  stetige 
Bandfonction  benuteen;  doch  Ift&t  sich  der  Kacbwos  auch  auf 
directem  Wege  erbringen. 

Neben  der  Einfachheit  und  Durchsichtigkeit  des  eben  kurz  ge- 
kennzeichneten SchlufsYerfahrens  erblicke  ich  den  HanptTorteil  der 
neuen  Methode  darin,  dafs  sie  uur  die  Minimums -Eigenschaft  be- 
nutzt und  von  der  speciellen  Natur  der  Aufgabe,  d.  h.  von  den 
besonderen  Eigenschaften  der  geodätischen  Lmie  bezw.  der  Potential- 
ftinction  keinen  Gebrauch  macht;  das  Seblnfererfabmi  ist  daher  audi 
auf  allgemeinere  Probleme  der  FlSchentheorie  und  der  mathematiseben 
Physik  anwendbar. 

Göttingen,  den  11.  October  1899. 


Bemerkung«!!  nur  Yarlatievireduiiiiig. 

Von  A«  Sommerfeld  in  Clausthal. 

In  seiner  Ai)riandlung  „Zur  Theone  der  Variationsreclinung 
und  der  Dififerentialgleichungen"  (Grelle,  Bd.  17,  18.^7)  hat  Jacobi 
ohne  Beweib  ein  Kriterium  aufgestellt,  welches  notwendig  eifüUt 
sein  muDs,  wenn  ein  Maiimum  oder  Minimum  statthaben  soll.  Nach- 
dem  noch  1853  Bertrand  die  Notwendigkeit  dieses  Kriteriums  be- 
zweifelt hatte,  gab  Weiers  traf s  in  seinen  Yoriesungen  den  ersten 
Beweis  dsfOr,  indem  er  sich  auf  das  einÜMshste  Variationsproblem 
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beächränkte.  Herr  H.  A.  Schwarz  bat,  wie  ich  au»  der  Nacli&chrilt 
einer  sdner  Y<»l«siiiigeii  ersehen  habe,  diesen  Beweis  erheblieh  Ter- 
einluht.  Ich  habe  mich  niin  ftbenengti  daae  das  Schwars'sche  Ver- 
fahren, entspretdieBd  ausgestaltet,  aneh  in  allen  höheren  FsUen  sn 

einem  einfachen  und  strengen  Beweise  des  (sinngemäfs  erweiterten) 
Jaeobi'schen  Kriteriums  führt,  z.  6.  im  Fallt*  eines  Doppelintegrals, 
welcher  den  Gegenstand  dieses  Vortrags  bilden  soU. 
VfMTgel^  sei  das  Integral 

in  welchem  F  eine  analjtisdie  Pnnction  ihrer  VerSnderliehen,  «  die 
TTnbeksnnte,  p  nnd  q  ihre  Ableitongen  nach  x  nnd  y  bedeuten. 

Die  Integiation  ist  erstrecht  über  irgend  ein  Gebiet  G  in  der  sjr- 
Ebene.   Es  soll  g  (bei  vorgegebenen  Bandwerten  auf  der  Begrensong 

von  G)  als  Function  von  r  nnd  y  si»  }>ostiinmt  werden,  dafs  J  einen 
gröDst-  oder  kleinstmöglichen  Wert  annimmt, 

Indem  man  z  um  eine  stetige,  auf  der  Begrenzung  von  G  ver- 
schwindende Function  ^  von  x  und       und  dementsprechend  p 

q  voaa.  n  —  ^  und  vexmehrt,  bildet  man  die  erste  Variation 

JTj,  d.  h.  die  Glieder  erster  Ordnung  in  derTaylor'sohen  Entwickelung 
von  J  nach  Potenzen  von  ^,  n  und  %  und  schlieM  ans  dies^  ai^ 

die  Differentialgleichung  des  Problems,  welche  man  als  erstes  oder 
Lagrange'sches  Kriterium  bezeicbm^n  kann.  Ist  letztere  gelöst, 
80  sind  des  weiteren     p  und  ^,  also  auch  die  sogleich  vorkommenden 

GrOisen       ,  . . .  bekannte  Functionen  von  x  nnd  jf. 

Darauf  berechnet  man  die  zweite  Variation  «Tf ,  d.  h.  man  be- 
stimmt die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  der  genannten  Taylor' sehen 
Entwickelung,  nftmlich 

(1)  J^^ff{A^e-\-Aui^-^A^%^-{-2A^t*-\-iA^i%-{'iAa%%)dxdy, 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

'  c*F     .        d*F  d'F     .         c*F      .  ^^F 

—  ^»  '^»'^  da*'  decp'  dzcq' 

.  d*F 

Nimmt  man  an,  dafs  aufser  ^  auch  n  und  x  innerhalb  G  siMwe 
Functionen  von  x  und  y  sind,  so  lilfst  sich  durch  geeignete 
partielle  Integration  folgendermafsen  umtormen: 

(2)  ^1  '^JJtHO dxdy  +  Jt{Pdu  -  Qdx), 

das  erste  Integral  über  das  Innere,  das  zweite  Aber  die  Begrenzung 
von  G  erstreckt.  Dabei  bedeutet  L{1)  einen  linearen  (und  sich 
selbst  a^jungirten)  Difierentialausdruck  swniter  Ordnung,  nttmlicth 
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während  P  und  Q  AbkfiTzimgett  für  die  folgenden  AnBdrttcke  sind: 

Aus  (2)  schliefst  man  nun  auf  ein  zweites  notwendiges  Kritf^riuin, 
welches  man  das  Legend re'sche  nennen  wird,  weil  es  dasjenige 
Kriterium  verallgemeinert,  welches  Legend re  für  einfache  Integrale 
angegeben  hat.    Es  besagt,  dafs  die  ([uadratische  Form 

(3)  Ä,, X^-^  2A,,XY-\-A„ 

in  dem  Gebiete  G  nirgends  indefinit  sein  darf,  dafs  sie  also  definit 
odf>r  «^fmidefinit  (d.  h.  von  positiver  oder  verschwindender  Deter- 
minante) sein  muss,  u.  zw.  beständig  ^  0  im  Falle  des  Minimuins, 
beständig  ^  0  im  B'alie  des  Maximums.  Das  Statthaben  des  Gleich- 
heitszeichens, d.  h.  des  semidefiniten  Charakters  macht  des  weiteren 
einige  Schwierigkeiten,  älmlich  wie  in  der  Theorie  der  Maxima  und 
Uinima  von  FonetifmeB  mehrarar  Yeitnderiieber  der  Fall,  wo  die 
Glieder  sweiier  Ordnung  eine  iBenudefinite  Fonn  bilden.  Fftr  die 
DüFerentialgleiclning  L{f;)  «»  0  besagt  dieses  Eiiterinm,  dafs  sie 
Ton  „elliptischem"  oder  „parabolisebem*^,  nicbt  aber  von  »hyper- 
bolischem  Tjpns**  sein  darf. 

Dios  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  als  Ja »-o hi'sches  Krite- 
rium dir  fol<;'pnde  Aussage:  Für  das  Zustandekommen  eines 
Maximums  oder  Minimums  ist  es  notwendig,  dafs  es  keine 
Lösung  u  der  Differentialgleichung  L{u)  =  0  gebe,  welche 
in  einem  ganz  im  Innern  von  Gr  gelegenen  Qebiete  g  mit* 
samt  ihren  ersten  und  sweiten  Ableitungen  stetig  und  Im 
allgemeinen  Yon  Null  verschieden  ist,  nnd  welche  auf  der 
Begrenzung  C  desselben  Tersehwindet. 

Zmn  Beweise  nehmen  wir  an,  es  gebe  eine  Lösung  u  von  den 
genannten  Eigenschaften,  und  definiren  mit  ihrer  Hilfe  die  Varia- 
tion f  das  eine  Mal  so,  dafs  die  zweite  Variation  positiv,  das  andere 
Mal  so,  dals  sie  negativ  wird.    Wir  setzen  zu  dem  Ende 

^  ^  \m  G—Sf:  «17, 

(unter  G  —  g  das  Bestgebiet  von  G  verstanden,  welches  nach  Fort- 
nehme von  g  übrig  bleibt).  Hier  bedentet  U  eine  sonst  willkftrliche 
stetige  Function  mit  stetigen  ersten  DilFerentialquotienten,  welche 
nnr  der  Bedingung  zu  genügen  hat,  auf  der  Randcurve  von  G  zn 

verschwinden  und  die  im  folgenden  erforderlichen  Differcntialquo- 
tienten  zu  besitzen,   e  setzen  wir  als  kleine  Zahl  voraus,  über  die 
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wir  so  verfügen  kSnneu,  dals  daü  V^orzeichen  der  zweiten  Variation 
nur  von  den  Gliedern  mit  dem  Factor  «  (nicht  von  denen  mit  dem 
Factor  s*)  abhängt. 

Da  nach  den  61.  (4)  aber  nicht  «  and  k  innerhalb  Q  stetig 
ist,  gehen  wir  bei  der  Bereofanmig  der  zweiten  Vaxiation  von  dem 
Integrale  (l)  ans.  Dieses  zerfUlt  in  ein  Integral  Über  G  —  ff  und 
ein  soldies  über  g.  Das  erstere  ist  nach  (4)  yon.  der  Ordnung 
so  dafs  wir  es  nicht  hinzuschreiben  branchen.  Da  andererseits  in 
dem  Gebiete  7  auch  n  und  x  stetig  sind,  so  können  wir  das  Integral 
über  g  in  die  Form  (2)  lunsetzen.  Schreiben  wir  wieder  n\ir  die 
Glieder  von  der  Ordnung  s  hin  und  berücksichtigen,  dafs  im  inin  in 
von  g  der  Wert  von  L{u)^  auf  der  liaudcurve  C  der  Wert  von  u 
verschwindet,  so  haben  wir 

(ö)  —  € ff iiL(0)d»du 

c 

mit  dem  Zeichen  andeutend,  dafs  die  Gleichheit  nur  in  den 
Gliedern  erster  Ordnung  besteht. 

Darauf  ziehen  wir  eine  Verallgemeinerung  des  Green 'sehen 
Satzes  für  beliebige  lineare  Di&rentialaQsdrüeke  heran.  Sie  lautet, 
angewandt  auf  den  sieh  selbst  acQnngirten  Differentialausdruek  L 
und  auf  das  Gebiet  fft 

ff[^L{U)  —  UL{u))  dxdy 

V 

und  geht  direct  in  den  Green' sehen  Satz  der  Potentialtheoxie  über, 
wenn  wir  A^^ »  1 ,  A^^  =  A^i  ^  Ji^^O  machen.  Unter 

den  vorliegenden  Verhältnissen  {L  (?/)  =  0  in  ^,  und  «  =  0  auf  C) 
zeigt  sie,  dafs  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  von  (d)  gerade 

gleicb  dem  zweiten  wird. 

rühren  wir  noch  die  (im  Sinne  des  Uhrzeigers  gerechnete) 
Bogeuiänge  s  als  Iiitegnii  1  >nsvariable  ein,  so  erhalten  wir  als  definitive 
Form  der  zweiten  Variation : 

unter  n  die  nach  dem  Innern  von  g  pon^y  gerechnete  Nonnale  Terstanden. 
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Nun  war  U  eine  in  weiten  Gittuen  willkürliche  Function. 
Jedenfiüls  kitnnen  wir  in  der  Weise  Uber  sie  TwfBgen,  ebb  ibre 
Werte  auf  C  das  eine  Mal  dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  der  ( }- 

Factor  in  der  letzten  Gleichung,  das  andere  Mal  das  entgegengeseteto. 
Bas  eine  Mal  wird  alsdann  «7,  positiv,  das  andere  Mal  negativ  — 
vorausg-eset/t,  dafs  der  genannte  Factor  auf  C  nicht  identisch  Null 
ist,  womuf  wir  sogleich  naher  eingehen.  Von  dem  somit  constatirten 
Vorzeichenwechsel  der  zweiten  Variation  können  wir  aber  sotort  auf 
einen  Vorzeichenwechsel  der  sog.  vollständigen  Variation,  d.  h.  aut 
das  Nichtvorhandensein  eines  Maximums  oder  Minimums  schlieüsen. 
Wir  bruioliai  zu  dem  Zwecke  nur  die  in  (i)  definiiten  Werte  von 
(  mit  einer  Zahl  d  zu  multipliciren  und  leteteie  so  Uein  zu  nehmen, 
dafs  hei  der  Taylor'schen  Entwickelung  das  Vorzeichen  der  vollstän- 
digen Variation  lediglich  von  den  in  d  quadratischen  Gliedern,  d.  b. 
eben  von  unserer  zweiten  Variation  abhängt. 

Es  hleibt  noch  der  Ausnahmefall  zu  erledigen,  wo  in  (6)  der 
Factor  unter  dem  Integralzeichen  lÄngs  C  identisch  verschwindet. 
Dies  würde  erstens  eintreten,  wenn  zugleich 

Da  nun       und  |^  nicht  gleichzeitig  längs  O  Terschwinden  kOnnen, 

ohne  dafs  u  im  Innern  von  C  identisch  vexsch windet ,  was  gegen 

die  Voraussetzungen  ist,  so  muss  A^^A^^  —  — «  0,  d.  h.  die 

Form  (3)  mufs  überall  längs  C  seraidcfinit  sein.  Verschwindet 
7vveitpn<  fl'  r  Klammerfactor,  ohne  dafs  die  Gleichungen  (7^  pirtz'^ln 
bestehen,  so  1' i  ken  wir,  daJOs  u  längs  C  constant  (nämlich  gleich 
Null)  ist,  und  duiä  daher 

du  /      \     ^"  /  V 

=  ?  cos  (w ,  x)  ,    fy  =  9  cos  {n ,  y) 

^vird,  wo  q  eine  nicht  identisch  Terschwindende  Function  von  8  ist. 
Der  frigUcbe  Factor  heifst  dann 

p       cos*  («,  Jc)  +  2      cos  (n,  x)  cos  (w,  i/)  +      cos"  (fi,  y)) ; 

sein  Verschwinden  besagt  abermals,  dafs  die  Form  (3)  längs  C  von 
semidefinitem  Charakter  sein  müfste,  oder  dafs  diese  Curve  filr 
unsere  Differentialgleichung  X  =  0  eine  parabolische  Curve  ist. 

Der  Beweis  für  die  Notwendigkeit  des  Jacobi' sehen  Eriteiiams 
ist  somit  voUstllndig  erbracht,  es  sei  denn,  dafs  die  oben  ge- 
nannte Curve  C  eine  parabolische  Curve  filr  die  Differential- 
gleichung X=0  ist  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  eine  Curve 
semidefiniten  Charakters  fftr  die  zugehörige  Form  (3) 
darstellt 
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Einen  anderen  Beweis  für  Au'  Nntwendigkeit  unseres  Knteriunis 
gieht  Herr  G.  Kobb  (Acta  Math.  Bd.  16,  1892— 93,  pag.  114), 
indem  er  einen  Satz  Über  die  stetige  Änderung  des  Integrals  einer 
partiellen  Differentialgleichung  bei  stetiger  Änderung  der  Goefficienten 
dOTselbeo  Tonrassetit» 

tthtit  Big«iiidttfl^a  «putoitisdier  Haii%IM4|^toi  im 

höheren  Ränmeii. 

Vou  J.  Sommer  in  Göttingen. 

Im  folgenden  soll  ein  Satz  fiber  geodätische  Linien  auf  qua- 
dratischen  Mannigfaltigkeiten  entwickelt  werden,  zugleich  als  An- 
wendung eines  wichtigen  Satzes  <l*^r  Variationsrechnung,  dessen 
Formulirung  iür  den  Fall  einer  unabhängigen  Veränderlichen  die 
nachstehende  ist: 

iial  ruan  ein  Problem  der  Variationsrechnimg,  in  welchem  für 
die  Yon  einem  Punkt  P  ausgehenden  Integralcurven  eine  Enveloppe 
existirti  80  folgt  am  dem  Verhalten  der  WeierBtrafs'schen  Fnnetion 
E  l&age  der  Enveloppe:  Wenn  PÄ  und  PB  swei  Ton  P  avagehende 
Integralcurven  sind,  welche  die  Enyeloppe  in  Ä  bczw.  B  berflliren, 
80  ist  das  Integral  erstreckt  l&ngs  der  Gnrve  plus  dem  Integral 
genommen  längs  der  Enveloppe  von  A  nach  B  gleich  dem  Integral 
genommen  auf  der  Integralcurve  von  P  nach  B. 

Ein  bemerkenswerter  Specialfali  dieses  Sataes  tritt  ein,  wenn  die 
Enveloppe  sich  auf  einen  Punkt  reducirt;  alsdann  ist  der  Wert  des 
Integrals  für  alle  Integiaucui  vüa  genommen  vom  Funkte  P  bis  zu 
dem  neuen  Sehnittpnakt  conatant;  dies  bedaatst  beim  Probkni  der 
geodAtisoken  Linien,  dafs  alle  Linien  gleidi  lang  sind. 

Ein  Beispiel  zn  dem  leisten  speciellen  Teil  des  Satses  ist  das 
wohlbekannte  Theorem: 

Auf  einem  allgemeinen  Elüpsoid  gehen  von  einem  UTabelpunkt 
nc^  geodätische  Linien  aus,  die  sich  in  dem,  flem  Ausgangspunkt 
diametral  peiT<^nüberUegcnden  Nabelpunkt  wioder  trollen.  Die  Längen 
der  oo^  geodätiächen  Linien  zwischen  zwei  solchen  Nabelpunkten  sind 
alle  gleich. 

Indem  wir  dieses  Theorem  zunächst  für  den  verallgemeinern, 
erhalten  wir  folgenden  Sats: 

Sats.  Auf  einer  quadzatisehen  Mannigfaltigkeit  im  J^^  mit 
der  Gleichung 

wo  <  d,  giebt  es  Linien,  die  Nabellinien,  mit  der  Eügensehaft, 
daTs  die  Indicatrix  in  jedem  Ftankt  eine  Bototionsfl&che  ist  Von 
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einein  Punkt  der  KabeUinie  gehen  oo*  geodStiache  limen  der 
Mannigfaltigkeit  «ob,  deren  En^loppe  einen  oonieehen  Doppelponkt 

besitzt,  welcher  ebenfalls  auf  der  Nabellinie  liegt,  d.  h.  es  verlaufen 
zwischen  dem  Aasgangspunkt  and  diesem  Doppelpunkt  oo^  geodft- 

tischf  Linien  von  gleicher  TJinpe. 

Kin  confocales  System  von  M^'  im  11^  sei  gegeben  durch  die 

(.•leichung 

worin  T  ein  veränderlicher  Parameter  ist;  A.  u,  v,  r,  seien  die  ellip- 
tischen Coordinaten  eines  Punktes.  In  dem  contocalen  System  gieht 
es  4  au:>gOttrtete  M^^\  welche  aut  die  Focaillüchen  führen,  analog 
den  Focalcorren  im  iZg.    Die  3  reellen  Foealfliehen  sind: 

1)  das  EUipsoid  E: 

2)  das  einmantelige  Hyperboloid  7/^: 
8)  das  sweimantelige  Hyperboloid  H^i 

Die  geschlossenen  Muniiiirffiltigkeiten  k  werden  von  den  beiden 
Hyperboloiden  in  reellen  i<abeiiinien*j  geschnitten. 

Auf  der  J/^^'  werde  mm  ein  Gurvensystem  Cg  dadurch  definirt, 
d&TB  die  Tangenten  an  diese  Garßen  gleichseitig  die  beiden  Focal- 
flSohen  und  sdineiden.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  Ton 
Aq  gehen  4  Gurven  des  Systems,  dagegen  gehen  von  einem  Punkt 
der  Kabellinie,  welche  z.  B.  iT^  ausschneidet»  oo^  Cnrven  des  Systems 
aus.  Für  das  Gurvensystem  Cg  bemerkt  man  nun  nm&chst|  dafs  es 
ein  System  geodätischer  Curven  üuf  der  3f  I**  ist. 

Tn  der  That,  es  gehen  Yon  einem  Punkt  .S  =  (a.  h,  r.  d)  auf 
der  Focalfläche  oo*  Taugenten  der  M'^  X^y  aus,  welche  zugleich 
die  Focalflttche  IJ^  schneiden.  Diese  Tangenten  berühren  Cui-ven  des 
Systems  Cg  in  Ponkten  P,  die  zusammen  anf  einer  aus  3  Zligai 
bestehenden  Linie  der  liegen;  wenn  man  dann  in  diesen  Be- 

rflhmngspankten  die  Normalen  errichtet  und  deren  Sdmittponkte 
mit  dem  7?,  z  =  0,  bestimmt,  so  ergiebt  eine  kleine  analytische 
Betrachtang  als  Gleichungen  Mr  den  Ort  dieser  Schmt^onkte: 


*)  Vgl.  meine  rniorsachung :  f^ber  Focaleigenschaften  quadratischer 
Mannigfaltigkeiten.   Math.  Ann.  Bd.  63. 
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I  [a(«-y)(/^-X,)  y-^^-y)(«-A,)XJ« 

1  (a—  pV^a— y)* 

Von  diesen  beiden  Gleichnngen  stellt  die  erste  den  Tangential- 
^  der  Focalfl&che  ff^  im  Punkt  (a,  b,  e,  d)j  und  die  zweite^  einen 
Kegel  un  Bf  g  —  0  mit  der  Spitse  im  selben  Punkt  dar.  Der  geo- 
metrische Chi  der  Schnittpunkte  der  Normalen  in  den  Punkten  P 

mit  dem  1?,  j? »  0  besteht  also  aus  2  Geraden  (j  und  //^  durch 
den  Punkt  in  dem  Tangential-i^^  dieses  Punktes  liegend.  Die 
beiden  Geraden  entsprechen  den  beiden  geschlosscueii  Zügen,  aus 
welchen  die  Curve  der  Punkte  P  besteht.  Legt  man  durcli  eine 
Tangente  SP  xmd  die  Normale  in  P  einen  J?«,  so  schneidet  dieser 
den  Tangential-A'g  des  Punktes  S  nach  y  (derjenigen  Geraden  eben, 
wekdie  die  Normale  trifft),  die  Jf^^'  Aq  wird  nach  einer  Ellipse  ge- 
schnitten. Die  der  Tangente  P8  unendlich  benachbarte  Ttogeote 
dieser  BUipse  schneidet  nun  ebenfoUs  die  Gerade  ^,  folglich  auch  die 
Focalfläche  H^^  imd  ebenso  zeigt  man,  daTs  sie  auch  schneidet; 
die  beiden  aufeinanderfolgenden  Tangenten  sind  also  Tangenten  der 
Curven  des  Systems  C^;  da  der  durch  sie  bestimmte  Schmiegungs- 
JR^  die  Normale  der  Mannigfaltigkeit  enthält,  80  sind  die  unter- 
suchten Curven  Cg  geodätische  Curven. 

Zugleich  folgt  weiter,  dafs  auf  den  Taugeutenkegel  vom  Punkt 
S  an  die  Curven  Cg  wieder  ein  Tangentenkegel  au  dieselben  Cuiven 
von  einem,  dem  eisten  unendlich  benachbarten  Punkt  «S^  der  Fläche 
nnd  auf  der  Geraden  g  folgt  Daraus  ersieht  man  leicht,  daTs 
die  oo^  Curven  (7^,  die  von  einem  Punkt  der  Nabellinie  ausgehen, 
ein  specielleres  System  bilden,  nnd  dafs  sie  sidi  alle  wieder  in, 
einem  Punkt  der  Nabellinie  vereimgen,  weil  dies  auch  für  die  Tan- 
genten zutrifft. 

Damit  ist  der  angeführte  Satz  bewiesen,  und  es  folgt  zugleich 
aus  dem  angeführten  Satz  der  Variationsrechnung,  dais  von  den  ou^ 
geodätischen  Linien  die  ao^  Linien,  welche  sich  wieder  in  einem 
I'uokt  der  Nabeüinie  treÜ'en,  duich  die  specielle  Eigenseliuft  aus- 
geuicfangt  sind,  gleiehe  Llnge  zu  besätem. 

lAüt  man  jetit  die  eigentliche  M'^^  ausarten  in  das  Innere 
eines  EUipsoids,  so  g^hen  die  Nabellinien  in  die  Foealeurven  über, 
und  die  geodätischen  Linien  in  Geraden.   Das  System  der  Cnnren 

18» 
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Cg  geht  dann  in  die  Geraden  über,  welche  die  beiden  Focalcurveu 
«dmeidfliL  Von  Jedem  Punkt  der  Focalellipse  8.  B.  gehen  oo^  soleher 
epeeieller  geodStisdier  Linien  aus,  welche  an  dem  Ellipsoid  re- 
flectut  werden  nnd  lieh  wieder  in  einem  Pnnkt  der  FoealelHpee 

treiTen.  Die  Längen  aller  der  gebrochenen  Linien  zwiaehen  zwei 
Bolchen  conjngirten  Punkten  der  Focalellipse  sind  gleich. 

Am  a.  <V  }i:iV).  i  h  f]on  Zusammf^nhang  dieser  SHtze  mit  den 
Focalcigf^n^ifliaiton  der  Flachen  2.  Grades  und  iillgemeiuor  M,^  ge- 
zeigt und  dort  iiuch  darauf  hingewiesen,  dals  die  Ableitung  ab 
Anwendung  des  au  Antaiijj  ausgesprochenen  Satzes  der  Vanations- 
rechnong  aafgefafst  werden  kann.  Die  Eigenschaften  ergeben  sich 
duxeh  die  Übertragung  bekannter  Sfttee  anf  höhere  Bftume  nnd  die 
Untenuchnng  der  Anaarfcangen. 

Die  Erweiterung  des  abgeleiteten  Satces  anf  Bäume  von  mehr  aU 
4  Dimensionen  ergiebt  lieh  leicht.  Im  treten  an  die  Stelle  der 
Nabellinien  Flächen,  deren  Punkte  so  zu  einaud<T  eonjugirt  sind,  dafs 
zwisohen  swei  derselben  oq^  gleich  lange  geodütisohe  Li^n  Terianlen. 


Zwei  nerkwfirdige  C^ntppen  des  RaHm  von  fttiif  DimeisieneiL 

Ton  Jrtedrieh  Basel  in  Leipsig. 

Killing  hat  zuerst  gefunden,  dafs  os  im  eine  vierzehu- 
gliedrige  einftdie  Gruppe  Ton  Ponkttransfonnationen  giebt.  Im 
Jahre  189B  machten  Cartan  nnd  ich  gleichseitig  (Comptes  Rendas 
Bd.  116,  S.  784  IT.;  vgl.  auch  Theorie  der  Transformationsgmppen 
Bd.  in,  S.  768 f.)  swei  Gruppen  des  It^  bekannt,  die  beide  die  von 
Killing  angegebene  Zusammensetsnng  haben,  und  ich  bemerkte  ina- 
hesondfre,  dafs?  diese  beiden  Omppen  durch  eine  V^-nihningstmns- 
foniK'lion  mit  einander  ähnlich  sind.  Neuerdings  hat  Kowalewski 
in  seiner  Habilitationsschrift  (Leipziger  Berichte  1Ö99)  nachgewiesen, 
dals  diese  beiden  Gruppen  die  einzigen  primitiven  Gruppen  von 
Pnnkttransformationen  des  i?^  sind,  die  aufser  den  von  vornherein 
angebbaren  primitiven  Gruppen  voifaanden  sind.  Ich  wiD  jetzt  einige 
Eigenschaften  der  beiden  Gruppen  besprechen. 

Die  eine  der  beiden  Gnippen  kann  so  deflnirt  werden:  Man 
denke  sich  im  Jt^  einen  linearen  Complez: 

Durch  jeden  Punkt  des  R^  gehen  oo^  Complexgerade,  die  ein 
ebenes  Bündel  bilden,  nnd  in  dem  projeetiTen  JR|  dieser  oo*  Greraden 
ist  durch  den  Complez  (l)  eben&lls  ein  Uneaiw  Gomplex  beetunmt 
Jeder  rationalen  Cnrve  3.  0.  dieses  J^,  die  dem  betreffenden 
Complexe  des  72,  angehört,  entspricht  im  ein  Ton  Geraden  des 
Gomplezes  (1)  gebildeter  rationaler  Kegel  3.  0.,  Ton  dem  man 
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ebenfallB  sagen  kann,  dafs  er  dem  Compleie  (1)  angehört.  Wir 
wBUen  amen  dieser  Kegel  3.  0.  aus,  nlmlich  den,  dessen  Spitse 
der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  des       ist,  nnd  snehen  alle 

Geraden  dos  Cumploxps  (1),  die  diesen  unendlich  fernen  Kegel 
schneiden.  Die  Bchar  dieser  Geraden  ist  genau  ftlnffach  unendlich^ 
und  durch  jeden  Punkt  des  J?r,  geben  Oü^  solche  Gerade,  die  alnea 
dem  Complf  X(>  '  1  )  angehörigen  Kegel  3.  0.  bilden. 

Die  e\h  ii  tJt  lmirte  Schar  von  oo*  Geiuden  gestatLet  (üiie  vierzehn- 
gliedrige  (iru()pe  von  Punkttransformationen  des  i»^,  und  das 
ist  die  eine  der  beiden  im  Eingänge  erwähnten  Gruppeu.  Die 
swelta  Gmppe  erhilt  man,  wenn  man  dureh  ein«  BaUhnrngs- 
transfonaation  des  J!^  jene  eben  eikttrten  oo'  Geraden  als  Punkte 
eines  neuen  Baames  einfthrt  Wfthlt  man  die  Goordinaiten 
Ci,  .  .  .  ^  des  tt^  in  geeigneter  Weise,  so  besteht  die  <S)|^  aus 
idlen  Punkttransformationen  des  die  das  System  der  drei 
Pfaffschen  Gleichungen 

invariant  lassen;  dieses  System  drückt  die  Bedingungen  aus,  unter 
denen  zwei  unendlich  benachbarte  jener  oo^  Geraden  des  einander 
schneiden. 

Das  Merkwürdige  ist  nun,  dafs  auch  das  System  (2)  wieder 
eine  bei  der  &n  invariante  Schar  von  oo*  Geraden  des  he- 
^timmt,  und  dafs  diese  oo*  Geraden  bei  der  Berührungstrans- 
ionnation,  die  den  l  hergang  von  der  G^^  zur  ©j^  vermittelt,  eben 
den  csQ^  Punkten  des  Jlr^  entsprechen.  Wir  haben  also  hier  einen 
ähnlichen  Fall  wie  bei  Lies  berühmter  Berührungstraust'urmation, 
die  die  Geraden  des  It^  in  die  Kugeln  überführt,  denn  diese  yer^ 
wandelt  ja  einerseits  die  oo'  Geraden  eines  linearen  Complexes  in 
die  Punkte  nnd  andrerseits  die  Punkte  in  die  oo'  Geraden,  die 
den  imagin&ren  Eugelkreis  schneiden.  Da  unsre  Giuppen  G^^ 
und  (Sj4  im  Haume  von  fünf  Dimensionen  ebenso  einzig  in  ihrer 
Art  sind,  wie  die  projective  Gruppe  eines  linearen  Complexes  und 
die  eonfomie  Gruppe  im  gewöhnliehen  Räume,  so  ^vii'd  unsere  Be- 
rülirungötransfonuation  im  7?-,  eine  ähnliche  Rolle  spielen,  wie  die 
Liesehe  im  gewöhnlichen  Kauine.  Freilich  ist  dadnreh  ein  wesent- 
licher Unterschied  bedingt,  dals  von  den  beiden  Gmppen  G^^  und 

keine  projectiv  oder  mit  einer  projectiven  ähnlich  ist. 

Das  System  (2)  ordnet  jedem  Punkte  a^,  .  .  .  des  tR^  ein 
ebenes  Btlndel  von  oo^  dnrch  ihn  gehenden  Geraden  su,  das  eine 
ebene,  zweiüscb  ausgedehnte  Mannigftltigkeit  bestimmt.  Die  Glei- 
chungen dieser  Üannigfoltigkeiten  lauten: 
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LHfst  man  don  Punkt  (tj,  ...  o,-,  awf  finpr  der  ^^""^  durch  (2)  dc- 
finirton  Geraden  waiidorn,  so  dreht  sich  die  zugeordnete  Ebene  (3) 
um  die  betreffende  Oerado. 

Die  Gleichungen  (3)  bestimmen  eine  Beriihrungstransformation, 
bei  der  die  Punkte  des  Oi^  iu  die  oo^  ebenen  Maonigfaliigkeiien  (3) 
ttbergeben  und  umgekehrt,  und  bei  der  sugleioh  die  Gruppe 
und  die  Schar  der  frfiher  erwfthnten  oo*^  (Geraden  inTariant  hldbt 

Da  die  Schar  der  oo^  Mannigfiiltigkeiten  (3)  offenbar  bei  der 
Gruppe        invariant  bleibt,  so  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Inbegriffe 
aller  in  diesen  Mannigfaltigkeiten  enthaltenen  Linienelemente.  Dieae 
werden  durch  die  Gleichungen  (3)  und 

(4)  tili  —  ji^L^h  -  flsf'Ji)  0 

bestimmt,  aus  denen  man  durch  Elimination  der  erh&lt: 

(5)  iljj  +  2dj,df5  +  =  0} 

folglich  bleibt  auch  diese  Gleichung  bei  unsrer  invariant,  das 
heilst:  die  kann  durch  geeignete  Wahl  der  Yerftnderliehen 
jTi,  .  .  .  ^  Untergruppe  der  conformen  Gruppe  des  9^ 
tibergeflihrt  werden. 

Die  Gloiohung  (6)  ordnet  jedem  Punkte  des  Ül-  einen  Kegel 
von  00^  Kichttmgen  zu,  auf  dem  das  durch  (2)  bestimmte  Büschel 
von  00^  Kichtuncren  üpgt;  es  priest  dalior  in  jedem  Punkto  des 
noch  ein  cljonos  Bündol  von  laicht ungen,  das  mit  dem  durch  (/)) 
bestiminten  Kegel  gerade  das  durch  (2)  deiiniite  Büschel  von  Rich- 
tungen doppeltzühlend  gemein  hat.  Hierin  liegt,  dafs  unser  (r,^  auch 
noch  ein  System  von  zwei  Pfaff sehen  Gleichungen  invariant  läM. 

Die  Gleichung  (5)  definirt  im  91^  eine  Schar  yon  00^  Geraden, 
die  wir  kurz  als  Psendominimalgerade  bezeichnen  wollen.  Jede 
dieser  Geraden,  die  nicht  auch  noch  den  Gleichungen  (2)  genttgt, 
liegt  auf  einer  und  nur  einer  der  a:^  Ebenen  (3),  und  umgekehrt 
ist  jede  Gerade,  die  einer  der  00^  Ebenen  (3)  angehört,  eine  Pseudo- 
minimal gern  de. 

Die  Schar  der  ck;''  (reraden,  die  das  Pfaffsehc  System  {ß) 
befriedigen,  steht  nun  zu  der  Schar  aller  Oü'  Päeudominimalgeraden 
in  eiuer  Beziehung,  die  grofse  Ähnlichkeit  hat  mit  der  Beziehnnt^ 
zwischen  den  00''  Geraden  eines  linearen  Complexes  iiu  gewölmlicheu 
Baume  und  den  sämtlichen  00*  Geraden  dieses  Baumes* 
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Ober  GomplmufveA  ud  ein  Theoicm  Ten  Ue. 

Von  Konrad  Zindler  in  Wien. 

Es  wnr<le!>  aus  den  Bedingimgeu,  diifs  eine  Regeltliuhe  pinoni 
(durch  seine  Monge'sche  Differentialgleichung)  gegebenen  Complex 
angehören  und  zugleich  abwickelbar  sein  soll,  zwei  (lleichungen 
hergeleitet.  Aus  diesen  erhält  man  für  die  Aufgabe,  die  sämtlichen 
Gurven  des  Complexes  zn  fiadan,  eine  gewöhnliche  Differerential- 
gleidiung  erster  Ordnimg,  die  untor  Umständen  neben  der  ursprüng- 
liehen  Monge' sehen  Gleiohnng  nüiitHch  sein  kann;  sie  enthält  der 
Natur  der  Sache  nach  noch  willkürliche  Functionen. 

Hierauf  wurde  (zunächst  an  Beispielen)  gesagt,  dafo  der  Sats 
von  Lie,  wonach  die  Torsion  einer  romplexeurv©  nur  vom  Linien- 
elenieut  abhängen  soll  (Geom.  d.  üerühnmgstransf.  P.  308  ),  nicht 
allgemein  richtig  ist;  schliefslich  wurde  der  Fehler  im  Beweise 
Lie's  angegeben*).  (Eine  ausführlichere  Mitteilung  wird  in  den 
Mouatsh.  t.  Math.  u.  Phys.  Bd.  XI  erscheiuou.) 


Über  byperboleidiaehe  Oerade. 

Von  K.  DoeUemaim  in  München. 

Es  handelt  sich  um  fc!n-pn<b'  Ratze: 

Ist  eine  Fläche  2.  Klasse  gegeben,  Ije/ogeu  aul"  ein  Fuudann  ui  *  I- 
Tetraeder  ABCD^  und  ein  beliebiger  Zahleuwert  «,  so  kann  nuui 
ein  neues  Tetraeder  Ä B' C D'  in  folgender  Weise  bestimmen;  Um 
s.  B.  die  E<^e  Ä  zn  finden,  legt  man  dnrch  die  Kanten  BC^  CD,  DB 
Ebenen,  welche  mit  den  durch  diese  Kanten  bezw.  an  die  Fläche 
gehenden  Tangentialebenen  und  mit  der  Tetraederfläehe  BCJy  je 
ein  Doppelverhältnis  vom  Werte  «r  bilden.  Diese  3  Ebenen  schneiden 
sich  im  Punkte  A'.  Dann  gehören  die  vier  Verbindungslinien 
AA\  BJY^  CC\  DD'  der  gleiclien  Regelscliar  eines  Hyperboloids 
an,  sie  haben  ebenso  wie  die  Vt^iden  Tetraeder,  hjperboloidische  Lage. 

Die  12  Ebenen,  die  zur  t'onstructiou  benutzt  wurden,  berühren 
eine  Fläche  2.  Klasse. 

L&Tst  man  a  variireu  und  betrachtet  die  ganze,  für  jeden  Wert 
sieb  eigebende  liegelschar,  so  bilden  alle  diese  Geraden  eine  Strablen- 
oongmenz  von  der  3.  Ordnung  und  Ton  der  9.  Klaase.  Die  Pnnkte 
A\  B^.  C,  JX  rflcken  bei  yariablem  «r  auf  vier  Geraden  0,  hm  <2 

*)  Auch  Demonlin  war  (worauf  mich  Herr  Sclieffers  aufmerksam 
machte)  zu  demselben  Satz  gelangt,  hat  ihn  spater  zurückgezo^n  und 
duieh  einen  fichtigen  ersetst.  8.  Comptes  Bemaus,  Bd.  1S4  (Mai  1897), 
8. 1077-1079. 
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fort.    Diese  gehen  bezw.  durch  die  Ecken  C,  2)  immer  und 

nur,  wenn  AB  CD  ein  Polartetraeder  der  Flttche  2.  Klasse  ist. 

Analoge  Sätze  gelU*n  für  die  Flflcbe  2,  Hrdniing  sowie  flir 
einen  Kegelschnitt.  Nimn^t  man  als  Flärh»  l\  Klasse  speciell  den 
imaginären,  unendlich  lernen  Kugelkreis,  so  bilden  je  drei  der  be- 
nutzten Ebenen  mit  der  betreifenden  Tetraederfl&che  den  gleiddeu 
Winkel,  etwa  6,  und  es  folgt: 

Svtst  man  anf  die  FUehen  eines  Tetraeders  P^rramiden  Ton 
gleiofaer  Neigung  so  liefern  deren  Spiisen,  mit  den  gegenUber- 
liegenden  Tekaedeieeken  verbunden,  Tier  hyperboloidisdie  Gerade. 

WftUt  man  d      ^,  so  ergiebt  sich  der  Steiner'scbe  Sats,  dafs 

die  4  H(3hen  eines  Tetraeders  einem  Hyperboloid  angehören. 

Im  übrigen  vergleiche  man  meine  Arbeit:  Ueber  hyperboloidische 
Gerade,  die  sich  aus  einem  Tetraeder  und  einer  Fläche  2.  Ordnung 
ableiten  lassen.   Archiv  für  Math,  nnd  Physik,  Bd.  XVn,  1899. 


Über  ein  Beispiel  des  Herra  Boltmain  zu  der  Meehaiik 

▼on  Berts. 

Von  A.  BrUl  in  Tfibingen. 

In  dem  Jahresbericht  der  Deiifschpn  Mathematiker -Vereinigrmg 
für  189H  weist  Herr  Boltzmanu  aul  den  Mangel  an  geeigneten 
Beispielen  iuu,  die  daä  Her 1 2  sehe  Buch  über  Mechanik  dem  Vcr- 

stibidnis  uMhar  bringen  kfinntti,  nnd  geht 
seinerseitB  in  dankenswerter  Weise  mit  der 
Angabe  eines  solchen  Toran.  Ihr  ersetst  die 
Bewegung  einer  ToUkommen  elastischen  Engel 
im  Innern  einer  Hohlkugel  im  Sinne  von 
Hertz,  der  weder  Fenikrilfte  noch  elastische 
Kräfte  in  *\em  geläufigen  Sinne  kennt  ,  son- 
dern statt  dessen  mit  starren  Verbindungen 
der  Massen   arbeitet,  durch   die  Bewegung 
eines  Systems  vuu  zwei  durch  ein  (Jeleuk  ß 
mit  einander  Terbundenen  masselosen  StSben 
ÄS^  .BC,  an  deren  freien  Enden      C  sich  Ufaasenpnnkfce  befinden, 
wihrend  die  Gelenkstelle  B  einen  Punkt  TOn  Tersehvindend  kleiner 
Masse  trägt. 

In  der  That,  wenn  man  aeh  die  Stabbewegung  etwa  dadurch 

vereinfacht  denkt,  dafs  der  eine  Kndpunkt  A  festgehalten  wird,  und 
für  diesen  Fall  das  Princip  der  leliendigen  Kraft  und  das  der  Flächen- 
räume anschreibt,  bezogen  auf  ein  ebenes  Coordinaten System,  das 
den  Punkt  A  zum  Ursprung  hat,  und  dessen  Ebene  durch  A  und  die 
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Anfangsgesohwincligkeit  von  C  bestimmt  ist:  so  lA&t  sich  au  der 
Combintttion  dieaer  Gleiohimgen  der  SchlniSs  xiehen,  dals  die  gerad- 
linige Bahn  CC^,  die  bei  verschwindend  kleiner  Masse  B  der  End- 
pni^  C  des  StÄbepaares  einschlägt,  tind  die  an  der  Stelle ,  wo  die 

Stäbf»  einen  gestreckten  Winkel  AB^C^  =  n  bilden,  sich  in  eine  andere, 
wieder  fjprndliniiE^e  Bahn  verwnndclt,  mit  der  Gera'Irn  AB^C\  den- 
selben Winkel  bildet,  wie  diejenige,  in  der  C  weitergeht.  Die  un- 
endlich kleine  Masse  B  nimmt  in  dem  Augenblick,  in  dem  die  Bahn 
von  C  ihre  Eichtuug  ändert,  die  lebendige  Kratt  aal,  deren  Träger 
sonst  C  ist)  und  hitfk  durch  ihre  in  diesem  Moment  unendlich  groise 
Oeaehwindigkeit  Uber  den  „toten  Pnnkt"  der  gestreckten  Lage 
hinweg. 

Dies  aber  ist  eben  das  Bild  der  Bewegung  eines  vollkommen 
dastischen  Balles  vom  Badiiis  ^,  der  sich  ohne  Kräftewirkung  in 
einer  Hohlkugel  vom  Tnnenradins  AB  -\-  BC  q  bewegt.  Herr 
Bolt'/mann  lafst  die  Stilbi-  Alf,  li<J  gleich  lang  sfin,  damit  der 
Mittelpunkt  des  Balles  durcii  den  der  Hohlkugel  gehen  kann.  — 
Macht  man  aber  AB=^  BC\  und  wühlt  mau  die  Anfangsrichtung  CC^ 
von  C  so,  dalä  der  Winkel  ABC  der  beiden  Stäbe  einmal  gleich 
Null  wird,  so  TerhUt  sieh  der  Massenpnnkt  C  an  dieser  Steile 
gerade  so  wie  an  der  Stelle,  wo  -^ABC  —  «  wiid.  Er  springt 
nSmHi^  anter  demselben  Winkel  gegen  ÄC^  ab,  utiter  dem  er  an- 
kam, und  das  System  verhält  sich  wie  eine  elastische  VoUkngel  vom 
Eadios  ^,  die  —  im  Innern  jener  Hohlkugel  —  auf  eine  lu 
dieser  concentrische  Vollkugel  vom  Badins  AB  —  BC  —  f  (bezw. 
BC  —  AB  —  q)  auftrim. 

Diese  Modification  liefert  somit  das  von  Herrn  Boltzmann  a.a.O. 
gewünschte  Biid  des  elastischen  Stofses  von  zwei  Vollkugeln.  Will 
man  die  Complication  mit  der  Hohlkugel  vermeiden,  so  lasse  man 
die  beiden  Stftbe,  bei  glei- 
cher liEngendifferenz,  an- 
begrenzt wachsen.  Oder 
aber:  Man  nötige  den  End- 
punkt B  des  Gelenkes  B  C, 
den  Trager  der  unendlich 
kleinen  ^fasse,  statt  auf 
einer  Kugel  vom  Radius 
ABj  aut  einer  geradlinigen 
„Führung"  (etwa  einer 
B9hze  mit  Schlitz)  PQB 
za  bleiben,  die  dnioh  einen 
Ann  AQ  _L  PQB  in  oonstaatem  Abstand  AQ  von  dem  festen  Punkt  A 
gehalten  wird,  so  also,  dafs  sie  immer  Tangente  der  Kugel  vom 
Radius  AQ  bleibt,  deren  Mittelpunkt  A  ist.  Ist  der  Endpunkt  C 
des  Stabes  BC  dw  Trttger  einer  endlichen  Masse,  und  AQ^BC^ 
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so  lukt  man  wieder  das  Bild  des  elastisehen  StoJses  von  zwei  Voll« 
kugeln.  Der  Gedanke  zu  der  letztorwftlmten  Anordnung  rührt  von 
Hetm  Finster  walder  her. 

Alle  diese  Bilder  beschränken  sieh  fibrigens  auf  die  Darstellung 

des  Stofses  von  glatten  Kngpln;  sie  vprsagon,  wenn  Reibungf  in  Yer- 
bindnng  mit  dieherKlrr  Tiowegung  der  Kugeln  den  Ausfalläwinkel 
und  die  Ausfailsebeue  ändert. 

Die  Beispiele  für  verborgene  Masse  und  Bewegung,  die  Hertz 
vorgeschwebt  haben  mögen,  als  er  an  einen  Ersatz  ffir  die  in  der 
Natnr  auftretenden  FeniMfte  daehte,  sind  jedoch,  wiewohl  er  immer 
nur  Ton  „starren  Verbindungen*^  spricht,  kaum  Stab-  oder  sonstige  diserete 
Massen-Systeme,  sondern  wohl  eine  den  Raum  gleichförmig  ausfüllende, 
in  sich  selbst  verschiebliche  Materie.  Denn  eben  mit  Beziehung 
hierauf  weist  die  Einleitung  (Mechanik,  S.  'M)  auf  die  v.  Heim- 
holt 7 'sehe  Theorie  der  verborgenen  Bewegunirfn  Inn,  die  raun  in 
dessen  Abliandlungeu  über  monocyklische  Systeme  und  über  das 
Princip  der  kleinsten  Wirkung  (Joum.  ftU"  Math.,  Bde.  97,  100)  ent- 
wickelt findet,  wo  auf  tlüssige  und  gasförmige  Körper  exemplilicii't 
wird;  ferner  auf  die  Vorstellungen,  zu  denen  If  axwell  (in  seinen  Auf- 
sätzen; Über  phjwkalische  KrafOinien  und:  A  djnamical  theoiy  of  the 
elecfaromagnetic  field,  Philos.  Trans.  Lond.  1864  u.  s.  w.)  gelangt  ist, 
wonach  man  aich  zwischen  zwei  aus  der  Feme  scheinbar  auf  einander 
wirkenden  Massen  ein  „verborgenes**  flfissiges  Mittel  eingeschaltet 
zn  denken  hat,  das  mit  den  sichtbaren  Massen,  nach  der  Aus- 
di'ucksweise  von  Hertz,  „gekoppelt"  ist,  und  dessen  Wirbel  oder 
anderweitige  cyklische  adiabatische"  Bewegnugen  di»'  Träger  einer 
gewissen  Menge  von  kinetiseher  Energie  sind,  web  lie  die  jj^ewöhn- 
liche  Mechanik  aU  potentielle  Energie  der  sichtbaren  Massen  anzu- 
sprechen pflegt;  Hertz  weist  femer  hin  auf  Lord  Kelvin's  Wirbel- 
theorie der  Atome  u.  s.  f. 

Allerdings  findet  man  im  Texte  selbst  Vorstellungen  dieser  Art 
nicht  entwickelt.  Ja,  die  Aussage  von  Hertz  über  die  Gestalt 
der  zulässigen  Bedingungsgleichungen ,  welche  die  starren"  Ver- 
bindungen definiren,  die  bei  ihm  an  Stelle  der  KrUfte  treten,  scheint 
dieser  Annahme  zu  widersprechen ,  indem  blofs  entweder  endliche 
Gleichungen  zwischen  den  Coordiuaten  oder,  neben  einer  mürrliehen 
Lage  des  Systems,  homogene  lineare  Gleichungen  zwischen  den 
Dil t'ercu t lale u  der  Coordinaten  des  Systems  (129)  zugelassen 
werden,  —  eine  Form,  in  die  sich  nach  S.  43  der  Einleitung  alle 
Zusammenhinge  der  Natur  mü&ten  einkleiden  lassen.  Setzt  man 
nun  ein  raumerftlUendes  Zwischenmittel  Toraus»  das  jedenfolls  als 
incompressibel  anzunehmen  wäre,  so  drückt  sich  bereits  die  Bedingung 
der  Unzusammendrtickbarkeit  nicht,  wie  Hertz  es  verlangt,  als  end- 
liche Gleichung  zwischen  Coordinaten  aus,  sondern  es  treten  z.  B. 
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in  die  Lagrauge'sche  Incorapressibilitllts- Bedingung  die  partiellen 
Diffei^ntialquotienten  der  Coordinaten  s  eines  Sjstempunktes 

nMh  dm  Anfangswertoi  a,  6,  c  denelbfln  ein.  —  Fa&t  man  aber, 
wie  dies  Lagrange  aelbet  gethao,  diese  Bedingung  als  den  Auadmck 
der  rein  geometrischen  Thatsache  auf,  dafs  der  Inhalt  des  anfangs 
Ton  den  Punkten  (a,  fe,  c);  {a  -}-  d«,  fe,  c);  (rt,  b  -f-  dh^  c);  (</, 
c  4"  ^'c)  gebildeten  Tetraeders  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändert,  so 
gewinnt  aueli  diese  Gleichung,  wie  man  leicht  zo'igt  (Mitteil.  d.  niath.- 
natmw.  Yoreins  in  Württemberg  19()()>,  die  von  Hertz  ziigcln  '•»»ne 
Form  einer  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  von  vier  (unendlich 
benachbarten)  Systempunkten;  sie  sagt  eben  nur  die  „starre  Ver- 
bindung zwischen  den  kleinsten  Teilen"  aus  (Einl.  S.  49). 

Den  Übergang  von  disoreten  ni  oOttünnirHch  eine  Linie  er- 
flUlenden  Massenpnnkten  kann  man  übrigens,  ohne  der  Hertz' sehen 
Anfiisssiing  su  nahe  za  treten,  auch  an  den  oben  betraehteten  Stab- 
Systemen  vornehmen,  indem  man  von  2  Stäben  zn  «i,  und  schliefs- 
lich  zu  einor  imausdehnbaren  Kette  übergeht,  für  welche  sich  wieder 
eine  ÜedingimgsgleiLlmnjj  mit  partiellen  Differentialquotienten  (vgl. 
z.B.  Ronth-Sehepp.  Dynamik,  II,  §  602)  er^nebt. 

Ein  Medium,  ausgestattet  mit  Eigenschaiteu  der  bezeichneten 
Ai%  mag  sich  Hertz  auch  in  der  Umgebung  zweier  sich  stofsenden 
elastischen  Körper  gedacht  habeu,  iuhig,  diejenige  lebendige  Krait, 
die  im  Moment  des  Contaots  frei  wird,  eine  kurze  Zeit  lang  aofzn- 
nehmen,  tun  sie  dann  wieder  an  die  sichtbaren  Massen  abzugeben 
(No.  733).  Indessen  erldftrt  er  sich  darüber  nicht  nilher,  verweist 
vielmehr  „die  Einzelbetrachtnng  dieser  besonderen  Verhältnisse  (beim 
Btors)  aus  dem  Gebiet  der  allgemeinen  Mechanik"  (ebd.)  ansdrüek- 
lieh  hinaus.  Nichtsdestoweniger  wird  man  Herrn  Boltzmann  zu- 
stimmen müssen,  weuu  er  durch  das  von  ihm  hehandolte  Beispiel 
gerade  diese  besonderen  \'f^r}ifiltnisse  in  den  Mittelpunkt  der  Erörte- 
rung über  Hertz'  Mechanik  rückt. 

Zusatz.  Nachtrüglich  kommt  mir  die  Kede  '/.\x  Gesicht,  die 
Herr  fioltzmann:  „Über  die  Entv^cUung  der  Methoden  der  theore- 
tischen Physik  in  unserer  Zeit,**  in  einer  der  allgemeinen  Sitzungen 
der  Mflnchener  Naturforscher- Versammlung  gehalten  hat  (S.  diesen 
Jahresberichts.  71  ff.).  Hiemach  steht  Herr  I^oltzmann  hinsichtlich 
der  Deutung  der  yerborgenen  Massen  der  Hertz  sehen  Mechanik  auf 
einem  ganz  anderen  Standpiuikt.     Denn  er  erklärt: 

..Dif  Stnictur  der  ehemals  gebrHuehliehen  Medien  [das  flüssige 
eiubegnttenl  und  auch  des  Max well'schen  Liehtiithers  darf  ihuen 
(den  verborgenen  Maasen]  nicht  beigelegt  werden,  da  ja  in  allen  diesen 
Medien  solche  Kiätte  wirkend  gedacht  wurden,  welche  Hertz  gerade 
ausschliefst** 

Die  Erifte,  die  in  ^er  wirbelnden  incompressiblen  Flüssigkeit, 
auf  die  keine  iufseren  KrSfte  wirken,  auftreten,  haben  von  Helm- 
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hoÜE  und  Maxwell  allein  aus  den  hydrodynamischen  Gnindgloi- 
chongen  und  der  IncwmpresnbUitftfcs-Bedingiiiig  abgeleitet.  DaXs  die 
letztere  die  auch  von  Hertz  zugelassene  Form  hat,  glaube  ich 
nachgewiesen  zu  haben.  Auf  Grund  dieser  einen  Gleichung  leitet 
nun  Lagrange  das  System  der  hydrodynamischen  Gleichungen  mit 
Hilfe  allein  des  d"  Alembert'fechüu  Piinci]  ^  ;ib.  Über  das  letztere 
verfügt  aber  auch  Hertz;  denn  aus  der  i  urmulH-ung  debselbeu  lu 
No.  393  ergiebt  sich  sogleich  die  von  Lagrange  benutatte  GliiMinng» 
wenn  man  die  GoordüiAtenniwftcbse  oicfat  als  mdgliche  oder 
viitnelle,  e<mdeni,  nadi  dem  Vorgang  der  Mieanique  analytique  T.  II, 
Sect.  rv,  Kr.  11,  als  von  «nander  unabhlagige  Verrttckungen  be- 
handelt^ indem  man  die  zwischen  ihnen  bestehenden  Bedingungs- 
gleichungen,  mit  unbestimmten  Multiplicatoren  versehen,  zur  linken 
Seite  der  erwähnten  Gleichung  addirt.  Hat  man  aber  das 
d'Alembert'sche  Frincip  in  diese  Form  gebracht,  so  vollzieht  sich, 
im  Sinne  der  Anmerkung  zu  No.  G  der  Hertz'i>chcn  Mechanik,  der 
Übergang  von  einer  endlichen  Zahl  vou  Massenpunkteu  zu  unendlich 
vielen,  und  von  da  zu  den  flüssigen  Massen  mit  Hilfe  jener  Bediugimgs- 
gleichung  genau  wie  bei  Lagrange  (Mecauique  analytiqne  T. 
Sect  IT,  17;  Seet  XI,  3ff.).  Es  ist  also  nicht  abznsehen,  warum  die 
verborgenen  Massen  bei  Herta  nicht  auch  flflssige  Hassen  sein  kennen. 

Tübingen,  7.  Norember  1899. 


Die  GiK>metrie  der  Dynamen. 
Von  B>  Btody  in  Qreifswald. 

„Djname**  hat  Pill  eher  u.  a.  ein  System  von  Kr&ften  gemannt, 
die  an  einem  starren  Körper  angreifen.  Als  „Geometrie*'  der  Dj« 
namen  kann  man  daher  die  Lehre  von  der  Darstellung  der  Systeme 
von  Kräften  durch  geometrische  Figuren  und  von  der  darauf  zu 
gründenden  oonstructiven  Zusammensetzung  einzelner  Kräfte  wie 
ganzer  Systeme  bezeichnen,  nnd  man  kann  dazu  auch  noch  eine 
Reihe  geometri.scher  Sätze  rechnen,  die  auf  den  gemeinten  Con- 
structioneu  beruhen.  Es  gehören  dahin  u.  a.  Eigeüscliafteu  der 
sogenannten  Nullsysteme,  femer  die  bekannte  Eegel  für  die  Zu- 
sammensetzung infinitesimaler  Bewegungen. 

Der  Yerfiftsser  hat,  einer  ehrenvollen  Aufforderung  des  Vor- 
standes der  Beuteehen  Mathematiker-Vereinigung  Folge  leistend,  in  der 
mathematischen  Section  der  Naturforscherversammlung  zu  Mfinchen 
einen  Vortrag  ttber  eigene  (zumeist  bis  jetzt  nicht  veröffentiiehte) 
Untersuchungen  gehalten,  deren  Ziel  ist,  die  erwähnte  Qmppe  von 
Sätzen  als  einen  Teil  eines  ^rrölseren  Ganzen  nachzuweisen ,  einer 
„Geometrie  der  Dynamen''  in  Euklidischen  und  Kicht-Euklidischen 
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Mtsnigfaltigkeiteii.*)  Die  fblgende  MitteUung  bringt  in  erweiterter 
FMiung  d«ii  Inhalt  dieies  Yortrags.  Es  wird  nur  der  BoUidiflche 
•Baum  betrachtet;  wir  wollen  aber  Tersuchen,  In  dieser  Beeehrftnkung 
einen  einigermafsen  vollständigen  Überblick  über  die  Thatsachen  zu 
geben,  die  im  Mittelpaukt  der  gemeinten  Theorie  stehen.  Dabei 
werden  wir  auf  eine  genaue  Angabe  der  Voraussetzungen  eines  jeden 
Hatzes  verzichten,  um  die  Grundgedanken  desto  deutlicher  hervor- 
treten zu  lassen:  Eine  Beeprecbung  von  Einzelheiten,  wie  sie  die 
nicht  immer  ganz  einfache  Erörterung  gewisst^r  Grenzfalle  mit  sich 
bringt,  würde  dem  Zwecke  einer  schnellen  Orieutirung  nicht  tcirder- 
lieh  sein.  Eine  exacte  Fasanng  der  folgenden  nur  allgem^en'* 
riebtigen  Sitie  wird  man  in  einer  im  Druck  befindlichen  Arbeit  des 
Verfaeaers  finden,  die  demnftofast  im  Verlage  von  B.  G.  Tenbner 
in  Leipzig  erscheinen  wird.  Hervorgehoben  werden  mag  jedoch  noch, 
dafs  in  allen  Ausnahmefällen  an  Stelle  der  angegebenen  Gon- 
structionen  einfachere  treten,  und  dafs  wenigstens  die  durch  eine 
Figur  «largestellte  Construction  (Nr.  HI,  1)  unter  allen  Umständen 
angewendet  werden  kann.   

In  der  folgenden  äommarischeu  Aufzählung  reproducireu  wir 
unter  I  und  II,  a  knn  die  Definitionen  and  LehraUse,  die  den  Kern 
dessen  bilden,  was  in  LehrbOcfaem  der  Mechanik  Uber  miseren  Gegen- 
stand vorgetragen  sa  werden  pflegt.  Die  „Intenait&t'*  einer  &aft 
wird  hier  als  positiver  und  negativer  Werte  f&hig  gedacht  Über 
das  Vorzeichen  entscheidet  eine  der  Wirkungslinic  der  Kraft  nach 
Belieben  beizulegende  Richtunp,  und  diese  se1l>e  Richtung  entscheidet 
dann  auch  über  den  Sinn  ein»>r  pn«itivon  Drehurii:  nni  «lie  Wirkunpslinie, 
also  über  die  Vorzeichen  der  W  inkel  von  Ebenen  durch  diese  Gerade. 

I.  Die  geometrische  Addition  der  Vectoren. 

Ein  Vector  iß'^  ist  ein  i^aar  eigentlicher  (im  Endlichen  tje- 

legener)  Punkt«  r^.  Ein  ^'rct.»r  darf  beliebig  parallel  verschol>eu 
werden.  (  Definition  der  (Ueicfirieit  von  Vectoren.)  Alle  Vectoren 
mit  zuhaiiitnenfallenden  Punkton  |,  fj  werden  als  einander  gleich 
betrachtet  und  gleich  Null  gesetzt.    (Üetinition  des  Vectors  Null.) 

Vectoren  33]"^  und         mit   gemeinsamem   Anfangspunkt   o  werden 

durch  die  Parallelogramniconstruction  „geometrisch  addirt",  zu  einem 

neuen  Vector       vereinigt,  in  Zeichen: 

•)  Vgl.  Pitzber.  der  K.  Säch§  Akademie,  «.  Jan.  18^9  Eine  ver- 
wandte Tend<iuz  hat,  nach  dem  Titel  sowie  nach  einigen  Figuren  und 
Fonndn  su  schliefteu,  ein  kürzlich  erschienenes  Werk  Ton  A.  P.  Eot- 
jelnikoff  (Progecttve  Theorie  der  Vectoren,  Kasan  im,  rassisch). 
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Veetoren  dienen  sur  DsrateUimg,  und  ihre  geometnadhe  Addition  sur 
ZusammensetKimg  von  Er&ftepaaren.   Das  Moment  Jf  eines  Kräfte* 

paares  wird  dabei  gemessen  durch  die  Lange  ^ij  des  zugehörigen* 
Teetors,  und  dieser  selbst  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Kräfte- 
paares. 

n,  a)  Die  geometrische  Addition  der  Stäbe. 

Ein  Stab  €|  ist  ebenfalls  ein  Paar  eigentlicher  Punkte.  Ein 

Stab  darf  aber  nur  auf  der  Verbindungslinie  dieser  Punkte  Ter- 
schoben  werden.  Der  ,^tab  Null'*  wird  ebenso  erklärt  wie  der  Vector 
Null.   Stäbe  @^  und      ndt  gemeinsamem  Anfongspunkt  o  werden 

«^geometrisch  addirf'  wie  Vectoren,  also  durch  das  Stäbeparallelo- 
gramm; 

Aus  zwei  oder  mehi-fTf^n  Stäben  in  an-j-rriieiner  Lago  entstehen 
„fonnalo''  geometrische  Hiunmen.  Das  btubopaar  insbesondere  ist 
die  formale  Summ©  von  zwei  Stäben  von  entgegengesetzter  Länge 
auf  parallelen  Geraden.  Die  formale  Summe  von  Stäben  liängt  von 
sechs  Coustanten  ab.  Sie  kann,  und  zwar  nur  auf  eine  WeisCi 
derart  als  Summe  eines  -  einielnen  Stabes  und  eines  Stäbepaares 
dargestellt  werden,  dab  die  Gerade  des  Stabes  auf  der  Ebene  des 
Stäbepaares  senkrecht  steht  (Normalform  einer  geometrischen  Summe 
von  Stäben). 

Der  Stab  ist  ein  geometrisches  Bild  fOr  eine  einzelne  Kraft» 

deren  Intensität  durch  die  Länge  |i]  des  Stabes  gemessen  wird. 
Ebenso  dient  das  Stäbepaar  als  Bild  eines  Kräftepaares.  In  jedem 
Falle  ist  eine  geometrische  Summe  von  Stäben  das  Bild  eines  Systems 

von  Kräften,  einer  Dyname. 

Addirt  man  geometrisch  Stäbe  oder  formale  Snmmen  von 
soh-hen,   SO  werden  die  entsprechenden  Kräfte  und  Dynamen  zu- 

saminen  gesetzt. 

Dieser  Satz  hat  ein  vollkommenes  Analogen  hei  jeder  einzelnen 
der  folgenden  Coastructionen :  Wir  werden  daher  die  entsprechenden 
völlig  gleichlautenden  Sätze  nicht  jedesmal  besonders  foimulizen. 
Auch  werden  wir  die  Definitionen  der  in  jedem  Falle  dui«^  die 
Null  zu  bezeichnenden  Figuren  der  Kfirze  halber  weglassen. 

n,  b)  Die  geometrische  Addition  der  Quirle. 

Ein  Quirl  ist  die  Figur  eines  Punktes  |  und  einer  Khene 
9,  die  nicht  vereinigt  liegen.  Liegen  |  und  q)  l)eide  im  Endlichen, 
SO  heiCst  der  Quirl  eigentlich,  audemlalls  uneigentlich.  Der 
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eigentliche  Quirl  dazf  längs  der  von  |  auf  9p  gefällten  Senkrechten 
▼enchoben  werden.  In  ihnlicher  Weise  ist  ein  GleicfaheitsbegzüF 
für  uneigentliohe  Quirle  za  erklären.  Der  eigentliche  Qairl  dient, 
tvie  der  Stab,  als  Bild  einer  einzelnen  Kraft.  Die  Tü^kiin^slinie 
dieser  Kraft  ist  die  genannte  Senkrechte;  ihre  Intensität  wird  durch 
den  reeiproken  Wert  des  Abstandes  der  £bene  9  Tom  Funkte  i 
gemessen : 

/  5^ 

dist  (4,  ip) 

Ebenso  ist,  wie  wir  nicht  tJOtar  ausfuhren,  der  nneigentliche  Quirl 
Bild  ttnes  SjrSfleiMuires. 

„EigenÜiche  Quirle  Oj^,       j        „EigentUche  Quirle  Gj,  G'^" 

mit  gemeinsamem  Anfangspunkt  mit  gemeinsamer  Endebene  (o  wer- 
0  werden  i.  a.  wie  folgt  „geo-  [  drn  i.  a.  wie  folgt  „geometrisch 
iiii'triseh  addirt":  Man  lege  dorcli  addirt^':    "NTan  projicire  $  und 


o  Ebenen  9',  1^'  piirallel  zu  <p, 
Man  verbinde  hierauf  die  Schnitt- 
linien 9;,  t/;'  und  1/;,  <p'  durch  eine 
neue  Ebene  %.   Dann  ist 

(Quirlyierflach.) 


orthogonal  auf  to  in  die  Punkte 
I',  i/.  Mail  verlunde  iuciauf  | 
mit  1}  und  ij  mit  |'  durch  gerade 
Idnisn.  Deren  Schnittpunkt  heifae 
{*.   Dann  ist 

G^" + g;;  =- Giv* 

(Quirltrapez.)*) 


Auf  ähnliche  Art  ist  die  „geometrische  Addition"  uneigcut lieber 
Quirle  zu  erklären,  oder  die  eiues  eigentlichen  und  eines  uucigent- 
lichen  Quirls  mit  gemeinsamem  Antaugspunkt  oder  gemeinsamer 
Endebene. 

Aus  beliebig  vielen  Quirlen  entsteht  eine  ,|formale**  Summe  von 
solchen,  die  auf  eine  „Normalform^  gebracht  werden  kann,  u.  s.  w. 


n,  c)  Die  geometrische  Addition  der  Keile. 

Ein  Keil  ist  die  Figur  zweier  eigentlicher  (d.  h.  im  End- 
lichen gelegenpr)  Ebenen  <p,  il>,  die  sich  nicht  senkrecht  schneiden. 
Der  Keil  darf  um  die  Sclmittiinie  seiner  beiden  Ebenen  gedreht 
werden.  Er  heilst  eigentlich,  wenn  diese  Schnittlinie  im  End- 
lichen liegt,  anderui'allä  uneigentlich. 

Der  eigentliche  Keil  dieut  als  Bild  einer  einzelnen  Kratt,  deren 
Wirknngslinie  die  Sdinitüjnie  der  Ebenen  <]p,  1^  ist,  und  deren  In- 


*)  Die  Zeichnung  der  ganz  einfachen  und  sich  auch  dem  (Gedächtnis 
leicht  einpxttgenden  Figuren  darf  wohl  dem  Leser  flberlassen  bleiben. 
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tensitftt  diirofa  di«  goDiom«truche  Tuigente  d«s  WinkelB  (j^^)  g«- 
meeaen  wird: 

Ebenso  ist  der  üTipin'*'ntliche  Keil  Bild  finos  Kräftopaares,  dessen 
Moment  durch  den  Abstand  seiner  £benen  gemessen  wird: 

M  «  dwt  (dp, 

Die  Iibene  6»  Kiftfte- 
paares  ist  su  den 
libetieii  7,  ^  parallel. 

Kette  r,  C 
mit  gemeinsamer  An- 
fangsebene  o»  wer- 
den,  wenn  wenigstens 
einer  von  ihnen 
eigentlich  ist ,  im 
allgemeinen  „geome- 
trisch addirt"  durch 
die  Constniction 
des  Kei  1  Ii  apezes: 

„Man  errichte 
in  den  Schnittlimen 
von  CO  mit  <p  und  t/; 
Ebenen  q>\  senk- 
reoht  anf  e».  Man 
bringe  hierauf  9  mit 
und  ^  mit  (p' 
zum  Schnitt,  und 
nenne  %  Verbin- 
dungsebene der  ge- 
fundenen Schnitt- 
linien.   Dann  ist 

üneigentliche  Keile  werden  „geometiisch  addirt^  naeh  der  fttr 
Yectoren  geltenden  BegeL 

Weiter  ergiebt  sich  ein  Begriff  *der  ,,fonnalen**  Bnmme  von 
Keilen  und  der  ,,Kormalform"  einer  solchen. 


ni,  1)  Die  geometrische  Addition  der  Motoren. 

Ein  Motor  ?DR^  ist  die  Figur  zweier  eitrentlichor  Geraden  Jf, 
,  die  sich  nicht  rechtwinklig  kreuzen  oder  »chneideu.   Er  darf 
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um  die  gemeinaune  Noimale  seiner  Anfangslinie  U  mtd  seiner 
Endlinie  9  beliebig  gedreht  und  längs  dieser  Nomude  venohoben 
werden. 

Der  Motor  dient  als  Bild  einer  Djuame:  Ist  diese  (oder  die 

entsprechende  Summe  von  StJlbeu)  auf  die  Normalform  gebracht 
(s.  ubt'ii  unlt'i  TT.  a\  so  wordpn  die  für  die  Dynamo  rharaktoristische 
Intensität  J  •]»  r  <  in/t  lrien  Kraft  und  das  Moment  M  des  Kräftepaares 
durch  Winkel  und  Abstand  der  Geraden  3t',  )^  wie  folgt  gemessen: 

tgangOfi) 

M  «=  disi  (i",  ). 

Die  ^renieinsame  Nor- 
male von  K  und  f1  ist 
natürlich  die  Wirkungs- 
linie der  einzelnen  Kraft. 

Liegen  xwei  beliebige 
Motoren  vor,  so  kann 
man  es  immer  erreichen, 
dafs  sie  eine  gemoinsame 
Anfongslinie  erhalten. 

Eine  ..pj^^ometrisohe 
Addition'*  zweier  Moto- 
ren ml  mit  ge- 
meinsamer Anfaugslinie 
0.  nl'^o  zweier  völlig 
beli<'l)i.L'<'r  Motorfii.  kann 
nun  auf  doppelle  Weise 
erklärt  werden  (vgl.  die 
Figuren): 

„Man  bringe  die  Geraden  0,  |  „Man  vi-rbiud»-  die  Geraden 
di,  ^)  in  0,  7y  mit  einer  xu  £)  it,  mit  einer  zu  O  senkrechten 
senkrochton  veränderlichen  Ebene  veränderlichen  Hichtung  durch 
zum  Schnitt.  Man  suche  hierauf  Ehcacu  a>,  <p,  ^.  Man  suche  hierauf 
einen  vierten  Punkt  J  mit  Hülfe  eine  vierte  Ebene  jr  mit  Hülfe  des 
des  Stibeparallelogramms  (11,  a).  {  Keiltrapezes  (11,  c). 

Der  Ort  des  Punktes  ^  und  zugleich  der  Ebene  %  ist  eine 
Gerade  3t  und  es  ist 

Die  geometrische  Sunmie  von  beliebig  vielen  Motoren  ist  also, 
wenn  man  auch  den  „Motor  Null^,  dessen  Anfangs-  und  Endlinie 
zusammenfallen,  einschliefst,  immer  wieder  ein  Motor:  Die  Bildung 
eines  den  „formalen'*  Summen  Ton  St&ben,  Quirlen  oder  Keilen 

Jftltntbmiebt  d.  Deatfobcn  l[»tb«iii.-V«Mbiieitae.  vm«  1.         «  14 
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analogen  Begriffs  findet  nicht  statt.  Ebenso  yerhalten  sich  die  beiden 
folgenden  Gonstaructionen. 

III,  2)  Die  geometrische  Addition  der  Impulsoren. 

Ein  Impalsor       ist  die  Figur  zweier  Gera.den  3E,  ||,  die 

nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Ein  ÄquiTalenzbegiiff  ist  für  Im- 
pulsoren im  allgemeinen  genau  so  zu  erklären  wie  im  Falle  der 
Motoren.  Man  kann  also  auch  swei  Impulsoren  auf  eine  gemeinsame 
AnfnTif^slinie  hrincren,  und  zwar  im  allc^emeinen  dadurch,  dafs  man 
jeden  einer  treeif^nitten  Schraubung  um  die  gemeinsame  Normale 
Seiner  beiden  Geraden  unterwirft. 

Der  Impiilsor  ist  wiederum  Bild  einer  Dyname,  die  Art  der 
Zuordnung  zwischen  den  zusanmiengehörigen  Gröfsen  ist  aber  eine 
andere:   ^ 

J    ,       -If  =  ctg  ang  (J,  ^). 

di8t(X,9) 

Die   „geometrische   Addition''   zweier  Impulsoren  3^  "^^^ 

gemeinsamer  Antangslinip  D  erklären  wir  im  allgemeinen  wie  folgt: 

,,Man  liringe  eine  durch  C  geleqte  veränderliche  Ebene  mit  3£ 
und  ^  zum  Scluütt  in  |  und  tj,  und  i)e/.ei(hne  eine  zweite  zu  der 
ersten  senkrechte  Ebene  durch  0  mit  ca.  Man  suche  hierauf,  mit 
Hülfe  des  Quirltrapezes  (II,  b)  einen  dritten  Punkt  ^  (also  nach  der 

Regel       -\-  O'^  =  £i^).    Der  Ort  dieses  Punktes  ^  ist  eine  Gerade 


3}  und  es  ist 


cy-^    !    -vD   ÖtS  u 


IV,  Die  stereometrisehe  Addition  der  Motoren. 

Als  Bild  einer  Dynamo  werde  wiederum  die  Fig-ur  eines  Motors 

benutzt,  der  aber  mm  durch  ein  linderes  Zeichen,  etwa  3tj  dargestellt 

werden  möge.  Die  Zuordnung  zwischen  Djname  und  Motor  werde 
jetzt  nach  folgender  Kegel  ausgeführt: 

/-tga„g(3a),  M  

cos*ang(S/||) 

Um  die  ,^reometrisehe^  Addition  der  Motoren  zu  erUSren, 
die  nunmehr  die  Zusanmiensetsung  der  Dynamen  Yemuttelt»  beseichue 
man  durch  das  Symbol  ^ 

3E© 

die  ( i.  u.  bestimmte)  gemeinsame  Xonnule  von  i'  und  ^,    Es  seien 

?  Ol 

nun  vorgelegt  zwei  Motoren  Üi'^  und  mit  gemeinsamer  Anfangs- 
linie.   Dann  gilt  im  allgemeinen  folgende  Eegel: 
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^au  uonstruire  der  Reihe  nach  die  Geraden 
Dann  wird 

Statt  des  ^'ewölirilichen  Zeichons  der  Addition  ist.  hier  ein  anderes, 
das,  Zeichen  -j-  benutzt  worden,  um  eine  Verwechselung  der  „stereo- 
metrischen  Addition  der  Motoren^*  mit  der  zuvor  erklärten  «geo- 
metrischen" zu  verhüten. 


Die  geschilderten  Construotionen  stehen  in  eiiiem  eipentünilicheu 
Zusammenhang  mit  der  Geometrie  der  Bewegung,  den  wir  ehentalls 
noeh  betraditen  wollen. 

Es  sei  ein  Motor  oder  Lnpulsor  gegeben  durch  seine  Anfangs- 
linie  3E  und  seine  Endlinie  9*  dieser  beiden  Geraden  ist  Axe 

einer  Drehung  mit  dem  Winkel  tc,  einer  sogenannten  Uniwendung, 
und  sie  bestimmt  diese  besondere  Art  vun  Bewegung.  Wir  denken 
uns  nun  die  beiden  TJmwendungen  in  der  Keihenfolge  S,  ^  hinter 
eiiiunder  ausgeführt  und  zu  einer  neuen  Bewegung  zusammengesetzt. 
T);mn  ist  diese  letztere  eine  Bewegung  ullfremeiner  Art,  eine  i^ehrau- 
bung;  sie  ändert,  sieh  ferner  (nach  einem  bekannten  elementaren 
Satzej  nicht,  wenn  man  das  Geradenpaar  i',  2)  einer  Schraubung 
um  seine  gemeinsame  Normale  unterwirft,  wenn  man  also  zu  irgend 
einem  anderen  Geradenpaar  übergeht,  das  denselben  Hotor  oder 
Lnpulsor  darstellt.  Es  gehört  lUso  zu  jedem  Motor,  und  im  all- 
gemeinen auch  zu  einem  Lnpulsor,  eine  völlig  bestimmte  Bewegun^% 
und  auch  der  umgekehrte  Satz  ist  „im  allgemeinen"  rii^tig.  Wir 
haben  daher  drei  verschiedene  Methoden,  aus  zwei  Bewegungen  eine 
dritte  abzuleiten,  indem  wir  nämlieh  mit  den  ^n-j^hörigen  Paaren 
von  Umwendungsaxen  die  unter  III,  1,  III,  2  im  l  IV  uiitVe/älilten 
Constnietioiien  vornehmen.  Wir  wollen  in  jedem  Falle  saj^^en,  die 
dritte  Bewegung  sei  aus  den  beiden  anderen  durch  Superpos i tion 
entstanden,  und  wir  wollen  die  drei  versohiedenen  Arten  der  Super- 
position  durch  geeignete  Beiworte  unterscheiden.  Wir  stellen  also 
einander  gegenüber  die  Begriffe: 


Geometrische  Addition  der  Mo- 
toren, 

Geometrische  Addition  der  Ln- 
pulsoren» 

Stereometrisebe  Addition  der  Mo- 
toren. 


Lineare  Superposition  der  Be- 
wegungen, 

Correlative  Superposition  der 
Bewegungen, 

Stereometrisebe  Superposition 
der  Bewegungen. 
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Gleichseitig  ordnen  wir  die  Figmen  links  denen  rechts  zn,  in- 
dem wir  festsetsen,  daTs  die  za  der  Bewegung  gehöngen  Geraden- 
paare  9  identisch  sein  sollen  mit  den  zu  dem  Motor  oder  Im- 
pulsor  gehörigen. 

in,  1*)  Die  lineare  Superposition  der  Bewegungen. 

Wir  Int  rächten  hier  uur  solche  Bewegungen,  die  nicht  .,Um- 
schraubungen"  sind,  d.  h.  deren  Drehungswinkel  mod.  2n  von  rr 
verschieden  ist,  und  die  also  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene 
nicht  inTolutoriscli  paaren.  Bei  ^,  ^'  ein  Paar  von  eigentlichen 
Punkten,  deren  zweiter  dem  ersten  durch  die  Bewegung  S  zugeordnet 
wird,  und  sei  o  die  Mitte  der  Sehne  II'.  Dann  gehen,  wenn  man 
die  Lage  eines  der  Punkte  |,  o,  |'  variirt,  die  anderen  aus  ihm 
durch  gewisse  collineare  (genauer  affin  ii  Trans  To  nuationen  her\'or, 
die  man  sehr  leicht  elementargeornftrisrh  (irtimren  kann.  Es  gehüi-t 
also  y.u  jL'dem  Punkt  o  ein  v<')lli£j  bestimmtes  Punktepaar  §,  |', 
dpssfii  St'hntiiniitte  o  ist.  Es  sei  ferner  qp,  <p'  ein  Paar  einander 
duich  .S"  zugeordneter  eigentlicher  Ebenen.  Von  den  beiden  Ebenen, 
die  den  Winkel  von  q>  und  <p  halbiren,  ist  die  eine  stets  zui* 
Sehraubenaxe  der  Bewegung  oder  Schraubung  S  parallel}  die  ande», 
die  ^^eigentliche**  Winkelhalbirende,  werde  mit  «  bezeichnet  Es  wird 
nun,  wie  sich  zeigen  Iftfst,  bei  gegebener  Bewegung  jS,  die  Ab- 
hängigkeit der  Ebenen  ^,  ip'  von  der  Ebonc  o)  durch  dieselben 
collinearen  Transformatiouen  vermittelt,  wie  die  Abhängigkeit  der 
Punkte  ^\  I  (nicht  |,  von  dem  Punkte  o:  Man  kann  also 
wiedeniiii  «iie  Ebenen  (p.  rf'  finden,  wenn  dip  K!m  f,j  Lrrcfbt'n  ist; 
und  auch  diese  Construution  lilfst  sich  leicht  elemeiitargeoiutUiüch 
erkläien.    Hiernach  wird  der  folgende  Satz  verslÄndlich  sein: 


„Es  sei  der  verHnderlidi  ge- 
dachte Punkt  0  Mitte  der  Sehnen 

II*  und  bei  zwei  verschiedenen 
Bewegungen  8,^      die  nicht  üm- 

schraubungen  sind,  und  es  werde 
vermöge  des  Stäbppnrallplogramms 
ein  drittes  Punktepaar  ^,  f  con- 
struirt,  so  dafs  z.  B. 


„Es  sei  die  verttnderlicb  ge- 
dachte  Ebene  m  eigentliche  Winkel- 
halbirende  der  Ebenenpaare  ^ 
und  1/;,       bei  den  Bewegungen 

^x',  Sf,.  Es  werde  sodann  mit 
Hlllfe  des  Koiltrapezes  ein  drittes 
Ebenenpaar  ^,  jj'  coustruirt,  80 
dafs  z.  B. 


^9a3x  entsprechen  sich  die  Punkte  ^,  (  nnd  die  Ebenen  % 
in  einer  und  derselben  dritten  Bewegung  Sg^  die  wiederum  keine 
TTmschraubung  ist,  und  diese  Bewegung  entsteht  aus  den  beiden 
ersten  durch  lineare  Superposition." 
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m,  2*)  Die  correlatiye  Superposition  d©r  Bewegungen. 

Wir  Itt^tracliteri  jtUt  solche  Bewofjunpen.  die  nii-lit  Dn-Ii  n  ri 
sind.  Wb"  trhciitf a  auf  der  Mittt-  eiuer  Sübue  §§'  eiue  Ebene,  die 
„iJ ormalebene"  der  Sehne,  uuJ  wii-  bezeichnen  diese  mit  w.  Dann 
kum  man  wieder  zu  gegebener  Nonn&lebene  ca  die  ihr  durch  die 
Bewegung  zugeordnete  Sehne  ietdit  conatruiion.  Die  Punkte  i 
und  1^  entsprechen  der  Ebene  »  in  je  einer  Correlation  („dua- 
listischen^' oder  ,^iproken'*  Transformation),  und  zwar  eind  diese 
beiden  Correlationen  einander  entgegengesetzt.  Es  besteht  nun 
der  Satz; 

sei  die  veränderliche  Ebene  a»  Normal»!. »  nf  der  Sehnen  II* 
und  T/>/  bei  zwei  verschit-dfiien  Bewegungen  «S'^,  .Sj,,  die  nicht  Dreh- 
ungen sind,  und  es  werde  vermöge  des  Quirltrapezes  ein  drittes 
Funktepaar     ^  construirt,  so  dafs 

Dr+D-_o^,  o|;+D;:  =  cr. 

Dann  entsprechen  sich  dif»  Punkte  ^.  i^'  im  allgemeinen  in  pin»^r 
dritten  Hewe^nuiir  'V.-,  die  wieder  keine  Drehung  ist,  und  dic:je  ueue 
Bewtguug  entsteht  aus  den  beiden  ersten  durch  correlative  Super- 
position.'* 

Die  exacte  Formulirung  dieses  Satzes  ist  nicht  ganz  einfach. 
Im  besonderen  Falle  kann  es  n&mlieh  eintreten,  daTs  an  Stelle  der 
Bewegung  S,  eine  ,,ausgeartete  Bewegung**  auftritt,  eine  nicht  mehr 
eindeutig-umkehrbare  Zuordnung  zwischen  eigentlichen  Ebenen  cd  und 

unendlich  fernen  Punkten  |,  Dagegen  ist  der  vorausgehende 
Satz  TTT,  1*  allgemein  gültig,  nnd  ebenso  auch  der  folgende,  nach 
gehöriger  Prädsinmg  des  BegriÜ's  „Stereometrische  Addition  der 
Motoren*'. 

rV*.  Die  stereometrische  Superposition  der  Bewegungen. 

Wir  betrat  hteu  jetzt  wieder  Bewegungen,  die  nicht  Um- 
sch  r;i  iil/un^M-n  sind  (yf!\.  III,  1*).  Zwei  durch  eine  solche  Be- 
wegung emauder  zugeordnete  Gerade  i"  haben  zwei  „Winkel- 
halbirende*',  gerade  Linien,  die  mit  den  gegebenen  Oeraden  gleiche 
Winkel  bilden  und  den  kflrzesten  Abstand  von  X,  und  X'  in  seiner 
Mitte  senkrecht  treffen.  Von  diesen  beiden  Geraden  steht  die  eine 
stets  auf  der  Schraubenaxe  senkrecht;  die  andere  werde  „eigent- 
liehe"  WinkelhaJbirende  von  3£,  IT  genannt  und  mit  C  bezeichnet. 
Durchläuft  nun  irgend  eine  von  den  drei  Oeraden  D,  de'  den 
ganzen  Linienraum,  so  thun  die  beiden  anderen  dn<5Relbe.  Die  so 
bestininiten  Transformationen  gerader  Linien  sind  weder  Ccnehitiunen 
noch  C>dlineati(»neD.  Sie  gehören  zu  einer  anderen  (huppe  von 
Translormationeu,  deren  Raumelement  (wenigstens  im  reellen  Gebiete) 
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die  grnifle  Linie  ist,  nnd  deren  charakteristische  Eigenschaft  darin 
besteht,  dals  sie  ima  dem  Jionnaleiuietz  einer  Geraden  stets  wieder 
ein  solches  liHivor^^^n  lieu  lassen.  Durchläuft  also  die  flerade  O  das 
Noruialünnetz  einer  anderen  Geraden,  so  durchlaufen  uuch  die  Geraden 
2i  und  X  solche  Normalennetze;  und  zwar  wird  die  gleicliseitig  be- 
stimmte Zuordnung  der  Azen  dieser  Netze  durch  dieselben  Trans- 
formationen, aber  in  umgd^ebrter  Anordnung  vermitielt. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  letzten  Satz  unserer  Beibe: 

„Es  sei  die  verfindwlicbe  Gerade  O  eigentliche  Winkelhalbirende 
der  Geradenpaare  3^,  3r  und  mit  Bezug  auf  zwei  verschiedene 

Bewegungen  Sx  imd  S«,  die  nicht  ümschraubungen  sind,  und  es 

werde  durch  stereometrische  Addition  der  Motoren  92^,  (oder 

Wg^)  ein  drittes  Geradenpaar  35  3'  dofinirt,  so  dafs 

Dann  wird  der  (ieradeu  3  die  (lerade  3'  durch  eine  dritte 
Bewegung  zugeordnet,  die  wieder  keine  Umschraubung  ist.  Diese 
neue  Bewegung  S,  entsteht  aus  den  beiden  ersten  durch  stereo- 
metrische Superposition." 

Lassen  wir  die  geometrische  Addition  (h  r  Vectoren  und  einige 
implicite  unter  11,  bj  und  11,  cj  enthaltene  und  deshalb  von  uns 
nicht  besonders  aufgeführte  Gonstmetionen  bei  Seite,  mit  deren  Hülfe 
man  ebenfalls  nur  Er&ftepaare  zusammensetzen  kann,  so  haben  wir 
insgesamt  neun  Systeme  von  Constnictionen  vor  uns,  und  alle  diese 
laufen  unter  einander  und  mit  der  Zusammensetzung  der  Dynamen 
parallel.  Von  ihnen  bewirken  die  mit  II,a,  II,b  und  II,c  bezeichneten 
auf  einfache  Weise  nur  die  Zusammenset/iing'  einzelner  Kräfte.  Die 
ronstructionen  111,1,  TTT,  2  nnd  IV  dagegen  bemrken  die  Zusammen- 
Setzung  der  Dynamen  unmittelbar,  nämlich  so,  dafs  das  Bild  der 
Dyuame  als  Ganzes  in  die  Construction  eintritt,  dafs  also  eine  will- 
kürliche Zerlegung  der  zusammenzusetzenden  Dynamen  in  Com- 
ponenten  nicht  stattfindet. 

Die  Sätze  111,1*,  111,2*  und  IV*  steUen  dem  Eingangs  er- 
wähnten Satz  über  den  Zusammenhang  zwischen  Dynamen  und  in- 
finitesimalen Bewegungen  drei  Terschiedene  Analoga  aus  der  Geo- 
metrie der  endlichen  Bewegungen  an  die  Seite,  und  V<m  ihnen  sind 
überdies  die  Sätze  111,1*  und  IV*  selbst  Erweiterungen  jenes  be- 
kannten Satzes. 

Als  Ganzes  betrachtet  zeigt  unser  System  geometrischer  Sätze 
eine  eigentümliche  Structur,  die  wir  durch  die  Wahl  der  Zeichen 
und  durch  die  vorausgestellten  Ziffern  kenntlich  zu  machen  gesucht 
haben.    £s  werden  auf  diese  Weise  die  aufgestellten  SStze  zunBchst 
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auf  die  vier  mit  I,  II,  IQ,  TV  bezeichneten  Uauptgruppen  verteilt, 
»ber  anoh  diese  weisen  unter  einander  weitgehende  Analogien  auf. 
Welches  die  QueUe  dieser  fofrmalen  Analogien  ist,  lifst  sich  nicht 
gani  kurz  auseinandersetzen;  doch  mögen  wir  bemerken,  dab  das 
Auffallende  der  besprochenen  Erscheinung  verschwindet,  wenn  man 
das  gegenseitige  Verhältnis  zwischen  der  Euklidischen  und  der  Nicht- 
Euklidisehon  Geometrie  zweifach  und  dreifach  ausgedehnter  Mannig- 
faltigkeiten eingehoTul  unt>'r?;ueht. 

"Mit  "1er  angt^regteu  Frage  liiinLrt  fine  andere  zusamiiien,  die 
sicii  dtni  Leser  vielleicht  dargeboten  haben  wird:  Ist  das  aufgestellte 
System  von  Constructionen  in  irgend  einem  Sinne  vollständig?  — 
Es  dflrfte  nicht  ganz  leicht  sein,  diese  Fragestellung  in  der  Art  zu 
priteisiren,  dafs  man  ein  Problem  von  im  yoraus  einleuchtender  Zweek- 
m&fsigkeit  Tor  sich  hat  Indessen  kann  man  doch  nachträglich  an 
unseren  Figuren  Eigensdiaften  bemerken,  die  sie  unter  allen  den  Figuren, 
mit  deren  Hülfe  man  Dynamen  etwa  noch  würde  zusammensetzen 
können,  als  die  relativ  einfachsten  auszeichnen  müssen.  Die  «^kizzirte 
Theorie  ist  in  der  That  in  einem  wenn  auch  nicht  ganz  einlach  zu 
besehreilitriilHii  Sinne  vollständig. 

Auweiidungeu  und  Erweiterungen  bieten  sich  in  verschiedener 
Bichtung  dar,  so  in  der  Theorie  der  Raumcurren,  in  der  Theorie 
der  Quatemionen  und  Biquatemionen  und  eines  noch  umfassenderen 
aus  sechzehn  Binheiten  gebildeten  Systems  complexer  GrOIsen.  Die 
Sitee  erweisen  sich  in  der  Ausdehnung  auf  den  Nicht-Eukli- 
dischen Raum  und  auf  n  Dimensionen  als  das  geometrische  Äqui- 
valent einer  sehr  einfachen  algebraischen  Operation.  Nach  einem 
bekannten  von  Cayley  im«!  vrtllstäntliger  von  Frohen  ins  ane*^- 
gebenen  Satze  kann  man  die  autoniorplieu  coliinearen  Transtonnationen 
einer  quadratischen  Form,  insbesondere  die  zur  Darstellung  von  Be- 
wegungen dienenden  orthogonalen  Transformationen,  bei  Ausschlufs 

gewisser  Grenzfalle,  durch  von  einander  unabhängige  Para- 

meter ausdrücken,  die  das  Coefficientensystem  einer  altemirenden 
Form  bilden.  Man  kann  daher  aus  zwei  solchen  Transformationen 
eine  dritte  ableiten  durch  AdditioTi  der  zugehörigen  altemirenden 
Formen.  Diese  Operation  nun  läfsl  sicli  qiiasi-fjeometn^äch  deuten  durch 
einen  Satz,  der  misercn  Sätzen  III*  ijan/  luiidot:  ist  und  diese  als 
Greuziälle  umfafst.    Entsprechende  Analoga  hat  auch  der  Satz  TV*. 

Weitere  Entwickelungeu  knüpfen  sich  an  einen  algebraischen 
Beweis  der  Sätze  IV  und  IV*  Hier  erweist  sich  der  Gebrauch 
eines  Systems  von  Liniencoordinaten  als  sweckmäfsig,  das  —  ab> 
weichend  yon  dem  Plllck er' sehen  —  aus  sechs  beliebigen  GrO&en 
gebildet,  also  in  gewissem  Grade  unbestimmt  ist  Mit  Hülfe  dieser 
GoordiDaten  kann  man  sehr  einfach  alle  Transformationen  im  Linien- 
räume  darstellen,  die  aus  den  Normalennetzen  gerader  Linien  immer 
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wieder  solche  her?<nigeheii  lassen.  (Vgl.  das  Beispiel  unter  IV*.) 
Diese  bilden  im  Enklidieolien  Baume  eine  Gruppe  mit  17,  im  Mobt- 
Euklidischen  eine  solche  mit  16  Parametern.  Die  nigehörige  der 
ebenen  projectiyen  Geometrie  nahe  verwandte  Liniengeometrie  ist 
die  nächstliegende  unter  einer  gansra  Reihe  Ton  neuen  —  zu  end- 
lichen Arir  auch  nnendlii  hon  Gruppen  gehörigen  —  Arten  von  Linien- 
geoniotri»'ii ,  «lerfni  merkwiirditre  Ei^'enschaften  natürlich  ebenso  den 
(ieJ_'^■ustan(l  besonderer  üiitersiirliuntren  werden  Inlden  müssen,  wie 
weitergehende  Verallgemeinerungen,  die  auch  diese  Theorien  noch 
zulassen. 


Eilüührung  eines  Mafses  der  Convergeuz  in  die  Lehre  vou  der 
Convergeiiz  der  uueudiichen  Processe. 

Von  £.  Bohimpf  in  Bochom. 

Nachdem  Torausgeschickt  worden  ist,  daTs  das  ConTergenzmafs 
nicht  nur  ein  Mafs  der  Convergenz  im  eigentlichen  Sinne,  sondern 
auch  der  Divergenz  sein  soll,  und  dafs  sich  die  Untersuchungen 

nicht  auf  die  reellen  Zahlen  beschränken,  sondern  das  ganze 
Zahlengebiet  umfassen,  folgt  zunächst  für  die  unendlichen  Reihen 

eine  Erklärung  desselben:  bezeichnet  man  die  Function,  welcher 

sich  die  lieihe  ^  a,,  füi*  den  Fall  ihrer  Couvergenz  als  Grenzwert 

0 

nihert,  mit  a,  denkt  sich  alle  Functionen,  welche  der  DifFerenz 

n 

^(hc  —  o  inünitär  gleich  sind,  zusammengestellt  uhd  sucht  unter 

0 

diesen  eine  solche  aus,  welche  einen  besonders  einfachen  Bau  be* 
sitzt,  so  gelangt  man  zu  einer  Function,  die  als  GonTergenzmafs 
der  Reibe  gelten  kann.  An  Potenzreihen  und  trigonometrischen 
Reihen  wird  das  rJesuKte  exemplifidrt  und  besonders  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dafs  diese  OonyergenzmaCse  unmitte  lbar  auf  ün« 
gleichmäfsigkeiten  in  der  Convor^en?:,  dpr*»n  hohe  Bedeulunjr  zuerst 
Von  Seidel  durgelhuu  ist,  hinweisen.  Auch  iüi"  die  unendlichen 
i'roducie  lassen  sich  in  aiiahiger  Weise  Couvergenzmafse  anstehen. 

Derartige  Convergeu/.mafse  einzuführen  empfiehlt  sich  vor  allein 
deshalb,  weil  mit  Hilfe  derselben  das  Verhalten  der  unendlichen 
Processe  auf  den  Grenzgebieten,  d.  h.  den  Gebieten  zwischen  Cou- 
vergenz- und  DiTecgenzbereich  genau  erforscht  werden  kann;  weiter 
ist  zu  erwähnen,  dafs  dieselben  die  Berechnung  der  WertrerscUebung, 
die  in  bedingt  convergenton  Reihen  und  Producten  infolge  ver- 
ändej-ter  Anordnung  der  Glieder,  bezw.  Factoren  erfolgt,  die  Be- 
rechnung gewisser  bestimmter  Integrale,  sowie  die  Ableitung  conver- 
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g«nter  Reihen  und  i*raduete  aus  divergenten  ennögliclieu  uud  be- 
sonders bei  complicirten  unendlichen  Processen  zu  Schlüssen  fühi*en, 
die  die  einfachen,  nicht  meaaenden  ConTergenzuntenuchiingen  nicht 
zttlassen. 


Arithinetiselies  8b«r  nnendlidie  B«ihei. 

Von  M.  Lerch.  lu  i'rtäibmg  (Schweiz). 

Handelt  es  sich  um  die  niunerische  Berechnung  der  Summe 
einer  convergirondm  Rfiho  -f-  "l"  '  '  '  '  "h  ~(~  "  "  '  "i  wHrc 
man  dem  Befjnrt*  der  Sache  gemiifs  verpflichtet,  den  erlaubten  Fi'liler 
6  in  zwei  Summanden  -{-  dg  rn  7erlef/en,  die  Anzahl  n  der  zu  be- 
nutzenden (ilieder  so  zu  bestimmen,  duls  der  Rest  w^^i-f-  w^^a-««« 
absolut  kleiner  wird  als  und  dann  die  bei  der  Rechnung  zu  be- 
rdckfliclitigende  Genauigkeit  (SteUenansahl)  so  sn  treffen ,  dafia  die 
Summe  der  Fehler,  die  man  bei  der  Berechnting  von  4i|  t^t  4"  "  * 
-|-  Un  begehen  mub,  weniger  als  6^  ausmacht 

Durch  tabellarische  und  sonstige  Umstünde  ist  man  jedoch  go- 
wöhnt  (und  sogar  gezwungen),  die  Anzahl  der  zu  gebrauchenden 
Decimalstellen  von  vornherein  ta  wählen  und  bei  der  Berechnung 

der  Reihe  alle  Glieder  zu  benutzen,  welche  für  die  in  Betracht 
kommenden  Decimalstellen  von  Null  verschiedene  Betrllge  liefern. 

Dieser  Bechnimgsprocedur  sollen  hier  einige  Bemerkungen  ge- 
widmet sein. 

Ist  k  die  Anzahl  dci-  /u  hfiiutzciuleu  Decimalstellen,  so  sct/.eii 
wir  10*      m\  es  kommt  dann  an  Stelle  der  p(^itiven  GröDse  u,  ihr 

Näherungswert  zum  Ersatz;  dabei  bedeutet  [mtij  wie  fiblich 

das  pröfste  (iunze  von  mUf.  Wir  ersetzen  daher  die  unendliche 
Reihe         durch  ihren  Näherungswert —  ^[mu,]. 

IM 

Wir  woUen  zu  gleicher  Zeit  den  Gegenstand  ▼erallgemeinem 
und  betrachten  die  Reihen  Ton  der  Form 

S  ^        +  « s*^i  +  *'»«^»  + ♦ 

indem  wii-  aniiL'liuien,  dafs  die  w  positiv  sind  und  lim  iv^  0 
(i/  =  oc),  dagegen  aber  die  v  beliebige  GrOJsen  sein  können.  Dieser 
Reihe  steUen  wir  den  endlichen  arithmetischen  Ausdruck 

»=0 
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zui  Seite,  indem  wir  unter  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  ver- 
stehen.*) Unsere  IVage  besiebt  sich  auf  die  GrOfse 

lim  > 

und"  zn  ihrer  Beantwortung  mügeu  folgende  Beiträge  erahnt 
werden: 

Wenn  die  Gonyergenz  der  Reihe  eine  absolute  ist,  so  ist  ohne 

Ausnahme  lim  ^ . 

Es  bleiben  daher  lediglich  bedingt  convergirende  Reihen  zu 
betrachten.    FOr  dieselben  gelten  die  Satze: 

Die  Gleichung  lim       =  ^  besteht  in  dem  FkUe,  wenn  die 

?V  abwechselnd  -j"  1  —  ^  bedeuten,  und  die  wv  mit  wachsendem 
V  abnehmen  (flf «  «>,  —  tr^  +  tr^  —  «"^  +  ••••) . 

Gleiches  findet  statt  unter  derselben  Annahme  Aber  die  tr,  wenn 
man  rt^tanvx  oder  «  oos  vx  setxt  (0  <  d!  <  2 tt),  also  flür  tri* 
gonometrische  Reihen  mit  positiven  abnehmenden  Coeffieienten. 

Es  wird  auch  lim  =  ^  sein,  wenn  die  Beüie  «r,  so 
beschaffen  ist,  dafs  die  tr,  wie  vorher  abnehmen,  und  die  die  Be- 
dingung erfüllen,  dafs  die  Summe  ^  ^  -|-  '  -f  '  •  •  •  +  absolut 
Ideiner  bleibt  als  eine  GrOfse  von  der  Form 

wobei  M  pino  positive  Constante  und  ^  einen  constanten  positiven 
echten  Brucli  bedeutet. 

Diese  paar  Beispiele  geben  zugleich  die  Mittel  au  die  Hand, 
Reihen  zu  bilden,  für  welche  der  analoge  Satz  nicht  besteht.  Man 
nehme  z.  B.  eine  convergirende  Reihe  von  der  Form 

=  1l\   +  «8  —       -|-  •  •  •  • 

und  forme  dieselbe  so  um,  dafs  man  eine  andere  Summe 

@     i  w,  i  «j  i  Mg  i  •  •  •  • 
erh&lt   Der  entsprechende  arithmetische  Ausdruck 

m  m  M 

ist  hier  offenbar  mit  J«^,^  identisch  (wie  überhaupt  sich  durch 

die  Änderung  der  Keihenfolge  in  ^  nicht  ändern  kann),  und  da- 
her wird 

3 Man  konnte  auch  gebrochene  m  zulasBen,  sowie  etwas  allgemeiner 
le  von  [miTr]  den  Ausdruck  [wtrrH-(]  treten  lassen. 
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eine  von  €  yerscbieddne  GrOCse  sein. 

Demnach  ist  wahrscheinUch,  dafs  es  auch  bedingt  convergiieade 

Sellien  geben  kann,  für  welche  der  arithmetische  Atisdrack  §^ 

keinen  bestimmten  Grenzwert  haben  wird.  Diese  und  sonstige  nahe- 
liegende Fragen  durch  Gonstruction  von  Beispielen  zu  beantworten, 
wäre  wohl  von  grofsem  Interesse. 

Was  die  bei  wirklichen  Rechnungen  möglichen  Fehler  anbetrifft, 
so  hiiid  allgemeine  und  tiefer  liegende  Slitze  kaum  zu  erwarten;  in 
der  Praxis  benutTit  man  sowieso  nur  sehr  rasch  convergirende  Aus- 
drücke, und  hieiiu  setzt  sich  die  obere  Grenze  des  Fehlers  aus  der- 
jenigen des  Bestes  und  mit  der  Ansaht  der  benützten  Glieder 
multipHcirten  ersten  yemaohlSssigten  Decimaleinheit  zusammen. 


BiTer^nte  Reihen  in  der  Theorie  der  Differential^eiehnngen. 

Von  J.  Horn  in  Charlottenbuxg. 

Als  Beispiel  diene  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

CA)  ^^  +  »^P^^  +  *»Ci'  =  0. 

in  welcher  k  eine  ganze  positiTe  Zahl  (einscbl.  0)  ist  und  P,  Q 
rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  welche  in  der  Umgebung  von 
:e     OD  die  Entwicklung  zulassen: 

i'=«o  +  S  +  --->     «  =  <'o+|  +  ---- 

Wenn  die  Wurzeln  a^,  der  Gleichung  Uqu  ^  0  ver^ 
sdiieden  sind,  wird  (A)  durch  zwei  Thom^'sche  Normahreüien 

formell  befriedigt,  und  zwar  ist         für  grofse  n  im  aügemeiTien 

p  1 — 

von  «ler  Gröfsenordniintr  yn\  f;'  =  *-fi).  Tni  Falle  /,■  =  0  fülirl  eine 
päääeude  Umgestaltung  der  Borel'schen  Suinniutiou  divergenter  lieiheu 
(Aim.  de  l'Ec.  norm.  18Ü9)  von  den  Reihen  5*  zur  Laplace 'sehen 
Transformalion,  von  welch«*  Poincare  (Am.  Joum.  Bd.  7,  Act.  math. 
Bd.  8)  Gebrauch  gemacht  hat,  um  das  Verhalten  der  irregul&ren 
Integrale  lineurer  Differentialgleichungen  za  untersnchen*);  der  Fall 

*)  Vgl.  Picard,  Traitä  d'Analyse,  Bd.  IH,  Kap.  14. 
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/.:>0  läfst  sich  auf  den  Fall  ^•  =  0  (unter  Erhöhung  der  Ordnung 
der  Differentialgleichang)  zurUckfÜbren.  Indem  wum  den  von  P o i n  c  u r e 

eingeschlagenen  Weg  weiter  verfolgt  (womit  ich  für  den  Fall  ä:  =  0 
im  49.  und  50.  Bd.  d«r  Math.  Ann.  beg^onnon  habe),  erhält  man 
einen  genaueren  Einblick  in  das  Verhalten  der  Int^^prale  vou  iÄ) 
in  der  Nähe  der  Unbostimnitheitsstelle  t  =  oc.  Ohne  die  Allijfomein- 
heit  lu  beschränken,  kOuuen  wir  etwa      =  i ,      —  —  '  aiiuelimen. 

Die  Gleichung  (A)  besitzt   2  p  ausgezeichnete  Integrale  r}^^\ 

der  Beschaffenheit,  dafs  in  der  N&he  von 

x^oo  fif  far  2i^<arga?<2^±^  dnrch  die  Eeihe  fi^, 

totisch  dargestellt  wird;  dagegen  wird  das  allgemeine  bitegral  (von 
einem  constanten  Factor  abgesehen)  für  — ^  <  arg  x  <   

durch  die  Beihe  Ä,,  für  (^<?  ^      ^  argjp  <  — —  dnrch  die  Keihe 

asymptotisch  dargestellt,  üm  ein  beliebiges  Integral  y  von  (A) 
etwa  in   der  Nähe  von  aigX^O  m  imtersuchen,  setst  man 

y  ^i^r^  ~l~  ^a^s^N  findet  durch  formale  AnflQsnng  der  Olei* 
chung  CjS^      e^fi^  «« 0  eine  asymptotische  Beihenentwicklang  für 

die  in  der  Nahe  von  ic  =  oo,  arga;«0  gelegenen  Nnllstellen  von 
Ein  Integral  von  (A),  welches  nicht  bis  auf  einen  constanten  Factor 
mit  einem  ausgezeichneten  Integral  übereinstimmt,  besitzt  in  der 
Umgebung  der  UnbestimmtheitssteUe  x  ^  oo  in  der  Nähe  der  Ge- 
raden arg^sB*^   (r->o,  !,•••)  unendlich  viele  Nnllstellen  Xn  in 

solcher  Anordnung,  dals  "  für  w<jp  divergent,  für  m>j> 

n 

convergent  ist. 

Die  Differentialgleichung  [^\)  besitzt  bekanntlich  im  allgemeinen 

zwei  Integrale  =  a/^'P.fx)  (»  =  1,2),  wo  Pi(a)  in  der  Umgebung 
von  » 00  eindeutig  ist.  Vermittelst  der  asymptotischen  Dar- 
stellnng  einer  solchen  Function  y  und  der  SStze  von  Hadamard 
über  ganze  transcendente  Functionen  findet  man,  daCi  Pi(x)  auf  die 
Form  gebracht  werden  hann: 

dabei  ist  j»  eine  ganze  Zahl  und  ^  Q.^  ^u^^  TTmgobung  von 

X  =  00  convergeute  Potenzreüie  ohne  NullstclU  n  für  \  x  \  Ii  (wo 
B  oberhalb  einer  gewissen  Grenze  beliebig  zu  wählen  istj;  G{x) 
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ist  eine  ganze  transcenJenie  Function  vom  Geschlecht  weiche  die 
aulserhalb  des  Kreises  \x\'^I{  gelegenen  Nullstellen  von  P(x)  v.u 
Ntülstellen  hat  Es  ist  nftmlich,  wenn  man  diese  Nullsteilen  mit 
co^  ...)  bexeichnet  und  unter  g{x)  eine  ginse  Fonotion 

Gndes  yenteht, 


Gw-^t"f/(i-;). 


Ol 

n 


Der  Beweis  der  ausgesprochenen  Sätze  wird  in  den  Act.  math.  er- 
scheinen. An  Stelle  der  Laplace' sehen  Transformation  kann  man 
auch  eine  Methode  sncccssivcr  Anrahpnin^on  l>onntzeii  (vgl.  Compfp«? 
rendus,  Jau.  18ö8),  wobei  die  Beschränkung  torttäiit,  dais  die  Ooet- 
ficienten  von  (A)  rationale  Functionen  sind. 


Eine  ftindanieiitale  Classiflcation  der  DiffeTentialpToMeiie. 

Von  X.     Weber  in  Hünchen. 

Der  Vortragende  berichtete  kurz  über  den  gegen  wältigen  Stand 
der  Theorie  der  Systeme  Pfaft" scher  Gleichungen  und  erörterte 
sodann  die  algebraische  Natur  der  Differentialinvarianten,  die  ein 
Pfaff'sches  System  in  n  Variablen  gegenüber  beliebigen  Punkt- 
transformationen  des  i{»  besitzt 


Über  eine  Beae  Theorie  der  algebnuscheu  FiuictioaeB 

iweier  VariableiL 

Von  K.  Braaei  in  Berlin. 

Die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  von  zwei  Variablen 
oder  die  Theorie  der  algebraischen  OberflSchen  und  Baumcurven  ist 
seit  ihrer  BegrOndung  durch  Clebsch  und  Köther  bisher  wesent- 
lich nach  der  mehr  geometrischen  Biditung  ausgebildet  worden, 

welche  bei  der  Untersuchung  der  ebenen  algebraischen  Curven  zu 
so  schönen  Erfolgen  geführt  hatte.  Dagegen  ist  dieses  Gebiet  bisher 
noch  nicht  mit  den  Ilülfsmitteln  der  reinen  Analysis  i>ehaii«lelt 
w^orden,  wie  dies  lür  FiuKtionen  einer  Variablen  durch  Gauchj, 
Puiseux  und  später  in  weiterem  Umfange  durch  Eiemaun  und 
Weierütrafs  geschehen  ist. 

Ich  möchte  hier  die  Grundlagen  einer  Theorie  auseinandersetzen, 
weldie  wohl  als  die  directe  Verallgemeinwung  der  Weierstrafs-^ 
sehen  Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer  VerSnderUchen  auf 
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Fanotionen  Ttm  MwL  und  beliebig  vielen  Variablen  angesehen  wer- 
den kann. 

Dieser  Vortrag  zeifällt  in  einen  analgetischen  und  einen  arith* 

metisch-algebraisdion  Abschnitt. 

Mein  Ziel  ist,  /.unächst  au  zeij^eii,  dafs  und  in  \veri"4r^r  Weise 
der  gesamte  Werte vorrut  einer  wertigen  algebraischen  Funetiun  von 
zwei  Variablen  stetig,  tl.  h.  in  n  Zweigen,  ausgebreitet  wei-den  kann, 
und  wie  die  einzelnen  Zweige  derselben  in  einander  übergehen;  dies 
ist  der  analytisehe  Teil  dieses  Vortrages.  Dann,  und  das  wird  der 
arithmetische  Teil  desselben  sein,  will  ich  darlegen,  dals  nunmehr 
die  Theorie  der  algebraisdien  Fiinctionen  von  xwei  Variablen  auf 
rein  aritlunetischer  Grundlage  entwiclvelt  werden  kann  und  zu  gana 
ähnlichen  Hesultaten  fi&hrt  wie  die  Weierstrafs'sche  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  einer  Verttnderlichen. 


1. 

Es  sei 

f(z,  xy)  —  An{xy)     +  An^i(xy)        H  1-  Af,{xy)  —  0 

eine  ganz  beliebige  irredurible  Gleichung  wten  Grudes  in  r  mit 
ganzen  Functionen  von  x  und  y  als  Coefficienten.  Fixirt  man  in 
der  ary- Ebene  einen  Punkt  (j;  =  «o»  y  =  ßo)  so,  daft  die  n 
zugehörigen  Werte  y'^\  •  •  •  y^^  von  also  die  f}  Wurzeln  der 
Zahlengleichung  f(z,  uoßo)  =  0,  alle  endlich  und  von  einander  ver- 
schieden Sinti,  so  kann  man  für  jeden  Nachbarpunkt  ^  =  (a.  ß)  die 

Wnr/eln  ,  72,  •  •  •  y„  ?^<>  bezeichnen,  dafs  sie  bezw.  mit  y^*',  •  •  •  | "  naeh 
der  Stetigkeit  zusaminenhüugeu,  d.  h.  in  sie  übergehen,  wenn  ''^  auf 
dem  kürzesten  Wege  zu  ^0  hingeführt  wird.  Llifst  man  den  Punkt 
!ß  eontinuirlich  weiter  und  weiter  fortrücken,  so  kann  man  den  ge- 
samten Wartevorrat  der  «-wertigen  Function  «  in  11  stetig  zu- 
sammenhängende Beiheo  ausbreiten,  ohne  jemals  Uber  die  Numerirung 
der  n  Wurzeln  in  Zweifel  zu  kommen;  nur  mufs  man,  genau  wie 
bei  den  Functionen  einer  Variablen,  die  kritischen  Punkte,  nSmlich 
alle  diejenigen  Stellen  ausschalten ,  für  die  eine  der  n  Wurzeln  y 
unendlich  grofs  ist,  oder  wo  zwei  Wurzeln  einander  gleich  werden. 

Während  nun  jene  kritischen  Ptmkte  bei  den  Functionen  einer 
Variablen  nur  in  endlicher  Anzahl  aultreten,  bilden  sie  hier  ein 
System  von  Citrccn;  es  stellt  nämlich  der  höchste  Coefficient  ^„(uw/), 
gleich  Null  gesetzt,  die  Gurve  aller  Pole  von  g  dar,  nUlumid 
die  Oleichungsdiscriminante  D  (:r^)  0  alle  und  nur  die  im  End- 
lichen liegenden  Punkte  definirt,  für  welche  zwei  Wurzeln  einander 
gleich  werden,    ffinzu  können  in  beiden  FSUen  noch  die  beiden 

unendlidi  fernen  Geraden  -  =a  0  und  —  s  0  treten.    Fallen  fOr 

X  y 
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eiueii  Punkt  der  IhhrrmimunTencurvti  etwa  und  zusammen, 
während  alle  übrigeu  Zweiga  mo.  eine  endliche  Gröfse  von  und  y^ 
verschieden  sind,  und  mißLuit  man  von  der  y^  entsprechenden  Wurzel 
5|  ausgehend  jene  Oimre  in  einem  genügend  kleinen  Abstände,  so 
kann,  jmuar  Zweig  offenbar  nur  entweder  in  jr,  oder  wieder  in  $1 
rerflekkehren;  genau  ebenso  wie  in  der  Theorie  der  Functionen  einer 
Variablen  würde  im  ersten  Falle  jener  Punkt  als  Doppelpunkt,  im 
zweiten  als  Verzweigungspunkt  angesehen  werden  können.  Aber 
jene  kritischen  Punkte  treten  hier  niemals  isolirt,  sondern  als  Con- 
tinua,  als  kritische  f^nrnn  auf.  Während  also  die  algebraischen 
Functionen  einer  Yariabltju  in  der  Umgebung  eines  kiitischeu  oder 
regulären  FuHktis  darzustellen  sind,  bietet  sich  hier  die  allgemeinere 
Aufgabe,  die  algebraische  Function  z  soll  in  der  Umgebung  einer 
leguUbren  oder  kritischen  Curve,  oder  allgemeiner,  sie  soll  in  der 
Umgebung  eines  beliebigen  Zweiges  irgend  einer  ebenen  Gurve  x) 
—  0  dargestellt  werden. 

Ist  nun  ^0  =  ßo)  beliebiger  Punkt,  den  ich  der  Ein- 
fachbeit  wegen  im  Endlichen  annehme,  so  kann  ein  durch  hin- 
durch flehen  der  Zweier  einer  ulpTPhraischen  Curve  in  der  Umgebung 
von       stets  in  der  Form  dargestellt  werden: 

1  ' 

1)  y  =  yo{'''\%)=  ßo-^  ßii^  —  "oY         — «o)"  H  1 

wo  eine  bestimmte  algebraische  Potenzreihe  bedeutet;  es  sei  jene 
Beihe  ein  Zweig  der  inreduciblen  Curve 

^(y  t  *)    y  +  j^i  («)  y"-*  +  •  •  •  + (*)  0. 

Kur  dann  ist  jene  Darstellung  (1)  nicht  möglich,  wenn  dieser  Zweig 
die  Gerade  x  —      oder  eine  der  unendlich  fernen  Geraden  —  ==»  0 

und     ^  0  ist;  aber  diese  speciellen  Gurven  bieten  nach  Erledigung 

des  allgemeinen  I'alles  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  dar,  weshalb 
ich  hier  von  iliin  n  aljsuhe. 

Man  kann  dann  die  Fuudanientalaufgabe  so  aussprechen:  Es 
sollen  die  Wurzeln  jt^,  •  •  x:»  der  Gleicbong  /'(r,  xy)  »  Q  in  einer 
endlichen  Umgebung  von  1q  durch  Beihen  dargestellt  werden,  welche 
hier  gleichrnftCrig  convergiren. 

Man  kann  diese  Aufgalx;  leicht  auf  eine  Form  bringen,  in 
welcher  sie  der  entsprechenden  für  Functionen  einer  Variablen  analog 
ist»   Setzt  man  die  Linearfactoren 

1 

P  —  Vo('-  !  «o)  =  —  «o)"  =  l> 

so  geht  die  Gleichung  für  z  über  in: 

f{z,  fi) i,  (i,)  jB«  +  2n-i  (n)      H  h  ^0    =  0 , 
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wo  die  Coefiicienteu  Aii^ii)  ganze  Functionen  von  tj  mit  algebraischen 
Potenzreihen  von  |  als  Goefifioienten  sind.  Für  jeden  speciellen 
Werfe  yon  |  innerhalb  des  gemeinsameoi  Oonyergenzbereiehes  aller 
dieser  Reihen  kann  also  nach  der  Puiseuz 'sehen  Theorie  s  in  eine 
Heihe  entwickelt  werden,  welche  nach  ganzen  oder  nach  gebrochenen 
Potenzen  von  rj  oder  y  —  fortschreitet,  und  man  wird  schon  hier- 
durch auf  die  Annahme  g<'fül!rt,  dafs  die  n  Wurzein  auch  für  ein 
variables  .r.  in  jjewisser  Umgebung  des  Punktes  *>«  in  Beihen 
von  der  Form  entwickelbar  sind: 

*  *-f  i 

<*A I «o) (y  —  yo)''     e,^i(x\ tto) (y  —  yo)  ^  H  , 

in  welchen  die  Coefficienten  Potenzreihen  sind,  die  in  der  Umgebung 
des  Punktes  x  —  gleichTnHfsig  convergiren.  Zum  Beweise  aber, 
dafs  jene  n  Reiiien  als  Fuiiotiouüu  vüu  jc  und  y  gleichmäfsig  in 
einem  endlidien  Bereiche  convergiren  mid  in  diesem  jene  n  Wurzeln 
darstellen,  femer  znr  Auffindung  des  algebruschen  Charakters  der 
Coefficienten  oiq),  insbesondere  ihrer  Ordnungszahlen  und  ihrer 
Pole  für  .r,  endlich  zur  wirklichen  Bestimmung  jener  einzelnen  Zweige 
brauchte  ich  ein  rein  arithuetisches  Verfahren,  in  welchem  die 
Coefficienten  und  Exponenten  einzeln  und  sncfessivn  berechnet  werden: 
dieses,  aber  auch  nur  dieses,  kann  dann  niclit  nur  bei  den  Functionen 
einer  Variablen,  sondern  wörtlich  ei>ens()  auch  bei  den  Functionen 
zweier  Veränderlichen  angewendet  werden,  während  das  gewöhnliche 
Verfahren  in  dieser  Theorie  versagt. 

Die  n  so  sich  ergebenden  Reihen  i^i,  fr^,  *  •  •  ^«  schreiten  im  all- 
gemeinen nach  ganzen  Potmzen  von  y  —  f/^  fort;  nur  für  gewisse 
unter  den  Bisoriminantenourven,  ich  nenne  sie  die  Verzweigungs- 
curyen,  erhftlt  man  ftlr  einige  Wurzeln  Reihen  nach  Potenzen  von 

(*/  —  Hof  1  wo  h  eine  Zahl  <  n  bedeutet.  Hat  man  aber  eine  solche 
Reihe,  so  existiren  unter  den  n  Wurzeln  z^_^  .  .  .  z^^  hier,  wie  bei 
den  Functionen  einer  Variablen  auch  die  h  coujugirten  Reihen;  denn 
man  erhält  sie,  wom  mas  den  zugehörigen  Gurrenzweig  \  innerhalb 
des  Convergensbereiehes  umlänffc.  Man  wird  also  in  diesem  höheren 
Giebiete  auf  denselben  Unterschied  geführt,  wie  in  der  Theorie  der 
ebenen  Gurren:  Die  Discriminanlencurre  D(fl;|r)«0  zerfiUt  nlmlioh 
in  die  Boppelcurvcn  und  in  die  Verzweigungscurven,  Bei  einer 
Doppelcurve  schreiten  die  bezüglichen  Wurzeln  naeh  ganzen  Potenzen 
V0T1  V  —  y^  fort,  nur  stimmen  für  zwei  Wurzeln,  etwa  und  in  den 
Reihen: 

^\  ^%{^\  «o)  +  t'i  (-^  I  «o)  0/  —  //o)  H  

H  =  t-o(x   ao)  -j-        i  «o)(y  — i^oj  -I  

die  Anfangsglieder  \  a^)  überein;  die  Oberflüche  durchsetzt  sich 
daher  Iftngs  der  ganzen  Curve  P     0  in  zwei  Bl&ttem.   Bei  einem 
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Uiolauf  um  die  Gurre  P     0  wird  aber  jeder  der  beiden  Zweige 

und  r,  offenbar  in  sich  zurückgefiihrt. 

Bei  einer  Verzweignii;j->cui'V('  (7)  —  Ijtor  nrdminp  dagegen  hat 
man  genau  h  Zwf'it^e,  welche  hoi  Umkrtjiüung  ileiaelben  cyklisch  in 
einander  übergeführt  werden.  Kiae  kritische  Curve  besteht  also  ent- 
weder aus  lauter  Doppelpunkten  oder  aus  lauter  Verzweigungspunkten 
der  Obeifliche. 

SelbstversUndHch  kann  anch  der  Fall  eintreten,  dab  eine 
Doppelcnrre  sngleieh  eine  Venweigungscurre  ist;  man  kann  aber 
selv  einfach  nachweiMn,  dafs  man  die  Oberfläche  f(z,  xy)  »>  0  in 
der  Classe  stets  so  auswählen  kann,  dab  diese  Besonderheit  nicht 

eintritt. 

Die  Goe£ßcienten  ej,  (x  '  a„\  !  oru).  •  •  •  hängen  alle  hIo-o- 

braisch  von  ab,  aber  wie  weit  mau  auch  in  der  Keüie  gehen 
möge,  sie  sind  algebraische  Functionen  von  derselben  Ordnung,  sie 
sind  also  alle  eindeutig  auf  einer  und  derselben  B i em an n' sehen 
Kngelfltcfae  ausgebreitet,  auf  der  aach  eindeutig  ist,  weil  alle 
Coeffifiienten  (x  |  Oq)  von  y^  algebraisch  abhftngen.  Himus  folgt» 
dals  die  Ordnung  von  jr^  entweder  gleich  v  ist,  oder  dab  w  i|» 
ist,  so  dafs  SU  genau  l  conjugirte  CoefBcIentensjsteme  oder  l 
conjugirte  Reihen  ^i,  f^,  •  •  •  gehören.  Alle  Coefficienten  fj(jip  |  oq) 
besitzen  femer  auf  li^  nur  eine  eivlliche  Anzahl  von  Polen,  wie  weit 
man  aucli  in  den  Reihen  fortschreiten  ntatr,  alier  ps  kann  sehr  wohl 
der  Fall  emtreteu,  dafs  mit  wachsendem  Index  die  Urdnungsaahl  der 
Coefßcienten  in  jenem  Pole  über  jedes  Mals  hinaus  wächst;  die  Pole 
treten  im  wesentlichen  in  den  Schnittpunkten  der  Curve  P(^,  x)  =  0 
mit  der  DiMarinunanteneurre  auf,  und  sonst  noch  fUr  gewisse  andere 
Punkte,  die  das  Yerfahren  unmittelbar  eigiebt  Wftolist  aber  die 
Ozdnnngtsahl  flher  jedes  Mab  hinaus,  so  seigt  sich,  dnb,  wenn  man 

den  Linearfaetor  y  —  y^  durch  ^* .  ersetzt  und  d  geeignet 

wählt,  dann  kein  Pol  mehr  auftritt  und  die  Beihe  in  derselben  Um* 
gebuug  gieichinlllsig  convergirt. 

Die  n  Wurzeln  ri,  •  •  •  convergiren,  als  Functionen  von  x 
und  y  betrachtet,  gleichniaisig  innerhalb  einer  endlichen  Umgebung 
des  betrachteten  Curvenzweiges,  nur  ist  ähnlich  wie  beim  Laurent« 
sehen  Satie  die  Gerade  x^o^  hesw.  die  Cum  y  —  i/o  durch  eine 
unendlich  enge  Umhüllung  Ton  dem  Bereiche  aussuschliettan,  wenn 
ein«  jener  Entwickelungen  mit  negatiYen  Potensen  von  x  —  oder 
Jf  —  beginnt.  Nur  dann  wird  der  Convergenzbereich  in  x  und  jf 
unendlich  klein,  wenn  sich  der  Punkt  auf  jß,  fortwandemd,  einem 
kritisehen  Punkte  für  die  Coeffieienten  (x  ]  a)  nähert;  und  xwar 
sind  dieses  die  Verzweigungspunkte  von  iiy,  die  Pole  der  Coeffieienten, 
und  endlich  die  Stellen,  in  denen  P=()  die  Discriminaiit«^ncurve 
schneidet;  ihre  Anzahl  ist  also  endlich.    In  jenen  kritischen  1' unkten 
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selbst  besitzt  aber  die  bezügliche  Entwickelung  wieder  einen  endlichen 

Convergenzbereich ,  und  es  giebt  eine  und  nur  eine  von  den  n  dort 
vorhandpnen  Reihen,  welche  in  der  ganzen  Umgebung  mit  den  dort 
gültigen  Eutwickelungen  coincidirt. 
Geht  man  also  von  einer  Wurzel 

*  i±i 

«1  =  e*  (j^  1  «e)  (y  —  yoY  -f  ^'a+i    1  «o)  (j/  —  i/o)  *  H  

au*?,  so  kann  man  sie  jetzt  über  die  panze  zupphörifre  Riemann'sche 
Flöclie  ohno  eine  einzige  Ausnuhmo  fortsetzen,  und  man  erhrtlt  so  in 
der  ganzen  Umgebung  der  Curve  P  =  0  gültige  und  in  endlichem 
Bereiche   gleichmiilsig    convergente   Reihen,   wie    auch  jene  Curve 

P=5:  0  angenommen  sein  mag.  liezeiclmet  man  mit  ^4^^,      \  ' ' ' 
die   A    von    den  v  unter  1^^,  liegenden,   also  zu  x  =  gehörigen 
l'unkte  von  /i', ,  für  welche  iJq  ungeiindert  bleibt,  so  ergeljen  sich  zu 
der  ersten  Entwickelung      genau  a  und  nur  k  andere  ^i,  -t^,  •  •  • 
welche  ebenfalls  nach  Potenzen  von  y  —     und  x  —  Oq  fortschreiten, 

welche  also  in  den  n  zugehörigen  Wuneln  $%  enthalten 

sind.  Von  jenen  it  Wuneln  sind  also  genau  %  einfache  analytische 
Fortsetzungen  aus  e^^  also  durch  jene  eine  mitbestinmit;  hierzu  treten 
noch  je  h  durch  ümlaufung  der  Venweigungscurve  sidi  ergebende, 
so  dafs  man  zu  einer  Wurzel  einen  Oyklus  von  Xh  anderen  erhält; 
sie  und  nur  sie  können  längs  P  =  0  in  einander  übergeführt  werden. 
Betrachtet  man  die  übrigen  Wurzeln  und  gi-eitt  eine  von  ihnen 
heraus,  so  ordnen  sieh  ihr  wieder  etwa  k' b'  andere  zu,  welche  auf 
einer  zweiten  Riemann  sehen  Fläche  eindeutig  ausgebreitet  sind. 
So  erkennt  man^  dafe  zu  jeder  Curve  P »  0  eine  Anzahl  eindeutig 
bestimmter  Biemann'scher  FlSchen,  etwa  die  drei  R*'t  J^t-y  ge- 
hören, auf  denen  die  n  Wurzeln  in  der  Umgebung  von  P »  0  ein- 
deutig ausgebreitet  sind. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Resultates  kann  folgender- 
mafsen  ausgesprochen  werden;  Es  sei  L  die  Schnittcurve  der  Ober- 
fläche /*  —  0  lind  des  der  Curve  P  =  f)  zugehörigen  senkrechten 
Cylinder.s.  Die  n  zu  einem  Zweige  (./  =  .?/  =  //q)  gehörigen 
Reihen  Zi^  •  -  '  z„  stellen  dann  die  i^-Coordinaten  der  Obortlüche 
in  der  Umgebung  jener  Schnittcurve  L  dar,  also  gewissernuifsen 
innerhalb  eines  auf  der  Oberfläche  sich  hinziehenden  Bandes  von 
überall  bestimmter  endlicher  Breite,  welches  L  umgiebt.  Hingen 
nun  von  jenen  n  Wurzeln  bexw.  A'&',  l"h"  auf  den  sugehörigen 
ilftchen  snsammen,  so  heibt  das  geom^sch,  dafs  jenes  Band,  die 
Umgebung  von  i,  in  drei  getrennte  Teile  zerfallt,  welche  ihrerseits 
in  sich  zusammenhängen.    Die  Schnittcurve  X  selbst  kann  dabei  in 

mehr  als  drei  getrennte  Teile  zerfallen,  denn  ist  etwu   j  =       |of')-{  , 

80  stellt  die  Reihe  Cq{x  |  «)  nebst  ihren  Fortsei /.üiLeu  den  ersten 
Teil  von  L  dar.    Wenn  nun  das  Ajifangsgiied  von  niedrigerer  als 
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der  ften  Ordnung  ist,  was  für  kritische  Curvfii  Pf//,  .r)  =  O  im 
allgemeinen  eintritt,  so  zeriHUt,  L  auf  dem  ersten  Buiide  in  getrennte 
TeUe,  welche  erst  dann  zusammenhängen,  wenn  man  L  selbst  verlu£st 
und  innerhalb  des  Bandes  fortgeht. 

Wir  sagen  nun:  die  Wunel  ir^  ist  in  Besug  auf  die  Gurre 
P     0  Ton  der  Ordnung  A,  wenn  die  Entwickehing  von     mit  der 

Aten  Potenz  von  (f/  —  hreinnt.  Ist  dies  alter  für  irgend  einen 
der  Punkte  von  JF?,.  der  Fall,  so  gilt  dasselbe  für  alle  Fortsetzungen; 
es  besitzt  also  die  algebraische  Function  z  auf  der  ganzen  zu- 
gehörigen Rie mann 'sehen  Fläche  die  Ordnung  h.  Aus  diesem 
Grunde  ordne  ich  jeder  Riemann' sehen  Flftche  einen  Prim- 
divisor  p  zu  und  sage:  die  algebndsche  Function  8  enfhftlt  den 
Divisor  p  in  der  ftten  Potenz,  oder  sie  ist  dureh  teilbar,  wenn 
die  Entwickelung  von  z  auf  By  von  der  Ordnung  A  ist.  Zu  jeder 
ebenen  Curve,  z.  B.  zu  P(i/,  x)^0  gehören  dann  genau  so  viele 
Prinifactoren  /),  uls  ihr  Riemanu'srhe  Flachen  7i*,..  7i\-,  ■ 

entsprechen.    Ein  Primteiler      besitzt  di^  Ver/.weigungsnrdnun 
h  —  1 ,  wenn  die  zugehörigen  Entwickelungeu  nach  ganzen  Potenzen  von 

(t/  —  fortaohreiten,  wenn  also  die  zugehörige  Verzweigungscurve 
diese  O^rdnung  besitzt,  und  er  besitzt  die  Coefficientenordnung 
A,  wenn  die  Coeffidenten  ej^(x  \  Oq),  ei^i{x  |  a^)  .  .  .  in  Bezug  auf 
von  der  Aten  Ordnung  sind;  alsdann  gehören  also  von  dm  n  £nt- 
wickelungen  ^i,  r^,  •  •  •  r„  genau  Xh  zu  p.  Sind  also  etwa  p\  p'* 
die  zu  einer  Function  P      x)  gehörigen  Primteüer,  so  ist 

Die  Summe  l  ■=  k  X'  -\-  k"  der  Ooefficientenordnungen  für  alle 
Primteiler  piP  \  p"  einer  Function  ist  hiemach  im  allgemeinen 

gleich  n;  sie  Ist  n&nlich  dann  und  nur  dann  kleiner  als  »,  wenn 
mindestens  eine  der  Ordnungen  5,  b%  h"  grdfser  als  1,  wenn  also 
einer  jener  Teiler  ein  VenweigungsteUer  ist;  nur  für  eine  endliehe 
Anzahl  von  Fnnetionen  ist  also  n  —  2  >  0,  da  ja  die  Yerzweigungs- 
teiler  nur  gewissen  unter  den  in  endlicher  Anzahl  auftretenden 
Discriminantencurven  entsprechen« 

U. 

Ich  gehe  nun  zum  zweiten,  mehr  aritfametisehen  Teile  meines 
Vortrages  Uber  und  betrachte  die  ganze  FlSehendasse,  welche  zu  der 
durch  die  Gleichung  f  (r,  xy)  =  0  definirten  Oberfläche  gehOrt; 
oder,  was  im  wesentlichen  dasselbe  ist,  ich  untersuche  den  Körper 
K(xyi)  aller  rationalen  Functionen 

1)  y,  r) 
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nntm-  der  Voraussetzung,  dafs  z  durch        Oleichunp  fir,  rtf)  ■=  0 
als  algebraische  Function  von  .r  und  ff  dehnirt  ist.    Daim  exiatiren 
für  Z  in   der  Umgrpbung  eines   Zweiges       der  beliebigen  Curve 
~     ebenfalls  genau  n  Entwickelungen: 

welche  erhalten  werden,  wenn  man  in  (1)  f&r  jf  die  n  Reiben 
4^1 1     -  *  * einsetact,  duzdi  die  g  hier  dargestellt  wird.   Die  n  Func- 
tionen (2)  Bind  dann  also  ebenfalls  Reihen  nach  Potenzen  Ton  y — 
und  X  —  o^,  welche  in  einer  endlichen  Umgebung  de.s  Zweiges 
gleichmftfiiig  convergiren  und  dort  die  n  Wurzeln  Ziy       *  *  * 
darstellen. 

Diese  w  Wurzeln  Z,-  in  (  *J)  verteilen  sich  also  ebenfalls  auf  die  zu 
P  =s  0  gehörigen  R iemann 'sehen  Flächen  ii'».,  /i'»  ,  /»',  und  besitzen 
für  eine  jede  von  ihnen  eine  ganz  bestimmte  Ordnungszulil,  d.  h.  die 
Function  Z  enthält  ebenfalls  einen  jeden  der  ini  vorigen  Abschnitte 
definirten  Frimteüer  p  in  einer  bestiaunten  ganzzahligen  Potenz  it, 
weldie  positiT,  negativ  oder  Null  sein  kann. 

Jede  algebraiBche  FunctioiL  Z  des  Körpers  K(x$b)  enthält  nur 
eine  endliche  Ansahl  von  Frimfactoren  p  in  einer  von  Null  Ter- 
sdiiedenen  Fotens,  und  man  kann  daher  durdi  die  ÄquiTaleni 

Z  in  derselben  Weise  durch  das  Product  ihrer  Piimteilo'  darstellen, 
wie  dies  in  der  elementaren  Mathematik  bei  den  ganzen  oder  ge- 
brochenen Zahlen  geschieht;  und  diese  Darstellung  von  Z  ist  eine 
völlig  invui  )  inte,  d.  h.  ganz  imabhängig  von  den  gewählten  unab- 
hängigen Variablen  r,  f/,  z.  Durch  diese  Darstellung  (3)  ist  die 
Function  Z  bis  auf  eine  multiplicative  Gonstante  völlig  bestimmt. 

Fabt  man  in  (3)  das  Product  alUr  Primfsetoren  mit  posttiTen 
Eiponanten  au  einem  ZUü»-  das  entipredhettde  Product  für  die 
negsÜTen  Siponenten  sn  einem  Nenner  n  snsammen,  so  erhUt  man 
eoao  DartteUnng  Ton  Z: 

in  welcher  dar  Zlhler  dar  Gresamtheit  aller  Nullcurren,  der  Neoner 

der  Gesamtheit  aller  Polcurren  entspricht:  diese  Darstellung  ist  somit 
die  directe  Verallgemeinerung  der  Bestimmung  einer  algebraischen 

Function  von  einer  Variablen  dtirch  ihre  Nullstellen  inid  ihre  Pole. 

Die  hier  auftretenden  Pnniteilej-  p  sind  von  <  in  iader  unab- 
hängig; man  kann  nilmlich  stets  (uöisen  Z  des  Korperä  /Tfr,  f/,  e) 
ünden,  welche  beliebig  gegebene  Divi&oron  in  vorgeschriebenen  Po- 
tenzen enthalten  und  durch  gegebene  andere  Primteiler  nicht  teil- 
bar sind. 
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Ist  speciell  Z  eine  solche  Gröfse  des  K">rpf^rs  K{x^  y,  z\,  tnr 
welche  der  Nenner  in  (3  a)  nui*  die  den  beiden  unendlich  lernen 
Geraden  (x  =  cx^)  und  (y  =  oo)  zugehörigen  Primfactoren  j».  ent- 
hält, so  wird  Z  für  endliche  Werte  von  (o:,  y)  überhaupt  nicht  un- 
endlich; eiiie  solche  Fimetion  Z  wird  eine  ganse  algebraische  IHmdioii 
von  »  und  y  genuinl  Alle  diese  Fumetioneiii  und  nur  sie  sind 
Wuneln  von  Gleichungen 

4)         Z*  4-         (.T,  y^Z^-^  H  f-  B^ix,  y)  —  0, 

deren  Ooefticienten  ganze  rationale  Functionen  von  x  und  y  sind, 
und  die  zugehöngeu  Gleichungen  (4)  stellen  geometrisch  Flächen 
dar,  welche  im  Endlichen  keine  unendlich  grofsen  Ordinaten  besitzen. 

Die  erste  hier  sich  darbietende  Aufgabe  ist  nun  die,  alle  ganzen 
algebraischen  Fonctionen  Z  in  derselbai  Weise  dnreh  ein  Funda- 
mentalqrstem  darzustellen,  wie  dies  ftr  die  ganzen  algehraist^en 
Zahlen  und  die  Functionen  einer  Variablen  schon  frfiher  geschehen 
ist.  Leopold  Eronecker,  der  diesen  Fragen  zuerst  nlhergetrsten 
uAf  zeigte  in  seiner  Festschrift,  dafs  diese  Aufgabe  zwar  lösbar  ist, 
behauptete  jedoch,  dafs  dieses  Fundainentalsystem  im  allgempinen 
mehr  als  n  Kiemente  besitzen  müsse.  Ich  habe  nun  gefunden^  dafs 
man  immer  genau  n  ganze  algebraische  Functionen  Z^\Z^\  •  •  •  Z^^\ 

und  zwar  dui<  it  ein  endliches  rationales  Verfahren  so  bestimmen 
kann,  dafs  alle  and  nur  die  ganzen  algebraischen  Functionen  in 
der  Form 

u^Z^^y  -f  w,Z*2)  ^  ^ 

mit  ganzen  rationalen  Functionen  Ton  x  und  ;/  als  Coefficienten  dar- 
sitellbar  sind,  dals  also  Ar  dieses  höhere  Gebiet  die  Antwort  auf 
die?;»'  Frage  ganz  ebenso  einfach  aust&Ut,  Wie  in  den  soeben  er* 

wähnten  einfacheren  Theorien. 

Auch  hier  ist  die  sog.  „Körperdiscriminante" 

aine  ganae  rationale  Function  von  x  und  y,  denn  Zusammanssteung 
aus  dem  folgenden  Satse  harrotgebt; 

Es  sei  P{xy)  =^  0  eine  beliebige  Gurre,  p  einer  ihrer 
Primfactoren,  dessen  Terzweigangsordnung  gleich  6,  und  dessen 
GoefGcientenordnung  gleich  1  ist.  Sind  dann  etwa  PfP\p*'  alle 
zu  P  gehörigen  Primdivisoren,  6,  b%  ihre  Verzweigungs-,  und 
X,X\k"  ihre  CoeCGicientenordnungen,  so  ist  A(dBy)  genau  durch 
JP9  teilbar,  wo 

ist  Hieraus  ei^ebt  sich  die  fönende  einfache  DanteUuag  der 
KtfipeidiserimiBaate: 
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wo  l  —  k  X'  -\-  k"  die  Rnmme  der  Ooefficientenordnungen 
aller  zu  i'  gehörigen  Prmilactoren  i'-t,  und  wo  das  Product 
nach  der  am  Ende  des  vorigen  Ahsehniites  gemachten  Bemer- 
kung nur  auf  diejenigen  Functionen  P  erstreckt  zu  werden 
braucht,  denen  Yerzweigungsteiler  entsprechen. 

Es  sei  jetzt  allgemeiner 

em  beliebiger  ganzer  oder  gebrochener,  aber  endlicher  Divisor,  welcher 
also  die  zu  =  oo,  y  =  oo  gehörigen  Primteiler  nicht  enthält. 
Eine  algebraische  Function  U  des  Körpers  K(.ritz)  heilst  dann 
ein  Vielfru-hes  oder  ein  Multiplum  von  ^,  wenn  allLTemein  U  den 
Primteiler  pi  von  &  mindestens  in  der  A.  ten  Poten/,  enthält  und 
sich  für  alle  nicht  in  &  auftretenden  endlichen  Divisoren  regulär 
verhält. 

Man  kann  nim  genau  wie  fBr  die  ganzen  algebraisdien  Func- 
tionen ein  FundamentalBystem  •  •  •  ü^^^  fllr  den  IhviBor  9 

80  bestimmen,  dass  alle  und  nur  die  Multipla  von  ^  in  der  Form, 
«j  17<^>  -j-  u,  t/W  -j  \-     U'^"^  mit  ganzen  Funetionen  von  x  und  ff 

als  GoefBcienten  darstellbar  sind.    Ist  speoiell  d     1 ,  so  geht  das 

System  (U^'^^  •  •  •  7"^"^^  offenbar  in  das  vorher  betrachtete  Fonda- 
mentalsystem  für  die  ganzen  algebraischen  Functionen  über. 

Bezeichnet  man  die  Discriminante  j  C^^*^  ü^^\--  -  CT^"'!*  dieses 
Fundamentalsystems  mit  D(9^)^  und  die  Norm  des  Divisors  &  mit 
N{'d)y  80  bestellt  /wischen  D  (d)  und  der  Körperdiscriminante  A  (x,  ?/), 
fUr  welche  nach  der  obigen  Bemerkung  auch  geschrieben 
werden  kann,  die  wichtige  Beziehung: 

J)(«.)«i^(a)2>(l), 

Bildet  man  endUch  zu  einem  FundamentalBystem  ( U^^\  ■  ••  ir(">) 

für  einen  beUeMgen  Divisor  »  das  reciproke  System  (r'^\  'Ö'^^\  •  •  •  C'")), 

so  gehört  dieses  ebenfalls  zu  einem  ganz  bestimmten  Divisor  und 
zwar  iat  dieser  mit  9'  stets  dureb  die  bemerkenswerte  Relation 

S 

verbunden,  wo 

%  ~  Up*-» 

den  ein  ftlr  alle  mal  festen  Verzweigungsteiler  bedeutet,  der  jeden 
PrimteUer  so  oft  enthält,  als  seine  Verzweigungsordnung  angiebt. 

Auf  diesem  wiebtigen  Satze  berubt  ein  Verfahren,  imi  ein  voll' 
ständiges  System  von  Integranden  erster  Gattung  für  diese  Func- 
tumskOipte*  zu  gewinnen,  nnd  zwar  für  jede  beliebige  Fom  der  za 
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Grunde  gelegtea  Gleicbimg  f(z^  xy)  =  0;  ferner  führt  er  in  einer 
TeraUgememeraag  des  BiemaBn-Boeh'sdien  Satzes  für  Fimcttonen 
Ton  swtt  VariablnL  Ihidlich  bemerke  ich  noch,  dafs  mit  Hülfe  der 
hier  gegebenen  Darstellung  der  Functionen  Z  durch  ihre  Divisoren 

nunmehr  auch  ihre  Differenläalquotienten  in  gleidter  Weise  dar- 
gestellt werden  köiineu;  und  von  dieser  Darstellung  ausgehend,  kann 
nun  eine  vollständige  Theorie  der  mit  dem  Körper  K  (^x^  ^,  e) 
zusammenh&ngenden  Integrale  gegeben  werden,  welche  wohl  den 
einfachsten  Eingang  in  dieses  schwierige  und  bisher  noch  wenig  be- 
handelte Gebiet  gew&hrt. 

AUe  in  diesem  Vortrage  angegebenen  Resultate  habe  ich  in 
zwei  in  den  Jahren  1898  und  1899  an  der  Berlins  Universität  ge- 
haltenen Vorlesungen  vollständig  hergeleitet.  Die  im  ersten  TeUe 
kurz  skizzirfp  Tlieorie  ist  in  (}pr  jftzt  erscheinenden  Abhaudhmg 
„Über  eine  neue  Theorie  der  algebraischen  Functionen  zweier 
Variablen"  im  23.  Bande  der  Acta  mathematica  aust'ülirlieh  ent- 
wickelt. Die  Begrüuduug  der  im  zweiten  Teile  angegebenen  Sätze 
und  die  Theorie  der  mit  den  KOrpem  K(x^  z)  zusammenhSngen' 
den  Integralfimctionen  soll  in  einer  denmSchst  erscheinenden  Ab- 
handlung gegeben  wwden. 
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Erster  Abschnitt. 


AUgemeine  Tlieorio  der  unendliclieii  Mengen. 

„Dm  Weien  der  ^athomatik 

liegt  in  ihrer  Freiheit.'* 
Georg  Cantor 
(Math.  Ann.  iid.  21,  S.  564). 

Die  Entwiekelung  der  Mengenlehre  hat  ihre  Quelle  in  dem 
Bestreben,  fllrswei  grundlegende  mathematische  Bo^ffe  eine  Ulrenda 
Analyse  zu  schaffen,  nämlich  für  die  Begriffe  des  Arguments  und 
der  Function.  Beide  Bep^iiffe  hal»en  im  Lauf  der  Tahi-e  sehi-  wesent- 
liche Wandlungen  durchgemacht.  Der  BegTt-itl  des  Arguments  resp. 
der  unabhängigen  Variablen  deckte  sich  ursprünglidi  mit  dem  nicht 
weiter  definirten,  naivt;u  Begriff  des  geometrischen  Conünuums; 
heute  ist  es  durchaus  geläufig,  als  Wertrorrat  des  Arguments  jede 
bdielnge  Werfcmenge  oder  Ponktmenge  zuzolaasen,  die  man  aiis  dem 
Oontinamn  auf  Grand  einer  irgendwie  definirten  Vorsckrift  heran»* 
heben  mag.  Noch  einschneidender  ist  die  Wandlang,  die  den 
Fonctionabegriff  betroffen  ]iat.  Sie  dürfte  innerlich  an  den  Ton 
Fourier  aufgestellten  Satz  anknüpfen,  dafe  eine  sogenannte  will- 
kürliclM'  Function  dnrc])  pine  trigronometrische  Reihe  darstellbar  ist; 
äuiserlich  hndet  sie  liu-en  Ausdruck  iu  der  auf  Dirichlet  zurück- 
gehenden Definition,  die  den  allgemeinen  Fuuctionsbegriff  kurz- 
gesprochen  als  Äquivalent  einer  willkürlichen  Tabelle  betrachtet. 
Als  sodann  Riemann  ein  erstes  Beispiel  einer  analytiflch  daxsteU- 
baren  Fünefcion  ao&tellte,  die  m  jedem  rationalen  Punkt  anstetig, 
in  jedem  irrationalen  Punkt  stetig  ist,  sah  num  sich  pK^tsUdi 
Möglichkeiten  gegenfiber,  für  dfliren  EigrOndung  die  bis  dahin  ge- 
läufigen Vorstellungen  durchaus  unzureichend  waren.  Es  erstand 
die  Notwendigkeit,  gesetzmäfsig  bestimmte  Mengen  unendlich  vieler 
Punkte  auf  ihre  innere  Structur  und  ihre  Eigenschafken  zu  unter- 
suchen, und  mau  sah,  dals  zu  ihrer  Beherrschung  durchaus  neue 
Begriffe  und  Forraulirungen  nötig  waren.  Den  ersten  Versuch,  diesen 
Dingen  metliudisch  gerecht  zu  werden,  uuicrnalim  Ii.  Hanke i  m 
seinem  bekannten  Tabing  er  Programm.  Neben  ihm  hat  sidi 
an  der  Bew&ltigung  der  bezüglichen  Aufgaben  als  einer  der  eifrigsten 
P.  du  Eois-Reymond  beteiligt;  seine  allgemeine  Functionen- 
lehre  enthslt  geradezu  eine  mathematisch-philosophische  Erörterung 

J»bmb0fl«lit  d.  Smtoclitn  XMliMu-TmialfWig.-  TOI,  t.  1 
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der  beiden  obengenaonten  Begriffe.  Allerdings  entsprach  der  Erfolg 
nicht  ganz  der  Energie  der  aufgewandten  geistigen  Arbeit;  trotz 
mancher  frachtbaren  Ideen  nnd  Anregungen  ist  da  Bois  irielfaeh 

nnr  dazn  gelangt,  die  Ph>bleme,  die  hier  vorliegen,  zu  beaeichnen, 
ohne  sie  jedoch  systematisch  zu  erledigen.    Es  hWvh  Qeorg  Cantor 

vorbehalten,  diejnnig'pn  Ideen  m  erfinden,  die  sich  für  eine  metliodische 
Untersüieliung  als  geeignet  erwiesen  und  es  ermriirlicliten.  inieli  die 
iiuendiichen  Mengen  unter  die  Herrschaft  der  mathematischen  Fonneln 
und  Oe.«5et«e  7.11  zwingen.  Sicher  gehörte  ehensoviel  Kühnheit  wie 
Überzeugungskraft  dazu,  uin  Dinge,  die  über  das  Endliche  hinaus- 
gehen, m  einer  mathematisehai  Diseiplin  su  erheben;  nach  Cantor's 
eigenem  Zeugnis  wissen  wir^),  dallB  er  zehn  Jahre  zfigerte,  ehe  er  sidi 
entschlofs,  seine  Ideen  TOr  das  mathematische  Pablieam  zn  bringen. 
Er  that  es  erst,  als  die  Erkenntnis  von  ihrer  ünumgänglichkeit  in 
ihm  erstand,  und  er  sich  die  Überzeugung  gebildet  hatte,  dafs  seine 
Begriffe  den  allgemeinen  Eigenschaften  wobidefinirter  mathematischer 
Objecte  ijf'nügen"). 

Mengen  von  unendlich  vielen  Elementen  sind  allerdings  auch 
sonst  sehen  Gegenstand  mathematisclier  Operationen  gewesen,  ins- 
besondere im  Gebiet  der  Geometrie,  wo  man  längst  gewohnt  war« 
Mengen  rOcksichtlich  ihrer  Mftchtigkeit  zu  vergleichen.  Aber  doch 
wSre  es  Terfehlt,  hierin  mehr  als  eine  ftnAerliche  Analogie  zu  sehen. 
Wenn  auch  Cantor,  wie  er  gelegentlicfa  angiebt*),  die  Bezeichnung 
resp.  den  Begriff  der  ^fächtigkeit  von  Steiner  entlehnt  hat,  so 
haben  doch  die  bezüglichen  geometrischen  Formulirangen  mit  der- 
jenigen Denlcwei<?e,  die  der  Mengenlehre  7,11  Grunde  liegt,  wenig  zu 
schaffen.  Die  Mengenlehre  als  Wissenschaft  erstand  erst  in  dem 
Augenblick,  als  Cantor  die  Abzählbarkeit  als  einen  wohldetinirten 
mathematischen  Begriff  in  die  Wissenschati  einführte,  unendliche 
Mengen  nach  ihrer  Mächtigkeit  einzuteilen  unternahm  und  insbesondere 
zeigte,  dafs  die  algebraischen  Zahlen  eine  abzShlbare  Menge  bilden, 
daCs  dagegen  das  Gontinnmn  nicht  abzahlbar  ist  Der  einzige  Vor* 
gSnger,  den  Gantor  auf  diesem  Gebiet  besitzt,  ist  B.  Bolzano. 
in  den  Paradoxieen  des  Unendlichen  hat  Bolzano  nicht  allein 
nnendüche  Mengen  nach  ihrer  Mächtigkeit  zu  vergleichen  unter- 
nommen:  es  findet  sich  darin  sogar  schon  diejenige  Vorstellung  über 
die  Gleiclini'ir  }iti(,'keit  zweier  Mengen  ausigesproehen'*) ,  die  hernach 
Cantor  seuieu  üegritfsbestimmungen  zu  Grunde  gelegt  hat 

1)  Math.  Ann.  17,  S.  S58  (1880). 

2)  Die  Skepsis,  mit  der  man  den  Cantor'sehen  Ideen  he:  ihrem  Er- 
scheinen vielfach  begegnete,  erbellt  um  besten  aus  einigen  an  Cantor 
gerichteten  Briefen;  vgl.  Zeitschrift  für  Philosophie,  Bd.  91  u.  92. 

8)  Math.  Ann.  20,  S.  116. 

4)  a,  a  0.  S.  28.  Bei  Bol  7:1110  erscheint  diese  Vorstellang  allerdings 
nur  als  Beispiel  einer  dem  Unendlichen  anhaftenden  Paradoxie. 
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Erstes  CapiieL 
Di«  Miektij^keii  oder  CafdinaliaU. 

1.  Die  Lehre  von  den  unendliiheu  (üb erendlichen  reqp. 
transfiniten)  Mengen  ist  in  ihrem  formalen  Teil  eine  Verall- 
gemeinerung der  Lehre  von  den  endlichen  Zahlen;  sie  sucht  die  un- 
endlichen Mengen  nach  den  gleichen  Methoden  zu  verkuüplen,  die 
für  endliche  Zahlen  gelten. 

Auf  denjenigen  Begrifi'  der  allgemeinen  Mengenlehre,  der  der 
endUohen  Oardinalzakl  «ntspricht,  lassen  sich  die  elementaren 
Definitioaien  und  die  auf  ihnen  rollenden  directen  BeclmiingsgesetsBe 
ausnahmslos  llbertragen;  dies  gilt  sowolil  .Ton  der  Snmme  und  dem 

Prodaet,  wie  auch  von  dem  PotensbegrilF.   Doch  liegt  zwischen  den 

Beziehungen,  die  die  endlichen  resp,  die  unendlichen  Mengen  unter^ 
einander  verbinden,  eine  tiefe  Kluft;  sie  stammt  daher,  dafs  bei  un- 
endlichen Mengen  (lor  Teil  gleich  dem  Oanzen  sein  kann*). 
Diese  Thatsache  giebt  der  Lehre  von  den  unendlichen  Mengen  ihr 
eigentümliches  Gepräge;  gerade  aus  ihr  fliefst  ein  grofser  Teil  der 
charakteribtischen  Sätze  und  Probleme,  durch  die  sich  die  Mengen- 
lehre ein  immer  steigendes  Interesse  erworben  hat. 

Bei  jeder  Verallgemeinerung  eines  Wissenszweiges  ist  es  be- 
kanntlich das  Princip  der  Permanenz  der  formalen  Oe- 
se tze*),  das  die  Ankaltspunkte  fttr  die  Formnlinmg  der  neuen  Be- 
griffe Uefert  Es  fragt  sich  daher  snnttchst,  ob  nnd  wie  es  möglich 
ist,  die  grundlegenden  Begxiffe  der  Zahlenlehre  so  za  formen,  dafs 
sie  auf  überendliche  Mengen  übertragbar  werden,  ohne  doch  ihre 
Giltigkeit  für  die  endlichen  'Nfengen  v.n  verlieren.  Die  Analyse  der 
arithmetischen  BegritVe,  an  die  nmn  in  dieser  Hinsicht  anzulniüpfen 
hat,  ist  im  weseotUclieu  auf  Dedekiud^j  zurückzuführen.  Sie 


1)  Diese  Möglichkeit  spielt  bekanntlich  auch  für  die  Theorie  des 
Ftedieninhalts  eine  wichtige  Rolle.  Sie  ifft  es  aneh,  die  die  ansnahmsloee- 
Übertragbarkeit  der  indirecten  Operationen  ausschliefst. 

2)  Tu  dieser  Form  zuerst  bei  fi.  Hankel;  Tgl.  Vorlerangen  Aber  die 
complexen  Zahlen,  S.  10  (1867). 

•)  Was  sind  etc.  Man  Tgl.  insbesondere  S.  2,  0^  20. 
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VbM  sich  dahin  chafalcterisireii,  da(ii  die  Lehre  yon  den  gansen 
Zahlen  auf  drei  Gnmdbegriffe  zu  gründen  ist,  auf  die  Begriffe  der 
Menge,  der  Ordnung  und  der  Abhildung  oder  eineindentigen 

Beziehung.  Der  Mengenbegiiff  ist  als  der  ursprünglidi  resp. 
objectiv  gegebene  aufzufassen;  das  Ordnen  und  das  Abbilden  sind 
die  hinzutretenden  siibject i v(mi  Elpraento.  Inshesonderp  führt  das 
Ordnen  zum  Begriff  der  Anzahl,  das  Al)hilden  zum  Gleichbeits- 
begriff  'in<l  zu  den  ftröfsenbeziehunpeu*\ 

2.  Die  Vorstellungen  Cantor's  lauten  denen  von  Dedekind 
im  wesentlichen  parallel.  Ich  lasse  hier  zunächst  die  Definitionen 
folgen,  die  Cuntor  au  die  Spitze  der  Mengenlehre  gestellt  hat*): 

1)  Menge  ist  jede  Zusammenfassung  M  von  bestimm- 
ten wohinnterschiedenen  Objccten  m  eu  einem  Gänsen; 

3)  Teil  oder  Teilmenge  Ton  Jf  heifst  jede  andere 
Menffe  Mj,  deren  Elemente  sngleieh  Elemente  von  M 
sind')-,        heifst  in  M  enthalten. 

Falls  die  Mengen  M  und  .AT  gemeinsame  Elemente  beaitien,  so 

wird  die  Menge  dieser  gemeinsamen  Elemente  auch  gemeinsamer 
Teiler  von  M  und  N  genannt  und  durch  ^  (M^N)  bezeichnet*). 

3)  Mächtigkeit  von  M  heifst  der  Allgemeinbegriff, 
der  aus  M  dadurch  hervorgeht,  dafs  von  der  Beschaffen- 
heit  und   Ordnung^)   der  Elemente  abstrahirt  wird;  er 

Wird  durch  M  =  m  bezeichnet. 

Die  Mächtigkeit  einer  Menge  bildet  das  genaue  Analogon  des 
AnzahlbegrilSes  und  wird  daher  von  Cantor  auch  als  Cardinal* 
zahl  bezeichnet. 

Die  einfachsten'  Beispiele  tmendüdier  Mengen  sind  die  ^enge 


1)  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  nfther  in  die  Analsrse  des  ZahlbegrifliM 

einxngehen  oder  auf  die  umfangreiche  darflber  vorhandene  Litteratur  hin- 
zuweisen. Ich  habe  nur  dasjenige  kurz  anführen  wollen,  wan  für  die 
Formuliruog  der  Mengenlehre  in  Betracht  kommt.  Die  Ded  ekiud  sehen 
Ideen  haben  übrigens  besonders  in  Italien  Aufnahme  gefunden;  zumal 
Peano  nnd  seine  Schuler,  so  namentlich  Bcttazzi  nul  I^urali-Forti, 
haben  sich  im  Anschlufs  an  Dedekind  mit  der  Fort^ntwickelung  der 
bezüglichen  Fragen  beschäftigt.  Es  bandelt  sich  dabei  natfirlicb  um  nichts 
anderes,  als  um  die  Axiome  der  Arithmetik. 

2i  Man  vgl.  fflr  das  folgende  inshe.sondere  Math.  Ann  4r>,  S.  481  (t89.''i). 
Die  bezüglichen  Definitionen  sind  teilweiae  uchon  vorher  in  der  Zeitschr. 
f.  Phflos.  91,  8.  96  n.  9S,  6.  940  (1887)  eingeführt  worden. 

9)  Dedekind  beseichnet  solche  Teilmcn^  als  echten  Teil  Ton  Jf, 
so  dafs  d:>iuL  h  die  Teilmenge  auch  mit  M  identisch  sein  kann,  was  fttr 
manche  Zwecke  nützlich  ist  (Was  sind  etc.  S.  2  and  3). 

4)  Math.  Ann.  17,  S.  355. 

b)  Über  den  in  diese  Definition  eingehenden  Begriff  der  Ordnung 
findet  sich  nftberes  in  Cap.  6,  8.  88. 
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aller  guiMtt  ZaUen,  deren  liibhtigkeit  wir  a  neoiMii,  toier  die 
Menge  der  nttionaleik,  reep.  der  imAionalen  Zehlen,  endlidi  die  Menge 

aller  reellen  Zahlen,  d«reiL  Mi<!htigkeit  wir  durch  C  beMidmen,  U.S.W. 
Die  Definitionen  dieser  Mengen  bedürfen  keiner  weiteren  Ex^^rtemog. 

Dagegen  erheischt  die  Frage,  wann  allperaein  eine  Menge  durch 
eine  Definition  als  bestimmt  anzusehen  ist,  sehr  wohl  eine  Antwort. 
Cantor  hat  sich  dahin  ausgesprochen,  dai's  es  möglich  sein  mufs, 
von  jedem  beliebigen  Object  anzugeben,  ob  e8  smner  Definition  nach 
der  Menge  angeböit  oder  nicht;  jedoch  braucht  diese  Frage  nicht 
praktisch  entschieden  werden  xu  können,  Tiebnebr  wird  nur  ibre 
legis  ehe  Beetmuntbeit  gefordert^).  Anf  den  gleieben  Standpunkt 
bat  sieh  auch  Dedekind*)  gestellt 

3.  Wir  fragen  znnftobst,  wann  zwei  Mengen  M  und  N  dieselbe 
Ml<ditigkeit  besitzen,  reap.  ob  nnd  wie  man  zwei  Mächtigkeiten  tn 
und  n  als  gleich  definiren  kann.  Die  Gleichheit  endlicher  Zahlen 
findet  bei  ein-ein^lenfiirr^m  Entipreoben  ihrer  Elemente  statt;  dem- 
gemäfs  definirt  Canlor  ): 

4)  Die  Menge n  iLf  und  iV'heifsen  äquivalent  oder  gleich- 
mächtig (M  <^  X)j  falls  es  möglich  ist,  sie  ge8et2;märsig  iu 
eine  eineindeutige  Zuordnung  zn  setzen,  nnd 

fi)  Mftebtigkeiten  oder  C&rdinaUablen  sind  gleich, 
(m  n),  falls  die  entsprechenden  Mengen  M  nnd  N  &qni- 
Talent  sind. 

Die  vorstehende  Gleichheitsdefinition  fli  T  t  direct  aus  dem  oben 
genannten  Princip  der  Permanenz  der  formalen  Gesetze.  Dies  hindert 
jedoch  nicht,  dafs  die  beiden  Definitionen,  die  das  endliche  und 
das  unendliche  Gebiet  betreflfen,  sich  inhaltlich  in  einzelnen 
Punkten  unterscheiden.  Zunüchst  ist  zu  bemerken,  dafs  sich  die 
Prüfung  der  Äquivalenz  endlicher  Meugeu  stets  durch  eine  er- 
schöpfende Anzahl  von  Schritten  feststellen  läfst;  fÖr  nnendliche 
Mengen  dagegen  kann  die  eineindentige  Beaebung  nur  durch  ein 
Besiehnngsgesets  gegeben  werden,  das  jedem  beliebigen  Element 
der  einen  Menge  ein  entsprechendes  der  anderen  Menge  snweist  und 
umgekehrt.  Die  Äquivalenz  oder  Gleichmächtigkeit  Bweier  Mengen 
bedeutet  ja  nichts  anderes  als  die  Eiistenz  einer  solcben  einein- 
deutigen Beziehung^). 

1)  Math.  Aon.  20,  S.  114.  So  war  die  Menge  aller  algebraischen 
Zahlen  eine  wohldefinirte  Mense,  auch  ehe  man  angeben  konnte,  ob  « 

dieser  Menge  angehfirt  oder  nicnt. 

2)  Was  sind  etc.   S.  2,  Anm. 

•)  Der  Begriff  der  Äauivalens  findet  sieh  schon  in  Gantor's  erster 

mengentheoretischer  Arbeit,  Joam.  f.  Math.  77,  S.  242;  vgl.  auch  den 
eben  8.  2  gegebenen  Hinweis  auf  Bolzano's  Paradoxieen.  ^ 

4)  So  sagt  z.  B.  die  durch  die  Gleichung  xy  =  1  vermittelte  Be- 
siehoag  ans.  daft  alle  positiven  Zahlen  swisdnen  0  und  1  allen  Zahlen 
gleiebmieht^f  sind,  die  grOfser  als  t  sind. 
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Ans  diestr  Thatsache  flielst  der  zweite  Düferenzpunkt,  der  dem 
Gleidiheitsbegriff  für  endlicbe  und  überendliche  Cardinalzahlen  an- 
haftet. Es  ist  der,  dafs  eine  überendliche  ^fenge  einer  ihrer  Teil- 
mengen äquivalent  s^in  kann,  was  für  endliche  Mengen  nicht  zutrifft. 
So  läfst  sich  z.  B.  die  Menge  aller  ganzen  positiven  Zahlen  1,  2, 

3,  V  "  '  d^r  Menge  aller  geraden  positiven  Zahlen  2,  i.  6.  v  •  •  •  • 

in  der  Weise  eineindeutig  zuordnen,  dal'ü  der  Zahl  v  die  Zahl  2v 
entspricht  und  nmgekebrt 

Dieser  ümstand  ist  fär  die  Eigenart  der  Gesetie  der  llberendliclien 
Mengen  von  einsohneidender  Wichtigkeit  Er  war  bereits  Bolsano^) 
bekannt;  Dedekind  hat  ihn  benutzt,  um  daran  die  Definition  der 
flberendlichen  Mengen  anzuschliefsen.  Mit  ihm  definiren  wir  daher'): 

6)  Eine  Menge  M  heifst  unendlich  oder  überendlich 
^transfiDit)|  falls  sie  einer  ihrer  Teilmengen  äquivalent  ist. 

4.  Die  Gesetze  der  Addition  und  Multip  1  i  ration  lassen 
eich  ohne  weiteres  auf  Mächtigkeiten  übertragen.  6md  M  =  \m] 
und  JV^  —  { n )  zwei  Mengen  ohne  gemeinsames  Element,  so  ialst 
äeh  ans  ihnen  dne  Vereinig ungsmenge  P  bilden,  in  die  jede« 
Mement  von  M  sowie  Jedes  Element  Ton  K  eingeht,  nnd  die  wir 
dnreh 

p^(M,  J»)  — (nr,  Ä) 

bezeichnen  dfirfen.  Definiren  wir  dann  die  Mächtigkeit  p  von  P 
gemttfs  der  Gleichung 

p     m  +  « 

als  .Summe  von  ni  und  it,  so  folgt  diese  äumme  den  sämtlichen 
Oesetzeu  der  Addition,  dem  commutativen,  wie  dem  associativeu. 

Es  i»t  ftbrigens  sweekmtUsig,  auch  ftr  die  Vereintgnngsmenge 
Ton  M  und  If  die  Schreibweise  der  Addition  zu  benutsen  und 

2U  setzen;  man  bezeichnet  daher  auch  P  kurz  als  Summe  von  3f 
und  K.  Eine  VereinigungsinfnEfo  lülst  sieh  übrigens  auch  dann 
bilden,  wenn  M  und  N  gemeinsame  Elemente  besitzen.  Ist  Q  die 
Menge  der  Elemente,  die  M  und  N  gemeinsam  sind,  so  dafs 

zu  setzen  ist,  so  wird  die  Vereinignngsmenge  durch 

P-=  (Jlf„  .V,,  Q)  —        N,+  Q=^m{M,ir) 

V)  Paradoxieen,  S.  28.    Bolz.ano  erblickt  in  ihr  eine  der  dett  Da* 

endlichkeitebe^riff  anhaftenden  Paradoxieen. 

2)  Was  smd  etc.  S.  17.  Für  den  historiacheu  SachverliuiL  koiumt 
such  die  Anmerkung  in  Betracht.  Vgl.  auch  Cantor,  Journ.  f.  Math.  84, 
S.  242,  sowie  Math  Ann.  4(1,  S.  495,  wo  sich  ein  Beweis  befindet,  dab 
die  definirende  Kigenscüaft  iür  jede  uneudüche  Menge  erfällt  ist.  , 
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darg«Btollt  und  heifst  bei  Cantor  das  kleinste  gemeinsame 

Httltiplum  von  M  und  JIT^). 

Zur  Mnltiplication  gelangt  m&üy  indem  man  ans  M  und  2f 

die  Verbindungsmengf»  bildet.  Sio  ontsteht,  indem  man  jedes 
Element  m  mit  jedem  Elenif  i^t  n  zu  einer  Gruppe  (»n,  «)  verliindet; 
die  aus  allen  diescu  Gruppcu  als  neuen  Elementen  bestehende 
Menge  P  —  {{nt,  v)\  ist  die  Yerbrndungsmenge  von  M  und  N, 
Sie  läfät  sicii  diucii 

P— .(Jlf.lV)«o(iV.  Jf) 
bexeiclmen.  Die  Mächtigkeit  ?on  P  kann  wieder  mittelst  der  Gleichung 

»  m  *  tt 

als  Product  TOn  m  imd  n  definut  werden.  Dieses  Frodaet  folgt 
allen  Gesetsen  der  Mnltiplication,  dem  conmintatiTen,  dem  asso- 
ciativen  und  dem  distiibntiTen,  wie  man  leicht  best&tigsn  kaxm* 
Die  Mächtigkeiten  lassen  sich  daher  allen  directen  Bechnongs^ 

Operationen  unterwerfen. 

Ein  Beispiel  ^iner  Verbindungsmenirf'  bildet  die  Men^e  Z  =  (»j 
aller  Punkte  einer  Ebene  im  !^inn  d^r  ;iiial}"ti«nhen  (ieometrie.  Ist 
X~\x\  die  Menge  aller  Funkte  einer  (ieradeu  (eine  lineare 
Menge ebenso  Y  =  {y\  die  Menge  aller  Punkte  einer  zweiten 
Geraden,  so  wird  jeder  Punkt  e  durch  ein  Elementenpaar  (x,  y) 
dargestellt^  nnd  es  ist  daher  Z  die  Yerbindnngsmenge  Yon  X  nnd  Y. 
Beachtet  man  noch,  dafs  gemftb  der  ohigen  Festsetsnng  (  c  nnd 
9  ^  C  ist,  so  folgt  für  die  Mächtigkeit  TOn  Z  die  Gleichnng 

Dir*  TOi-sitehenden  nlbj:<^meinen  Definitionen  von  Summe  und 
Product  lassen  sich,  da  sie  ussociativer  Natur  sind,  auf  jede  ))«- 
liebige  endliehe  Zahl  von  Mengen  ausdehnen  und  gestatten  denuiai  h 
auch  die  Erweiterung  der  vorstehenden  Gleichungen  auf  den  v-dimen- 
sionalen  Baum  C>.  Bezeichnet  also  X\  X'\  *  •  •  Zt**'  je  eine  lineare 
Menge,  und  Z  wieder  die  Menge  aller  Punkte  des  CV,  so  ist 

Z  =  i^X'-  X"-  •  •  X^";,    resp.  5  C. 

Ebenso  ist  die  Menge  Itf  aller  rationalen  Punkte  eines  f,  die 
Verbindun'T'^mengo  von  v  Mengen  B\  7?",  .  .  .  H'^K  deren  jede  die 
)(enge  der  rationalen  Punkt«  auf  einer  Goradeu  bedeutet. 

5.  Auch  den  Potenzbegriff  hat  Cantor  nebst  allen  seinen 
Bechliungsgesetzen  auf  überendliche  Mengen  zu  übertragen  vermocht, 
ü«  4^  Sinn  dieses  Begriffes  verstlndlicher  zu  machen,  knttpfen 
wir  IM  ein  Theorem  der  Comhinationslehre  an,  in  das  die  Potenz 
eingslity  nSmlioh  an  den  Satz,  da&  die  Anzahl  aller  Variationen 

1)  Math.  Ann.  17,  S.  365. 
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Ton  n  Slem0iiten  zur  7^  Klame  gleich  fi*  ist,  und  Tomiohai,  ilia 
fflr  die  Zwecke  der  Mengenlehre  umzuformen.  Wir  fiiAsen  dazu  die 
Elemente  als  eine  Menge  M  =  \m\  auf  und  fassen  zugleich  die 
Menge  K  der  v  Ziffern  1,  2,  3,  •  •  •  •  v  ins  Anpe.  Alsdann  ist 
die  einzelne  V;-ri!ition  dadurch  bestimmt,  dass  wir  für  jede  Ziffer 
von  N  ein  Element  von  3/  setzen,  oder  anders  ausgedrückt,  dafs 
wir  jedem  Element  von  N  ein  gewisses  Element  von  M  zuordnen.  Die 
einzelne  Variation  btellt  also  eine  Zuordnung  von  Elementen  von  M  zu 
den  Elementen  TOn  JT  dar;  die  Mmge  P  aller  ^*  Variationen  ist 
nichts  anderes  als  die  Gesamtheit  aller  Znordnnngen  dieser  Art, 
oder  was  dasselbe  ist^  die  Gesamtheit  aller  mdglichen  Znordnnngs- 
gesetie.  Sind  jetzt  üf  und  iV  beliebige  Mengen,  so  wollen  wir 
auch  fttr  sie  die  Menge  aller  möglichen  Gesetze  ins  Ange  fassen, 
die  jedem  Element  von  N  irgend  ein  Element  von  3f  zuordnen, 
wir  nennen  sie  Ziiordnungsmengn  ".ler  mit  Cantor  fielegUDgS- 
menge  von  N  mit  M  und  bemchneu  sie  durch 

Wird  jetzt  die  Potenz  durch  die  Gleichung 

definirt,  so  bleiben  für  diesen  Potenzbepriflf  alle  Rechnungsgesetze 
in  Kraft,  wie  ebenfalls  von  Cantor  bewiesen  ist^). 

Das  einfachste  Beispiel  einer  Belegung&meuge  ist  die  Menge  F 
aller  i'eellen  Fnnetionen  einer  reellen  Variablen.  Es  stelle  wieder 
X^{x],  ebenso  [y]  die  Menge  aller  reellen  Zahlen  dar,  so 
wird  dnrdi  eine  einzelne  Function  den  sämtlichen  Werten  x  der 
Menge  X  je  ein  Element  der  Menge  Y  zugeordnet;  die  Function 
stellt  daher  ein  Zuordnungsgesetz  von  F  zu  X  dar.  Die  Gesamt- 
heit F  aller  unserer  Functionen  ist  daher  wirklich  die  Belegungs- 
menge von  X  mit  Y,  Da  nun  { •«  c  und  Q  c  ist,  so  folgt 
weiter,  dafs 

f  =  c' 

ist. 

Der  Begriff  der  Belegungsmenge  tritt  audi  bei  dem  Problem 
auf,  eine  Menge  M  in  Torgeschriebener  Weise  in  Teilmengen  za 

spalten  und  die  verschiedenen  Teilimgsroöglichkeiten  ZU  bestimmen* 
Sei  M  =  [m\  die  gegebene  Menge,  die  in  Teilmengen 

Jtfi,  Mj,  My,  

zu  (galten  ist,  und  es  sei  die  Menge  dieser  Teilmengen  von  dersdhen 
MSchtigkeit,  wie  die  Menge  ^  »  ( n } .  Es  mufs  dann  jede  bei  einer 


1)  Math.  Ann.  46,  S.  487. 
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befttimmteii  Teilung  auftretende  TeUmenge  M'  einem  Element  n' 
•    entsprechen  und  nmgekebrt,  so  daüs  i.  B.  die  oben  angeffllirten 
Hengeai  den  Elementen 

entsprechen.  Die  be/ügliche  Tei]nii<!  ordnet  daher  allen  Elementen 
yon  Jäfi  das  Element  allen  Elementen  von  das  Element 
zu  u.  s.  w.;  sie  stellt  also  ein«?  Belegung  von  M  mit  N  dar. 
Bechnet  man  nun  überdies  die  Teilungen  als  verschieden,  wenn  in 
sie  zwar  die  nämlichen  Teilungen  M*  eingehen,  aber  doch  so,  da£s 
eie  TSmiuedenen  Elementen  yon  N  entsprechen^),  so  folgt: 

Wird  eine  Menge  M  auf  alle  möglichen  Arten  in  Teil- 
mengen geteilt,  deren  Menge  dieselbe  Mächtigkeit  besitzt 
wie  eine  Menge  so  liefert  die  Menge  aller  dieser  m5g* 
liehen  Teilungen  die  Belegungsmenge  von  M  mit  N. 

Der  vorstellende  Satz  liegt  dem  Verfahren  zn  Gnmde,  mittelst 
dessen  E.  Borel  die  Mächtigkeit  f  der  Menge  F  aller  Functionen 
einer  reellen  Yuriablen  bestimmt*).  Er  führt  diese  Aufgabe  auf 
die  Bestimmung  der  Menge  deijenigen  Functionen  znrüclc,  die 
nur  die  Werte  0  oder  1  annehmen,  deren  jede  also  eine  Teilung 
des  Continuums  in  zwei  Teilmengen  liefert. 

6.  Wie  bereits  erwähnt,  gestattet  der  associative  Charakter  der 
Definitionen,  die  fdr  Summe  nnd  Prodnot  anfgestellt  sind,  sie  auf 
Jede  beliebige  endliehe  Zahl  von  Mengen  aaszndehnen.  Wie  st^t 
ee  aber,  füls  diese  Mengen  selbst  in  ttberendlicher  Menge  yorhanden 
sind?  Für  die  Vereinigongsmenge  ist  die  Ausdehnbarkeit  der 
Definition  ohne  weiteres  klar,  sie  güt  aber  auch  für  die  VerbindxuigB- 
menge.  Soll  ein  Product  aus  einer  überendlichen  Zahl  von  Mengen 
gebildet  werden ,  und  sind  ilT,  M'\  3f "',  •  •  •  •  einipe  dieser  Mengen, 
80  wird  jedes  Element  p  der  Verbindungsmenge  durch  eine  Ele- 
mentengnippe  m",  m"',  ■  •  •  •)  dargestellt,  in  die  je  ein  beliebiges 
Element  der  Mengen  M\  M  \  M"\  •  •  •  eingeht.  Hieraus  ideheu  wir 
noch  eine  weitere  Folgerung.  Jede  Elementengruppe  p  kann  nftmlich 
als  räi  gewisses  Znordnungsgeseti  der  Elemente  yon  M\  M*'\  .. . . 
zu  einander  angesehen  werden.  Man  schlie&t  daraus  weiter, 
dafs  auch  im  Bereich  der  Mengenlehre  die  Summe  von  gleichen 
Summanden  in  den  Product  begriff,  und  das  Prodnct  von  gleichen 
Factoren  in  den  Potenzbegriff  übergeht^  und  zwar  auch  in  dem 
FaU,  dafs  die  Menge  aller  Summanden  oder  Factoren  selbst  über* 
endlich  ist. 


1)  Ist  insbesondere  2h  eine  endliche  Menge,  so  läfst  sich  dies  auch  so 
ansspiechen,  dafs  die  Teilungen  als  verschie&n  an  betrachten  sind,  wenn 
sie  die  nfanlichen  Teilmengen  in  venchiedener  Anordnmtg  enthalten. 

fi)  Le^ns  etc.  S.  1S4  (1898). 
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Zweites  OapiteL 
Die  abzahlbaren  Mengen. 

Es  ist  bereits  oben  erwähnt  worden,  dafs  die  Mengenlehre  mit 
dfr  Einfühninf?  des  A  b/ühlharkeitsbegriffes  anhebt,  insbesondere 
mit  dem  Satz,  dafs  die  algebraischen  und  damit  auch  die  rationalen 
Zahlen  abzählbar  sind.  Die  Frage,  ob  eine  unendliche  Menge  ab- 
zahlbar ist  oder  nicht,  ist  übrigens  keineswegs  nur  von  formaler 
Wichtigkeit;  sowohl  im  Gebiet  der  Analysia  wie  in  dem  der  Geo- 
metrie hftngt  die  Eigenart  der  Probleme  und  Sfttse,  in  denen  war 
endliche  Mengen  aufbraten,  ganz  wesentlieh  davon  ab,  ob  die  Mengen 
abzählbar  sind  oder  nicht  Hier  lasse  ich  nnr  die  allgemeintti 
Definitionen  und  Sätze  über  abzählbare  Mengen  folgen  (l).  Es  findet 
sich  darunter  besonders  ein  ffir  die  ^eorie  der  Punktmengen 
wichtiger  Satz,  der  die  Abzahlbarkeit  gewisser  geometrischer  Gebiete 
nachweist  ( 2 1  zweitens  die  Behandlung  der  Frage,  wie  oft  man  in 
aligememster  VV  eiäe  eine  abzähibare  Menge  in  abzählbare  Teilmengen 
spalten  kann  (3). 

1.  Cantor  beieidmet^)  eine  unendliche  Menge  jSia^[m]  als 
abz&hlbar,  wenn  ea  möglich  ist,  ihre  Elemente  der  Beihe  der 
ganzen  positiTen  Zahlen  eineindeutig  zuauordnen,  so  dass  sie  sich  in 
eine  Beihe 

•a»  )  ^=  IWj,  JNgy  Ml,  I9I,F,  

bringen  lassen Alle  abzShlbaren  Mengen  haben  daher  die  gleiche 
Michtigkeit,  nimlich  die  Micfatigkeit  a  der  Menge  der  ganzen 

positiven  Zahlen.  Dafs  sie  die  einfachsten  unendlichen  Mengen 
sind,  folgt  auch  daraus,  dass  jede  unendliche  Menge  Teilmengen  be- 
sitzt, die  ab/^lhlbar  sind. 

Es  leuchtet  ein,  das^^'  fine  ab/.Jihlhare  Menge  abzählbar  bleibt, 
wenn  man  zu  ihr  eine  endliche  Menge  E  hinzufügt;  ebenso  ist  die 
Vereinigungsmenge  zweier  abzählbaren  Mengen  abzahlbar,  und  das 
gleiche  gilt  für  jede  endliche  Anzahl  abzUhlbarer  Mengen.  Diese 
Sfttse  finden  ihren  einfiiehsten  Ausdruck  in  den  entsprechenden  Fonneln 
für  die  bezftglichen  Gardinalzahlen,  nSmlich  in  den  Formeln') 

a  +  e  =  a,   a -f- ^  =  a,    va  =  a. 

Was  an  diesen  Formeln  zimächst  in  die  Augen  springt,  ist, 
dafs  sie  mit  allen  für  endliche  Zahlen  gütigen  Gleichungen  in 


1)  Joura.  f.  Math.  77,  S.  25ä  (1878). 

8)  Das  Symbol  { |  werden  wir  als  AbkOmmg  für  die  absfthlbare, 
nach  den  Indices  geordnete  Reihe  vielfach  benntien. 

:n  c  bedeutet  die  Mächtigkeit  der  endlichen  Menge  £*,  also  eine  ead* 

liehe  Zahl. 


Digitized  by  Google 


Die  abzählbftren  Mengen. 


11 


Oegensats  stehen.  Dieser  Gegensatz  ist  eine  Folge  des  oben  er- 
irlhnten  Umstandes,  da&  bei  unendlichen  Mengen  der  Teil  gleich 
dem  Garnen  sein  kann.  Das  nämliche  wird  sich  bei  den  uns 
des  weiteren  bosehuftigenden  Sätzen  and  Fonneln  ergeben.  Zun&chst 
nenne  ich  die  folgenden: 

1)  Eine  abzählbare  Menge  von  endlichen  Mengen  ist 
abzählbar; 

2)  Eine  abzählbare  Menge  abzahlbarer  Mengen  ist 
abzählbar. 

Der  erste  von  beiden  liegt  den  meisten  Beweisen  zu  Grunde, 
die  die  Abzählbarkeit  einer  Menge  zum  Ziel  haben.  Er  bedarf 
kaum  der  ErOrtening;  nur  ist  zu  bemerken,  daC^  falls  lf|,  Jf,,  IT,,  •  •  • 
die  beiflgliehen  endlichen  Mengen  sind,  die  Menge  der  in  Jf,  ent- 
halteneo  Elemente  mit  wachsendem  v  Uber  jede  Grenze  wachsen 
kamt  Der  zweite  Satz  deckt  sich  damit,  dafs  auch  die  Yerbindungs- 
menge  abzähibärer  Mengen  abzählbar  ist  Beide  Sfttse  sind  bereits 
in  Cantor's  ersten  Publicationen  enthalten^). 

Der  Beweis  des  zweiten  Ratzes  kann  folgendermaljien  geführt 
werden:  Wir  bezeichnen  die  einzelnen  Mengen  durch 

3fj  =  (»»51,  Wg,,  WJgj,  ), 

Jf^  =  w»3^,  WI33,  ), 

und  fassen  die  (llieder  je  einer  Diagonalreihe,  nämlich  diejenigen 
Glieder  m,i,  fiir  die  ?  -f-  /:  =  ).  ist,  für  jeden  Wert  X  zu  einer 
Menge  Fi  zusammen.  Jedes  so  dehnirte  ist  eine  endliche  Menge, 
und  da  nun 

ist,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 

Der  Inhalt  des  Satzes  deckt  sich  ftbrigena  mit  der  ein&chen 
vnd  geliiifigeii  Thatsache,  dals  man  eine  Doppelreihe  auch  als  ein- 
Ikdie  Beihe  schreiben  kann*).  Die  sich  für  die  OaidinalzahleQ  «r^ 
gebende  Formel  lautet 

a  -\-  a  -\~  a  ^  a 

oder  auch 

a  •  a  a. 


1)  Jbum.  f.  Math.  84,  S.  243  (1877). 

2^  Ebenso  folgt  die  Abzählbarkeit  aller  Glieder  m.^  _  ,  resp. 
der  Glieder  einer  vielfachen  Reihe.  Mau  bildet  die  Pj^  aus  allen  Gliedern, 
in  denen  die  Summe  »  -i"  ^  4*  '  *  4~  P  cuien  festen  Wert  X  hat. 
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Ans  dwser  Fonnel  folgt  dmch  fortgeecftitte  Hvltiplieatiov  nut  o, 
Ar  endliehes  v  ebem&Ui 

irt»). 

2.  Die  vor:  ff  hf  r.dcn  Sätze  gestatten  bereits  eine  ^Tnr*^o  Zahl 
■von  Folgerungen,  von  denen  ich  die  wichtigeren  hier  antiihi-e. 

I.  Alle  rationalen  Zahlen  bilden  eine  ab^fthlbare 
Menge^).  Dies  folgt  uumitt^ibui-  auü  dem  letzten  Öatz,  wenn  wir 
die  rationalen  Zahlen  dnreh  das  Sdiema 

i  JL  i  1 

1»  8'  8» 1  ' 

8    S    9     .  8 

—  ««*•••  •<•<«« 

1'  8'  6'  » 
8     8^  8 
1»  8»  4' 

darstellen,  wo  m  jedßm  Bruch  Zähler  nnd  Nenner  ohne  gemeinsamen 
Teiler  sind  imd  daher  jede  rationale  Zahl  penati  einmal  vorkommt. 

Tl.  Die  rationalen  Zahlen  eines  C\  bilden  ebenfalls  eine  abzähl- 
bare Menge  Br.    Sind  nämlich 

absählbaie  Mengen,  die  je  ans  der  Gesamtheit  aller  rationalen  Zahlen 
bestehen;  so  ist  Bf  gem&Tfl  8. 7  die  Verbindungsmenge  TOn  B\  B'\  <■  •  - 
Es  ist  daher 

r' •  r"  •  •  •  t^*")  =  a*^  —  0. 

in.  Die  Menge  aller  algebraisehen  Zahlen  ist  abzählbar. 

Diesen  Satz,  der  eines  der  ersten  und  wichtigsten  Ergebnisse 
der  Mengenlehre  darstellt,  hat  Cantor  folgendermafsen  bewiesen'). 

Man  betrachte  jede  algebraische  Zahl  als  Wuiael  einer  irre- 
ducibien  ganzzahligcn  algebraischen  Gleichung 

o»a?"  +  Oj«""^  -f-  -|-     =  0, 

deoren  erster  Coeffieient  positiv  sein  soll,  so  wird  jede  algebraisoh« 
Zahl  Wnxiel  nur  einer  solchen  Gleichung  sein.    Setst  man  nnn^) 

so  gehört  zu  jedem  v  eine  endliche  Anzahl  von  Wertcombinütionen 

der  [üil  und  zu  jeder  Wertcombiuation  eine  endliche  Zahl  von 
  . 

1)  Wenn  die  Factorenzahi  selbst  unendlich  wird,  ao  gilt  die  Furmei 
nicht  mdir;  vgl.  8.  88  n.  88. 
'    2)  Vgl.  den  Cantor*schen  Beweis  im  Jonm.  f.  Math.  84,  8.  880. 
•■  8)  Vgl.  die  Anm.  1  auf  8.  10. 
4)  I    I  bedeutet  in  bekannter  Weise  den  absoluten  Betrag  von 
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Oleichungen,  und  zu  jeder  Gleicbnnsr  eine  endliche  Zahl  von  aige- 
braisehon  Zahlen.  Die  Menge  allt^r  ;in('  diese  Weise  dem  v  ent- 
sprecheadeu  algebraischen  Zahlen  sei  A^.  Die  Menge  A  uilor  alge- 
braisehoi  Zahlen  wird  daher  dnreb 

Ä=[A^\  =  (Jj,  A^,  A^y   '-'A,,  ) 

dargestellt  und  ist  abzählbar.  Insbesondere  ist  also  auch  die  Menjc^e 
aller  reellen  algebraischen  Zahlen  abzählbar,  ebenso  auch  die  Menge 
aller  algebraischen  Punkte  des  Cr- 

Ich  beweise  endlich  einen  Cantor  sehen  Satz,  der  uns  in  der 
Theorie  der  Punktmengen  vieliach  begegnen  wird  und  als  selbst- 
▼erstftndlioliae  Postulat  fielen  Beweiaen  früherer  Zeit  la  Chmnde 
liegt   Er  lautet: 

IV.  Jede  unendliche  Menge  G  von  Gebieten  eines  ste- 
tigen Raumes  Cr,  die  ganz  aufserhalh  Ton  einander  liegen, 
oder  höchstens  an  den  Grensen  susammenstofsen,  ist  ab- 
zahlbar^). 

Ist  nämlich  >  >  Ö3  •  •  •  •  eine  Keihe  positiver,  unbegrenzt 
gegen  Null  abnehmender  Zalilen,  so  sind  die  Gebietsteile,  deren  In- 
halt zwischen  und  liegt,  für  jedes  v  in  endlicher  Menge 
Cr,  Torhanden.    Es  ist  daher 

^  =  (^n  ^2»  ^r,  •  •  •)» 

womit  der  Satz  bewiesen  ist 

Die  fiu*  den  Beweis  gemachte  Aunahmc,  das.s  alle  (lebietsteile 
der  Menge  G  endlich  sind,  ist  keine  Bedingung  des  Satzes.  Falls 
sich  nämlich  gewisse  dieser  Gebiete  ins  Unendliche  erstrecken,  so 
betrachte  man  den  v-dimensioualen  Raum  C,  als  Teil  eines  C^+i 
und  bilde  ihn  stereographisch  auf  eine  Kugel  Hn  des  Cp^i  ab;  dann 
geht  jedes  Gebiet  der  Menge  6  in  ein  endliches  auf  if»  liegendes 
Gebiet  Aber. 

3.  Da  eine  abz&hlbare  Menge  abzahlbarer  Mengen  selbst  ab- 
zahlbar ist,  so  kann  man  umgekehrt  fragen,  wie  oft  man  auf  all- 
gemeinste Weise  eine  iibzühlbare  Men^e  3f  in  abzählbare  Teilmengen 
zerlegen  kann.    Diese  Frage  soll  hier  noch  behandelt  werden. 

Die  Menge  M  möge  in  die  Mengen  3/'  und  il/j  zerfallen,  die 
beide  unendlich  resp.  abziiiiiuai-  sind.  Ebenso  zerfalle  in  zwei 
unendliche  Teilmengen  und  u.  s.  w.  Da  jede  unendliche 
Menge  Teilmengen  besitzt,  die  unendlich  sind,  so  ISM  sich  dieser 
Frocess  unendlich  oft  fortsetzen.  Wir  gelangen  so  zu  einer  Reihe 
uneadlicher  Mengen 

1^  Math.  Ann  20,  S  1I7 

2\  Über  die  doni  lieweis  zu  Grunde  liegenden  Begriffe  des  Gebiets 
und  des  ihm  zugehürigen  Inhalts  vgl.  den  vierten  Abeconitt. 
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deren  jede  eiue  Teilmenge  der  vorhergehenden  ist.  Es  entsteht  so- 
fort die  Frage,  ob  die  Meng«  M  durch  fie  tmendtich  oft  wieder- 
bolie  Abspaltang  vom  Teilmengen  seblielUicb  erschöpft  wird,  oder  ob 
man  Elemeiite  defimren  kann,  die  allen  Jfr  gemeinsam  nnd.  län 

Beispiel  zeigt,  dafs  die  letzte  Frage  za  bejahen  ist.  Sei  M  die  Menge 
aller  rationalen  Zahlen  zwischen  0  und  1.  Aus  M  entfernen  wir 
die  Mrngp  M'  aller  Bnlchc,  dorf»n  Nenner  eine  Potonz  von  2  ist; 
alsdann  werde  aus  <1or  K'^stmenge  itfj  die  Menge  M"  aller  Brüche 
entfernt,  deren  Nenner  eine  i'otenz  von  3  ist;  aus  der  Reatmenge 
entsteht  durch  Entfernung  der  Brüche,  deren  Nenner  eine  Potenü 
von  5  ist,  die  Menge  u.  s.  w.:  m  ist  klar,  dafs  es  eine  wohl 
definirte  Menge  giebt,  die  allen  Jf»  gemeinsam  ist,  nimlich  die 
Menge  derjenigen  Brflche,  deren  Nenner  ein  Prodnet  Terschiedener 
Primsahlen  ist.   Wir  bezeichnen  diese  Menge  dnrch  JV«. 

Die  gleichen  Betrachtungen  lassen  sich  austeilen,  falls  3f  =  ( m ) 
eine  beliebige  unendliche  Menge  ist.  Auch  in  diesem  Fall  l&sstsidi 
eine  eventuelle  Menge  M^,  in  aller  Fonn  definiren,  und  /war  ge- 
langen wir  dazu  auf  Grund  folgender,  in  der  gesamten  Anaiysis 
geläuligen  und  ginindlegenden  logischen  Antithese,  dafs  es  für  jedes 
einzelne  Element  m  entweder  eine  letzte  Menge  giebt,  in  der 
es  enthalten  ist  oder  nicht,  und  dafs  eine  andere  Möglichkeit  aus- 
geschlossen ist*).  .Qiebt  es  nnn  fOr  ein  ESlement  m  eine  solche 
Menge  Jf,  nicht,  so  bOdet  die  Gesamtheit  aller  dieser  Elemente 
wiederum  eine  wohldefinirte  Menge  M»,  Oem&ISs  den  Eest- 
Setzungen  auf  S.  4  ist  übrigens 

2£tt  ^  2)  (J^i  f  *****  *)f 

worin  sogleich  die  Definition  von  M„  enthalten  ist'). 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  setxe  ich  endlich  noch  folgenden, 
unmittelbar  einleuchtenden  Satz  hierher.  *>8ei  M^^^N^^  femer  seien 

If^,  Äi,  Jfj,""  resp.       JV^,  Ai,-«" 

zwei  Reihen  der  oben  betrachteten  Art,  und  es  soll  immer  Mi  und  Ni 
entsprechende  Elemente  rathalten.  Giebt  es  dann  Elemente,  die 
allen  Mt  gemeinsam  sind,  so  giebt  es  auch  Elemente,  die 
in  allen  N{  enthalten  sind,  und  es  ist  JtT«  ~  A«r 

1)  Der  obige  Sats  dfirfte  daigenige  notwendige  und  ausreichende 

Schlufsverfaliren  enthalten,  das  allen  lietrachtungen  und  Sätzen  über  den 
Grenzbegritt  zu  Grunde  liegt.  In  der  consequenten  Ausdehnung  seineB 
Wirkungsbereich!  liegt  eines  der  Verdienste  Cantor's.  Vgl.  auch  Ab* 
schnitt  II,  Cap.  1,  sowie  Matii.  Ann.  28  8.  466. 

2)  Es  ist  leicht  zu  sehen ,  dafs  es  nicht  immer  Flpinf'iite  tm  geben 
braucht,  die  allen  AI.  aiigehöreu,  selbst  wcuii  die  M-  in  lujeudlicher  Menge 

cxistiren.  Sei  z.  B.  itf  =  (l,  i,  -|,  A  •  •  jedocli  mit  Ausschi uls  der 
Null,  =  il,  \i  l  '  •)'  —  (i.  i  •  exietirt  3/,  für  jedes  end- 
liche V,  nnd  es  ist  auch  ^I,^^  Teihoenge  von  M^^  es  giebt  aber  keinerlei 
allen  gemeinsames  Element 
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y  Drittes  Capitel. 

Der  OrOfäencharakter  der  Mächtigkeiten. 

1.  Für  zwei  en^llkTie  Zahlen  und  v  besteht  stets  eine  und 
nur  eine  der  drei  Beziehungen 

fOr  dieM  Beziehungen  besteht  überdies  die  grundlegende  Eigenschaft^ 
dab,  falls  fi »  v  und  v  »  ^  ist,  daraus  =  q  folgt,  ebenso  folgt 
fi  >  ^  aus  >  V  und  v  >  Man  sagt  deshalb,  dafs  und  v  in 
einer  Gröfsenbeziehung  stehen.  In  Verallgemeinerung  hiervon 
soll  von  einem  Gebiet  von  Dingen  vi,  f ,  •  •  •  gesagt  werden,  es 
besitze  Gröfsencharakter,  talls  es  folgende  Bedingungen  erfüllt. 
Erstens  müssen  sich  für  die  yl,  J9,  C,  •  •  •  Definitionen  des  Gleich, 
Gröfser,  Kleiner  so  aufstellen  lassen,  dafs  das  Bestehen  der  eiueu 
die  beiden  andern  ausschliefst;  zweitens  mufs  eine  dieser  drei  Be- 
ziehungen Ar  irgoid  zwei  IHnge  des  Gebiets  notwendig  realisirt 
sein;  drittens  mtlssen  die  Definitionen  der  oben  angegebenen  grnnd- 
legenf^rn  Eigenschaft  genfigen. 

Wir  stellen  nunmehr  die  Frage,  ob  die  Mächtigkeiten 
Gröfsencharakter  besif/.m.  Die«;e  Frage  zu  behandeln  ist  keines- 
wegs einfach;  es  stehen  ihr  Sciiwierigkeitf^Ti  f^nt «regen,  die  sieh  bisher 
nicht  haben  bewältigen  lassen,  so  dafs  eine  definitive  Antwort  auf 
obige  Frage  im  Augeublick  noch  unmöglich  ist.  Thatsächlich  ist 
zu  bemerken,  dass  von  Cantor  in  dieser  Hinsicht  1895  folgende 
Definition  aufgestellt  worden  ist. 

Stehen  zwei  Mengen  M  vüoA  N  in  der  Beziehung  zu 
einander,  dafs  kein  Teil  von  M  mit  N  äquivalent  ist, 
während  es  einen  Teil  von  N  giebt,  der  mit  äqui- 
valent ist,  so  gilt  ffir  die  Mächtigkeiten  itl  und  n  die  Be- 
ziehung ni  <  II. 

2.  Es  fragt  sich  zuniU  b^t,  inwiefern  diese  Dttinition  der  oben 
aufgestellten  allgemeinen  1  (»rdening  entspricht.  Ei»  seien  3/  und  N 
zwei  beliebige  Mengen,  die  auch  endlich  sein  können,  und  es  be- 
zeichne  «ne  Teilmenge  von  My  JS\  eine  Teilmenge  von  so 
ist  aus  logischen  Gründen  Ittr  M  und  N  notwendig  eine  und  nur 
eine  der  vier  folgenden  Beziehungen  erfüllt: 

a^  es  giebt  ein      <^  y,  und  ein  Jl^  3/, 

bl  es  giebt  ein  Jfj  <^  Ny  aber  kein  Jf , 

c)  es  giebt  kein       *^  JT,  doch  ein  N^^  iUT, 

d)  es  giebt  kein  Mi         und  kein  M, 

Das  Bestehen  eines  dieser  vier  FftUe  schliefst  also  die  drei  andern 
logiscli  aus.  <n  diesen  Beziehungen  deckt  sich  die  durch  c)  dar- 
gestellte mit  der  obenstehenden  Definition  Cantor 's. 
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Sind  nun  BanftchBt  M  und  N  endliche  Mengen,  so  ist  yon  den 
vier  Möglichkeiten  die  erste  niemals  realisirt,  doch  stets  eine  der 
letxfcen  drei;  und  zwar  ist,  falls  die  Besiehung  h)  vorliegt,  m  >  n, 

im  Fall  (  )  Ist  m  <  n,  und  im  Fall  d),  wie  leicht  /u  sehen,  m  n^). 
Sind  M  und  N  äberendliche  Mengen,  so  liegen  die  Dinge  wesentlich 

anders.  Es  giebt  Klengen  —  und  %vir  worden  ihnen  vielfach  be- 
gegnen deren  Verhältnis  rinfr  der  drei  ersten  Möglichkeiten  ent- 
sj^richt  ;  sollen  also  auch  tui-  überendliebe  Mengen  nur  drei  einander 
jiussehliessende  Beziehungen  möglich  sein,  so  müfste  mau  zeigen 
können,  dai's  i'ür  sie  die  Beziehung  d)  niemals  realisirt  ist.  Dies 
ist  nun  fteilidi  bisher  nicht  gelungen,  und  somit  fehlt  es  an  dieser 
Steile  der  Theorie  an  dem  nfttigen  Fundament  Nehmen  wir  aber 
einmal  an,  dafs  es  sich  beweisen  Uebe,  so  würden  die  durch  a),  b),  c) 
dargestellten  Beziehungen  voUstftndig  der  Eingangs  aufgestellten  De- 
finition des  Gröfseiubarakters  genügen;  es  schliefst  jede  von  ihnen 
die  beiden  andern  logisch  aus,  es  ist  (nach  Annahme)  eine  Ton  ihnen 
immer  realisiH;  und  schliefslich  sieht  man  anrh  leicht,  dafs  iur  sie 
die  grundlegeudeu  Eigenschafleu  in  (ieltuug  sind.  Es  würden  also 
a),  b),  c)  richtige  Definitionen  i'üi-  (ileich,  Gröfser,  Kleiner  abgeben. 

Es  ist  nun  sehr  bemerkenswert,  dafs  die  vorstehende  Folgerung 
wenigstens  in  einem  Fnnkt  unbedingt  zutrifft.  Man  kann  beweisen» 
daTs  zwei  Mächtigkeiten  gleich  sind,  wenn  der  Fall  a)  besteht.  ^Dies 
ist  praktisch  yon  großer  Wichtigkeit  Für  zwei  Mengen,  deren  Äqui- 
valenz in  Frage  steht,  lafst  sich  nämlich  nur  selten  die  Eigenschaft 
der  eineindeatigen  Abbildung  nachweisen,  die  in  der  Definition  S.  5 
auftritt;  dagegen  ist  es  vielfach  möglich,  den  Beweis  für  die  Existenz 
deijenigen  Beziehung  zu  liefern,  die  dem  Fall  a!  entspricht.  Der 
bezügliche  Satz  ist  von  E.  Srhrüder  und  F.  Bernstein  ziemlich 
gleichzeitig  bewiesen  worden").  Ich  lasse  eine  ausfülirliche  Dar- 
legung hier  folgen: 

3.  Der  zu  beweisende  Satz  lautet:  Stehen  die  Mengen  3£ 
und  JlTin  der  Beziehung,  dafs  eine  Teilmenge  von  M  äqui- 
valent zu  N  und  eine  Teilmenge  von  N  äquivalent  zu  M 
ist,  so  ist  auch  M^^N", 

Sei  Pi  die  Teilmenge  von  üf,  die  zu  N  äquivalent  ist,  und 
Bf^  die  Heatmenge,  so  dafs  also 

(1)   Jtf=(ilfi,PO 

1)  Die  in  der  Theorie  der  Irrationalzahl  auftretende  Gleichheite- 
definition,  dip  vorlangt,  diiPs  jeder  Teil  von  3/  in  N  und  jeder  Teil  von 
JV'  in  M  enthalten  ist,  realisirt  ebenfalls  die  Beziehung  d). 

%)  Der  Schrdder^sehe  Beweis  ist  znerst  erwftbnt  in  den  Jahiesber. 
d  D.  nt«ch.  Math.-Ver.  Bd.  V,  S.  »1  (1896).  Er  bemht  auf  Anwendung 
des  LogikcalcülB.  V^l  nneb  Nova  Acta  Leop.  Hd  71,  S  303(1898).  Der 
von  F.  Bernstein  herrührende  Beweis,  der  mit  dem  obigen  im  wesent- 
lichen identisch  ist,  wurde  zuerst  in  Bor  er«  Le90Ds  snr  la  thforie  des 
fonctions  mitgeteilt,  S.  103  ffl 
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setzen  ist,  und  analog  sei 

(2)  A^-W,«!), 
£0  da£B  also 

Pj      iN'  und       ~  Jtf" 

ist.  Wogen  Pj  ~  N  giebt  es  eine  eineindeutige  Abbildung  von  JV 
auf  Pjj  dal)t  i  mögen  den  Teilmengen  iV,  und  von  N  cUe  Teilr 
mengen        oud       von  P^  entsprechen,  su  duis 

(3)  /i=(^„-P,),  P,-«! 
ist  and  überdies 

(4)  M  -  (Jf„  P,)  -  (Ä„  J^, 

irird.  A«w  P,  ~     and  ^  «n«  Jf  folgt  waitn  P«  ~ 
«IflO  gonUSi  GL  (1)  setMn; 

JP,  —  (Jlfj,  P,)  für  Jf,  ~  afj,  P,  ~  Pj. 

Hieraus  folgt  nun  weiter 

M^,  M,,  P,). 

So  können  wir  fortfahren.     Nun  ist  weiter  zu  beachten,  dafs 
Teilmenge  von  P, ,  ebenso  J^,  Teilmenge  von  I\  ist  O.  S.  W.;  wir  ge- 
langen daher  schlierälich  zu  einer  Darstellung 

<6)  Jf-CJMi,  Jf„2^,-...,P,), 

wo  die  Menge  P«,  falls  es  flberliaupi  eine  solche  Menge  giebi,  die- 
jenigen Elemente  entli&lt,  die  allen  Mengen  P|,  P|f  P|f  gemein- 
em sind. 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  eine  Zerlegung  von  indem 
wir  von  der  Äquivalenz  ~  M  ausgehen.  Bei  der  Abbildung  von 
M  auf  mögen  den  Teilmengen  xmd  P^  von  M  die  Teil- 
mengen iV|  und       von       entsprechen,  so  dafs 

ist.    Ai^Awn  £slgt  wieder 

Analog  erhalten  wir  au.s       ~  Pj      A^,  wie  oben, 

<6)  Ar=tJfi,  A'„Ar„  C) 

und  schlieMich 

(7)  ^z.  , 

wo  wieder  Q^,^  falls  es  existirt,  die  allen  ^, ,  ft,  --  gemein- 
samen Elemente  bedeutet  Nnn  folgt  aber  aus  unseren  Bezeichnongen 
nxmuttelbar,  dafo 

Jfj  ~  Jfj     1^  ~     •  •  •  •  Jlf^  ~  iVj  ~  Jf^  ..  und 

^,«%*P,/>*^,n^P^....,  Pj^^,~Pg~^.-. 

JahsMbarlohl  d.  SMtMkn  lfatliMB.«y«nlalcnaf.  Yllt,  1  S 
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ist;  gemftfo  dem  Ende  tod  Cap.  2  ist  also  auch  die  allen  P^i  -^tf  -^si  * " 
gemeinsame  Meoge  P^,  der  in  aUen  Q^,  Q^,  Q^y'"  entlialteDen Teil- 
menge     lqiii?alent|  und  daraus  folgt  sdilieTi^cli 

(8)  M'^N, 

Der  Beweis  beruht  erstens  daraul,  duls,  vun  welcher  Mächtig- 
keit auch  die  tfengen  Jf  und  2f  swn  mCgen,  das  BeweMTerfithrsB 
doch  nach  einer  absfthlbaren  Menge  Ton  Schritten  smn  Ziele  ftthrt; 
er  beruht  zweitens  auf  der  MSglichkeit  der  B.  14  eingefthrten 
Ifenge  Mo,.  Diese  Menge  bildet  eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  in 
der  Mengenlehre. 

4.  Im  vorigen  Paragraphrn  hatto  sich  herausgestellt,  dafs 
auf  Glei''bnnfTeTi  /wischen  Mächtigkeiten  die  gewöhnli«  l.rii  TN  rhnungs- 
gesetze  angewendet  werden  können.  Fftr  üngleitliungen  ist  dies, 
was  hier  ausdrücklich  hervorgehohen  werden  mag,  nicht  mehr  ohne 
weiteres  der  Fall.    So  kann  aus  den  beiden  Gleichungen^) 

c  >  c  und  c  =  C 

nicht  etwa  durch  Multiplication  gesclüossen  werden,  dafs  cc  gröfser 
als  fc  ist,  vielmehr  ist    =  ec.  Die  Anwendbarkeit  der  Rechnungsregeln 

versagt  also  hier.  Dies  ist  jedoch  keine^wefrs  ein  Widerspruch.  Es  be- 
ruht darauf,  dafs  das  Verhältnis  der  Teilmengen  zu  einander,  von  dem  die 
Gröfsenbeziehung  ahhilngt,  bei  Combination  von  Ungleichungen 
einen  Wechsel  erleiden  kann,  bei  Combination  von  Gleichungen  da- 
gegen nu&t. 

Viertes  Capitel. 

Di«  eiafacbsteii  nicht  «bjEäUbareB  Mengen. 

Bereits  1873  gelangte  Cantor  zu  dem  Resultat,  dab  das 
Linearcontinnnm,  d.  L  die  Gesamtheit  aller  endliehen  Zahlen,  nicht 
abslhlbar  ist  (i).  Damit  war  snm  ersten  Mal  die  Erkenntnis  be- 
gründet, dafs  man  im  Gebiet  der  überendlichen  Mengen  mit  Ter^ 
sehiedenen  Mächtigkeiten  zu  rechnen  hat 

Cantor  überzeugte  sich  alsbald,  flafs  auch  das  mehrdimensionale 
Continuum  CV»  sowie  sogar  das  Continuum  (\  von  abzählbar  un- 
endlich vielen  Dimensionen  die  gleiche  Mächtigkeit  besitzt,  wie  das 
lineare  (2).  Eine  obere  Grenze  für  die  Mächtigkeit  irgend  einer  in 
einem  beliebigen  Raum  gelegenen  Punktmenge  war  danoit  erkannt, 
denn  sie  konnte  höchstens  die  Mächtigkeit  C  des  linearen  Continnnms 
besitsen.  Es  blieb  aber  die  Frage  offen,  ob  es  noch  andere  Punkt- 
meng^  gehen  kann,  eis  die  abiBMbaren  nnd  di^enigen  der  MSchtig- 


1^  c  bedeutet  die  M&ditigkeit  einer  endlichen  Menge.  Die  Richtig- 
keit dei  obigen  Bebau]ptang  erhellt  aus  S.  3S. 
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keit  c,  d.  h.  also  solohe,  deren  Hftchtigkeit  iwischen  a  und  c  AUt 
Ganter  bat  von  Yoraliorein  der  Übenengung  Ansdrook  gegobeiif 

dafs  diese  Frage  zu  verneinen  sei.  Bereits  1877  ftnlkerte  er'), 
durch  ein  Indnctionsver&hxen  tu  diesem  Si|^ni«  gelangt  zu  eon; 

es  gebe  nur  zwei  Klassen  von  Punktmengen,  von  denen  die  eine 
die  Form  functio  ipsiiis  v  habe,  wo  v  alle  ganzen  Zahlen  bedeute, 
die  andere  die  Form  functio  ipsius  j-*  wo  r  alle  Punkte  eines 
Intt  rvails  darstelle.  Er  ist  auf  diese  Frage  immer  wieder  zurück- 
gekommen, ohne  dafs  jedoch  bisher  ein  Beweis  seiner  Behauptung 
gelungen  w&re*). 

Dagegen  bat  man  inawiscben  Mengen  keniMn  gelemt,  deren 
Mftebtigkeit  grOfaer  ist  als  C;  die  einfachste  ist  die  lOohtigkeit  aller 
Functionen  einer  oder  mehrerer  Variablen  (4).  Cantor  hat  sogar 
gezeigt,  wie  man  Mengen  von  unbegrenzt  zunehmender  Mächtigkeit 
deßniren  kann,  so  dafs  sich  zu  jeder  Mächtigkeit  Mengen  n04^ 
höherer  MAchügkeit  definiren  lassen  {b). 

1.  Um  zu  zeigen,  dais  das  Lmearcontinuum  nicht  ab/.ahlbar  ist, 
stelle  ich  zunächst  folgende  einfache  Überlegung  voran.  Es  werde 
angenommen,  eine  Zahlenmenge  If  { tn )  sei  absShIbar,  also  dar^ 
stäbar  in  der  Form 

(»w»)=        mo,  w»3,  t»»---; 

Jt'rnri    inärp  n?^,  ,  ■  •  •  •  eine  Fundanientalrfibf  "^pin,  die  ein 

<  ir*  ri/.element  m  bestimmt,  das  der  Menge  angehört.  Wenn  dann  in' 
voll  jedem  verschieden  ist,  so  ist  dies  ein  Widerspruch  gegen 
die  Annahme,  die  Menge  sei  abzähibajr. 

Anf  Grund  dieser  evidenten  Thatsache  Iftfst  sich  das  Cantor'scbe 
Beweisverfaliren  folgendennalsen  darstellen.  Angenommen,  das  in 
einem  IntermU  d  gelegene  Contmunm  X— *  {«}  sei  abiSblbar,  also 
darstellbar  in  der  Form 

(1)  i^r]  =  r^,       a-8,  av,  , 

so  zeigen  wir,  dafs  in  jedem  Teilintervall  p  -  ■  -  q  von  6  Punkt« 
existiren,  die  in  der  R«ihe  1)  nicht  vorkommen.  Dies  geschieht, 
wie  folgt. 

Unter  allen  Punkten  dP„  die  innerhalb  P'--q  liegen,  w&hlen 
wir  die  ersten  beiden,  d.  b.  diejenigen  mit  den  kleinsten  Tndioes 
aus;  sie  seien  Pi  und      =    ,  wo      <      sei,  im  flbrigen 

aber  i  <  und  q  ^g^  ist.  Alle  anderen  in  das  Intervall  P"*q 
fallenden  Punkte  x,  haben  dann  sieher  Indices,  die  grofser  als  % 
und  p  sind.  Wir  suchen  imter  ihnen  wieder  die  ersten  beiden  Punkte, 
die  m  das  Intervall  i>i  *  *  •     fallen;  sie  seien  xx  =     und  Xa  '^p^^ 

1)  Joum.  f.  Math.  84,  8.  258. 

2)  Vgl  insbeaondere  Math.  Ann.  Sl,  8.  674  und  Sd,  &  468. 


Digitized  by  Google 


20  A.  Schoenflies,  Bericht  äber  die  Mengenlehre. 

80  dalli  also  1.  > »  und  c>  q  ist,  und  es  lei  wieder  Pt<.9r 
Dieees  Ver&hreii  UUit  uoh  nnbegremet  fortaetEen.  Da  niaüicli  die 
Beibe  [xy]  alle  Punkte  von  S  enthalten  soll,  80  giebt  es  in  ihr 
stets  Punkfeei  die  innerhalb  eines  jeden  Interralls  « ••fii  fallen.  Wir 
effaaHen  so  swei  Fondamentalreihen: 

J><a5ir<afa  <•••   wsp.   «  >    >  «ir  >•••, 

deren  Indices  dem  Bildungsgesetz  gemäfs  unbegrenzt  wachsen,  so  dals 
zugleich  X  •<  A  <  •  •  •  und  Q  K.  (S  <i  •  -  -  ist. 

Die  durch  die  I^mdAlllelIta]reihen  dargesteUten  ZaUen^)  p'  und  q* 
geliflten  nun  einerseits  dem  Ocmtbuiim  der  Punkte  von  S  än,  anderer^ 
SMts  können  sie  aber  In  der  Menge  {ov}  vidit  enthalten  sein. 
Denn  nimmt  man  an,  dafo  s.  B.  j»' «  dV  wSre,  SO  müfste  inner- 
halb jedes  Interralls  Pi'**qf  Mlen  und  daker  v  gröfser  sein  als 
alle  Indices  x,  •  •  •  resp.  ^  tft  *  *  *i  nidit  möglich  ist.  Damit 
ist  der  Satz  bewiesen;  d.  h. 

1.  Die  Menge  C  alier  Zahlen  eines  gegebenen  InterTalis 
ist  nicht  abzählbar. 

Der  hier  dargestellte  Beweis  ist  im  wesentlichen  der  nämliche, 
den  Cantor  bei  der  ersten  Veröffentfidnug  seines  SatMs  gegeben 
bat*).  Er  ist  überdies  ein  typisdier  Vertreter  eines  BeweiSTSifshrens, 
dem  wir  ün  Gebiet  der  Mengenlehre  meistens  begegnen  werden, 
wenn  es  sich  darum  bandelt  an  aeigen,  dafe  gewisse  Mengen  nicht 
abz&hlbar  sind. 

Ein  zweiter  Beweis,  der  ebenfalls  von  Cantor  stammt,  ist  der 
folgende^). 

Wären  die  Zahlen  des  Intervalls  0  '  •  1  abzählbar,  so  sei 

ja»)«"  fl^  •  •  •  •  £1»  •  •  •  • 

die  bezflgliidie  Anordnung.  Femer  seien  diese  Zahlen  in  Decimal- 
bmcbdarsteUnng 

<»i^0,Oji<i,ja35 


Kon  bilde  man  eine  Zahl 

su  dais  by  ^  (fyv  ist,  so  ist  b  von  jedem  fl,-  verschieden,  da  r<  in 

7niTide<5tens  rii^  i  Ziffer  von  abweicht,  also  kann  b  in  der  obigen 
Keihe  nicht  enthalten  sein. 

1)  Efl  ut  fBr  den  Beweis  belangloe,  ob  p  <  q  oder  jj'  =  iat. 

2)  Journ.  f.  Math.  77,  S.  2G0.    Wl.  auch  Math.  Ana.  16,  8.  6. 

3)  Jahresber.  d.  Deutsch.  Math.-yei.  I,  8.  77. 
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Die  Mächtigkeit  der  Zahlen  des  Linearcoutinuums  ist  augen- 
scheinlich für  alle  Intervalle  die  gleiche,  wir  bezeichnen  sie  durch  c. 
Sie  erftUlt  die  in  Cap.  3  angegebenen  Bedingungen,  denen  gemäls 
e  >  a  m  tueieieliiiflii  ist 

S.  Es  giebt  eine  grobe  Beibe  tob  ZaUmengen,  die  ebenfalls 
die  MScbtigkeit  c  besitzen.  HierOber  lasse  icb  snnlohst  einige  Sfttse 
allgemeineren  Inbaltes  folgen. 

n.  Die  Menge  alier  Irrationalzahlen,  ebenso  die  Menge 
aller  transcer.donten  Zahlen  eines  gegebenen  Intervalls  6 
besitzt  die  Müchtigkeit  r.  Ist  zunächst  /  die  Menge  der 
irrationalen  Zahlen,  uiad  i  ihre  Mächtigkeit,  m  ist,  da  die  Bational- 
zahlen  des  Intervalls  die  Mächtigkeit  a  haben, 

c    i  +  a. 

Man  lerlege  nun  /  dvaetk  Abspalten  irgend  einer  abiSUbaven 
Menge  ^  in  die  Mengen      nnd  J^,  so  i^id 

i  =     +  0, 

und  hieraus  folgt  durch  beiderseitige  Addition  lou  a 

oder  aber,  da  i  -j-  c      C  und  0  -f"    =  ^ 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich  der  Sats  ftr  die  iransoendenien 
Zahlen;  statt  der  iKitionalzahlen  mit  der  Mächtigkeit  a  hat  man 
die  algebraischen  Zahlen  sn  benntaen,  die  ebenÜEÜis  die  Mächtigkeit  a 

besitzen 

Der  vorstehende  rechnerische  Beweis  kann  anch  leicht  in  eine 
solche  Form  gesetzt  werden,  dafs  man  unmittelbu.1  sieht,  in  welcher 
Weise  die  Mengen  /  und  C  zur  Äquivalenz  gebracht  werden.  Man 
zerlege  wieder  /  in       und  A^^  so  dafs  sich 

ergiebt.  Da  nun  J|  (A^^  A^)  gesetzt  werden  kann,  wo  A^  nnd  A^ 
beides  nbaihlbare  Mengen  sind,  so  ist 

ui,)  =  (/„  A,,  A,) 

und  daher 

Der  vorstehende  Beweis  zeigt  übrigens  noch,  daTs  die  Mächtig- 
keit Ton  O  neh  nioht  Indert,  hXk  man  eine  absfthlbaie  Menge  tilgt 


1)  Bafe  es  flbeshaunt  tranecendeute  Zahlen  giebt,  wurde  saent  von 
LiouTille  bewiesen.  Jonn.  de  Math.  16,  8.  188  (1861). 
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oder  hmznfügt;  d.  h.  m  ist 

c  -j-  a  =  c  und  c  —  a  =  c 

3.  Da  man  auf  der  unendlichen  Geraden  eine  endlioliA  o<?pr  ab- 
zählbar  unendliche  Menge  Ton  Teilstrecken  unterbringen  kann,  so 
folgt  zunächst,  daTs 

VC  ==  c  und  ac  =  c 

ist  Damit  sind  aber  die  Mengen  der  Mächtigkeit  C  noch  keineswegs 
erschöpft.    Es  besteht  der  Satz: 

III.  Das  GontiQuum  Cy  des  i/-dimensionalen  Baumes 
hat  ebenfalls  die  Mäcbligkeit  c. 

Von  diesem  Satze  sind  viele  Beweise  gegeben  worden.  Ich 
teile  hier  ximBchBt  den  ersten  Gantor 'sehen  Beweis  mit*),  der  an 
die  DarsteUung  einer  Inrationakahl  durch  einen  unendlichen  Ketten- 
bruoli  anknüpft  und  die  eineindentige  Beziehung  zwischen  C,  und 
^rirkUeh  herstellt.  Ich  erinnere  zunächst  daran,  dals  gemäüs  8.  7 
fEb-  die  Mächtigkeit  Cr  des  vdimensionalen  Gontinuums  die  Gleichung 
besteht 

wo  c',  c",  •  •  *  c^'J  je  eine  lineare  Mächtigkeit  bedeuten.  Nun  sei  x 
irgend  ein  irrationaler  Wert  im  IntenraU  0  *  *  •  1,  so  läJst  er  sich  in 
einen  unendlichen  Kettenbruch 

«!+--•• 

entwickeln.    Wir  setzen  nun 

flfi     [«1,  o,-|.i,  «f ""it 

Xt [«J»  «r+St  «»»+t  ]» 

4P»  —  [«Tri  O^r,  9ltf  ], 

so  entspricht  jedem  x  eine  Combination  (jtj,  x^^  -  -^O) 
umgekehrt  jeder  solchen  Combination  ein  Wert  x.    Die  beiden 
Mengen 

I«}  und  {(arj,  ar„  ••••«»)} 

sind  also  äquivalent  Setsen  wir  jetst  noch  2a  { au  | ,  so  folgt 
gendUli  8.  7,  daTs 

aUK> 

£        *  It  •  •  *  •  I* 

1)  Der  gleiche  Satz  giii  für  jede  Meuge,  deren  Mücbtigkeit  gröfaer 
ab  a  ist.    '^^1.  auch  Cantor  in  Jourl  t  Math.  84,  8.  264. 
8)  Jouro.  f.  Math.  84,  S.  846. 
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ist  Da  niiii  jedes  x  alle  inatloiialen  Werte  swisohen  0  und  1  an- 
niiiimt,  so  suad  alle  |i «  c,  und  es  folgt 

Eine  zweite  Beweisoiethode  des  Satzes  knüpft  an  die  ntther* 
liegende  Dedmalbrachdaratellmig  an.    Wird  zun&chst 

JC      0,  ct^a^a^  ;    a,  <  10 

gesetzt,  so  lie^t  es  nahe,  in  der  nämlichen  Weise  wie  im  vorstehen- 
den Beweis  die  Grülsen  Tj,  .r^  •  •  •  Xy,  resp.  die  Mengen  Xj,  •  •  -  X, 
einzuführen;  doch  dies  scheitert  zunächst  an  dein  Umstand,  dals  unter 
den  üi  Nullen  in  unbegrenzter  Menge  auftreten  können,  wodurch  die 
xi  rational  ansfiülen.  Würde  man  aber  nicht  blofii  die  iirationalen, 
sondern  auch  rationale  ZaUenwerte  x  resp.  xi  in  Betracht  ziehen,  so 
würde  damit  die  Einemdeatigkeit  der  Beiiehung  verloren  geben,  wdl 
ein  rationales  x  eine  doppelte  Ziffemdarstellung  durch  einen  Decimal" 
bnieh  zulassen  kann.  Man  kann  diesem  Übelstand  aber  leicht  be- 
gegnen. Erstr>ns  setze  man  fest,  dafs  man  nur  mit  soh-hen  Ziffem- 
darstelhi!iir*Mi  von  j"  rf^sp  r?  opprirt,  die  unendlich  viele  von  Null 
verschiedene  Ziffern  entiiaiten;  und  zweitens  denke  mau  sich  die 
eventuellen  Nullen  mit  der  ersten  auf  sie  folgenden  Ziffer  zu  je 
einer  Gruppe  verbunden  und  dehne  das  Abbildungsgesetz  auf  diese 
Zahlengruppen  aus^). 

An  die  DeeimalbntchdarsteUnng  knüpft  auch  folgendes  ebenfalls 
von  Gantor  heirOhiende  Beweisverfabren  au^.  Der  nnendliohe 
Deeimalbruch  x  ist  dadurch  bestinmit,  dafs  jeder  seiner  unendlidl 
vielen  Stellen  eine  der  Ziffern  0,  1 ,  2,  •  •  •  9  zugewiesen  wird ;  er 
stellt  also  eine  Bel^trung  der  Menge  aller  ganzen  Zahlen  mit  der 
Menge  der  vorstehenden  Zitfern  dar.  Das  gleiche  gilt,  falls  die  Basis 
des  Zahlsystems  nicht  10  sondern  irgend  eine  andere  endliclie  ganze 
Zahl  ist.  Die  Menge  C  der  Zahlen  zwischen  0  und  1  kann  daher 
als  Belegungsmenge  einer  abzShlbaren  Menge  mit  einer  endlichen 
Menge  angesehen  werden;  d.  h.  es  ist 

c  «  e*. 

Daraus  folgt  nun  soioit 

Cr  —  c* «—  e»«  —  <«  =  c, 

nnd  man  schlielbt  sogar  weiter,  fblis  man  die  Ißtehtigkut  des  Con- 
tinnnms  Ton  abz&hlbar  onondOich  viele^  Dimensionen  mit  c«  be* 
zeichnet, 

Ca  «  €•     c««  ■=»  e*  —  c;   d.  h.: 


1)  T>!i  <.^r  Gedanke  nlhrt  von  J.  KOnig  her. 
8)  Math.  Ann.  46,  S.  488  (1896). 
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IV.  Auch  das  Goatiiiiiiim  von  abz&hlbar  unendlich 
Tillen  Dimensionen  hat  nnr  die  M&clitigkeit  c^}. 

Um  die  Abbildung  zwischen  d^  nnd  d«n  0«  wirUicli  her- 
zustellen, kann  man  folgendermafsen  verfahren:  Es  sei  —  wir  hp- 
schränken  uns  der  Einfachheit  halber  auf  die  Werte  zwischen  0 
nnd  1  — 

' «  «  Oj  Oj  Ol  aj  •      «     o,     Oj  Oj  •         » Q,  Ol  Ol  Oy  •  > 

ein  Punkt  des  C«,  so  erhilt  man  daraus  den  Ponkt  «  von  C7,  indem 
man  die  Gesamtheit  aller  in  derselben  Weise  in  eine  Beiho 
bringt  wie  auf  S.  11.  Die  wirkliche  Zuordnung  beruht  also  darauf^ 
dab  eine  abz&hlbare  Menge  abifthlbaror  Höngen  selbst  abifthlbar  ist^ 
also  ebenfalls  auf  der  Fonnel  a  -  a  a. 

Anch  die  Menge  aller  rationalen  Zahlen  des  hat  die  M&chtig' 
keit  C,  wie  man  auf  analoge  Weise  zeigen  kann. 

Ausdrücklich  Iteinerl-rf^  ich  noch,  dafs  alle  die  vorstehend  eröi-tei-ten 
einein deutigpn  Beziehungen  zwischen  Q  und  Cy  ref^p.  fa  ohne  Aus- 
nahme von  der  Stetigkeit  abstrahiren.  Ftlr  die  Mächtigkeits- 
fragen kommt  die  Stetigkeit  nicht  in  Betracht. 

Ich  folge  endlich  die  Bemerkung  an,  dab  es  vielfadi  nfttzUch 
ist,  die  Zahlen  des  Continnums  in  einem  dyadischen  Zahl^stem 
ausindrficken.  Jede  Zahl  u  zwischen  0  und  1  hat  alsdann  die  Form 

iT  aat  0,  0,02^3  ;         0  oder  1 

und  man  kann,  um  jede  dieser  Zahlen  genau  einmal  zu  erhalten, 
festsetzen,  dafs  in  jedem  der  vorstehenden  Dualbrüche  die  Ziffer  1 
unendüch  oft  auftritt  Man  kann  aber  auch  die  Menge  {#} 
aller  Folgen  ins  Auge  fassen,  die  durch  »  dargestellt  werden;  es 
wird  durch  sie  eine  abtShlbare  Menge  yon  Zahlen  zwischen  0  und  1 
doppelt  dargestellt,  und  es  ist  gemäfs  S.  22  j  =  c-|-a  =  c. 

4.  Die  einfachst«  uns  bekannte  Menge,  deren  Mächtigkeit  gröfser 
als  C  ist,  ist  die  Menge  T  aller  Functionen  einer  reellen  Variablen. 

r>as  für  den  Beweis  an/uwendeTide  Verfahren  ist  eine  Ver- 
allgemeinerung des  oben  gegebenen  /weiten  Re weises,  dafs  C  >•  a  ist. 
(iernüfs  S.  8  ist  F  die  Belegungsnitage  von  C  mit  sich  selbst,  so 
dal's  füi'  ihie  Mächtigkeit  f  die  Gleichung 

f  =  ce 

besteht.  Um  nun  sn  zeigen,  dafs  f  >  c  ist,  ist  nachzuweisen,  dafs 
zwar  eine  Teilmenge       von  T  existirt,  so  dafs  C  ist,  dafs  aber 

keine  Teilmenge  von  C  tiit  F  äquivalent  ist.  Eine  Teilmenge 
F^  C  lülbt  sich  leicht  angeben,  sie  wird  von  allen  Functionen 
gebildet,  deren  Wert  constant  ist.   Gäbe  es  dagegen  eine  Teilmenge 

1)  Auch  diesen  Sats  gab  Caator  bereits  1877  im  Jom».  f.  Math.  84, 
8(6. 
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<7'  ▼on  JP,  so  dafs  C  F  ist,  so  inüiste  jedem  Element  von  C  ein 
Element  von  d.  h.  eine  bestimmte  Function  f{x)  entsprechen  und  um- 
gekehrt. Es  entspreche  insbesondere  das  Element  der  Function  fi(x), 
INeae  Fnnctioa  ordnet  jedem  Zahlenwert  «  einen  Wert  von  C  nt, 
und  swar  mdge  dies  tttr  x^c^  der  Wert  e'  sein.  Wir  beetimmen 
mm  eine  F^mdion  f(s)  dadurch,  dab  in  ibr  diesem  Wert  x  <^ 
nicht  c\  sondern  ein  anderer  Wert  von  C  zugeordnet  werden  solle, 
und  dafs  das  analoge  für  jeden  Wert  von  x  der  Fall  sei,  so  ist  diese 
Function  notwendig  von  allen  eben  betrachteten  verschieden  und 
kann  daher  keinem  Element  c  entsprechen.    Es  ist  also 

f  >  C5  d.  h.: 

y.  Die  Mftehtigkeit  f  aller  Functionen  einer  reellen  | 

Variabein  ist  gröfser  als  c.  1 

Auch  die  Menge  Fy  aller  Functionen  von  v  reellen  Variablen 
hat  nur  die  Mächtigkeit  f;  denn  es  ist  die  Belegungsmenge  von 
6V  mit  (7,  und  daher 

fv  =  C^'  «  f. 

Dagegen  ^eht  es  Functionsklassen  allgemeiner  Art|  die  die  Mttohtig* 
keit  C  besit2en,  insbeFonderp  p-ilt  der  Satz'"): 

VI.  Die  Mächtigkeit  aller  stetigen,  resp.  aller  analyti- 
schen Functionen  einer  Variablen  ist  gleich  c. 

Eine  stetige  Function  ist  nämlich  bestimmt,  falls  ihre  Werte 
an  allen  rationalen  Stellen  bekannt  sind'),  sie  ist  also  eine  Belegung 
der  Menge  S  aller  rationalen  Zahlen  mit  Ü.  Ist  J\  die  besllgliehe 
Belegnngamenge,  so  folgt 

fi-C  — c 

Die  Menge  F^  enthilt  nun  noch  andere  Functionen,  als  nur  die 
stetigen;  boKeichnen  wir  die  stetigen  Functionen  mit  JFV,  die  ftbrigen 
mit  JFV,  so  wird 

f.  +  f.  =  c. 

Andererseits  giebt  es  in  F,  eine  Teilmenge  JPj,  die  C  äquivalent  ist, 
nämlich  diejenigen  Functionen,  die*  für  alle  Werte  der  Variablen 
constant  sind;  d.  h.  es  ist  auch 

f.-t+f., 

und  daher  folgt  aus  beiden  Gleichungen^ 
  f,-c. 

1)  Diesen  Satz  hat  Cantor  zuerst  in  Btöd  21  der  Math  Ann.  S.  590 
auggesproi  hen.  Für  die  uii  kUcbe  HerBtellung  einer  Abbildung  aller  ste- 
tigen Functionen  auf  dan  Continuum  vgl.  auch  Abechnitt m,  Cap.l,  4,Anm< 

*)  Vgl.  hierzu  Abschnitt  III,  Cap.  I,  3 

8)  Diese  Art,  su  fokrem,  entspricht  dem  Satz,  dafs  Mengen  ä<mvalent 
sind,  falls  jede  einer  Teilmenge  diat  andorn  Äquivalent  Ist  um  ein 
tTpisches  Beispiel  lu  geben,  habe  ich  den  Beweis  ausfUUirlich  dargestellt. 
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Aof  ganz  ähnlichen  Schlflssen  beruht  der  BewvU  ftr  die  analj« 
tiflolm  Fuietioiion,  man  kann  jade  ▼<»!  ihnen  durch  eine  Potenz* 
reihe  resp.  dnrch  die  Werte  ihrer  Ooefficienten  definiren.  Dieee 

Coefficientenwerte  fassen  wir  am  einfachsten  als  DarsteUung  eines 
Punktes  des       aut    Die  Qeeamtheit  aller  so  bestimmten  Potenz« 

reihen,  die  übrigens  im  allgemeinen  nicht  convergiren,  bildet  daher 
eine  Menc?'»  »I^t  Milr-hticrkoit  r,  in  der  die  analytis'-hon  Functionen 
als  Teilmenge  enthalten  smd;  ebenso  giebt  es  wieder  eine  Teilmenge 
der  aualjrtischen  Functionen,  die  die  Mächtigkeit  c  besitzt^). 

£ndlich  ist  klar,  dais  auch  die  stetigen  resp.  die  aualy 
tisoHen  F^ctionen  beliebig  Tieler  Yanablen  nur  die  Hlchtigkeit  c 
besitien;  man  findet  bei  Berel*)  eine  ein^ndeutige  Benehung 
«wisehen  den  Potenzreihen  einer  und  sweier  Variablen  wirUieh  her^ 
gesteUi 

5.  Der  Satz,  daDs  die  Menge  F  aller  Functionen  als  Belegimgs- 
menge  von  C  mit  C  höherp  Mächtigkeit  liat  als  C  selbst,  lft£st  sich 
verallgemeinern')  und  fuhrt  zu  folgendem  Theorem: 

VIT.  Ist  M  eine  überendliche  Menge,  so  liefert  die  Be- 
legung von  M  mit  M  selbst  eine  Menge,  die  höhere 
Mächtigkeit  besitzt,  als  M. 

Sei  G  die  Belegungsmenge  von  JCnfm]  mit  Jf,  oder  wie 
wir  im  Interesse  der  Deutlichkeit  lieber  sagen,  Ton  M  mit  JT.  Sis 
besteht  aus  allen  Gesetzen  ff^  die  je  einem  Element  m  je  ein  Element 
m  zuordnen.  Es  giebt  nun  zunächst  wieder  eine  Teilmenge  Ton 
so  dafe  Gl  ~  3f  ist,  sie  wird  von  denjenigen  Gesetzen  r;  gebildet, 
die  allen  tn  das  niimlichp  m'  zuordnen.  Gäbe  es  nun  wielf^r  eine 
,  Teilmenge  M^^  ~  6r,  so  miiiston  alle  Zuordnungsgesetze  g  den  Ele- 
menten m  eineindentig  entsprechen.  Boi  der  bezüglichen  einein- 
deutigen Beziehung  möge  dem  Element  das  Gesetz  ent* 
Sprechen,  und  es  sei  insbesondere  m^'  das  Element  Yon  IT,  das 
durch  das  Gesets  ffi  dem  Element  zugeordnet  wird.  Alsdann 
kann  man  wieder  ein  Znordnungsgesets  g  in  der  Weise  definiren, 
dafs  es  dem  Element  ein  von  m^'  verschiedenes  Element  von  Jf 
zuordnet,  und  dafs  das  analoge  fUr  jedes  Element  m  gilt.  Dieses 
Oesetz  ist  von  allen  denen  verschieden,  die  den  Elementen  m  ent- 
^proclioud  gesetzt  sind,  es  kann  also  auch  G  nicht  mit  äqui- 
valent sein.    Es  folgt  also 

m*>  m. 


1)  Der  Beweis  beruht  auf  der  Gleichung,  dafs  —  C  ist.  Zugleich 
folgt  hieraus,  dafs  jede  Functionsklasse,  die  in  ähnlicher  Weise  durä  ab- 
dhlbar  unendlich  viele  Bedingungen  d.  flulrbar  int,  die  ^f^l^htigkeit  c  be- 
«itet.  Borel,  Le^ona  etc.  S.  126.  Vgl.  auch  Verhandl.  d.  math.  Congr. 
Zürich,  8.  201—906. 

2)  Lecons  etc.  S.  127. 

8)  Vgl.  Cantor,  Berichte  d.  DeuiMhen  Math.-7er.,  I,  S.  77. 
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Zeigt  so  das  vorstehende  eine  unbegrenzte  Beiho  stotä  wachsen- 
der transtiniter  Mächtigkeiten  o,  C,  f,  .  .  .,  so  entsteht  von  selbst 
die  bereits  oben  gestreifte  Frage,  ob  das  zweite  Glied  dieser  Beihe 
auch  wirklich  die  zweitgröfste  Hleliligkdt  darstellt)  oder  ob  es  — 
was  an  sieh  mOgUch  ist  —  Ifllchtigkeiten  giebt,  die  der  OrdJke 
nach  zwischen  a  und  t  fallen.  Wir  sahen,  dab  Gantor  toh  Tom 
herein  geneigt  war,  diese  Frage  m  verneinen,  dafs  jedoch  die  Wissen- 
schaft eine  Antwort  auf  sie  bishsir  nicht  erteilt  hat.  Wir  können 
sogar  kaum  sagen,  dafs  wir  ihr  irgendwie  erheWif^h  nüher  gelcommen 
seien.  Der  einzige  Fortsehritt,  den  die  Frag«  ^^^otnücht  hat,  ist  der, 
dafs  man  inzwischen  \vt'nig!stenM  eine  Ijeslimnite  Menge  als  zweite 
Mächtigkeit  zu  dehniren  gelernt  hat.  Dies  wird  in  Cap.  VII  näher 
erörtert  werden. 

Fflnftes  Capitel. 

Die  ^ordneten  Mengen  und  die  OrdmuigstypeA. 

Wir  haben  im  1.  Gapitel  die  BtogrilFe  Menge,  Ordnung,  Ab- 
bildung als  diejenigen  genannt,  die  den  arithmetisdien  Dofinitionen 

zu  Grunde  liegen.  Die  Begriffe  Menge  und  Abbildung  haben  uns 
zur  Cardinalzahl  und  zu  den  Gröfsonbeziehungen  geführt,  es  bleibt 
noch  übrig,  den  Ordnungsbegxiff  ebenfalls  für  die  unendlichen  Mengen 

zu  benutzen. 

Die  auf  der  Anordnung  beruhenden  Fimdamentalbogriff«!  finden 
sich  teilweise  schon  in  den  „Grundlagen'',  sowie  in  der  Zeitsclirift 
fax  Philosophie  dargestellt;  sie  haben  durch  Cantor's  spätere  Ar- 
beiten wesentlich  nur  eine  prädsere  Einffihrong  eifthzen.  Der  Fort- 
schritt Ton  den  Orondlagen  zu  Cantor's  spftteran  YerOife&tUcfanngea 
liegt  großenteils  auf  dem  Gebiet  systematischer  Darstellung. 

Ln  Gebiet  der  endlichen  Mengen  fuhrt  die  geordnete  Menge 
zum  Anzahlbegriffe ^) ;  genauer  ist  es  die  Ordinalzahl,  die  auf 
diese  Weise  entsteht.  In  logischer  ITiusicht  sind  Ordinalzahl  und 
Cardinalzahl  auch  bei  endlichen  Mengen  versclueden;  doch  f^llt 
dort  praktisch  dieser  Unterschied  nicht  ins  Gewicht.  Bei  transdniteu 
Mengen  dagegen  liegen  die  Dinge  durchauä  anders. 

Die  Elemente  einer  unendlichen  Menge  M'^  [m]  lassen  sich 
stets  anf  die  mannigfachste  Weise  anordnen,  selbst  wenn  man  tou 
der  Torschiedenen  Beschaffenheit  der  Elemente  absieht  und  ne  alle 
als  gleichartig  betrachtet.  Man  kann  z.  B.  die  Menge  JR  der  ratio- 
nalen Zahlen  nach  der  GrÖfse  anordnen,  oder  auch  so,  dafs  sie  eine 
abzahlbare  Mfnge  bilden,  wie  es  oben  S.  2  angedeutet  ist.  Das 
Gesetz  dif  s*  r  Auf>rdnuiig  ist  in  beiden  Fällen  wesentlich  verschieden. 
Im ^rsten  Fall  steht  zwischen  irgend  zwei  rationalen  Zahlen  noch 

1}  Vgl.  s.  B.  Dedekind,  Was  sind  u.  s.  w.,  S.  SO  n.  64. 
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<»ine  uneiidliche  Menge  anderer  Zahlen,  im  zweit«»»  jedoch  immer  nm* 
eine  endliche  Anzahl,  und  man  kann  noch  beliebig  viele  andere 
OrdnangsgesetM  Air  die  Menge  Jt  anfsteUen^).  Bei  enclHchen 
Mengen  dagegen  giebt  es  nur  ein  denurtages  Ordmuigsgesetz,  es 
wab  ein  Slement  notwendig  das  erste,  eines  das  zwate  sdn  xl  s.  w. 
und  sohUefslich  eines  das  letzte. 

Die  Ordnungsge setze  unendlicher  Mengen  sind  es,  die 
Cantor  als  weitestgehende  Vprnnfpmeinermig  dos  Ordinalzahlbegriffes 
erkannt  und  unter  dem  Nami  n  <  1 1  dnungstypen  in  den  Caleul  ein- 
geführt hat.  Die  ZweckmüXsigkeit  dieser  Einfiihning  beruht  darauf, 
daiÜB  auch  auf  die  Ordnungstypen  die  Rechnungsoperationeu  und  die 
assodativen  Bechnungsgesetze  aasgedehnt  werden  können;  die  commu- 
tatiren  werden  naturgemftlii  illusorisch,  da  ja  der  Begrüf  des  Ordnongs- 
typns  auf  der  Anordnung  beruht! 

Wichtiger  noch  ist  es,  und  hierin  besteht  das  Hauptergebnis 
dieses  Teils  der  Mengenlehre,  dafs  in  den  Eigensdukften  der  Ord- 
nungstypen auch  solche  Begriffe  ihren  allgemeinsten  arithmetischen 
Ausdruck  finden,  die  wir  gewöhnlich  als  eine  besondere  Eigenschaft 
der  stetigen  Zahleunicuge  zu  betrachten  gewohnt  sind.  Es  ist  dies 
in  erster  Linie  derjenige  Begriff,  auf  dem  die  Theorie  der  Irrational- 
zalil  beruht,  nämlich  der  Begriff  des  Grenzelements,  femer  aber  auch 
alle  diejenigen,  die  bei  den  Punktmengen  auftreten  und  ihre  Yer- 
teilung  im  Baum  betreffen;  alles  Begriffe,  von  denen  man  leiebt  an- 
nehmen magi  daTs  nicbt  allein  der  stetige  Baum  ihre  Qnelle  ist, 
sondern  daTs  auch  ihre  Geltung  nicht  ttber  ihn  hinansreiohi 

1.  Eine  Menge  soll  geordnet,  oder  genauer  einfach 
geordnet  heifsen,  falls  ein  Gesetz  besteht,  das  für  irgend 
swei  Elemente  m  und  m'  angiebt,  welches  dem  andern 
Torangebt;  wir  schreiben 

iw     w»  resp«  lÄ     fM  I 

je  nachdem  m  dem  m'  Torangeht  oder  umgekehrt  EnÜifllt  die 
Menge  ein  Element,  das  jedem  andern  Yorangeht,  so  heilst  es  das 

erste  Element,  ebenso  keifst  ein  Element,  das  jedem  andern  folgt, 
das  letzte.  Ein  erstes  oder  letztes  Element  braucht  jedoch  nicht 
vorhanden  zu  sein,  wie  z.  B.  bei  der  Menge  aller  positiven  und 
negativen  der  Gröfse  nach  geordneten  ganzen  Zahlen. 

Sind  M  imd  N  äquivalente  Mengen,  und  ist  21  geordnet,  so 
lifst  sich  iST  dementsprechend  ordnen,  nämlich  so,  dafs,  falls  w  -<  w' 
ist,  für  die  entsprechenden  Elemente  «  und  n  auch  n  -<  w'  ist. 
Jf  und      hei&en  in  diesem  Fall  lihnlich  geordnete  oder  kura 

1)  leb  «f'tze  noch  einige  Ordnungagesetse  der  Menge  der  gaasen 
positiven  Zahlen  hierher 

a)iS8i....;  b)....48ai;   c)  186. ...246....; 
d)  1 8  6 . . . .  6  4  S;  u.  t.  w.  u.  a.  w. 
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ähnliche  Mengen.  Ähnliche  Mengen  weisen  aläo  das  nämlidia 
Ordnungägesetz  auf.  DieM  Ordnungsgesetie  diid,  wie  bmte  er^ 
wldmty  die  Cantor' Beben  Oxdnungstjpen;  ein  Ordnungstypos  stellt 
also  das  gemeinsame  Ordnnngagesets  iqniyalenter  ftlmlidier  Ifflogea 
dar;  oder  nach  Cantor: 

Der  Ordnungstypns  oder  Typus  von  M  ist  der  Allge- 
meinbegriff, der  sich  ergiobt,  wenn  man  von  der  Be- 
schaffenheit der  Elemente  abstrahirt,  die  Kaiigordnuug 
unter  ihnen  aber  beibehält.  Wir  bezeichnen  ihn  durch  il/, 
resp.  durch  u.  und  bezeichnen  die  zugehörige  Mächtigkeit  auch  durch 

ii,  so  dafs  m  =  fi  =  3/"  ist. 

Den  einfachsten  Ordnnngstjjms  einer  unendlichen  Menge  liefert 
dasjenige  Ordnangsgesetz,  das  den  der  Oröfse  nach  geordneten 
^ganzen  positiven  Zahlen  zukommt  resp.  jeder  Menge 

in  der  die  beliebige  Elemente  sind.  Diesen  Ordnungstypus  be- 
zeichnet Cantor  durch  a>;  den  zu  ihm  inversen  durch  Der 

Oi-dnuniT^tyiius   o)  kommt   an«h   jod^r   unendlichen  Teilmenge  von 
{ III»  I  /u,  in  der  die  Bangbesiehungen  erhalten  bleiben,  wie  z.  B. 
•den  Mengen 

(**H«S»*"6 )  •»•f+Ij  •)« 

eine  Hange  loum  also  ancli  einer  ihrer  Teilmengen  ihnHcih  sein. 

Eine  endliche  Menge  hat,  wie  bereits  ol>en  erw&hnt,  nur  einen 
Ordnungstypus;  jede  einfiMsh  geordnete  Menge  von  v  Elementen  stellt 
4nch  in  der  Fonn 

('n    I  ^  •  *  •  • 

dar.   Wir  bezeidmeD  ihn  durch      wo  unter  v,  wie  das  folgende 

ergeben  wird,  die  hesfigliche  endliche  Zahl  zu  verstehen  ist^. 

2.  Aus  zwei  geordneten  Mengen  M  und  JSf  bilden  wir  zunächst 

ein*^    geordnete    Vereinigungsmenge  deren    Ordnungsgesetz  so 

lautet,  dafs  jedes  m  jedoin  n  vorangeht,  wälireud  tur  die  Elemento 
von  M  resp.  N  die  bezüglichen  ( )rdnung.sge.setze  in  Kraft  bloiben. 
Alsdann  definiren  wir  den  Urdnungstypus  x  von  ^  durch  die 
Gleichung 

als  Summe  von  fA  und  v.    Ist  z.  B.  M  eine  Menge  vom  Typus 

1)  Ss  ist  also 

«      (m, ,  »«j    •  •  »n».  •  •  •),  •cd  «  (•  •  •  mt  •  •  wi,) 

zu  setzen;  die  Bezeichnung  entspricht  dem,  dai'ä  allgemein  ^  ^  M.  ist. 
Den  Ordnnngstypus  *n  benttt  s.  B.  die  Menge  h)  in  Anm.  1  von  8.  SB. 
S)  Vgl  die  Anme^ong  1  auf  S.  SO. 
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also  M  *^  [mp]  y  N  =  (fj,  •  • « ei)  ein«  endliche  Ifenge,  und  bilden 
wir  «DS  ihnen  die  geordnetm  Mengen 

^1  =       ^)  =  K,  w„  »»„  •  ••  m»,  •  •  • ,  «1,     •  •  Ci), 
Ä  ^  (^»  Jtf)  —  (^1,      •  •  •  ft,  »i»  «1,,  •  -m,, . .  • 

so  dafil  in  alle  Elemente  von  Jf  allen  Elementen  Yon  N  voran- 
gehen, in  die  Elemente  von  N  denen  Ton  My  so  sind  die  be- 
züglichen OrdnnngslTpen^) 

Der  Ordnungstypns  der  Menge  Q^  ist  augenscheinlich  gleich  ca,  es 
ist  also  A  -f-  £0  ==  oj,  während  hingegen  w  -|-  A  oinon  von  w  vor- 
schiedencn  Typus  darstellt*).  Das  Beispiel  zeigt  aucij,  dafs  die 
Summe  von  Orduungstypen  dem  commutativen  Gesetz  nicht  genügt, 
während  sie  das  associaüva  Gesetz  befriedigt. 

3.  Um  zur  Mnltiplication  der  Ordnnngstjpen  an  gelangen, 
bilden  wir  ans  den  gotndneten  Mengen  M  and  N  eine  Verbindungs- 
menge  S  in  der  Weise,  dafs  wir  jedes  Element  n  durch  eine  ge* 
ordnete  Menge  Mn  ersetzen,  die  mit  M  ähnlich  ist,  und  zwar  so, 
dafs  Jf«  -<  Jf«',  falls  »  -<  w'  ist.  Der  Ordmmgstypus  ö  von  S  kann 
daher  auch  dahin  bestimmt  werden,  dafs  er  durch  Einsetzen  von 
(i  in  V  entsteht,  wir  bezeichnen  ihn  als  Product  von  fi  in  v  ge- 
mäfs  der  Gleichung 

Für  diesen  Productbegriflf  besteht  ebenfalls  das  associative,  jedoch 
nicht  das  comnintativo  H^-spfz,  femer  das  distributiTe,  faUs  der 

Muitiplicandus  v  eine  iSummo  ist. 

Beispielsweise  ergiebt  sich  2.  w,  indem  für  jedes  Element  von 
(o  zwei  Elemente  gesetzt  werden ^  es  ist  also 

2  •  e»  B  (m^y  Hj,  iNi,     m|,  n^,  

wehrend  dagegen 

e, .  2  =  (»w^,  »r„  m,,  5  14, 14,  «„  ) 

ist.   Man  sieht  leicht,  dafs 

2  •  »  OS     aber  0  *  2  »  o  ^-  » 
iat.    Analog  erhält  man  00.  oi,  indem  für  jedes  Element  nn  voa 

1)  Wird  alflo  der  Ordnungstjpus  von  (f, ,  e,  •  •  «»)  durch  der  von 
(e)  durch  1  bezeichnet,  bo  ist  der  OrdnungstypuB  von  (e^ ,  e,  ,  e) 
durch  1'  -f  1  dargestellt.  Hierin  findet  das  Wesen  der  Ordinalzahlen 
p  rc8p.  V      t  semen  eigentlichen  Aoadnick. 

2)  Den  in  Anm.  1  8.  28  stehenden  Mengen  e)  und  d)  entsprechen  die 
OrdnungB^ypen  »  +  »,  reep.  «1  + 
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c«)  =  i^/i/j ,  tn„  iw,,  •  •  •)  selbst  eine  Menge  vom  Tjpus  w  gesetzt 
wird;  d.  h. 

m*       (**iit ^hit  ••hl» " ' " 5  ••ii»  * ' * ■  ?  •'an  •'•ti  •) 

und  es  ist  also 

setzt  man  endlich  fUr  jedes  mn  wieder  eine  Meng«*  vom  Tjpus 
SO  erhalt  man  den  Typus  w  •  u  •  co  •  u.  s.  w.  u.  s.  w.  * ) 

4.  Um  für  die  geordneten  Mengen  diejenigen  Begriffe  abzu- 
leiten, die,  wie  bereita  obm  enrUnt,  fttr  die  Theorie  der  LrraüoDal' 
leU  und  der  Pnnkbnengen  grnndlegend  sind,  verfUurt  Oantor 
folgendenna&en: 

Ist  M  eine  geordnete  Menge,  so  soll  jede  in  ihr  enthaltene 
Teilmenge  vom  Typus  «>  eine  steigende  Fundamentalreihe 
faeifsen ;  sie  hat  dip  Form  wo  rr,. -<  rr,.-f  i  ist.    Ebenso  heifst 

eine  in  -3/  etwa  enthaltene  Teilmenge  vom  Typus  *«  pinf»  fallende 
Fundamentalreihe;  sie  soll  durch  (fr»}  dargestellt  werden,  wo 
5r>-6y+i  ist.  Existirt  femer  in  M  ein  Element  ao,,  das  zu  einer 
Fundamentalreihe  [op]  die  Beziehung  hat,  dafs  a«,  für  jedes 

V,  nnd  dab  für  jedes  m  •<  stets  ein  Index  existiTt,  so  daby 
wenn  y  >  ist,  auch  a»  >>  m  ist,  so  soll  a»  Qrenselement 
von  {a,)  und  ragleieh  Hanpte lerne  nt  von  M  heilsen.  Analog* 
heifirt)  &0I  Hauptelement  Ton  M  resp.  Grenselement  von  {6^}» 
falls  6,,  >- 1«,  für  jedes  v,  und  für  jedes  m^ftw  stets  v<,  so 
existirt,  dafs  &,  w,  falls  v  >•  ist'-).  Diese  Definitionen 
sind  in  der  That  das  penaue  Analogon  derer,  auf  denen 
die  Theorie  der  Irrationalzahl  ruht.  Man  kann  dann  noch 
Kriterien  aulstellen,  wann  zwei  Fundamentalreihen  das  namlich© 
HiRiiptel«nent  bestimmen,  u.  s.  w.;  alles  Dingo,  die  in  den  Sätaen 
über  die  Inrationalsaiil  ihr  Äquivalent  besüsen. 

Sind  jetzt  M  nnd  3t  ihnliehe  Mengen,  so  entspricht  einer 
Fundamentalreihe  { a» )  der  einen  Menge  eine  Fandamentahreihe  |  ) 
der  andern  und  umgek^urt,  ebenso  einem  Qrenaelement  oder  Haupt- 
element der  einen  ein  solches  der  andern.  Die  vorstehende  Definition 
der  Fundamentalreihe,  resp.  des  Orenzelement-;  pilt  dnher  auch  tiir 
die  durch  die  Mengen  bestimmten  Ordnungstypen.  l»iese  Begrilfo 
sind  also  iu  der  That  kein  ausschliefsliches  Attribut  der  stetig  aus- 
gedehnten Gebilde.    Der  innere  Grund  ist  der,  dafs  ^ie,  wenn  sie 


1)  Fflr  «».  a  kann  man  auch  schreiben,  ebenso  a»*  fOr  w.  •>.  «; 
vgl.  S.  IS 

%)  Kiu  Element  kann  sowohl  linksseitiges,  wie  rechtsseitiges  Grenz- 
element  sein,  oder  aber  nur  einseitiges.  Büerauf  beruhende  speciellere 
Bcgriifslx  Htimmungen  find  beeonden  von  Peano  nnd  a^en  Schfllem 
durchgeführt  worden. 
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ftuch  für  das  Gebiet  der  stetigen  Gröben  erdacht  siad,  doch  ihrer 
formalen  Beechaffeidieit  nach  dnrchan«  am  discreien  hingen^). 

Mit  dem  Begriff  der  Fundamentalreihe  lasaen  sich 
aber  auch  die  weiteren,  auf  ihr  beruhenden  formalen  B«« 

griffe,  die  man  gewöhnlich  als  Eigenschaften  des  stetigen 
Zahlencontinnums  zu  betrachten  pflegt,  auf  die  Ordnnngs- 
typen  über_^ragen.  Dies  gilt  namentlich  von  denen,  die  Cantor 
für  die  Oharakterisirung  der  Funktnieugen  eingeführt  hat.  So  soll 
eine  geordnet«  Menge,  resp.  ein  Ordnung??tTpus  abgeschlossen 
helTsen,  falls  jede  seiner  Fuudamentalreihen  ein  Greuzelement  be- 
sitst;  er  ImUM  in  Bich  dicht,  fidli  jedet  Element  dn  Haaptelemwit 
irt;  er  heiCrt  endlich  perfect,  ftUs  er  sowohl  in  sich  didit,  als 
anoh  abgeschlossen  ist.  Von  Omer  MengOi  deren  Ordmmgstjfinis 
perfect  ist,  gilt  der  Satz,  dafs  sie  nidit  abzahlbar  ist.  Er  ist  eins 
Verallgemeinerung  des  bezüglichen  Satses  fiber  das  ZiUilencontinuum, 
das  der  Gröfse  nach  geordnet,  eine  perfecte  Menge  darsteUti  und 
wird  ebenso  bewiesen,  wie  dieser. 

Wir  können  auf  die  DninungstTjjen  sogar  den  Begriff  des 
Intervalls  ausdehnen,  indem  wir  irgend  zwei  Elementen  m'  und  m" 
nebst  aUen  Elementen,  die  zwischen  ihnen  enthalten  sind,  als  Elemente 
emes  Intervalls  anifassen;  m'  und  sind  die  Endelemonte  dieses 
Intervalls,  wihrond  jedes  swischen  ihnen  gelegene  Element  ein 
inneres  Element  ist.  Es  lassen  sich  deshalb  auch  die  Begriffe 
llberall  dicht  und  nirgends  dicht  auf  die  Ordnungstypen  über- 
tragen. Von  einem  Ordnungstypus,  der  Überall  dicht  ist,  gilt,  wie 
leicht  ersichtlich  ist,  der  Satz,  duls  er  auch  in  sich  dicht  ist)  während 
das  umgekehrte  nicht  immer  der  Füll  zu  sein  braucht. 

Nüiiei  auf  diese  abstracten  Beziehungen  einzugehen,  srbeint 
nicht  erforderlich;  es  sollte  hauptsüchiich  gezeigt  werden,  daL»  alle 
die  obigen  BegrilFe  nicht  Ton  dem  TorhandoDsein  «nss  stetigen 
Baumes  abhängen,  sondem  anf  formal  arithmetischem  Boden  er- 
wachsen. Sis  legen  sngleieh  Zeugnis  dafür  ab,  dalh  in  dem  Ord- 
nungstjpus  derjenige  Fundamentalbegriff  zu  erblicken  ist,  an  dem 
die  formalen  Gesetze  von  Arithmetik  und  Geometrie  ihren  gsmein.- 
sunen  Ausdruck  finden. 

5.  Die  wichtigsten  Ordnungst7])en  unendliclier  MrnfTtu  si:id 
diejenigen  der  Menge  Ji  aller  ralionaleo,  resp.  der  Menge  V  aller 
reellen  Zahlen,  falls  sie  der  Gröfse  nach  geordnet  werden.  Den 
Ordnungstypus  der  Menge  Ii  aller  rationalen  Zahlen  hat  Cantor 
so  defildrt,  dals  er  die  Mttohtigjkmt  ü  besitst,  weder  ein  erstss  noch 
ein  letztes  Element  besitst  and  fiberall  dicht  ist.  Er  bat  Itiberdies 
die  Eigenschaft,  dab  er  in  sieb  dicht  ist  Ber  Ordnnngstypns  3l  des 
der  GrOlse  nach  geordneten  Linearcontinanms  X  ist  perfect, '  mid 

1)  Vgl.  hiersu  auch  Cap.  I  des  dritten  Abschnitt«. 
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«nthlüt  eine  Menge  B  der  If  Sditigkeit  a  so,  dmüi  zwiadhen  je  sweien 
fleiner  Elmieiile  ElemoDte  toe  S  dem  BAnge  nach  liegen.  Dab 
4ie8  die  riehtigen  Definitionezi  Bind,  folgt  daraus,  daCa  man  jede 

Menge  der  vorstehend  genannten  Typen  auf  B  resp.  L  abbUden 
kann;  pberrso  haben  natürlich  alle  Meuf^en,  die  aus  dem  Linear- 
continiiuiij  durch  solche  ein -eindeutige  Al)büdung  entstehen,  die 
die  Gruiten  Verhältnisse  bestehen  lä£st,  den  Tjpus  mag  diese  Ab* 
bildung  stetig  sein  oder  nicht 

6.  Im  Interesse  der  Vollständigkeit  erwähne  ich,  dafs  Gantor 
ftudi  fär  mehrfach  geordnete  Mengen  Oidnungsgeoetie  lesp. 
Ordaimgtijrpen  mathematiseh  definui  und  in  TTtttenmohong  gezogen 
liat.  Eine  Menge  heiÜBt  mehrfach  geordnet,  wenn  fittr  jedes  Element 
mehrere  Merkmale  vorhanden  sind,  die  sein  Rangvorhältnis  be- 
stimmen; wie  z.  B.  die  Coonlinatcn  für  die  Punkte  eines  Cr*);  ihr 
Ordnungsf^^'setT;  i-t  wieder  ihr  Ordnungstypus.  Derartige  Ordnungs- 
typen sind  jedoeh  bisher  nur  für  endliche  Mengen  behandelt  worden, 
die  in  diesem  Falle  nicht  blofs  einen,  wohl  aber  eine  endliche  Anzahl 
von  verschiedenen  Ordnungstypen  besitzen.  Insbesondere  hat  Cautor 
Beearaionsformeln  angegeben,  um  die  Anzahl  der  Ordnongstypen  einer 
r-&oh  geordneten  Menge  zu  bestimmen'). 

Die  Ordnungstypen  der  transfiniten  mehifiuih  geordneten  Mengen 
mnd  bisher  nicht  Veiter  untersucht  worden.  Es  ist  jedoch  klar» 
dals  sieh  auf  sie  die  Definitionen  der  Pundamentalrcihe,  des  Grenz- 
•elements,  und  der  an  sie  anschliefsenden  Begriffe,  nämlich  ab- 
geschlossen, in  sich  dicht,  perfect,  überall  dicht  und  nirgends  dicht,  . 
ebenfalls  übertmgen  lasiien.  Es  kommen  in  den  bezüglichen  Formu- 
linmgen  wieder  diejenigen  Tatöacheu  und  Beziehungen  zum  all- 
gemeinsten arithmetischen  Ausdruck,  die  ftlr  die  Punkte  einer  stetig 
ausgedehnten  Menge  Iftngst  gelftofig  sind. 

Sechstes  Capitel. 

Die  wohlgeordneten  Mengen  und  die  Ordnnngszahlcu. 

Von  den  geordneten  Mengen  sind  die  wichtigsten  die  wohl- 
geordneten; ihre  Ordnungstypen  liefera  din  transfiniten  Ord- 
nungszahlen, ebenso  wi^  die  Mächtigkeiten  die  transhniten  Cardinal- 
zahlen  lieferten. 

1)  Vgl   auch  Abschnitt  III,  Cap.  2.    Die  einfachst»*  Tiirh*^tef  ige  Ab- 
bildung dieser  Art  erhält  man,  wenn  man  die  obige  Menge  Z=  {z) 
<S.  94)  nicht  djadisdi  licet,  sondern  in  irgend  einem  aodem  Zahlensystem, 
B.  dekadisch.    Tgl.  auch  S.  64. 

^'i  Die  Töne  la<;sen  sich,  falls  für  sie  Höhe  and  St&rke  berttcksichtigt 
wird,  al«  zweifach  g'eorthiete  Menge  tiarstellen. 

8)  Vgl.  Zeitflchr.  f.  Philosophie,  Hd.  92,  8.  «40.  Analoge  Probleme 
behandeln  E  S  ch  i  rz  (Diraertation  Halle,  1888),  sowie  Vivanti  in  Ann. 
di  mat.  (9),  Bd.  17,  S.  1. 

J&hre«b«ncbt  d.  DtaUchea  Uatbrm.-Vereinigung.   VUI,  S.  8 
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Die  Theorie  der  wohlgeordneten  Mengen  hat  Cantor  1897 
dargestellt^);  in  ihr  hat  er  &  logisch  geUbte  nnd  verallgemeinerte 
Grandlage  für  die  von  ihm  bereits  1882  eingeftthrten  transfiniten 
Zahlen  geschaffen.  Er  geht  von  der  Auft'assung  aus,  die  endliche 
Zahl  V  durch  eine  £eihe  aufeinuiderfulgendt^r  Einhritf  n  dar/ustellen 
—  v  =  |l,l,l,....l|  —  und  jede  Zahl  i''  ■<  i'  durch  einen  Ab- 
schnitt dieser  Reihe.  Die  Verallgemeinerung  dieber  Auffassung  liefert 
den  Begriff  und  die  Eigenschaften  der  transfiniten  Zahleu.  Diese 
Zahlen  bezwecken  die  Fortsetzung  der  Reihe  der  ganzen 
Zahlen  über  das  ünendliohe  hinaus.  Bo  paradox  eine  solche 
Idee  ranichst  erscheint,  so  lassen  doch  bereits  die  Torangehenden 
Entwicklnngra  die  Natur  nnd  die  Notwendigkeit  dieser  Fortsetsong 
erhennen. 

1.  Ein  fonnales  BedHrfhis  für  diijenigen  Symbole,  die  man 
transfinite  Zahlen  nennt,  Iftbt  sich  an  gans  einfiMshen  Problemen 

darlegen.  Ich  wähle  ein  solches,  das  an  die  Natur  des  Grenz- 
punktes in  einem  stetigen  Gebiet  anknüpft  Auf  der  fiinheitsstrec^e 
bedeute 

^Ot  ^11  

eine  Beihe  von  Punkten,  die  von  links  nach  rechts  auf  einander 

folgen,  und  es  sei  ihr  Grenzpunkt.  Ist  di(»s  ein  innerer  Punkt 
der  Strecke  0-*-1,  so  fasse  man  von  ihm  aus  wieder  eine  Reihe 
von  links  nach  rechts  liegender  Punkte  ins  Auge;  sie  möge  durch 

bezeichnet  werden,  nnd  es  sei  x„^t, » d^.t  ihr  Qrenspnnki  So 
kann  man  fortfahren;  eine  analoge  Reihe  f&hre  zu  einem  Grenz- 

punkt  a*(u.s  Q.  8.  w.  u.  s.  w.  Die  Punkte,  zu  denen  man  so  gelangt, 
können  überdies  so  gewählt  werden,  daDs  auch  die  Grenzpunkte 

«•»I  ««-ti         ""^m^/ti  •••• 

selbst  noch  gegen  einen  inneren  Punkt  der  Einheitsstreeke  convergiren, 
den  man  alsdami  durch  bezeichnen  kann.   Von  ihm  aus 

kann  man  immer  wieder  weitere  Punkte  ins  Ange  fassen,  bis  man 

Sdiliefslich  den  Punkt  x  =  1  erreichen  wird*). 

Das  Vorstehende  hat  zu  einer  in  unbegrenzter  Perspective  fort- 
schreitenden Reihe  von  Indicess}Tnbolen  geftUu*t,  die  wir  hier  nock- 
mals  durch  eine  Tabelle  darstellen: 


1)  Math.  Ann.  49,  8.  907.   Die  hier  auftretenden  fiegrifiiB  nnd  fiftite 

finden  sich  gröfstenteils  schou  in  Math.  Ann.  21,  S.  645 ff.  dargelegt.  Tgl. 
auch  Zeituchrift  f.  PhiloBophie,  92,  S.  240  (1887). 

21  Es  ist  eine  stUlschweiffende  YoiausBetzung  mancher  Beweise,  dafs 
dies  letztere  wirklich  einmal  eintritt,  wie  auch  die  Punkte  x  gewählt 

werden  rnögen.  Genau  genommen  bedarf  aber  diese  Voraussetzung  der 
Prüfung,  besonders  die  nötige  Zahl  der  Schritte.  Vgl.  auch  Cap.  VU,  §  5. 
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1,  2,    V,  ■  

CO,         w  -j-  1,       w    u>  -\-   

DO  •  2,  . «  •  2  +  1,  « •  2  -(-  2,  » •  2  +  V,  •  •  •  • 

0»'^    «•^4"  2|  •••• 


U.  8.  W.      IL   8.  W. 

JhMe  Symbole  sind  Cantor's  transfinite  Zahlen.       -'vi  ' 
Es  möge  hier  noch  ein  zweites  Beispiel  eine  Stelle  finden,  das 
an  dio  früher  (S.  14)  eingeführte  Menge  3f»  anknftpft.    Sind  die 
Mengen 

3f j ,  3/o ,  iWj  •  —  My '  ••  • 

so  beschaffen,  dafs  jedes  in  Jlf,  enthalten  ist,  so  läfist  sich  eine 

Menge  Jf«  deftniren,  die  in  allen  Mi  enthalten  ist|  so  daCs 

Ist.  Man  kann  nun  aber  von  neuem  Teilmengen  von  betrachten 
und  80  zu  der  Beihe  der  Teilmengen 

gelangen*).  Es  kann  dann  wieder  eine  allen  diesen  Mengen  ge- 
melttBame  Teilmenge 

(Jfw,  Jfe»+li  Mittat  •••■■)  =  M„.i 

geben,  und  es  lassen  sich  nun  auch  für  sie  weitere  Teilmengen 
definiren,  u.  9.  w.  u.  8.  W. 

2.  Der  wirkliche  Ausgangspunkt  Cantor '8  bei  der  Constmction 
^  der  transfiniien  Zahlen  ist  freilich  kein  so  formaler;  es  ist  die 
Theorie  der  Ponktmengen,  die  den  Anstofs  dazu  gegeben  hat.  Bei 
den  Punktmengen  treten  die  Mengen  M„y  Ma,+tj  die  wir  hier 
als  constructiv  möglich  erkannten,  wirklich  auf;  sie  sind  e;?, 
die  die  Einführung  der  transfinifen  Zahlen  als  Notwendigkeit  er- 
scheinen liefsen.  Cantor  hat  diese  Zahlen  ursprünglich  durch  ge- 
^^^.sse  Erzeugungspriucipien  hergestellt  analog  dem  obigen  Bei- 
spiel. Erst  viel  später  (1897)  hat  er  eine  allgemeine  Theorie  dieser 
Zablen  aufgestellt  und  sie  so  auf  Definitionen  allgemeinster  Art 
geetattt,  da&  sie  jede  Art  transfiniter  Zahlen  nmfabt  und  jede 

* 

1)  Es  scheint  hier  natürlicher,  die  bezüglichen  Klengen  durch  3f ^ , 
3/^        M^_^^  •  •  •  •  zu  bezeichnen.    Dies  ist  anch  wirklich  die  Bezeichnung. 

die"^  (!;antor  zunächst  gewählt  hat  (Math.  Ann.,  17.  S.  358,  18B0).  Der 
Foriacbritt  von  diesen  Symbolen  sn  nwlhematiseiien  Objedten  ist  dasjenige, 
was  durch  die  Theorie  der  wohlgeordneten  Mengen  geleistet  wird. 
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Art  von  Erzeugungsprincipien  zuläfst,  die  zur  Construction  dieser 
Zahlen  erforderlich  sind.  Diese  Theorie  soll  hier  zunächst  zur  Dar- 
stellung kommen: 

Eine  Menge  "F  heifst  wohlgeordnet,  falls  sie,  sowie 
jede  ihrer  Teilmengen,  ein  erstes  Element  besitii 

Hier  entsteht  sofort  die  Frage,  ob  ond  wie  man  zu  solchen 
Mengen  von  der  Definition  aus  gelangen  kann.  Zu  diesem  Behuf 
weise  ich  zunHrlist  auf  drei  Folgeningen  hin,  die  sich  ans  der 
Definition  immiil^lbar  ergeben. 

1 )  Jede  Teilmenge  einer  wohlgeordneten  Menge  ist  selbst  wohl- 
geordnet. ♦ 

2)  Zu  jedem  Element  /  yon  F,  falls  es  nicht  das  letste  ist, 
giebt  es  ein  unmittelbar  folgendes  (conseentives)  Element 
Ist  nSmlich  ¥^  die  TeAmenge  aller  Elemente,  die  auf  f  folgen 
(Fj  /),  so  hat  sie  notwendig  ein  erstes  Element^  nnd  dies  ist  das 
geforderte  *). 

3)  In  T  giebt  es  keine  Rfihe  von  Elementen  f^^f^P^f'-  'y 
di("  nii'ht  abbrirht;  denn  sonst  würde  sie  eine  Teilmenge  ohne  erstes 
Element  darstellen.  In  einer  unendlichen  wohlgeordneten 
Menge'  giebt  es  also  keine  Teilmengen  vom  Typus  *«>. 

Dagegen  enthält,  wie  noch  gezeigt  wird,  Jede  transfinite  wohl- 
geordnete Menge  Teilmengen  Tom  Tjpos 

Die  wirUiGhe  Constmetion  der  wohlgeordneten  Mengen,  die 
V      wir  hier  zunSchst  in  Angriff  nehmen,  wird  das  überraschende  Resultat 
\  .       ergeben,  dals  es  in  gewissem  Sinn  nur  eine  Gattung  wohl- 
\  V      geordneter  Mengen   giaht,   und  dafs  sich  jede  als  „Ab- 
'  schnitt"  eines  sie  alle  enthaltenden  einheitlichen  Ganzen 

;  '  auffassen  15 f st.  Es  entspricht  dies  dem  oben  erwähnten  Umstand, 
-  •:  dafs  sich  v'  als  Abschnitt  von  v  betrachten  läfst,  falls  v'  <  v  ist. 
-*    *'  3.  Unter  dem  bereits  eben  erwähnten  Abschnitt  einer  wohl- 

'  [.^  geordneten  Menge  T  soll  die  wohlgeordnete  Menge  A  aller  Elemente 
▼erstanden  werdoi,  die  einem  Element  f  TOrangehen  {A^f)\  ge« 
naner  heilst  A  der  durdi  f  bestimmte  Abschnitt  Die  wohlgeordnete 
Menge  aller  Elemente  von  die  auf  A  folgen,  hei&t  der  durch  f 
bestimmte  Best  Ton  JP,  so  dalii  also 

ist.  Diese  von  Cantor  in  die  Theorie  eingeführten  Abschnitte  sind 
geeignet,  die  Einsicht  in  den  Bau  der  wolilgeoiüncten  Mengen 
wesentlich  zu  erleichtem;  sie  bilden  zuploirb  ein  ebenso  einfaches, 
wie  nützliches  Hilfsmittel  der  hier  zu  füiuenden  Beweise.  Zunächst 
ist  Idar,  daOi  nicht  allein  jedem  Element  f  ein  Abschnitt  A  ent- 

i)  Bei  der  Menge  J{  der  der  GrOlse  nach  geordnete  rationalen  Zahlen 
folgt  anf  eine  Zahl  r  niemak  eine  andere  omnittelbar. 
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spriclil,  mAun  «aeh  nmgekalirt  jedem  Abschoiti  ein  Memeiit  fy 

Dämlich  das  erste  Element  des  zu  A  gehörigen  Bestes  R.  Fflr 
diese  Abschnitte  bestehen  insbesondere  folgende  ^tse«.  von  denen 
wir  öftors  Gebrauch  zu  machen  haben: 

1)  ist  ^  ein  Abschnitt  von  nnd  A'  ein  Abschnitt  von  Ay 
80  ist  auch  A'  Abschnitt  von  F. 

2)  Sind  A  und  A'  zwei  Abscluiitte  derselben  Menge  F,  und 
definirt  man  A\  falls  f  f  ist,  so  besitzen  die  Abschnitte 
-von  T  GrOAendianikter  (8.  15).    Insbesondere  ist  stets  F  >  A 

3)  Die  der  OrO(^  na^  geordneten  Abschnitte  von  F  bilden 
eine  zugeordnete  Heng«,  die  der  Menge  F  ihnlicfa  ist,  nnd  swnr 
so,  dafs  A  und  f  ei u ander  entsprechen. 

4)  Für  jede  Teilmenge  von  Abschnitten  giebt  es  notwendig 
räien  kleinsten. 

ö)  Dir  Tintwendifro  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  flef-  F 
und  G  ähniiche  Men^^'n  sind,  besteht  darin,  dafs  jedem  Abscimitt 
der  einen  Menge  ein  ihtn  ähnlicher  Abschnitt  der  anderen  Menge 
entspricht  nnd  umgekehrt 

Ton  diesen  8&tsen  bedurf  höchstens  der  zweite  Teil  des  letsriien 
oner  knnen  Erdrterang.  Entspricht  nimlich  jedem  A  Ton  F  ein 
ihm  fthnUeher  Abschnitt  jB  von  Q-y  so  entspricht  anch  jedem  ein 
sind  fenier  J,  Ä  und  jB,  S'  entsprechende  Abschnitte,  und  ist  A<,A\ 
so  ist  auch  B  <.  i>';  es  ist  also,  falls  f'Kf  ist,  anch  (f-^ff'y 
womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

4.  Um  jetzt  die  wohlgeordneten  Mengen  wü'klich  aufzustellen, 
verfahren  wir  fölgendermafsen.  Wir  nennen  zwei  Elemente  f  und 
Tou  F  benachbart  oder  getrennt,  je  nachdem  zwischen  ihnen  eine 
endliche  oder  fiberendliche  Menge  anderer  Elemente  vorhanden  ist,  nnd 
bestimmen  snn&ehst  diejenigen  wohlgeordneten  Mengen  J*,  die  kein 
Element  enthalten,  das  vom  ersten  Element  getrennt  ist  Ent- 
hilt  alsdann  die  Menge  F  ein  letztes  Element,  so  enthält  sie  nnr 
eine  endlidie  Anzahl  yon  Elementen  und  ist  vom  Tjpns 

enthält  sie  dagegen  kein  letztes  Element,  8o  ist  sie  notwendig  vom 

Für  jedes  v  ist  die  erste  Menge  in  der  zweiten  als  Abschnitt  ent- 
halten. 

Sind  zweitens  in  F  Elemente  enthalten,  die  yon  getrennt 
sind,  80  bilden  sie  eine  Teilmenge  Q-y  die  notwendig  ein  erstes* 
Element  ^^.enfhSlt,  nnd  es  ist 

G). 

Hier  ist  die  Menge  F^  so  definirt,  da£s  sie  kern  Element  enthalten 
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kann,  das  yon  fj^  getrennt  ist;  sie  ist  daher  eine  Mffiig»,  wie  wir 
sie  eben  betrachteten,  und  zwar  notwendig  eine  Bolohe  vom  Tjpas  ». 
Wir  haben  also 

wenn  qp  resp.  x  die  Ordnungstypeii  von  F  und  G  sind.  Für  G  sind 
jetzt  wieder,  wie  oben  für  F,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Wenn 
zunächst  die  Menge  G  keinerlei  von  «/^  getrenntes  Element  enthält, 
BO  hat  sie  wieder  den  Tjpns 

f*      (S^n  <72i  *  •  •  •  Pf')    oder    ö>  =  (g^,  g^,   ), 

je  nachdem  sie  ein  letztes  Element  enthlüt  oder  &icht|  und  wir  w- 
halten  daher  für  F  den  T\'}ius 

9  '^(fi»  /ii  /»*  '"1  9\t  gilt  ""9/t)  =  •  +  "«P- 

9^(fu  /»»  fs'  -  i  ^1»  ^«1  5^8»  +    =  •2- 

Enthält  G  dagegen  Elemente,  die  von  getrennt  sind,  so  bilden  sie 
eine  Teilmenge  i/,  die  ein  erstes  Element  besitzt,  und  für  die  sich 
im  übrigen  dieselben  Bohltae  ausfuhren  lassen,  wie  eben  lllr  Fnnd 
Wir  gelangen  so  xu  einer  forfLanfenden  Reihe  TOn  Ordnnngstjpen, 
die  wieder  die  anf  8*  85  enthaltene  Tabelle  fiefem,  nnd  es  ist  naoh 
der  Ableitung  Uar,  dab  eine  wohlgeordnete  Menge  entweder  selbst 
Tom  Typus  on  -  ^      v  ist  oder  aber  Abschnitte  dieses  Typus  besitzt. 

Das  vorstehende  Terfahren  zur  Bildung  woblfreordneter  Mengen 
kann  man  in  allgemeiner  Weise  tortsetzen;  zunächst  wie  folgt:  Sei 

•f"  -  (fu.  fn,fn ) 
eine  Teilmenge  von  JP,  die  folgcndermafsen  definirt  ist.    Es  sei  f^^ 
das  erste  Element  Ton  .F,  f^^  das  erste,  das  Von        getrennt  ist, 

/■g^  das  erste,  das  von  f^^  geti-enut  ist  u.  s.  w.  Da  nun  F'  ebenfalls 
eine  wohlgeordnete  Menge  ist,  so  ist  nach  dem  obigen  resp. 

und  man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  im  ersten  Fall  F  einen  TypUfl 
besitzt,  der  bereits  unter  denen  der  obigen  Tabelle  enthalten  ist. 
Ist  zweitens  9  —  «1,  so  haben  wir 

^  —  (Ai*  /it«  fiMi  ' '  S  fii»  At»  fny  •  •  •»  ftii  /Ii  •  *  "i  ••••)» 
so  dafis 

9  =  »-}-«»  +  «  +  

ist;  endlich  ergiebt  sieh  im  dritten  Fall,  falls  zunächst     » |»  ist, 

U.  8.  W.  U.  S.  W.*) 

1)  Die  obenstebenden  Mengen  und  ihre  Ordnnngstjpen  geben  einfache 
Beispiele  für  die  Ungiltigkeit  des  conmiatativen  Oesetzes ;  man  sieht  z.  B. 
aus  der  Definition  von       dafs  o»  -|-  o'  »  »*  ist,  während  m*  -t"  ^ 

verschieden  ist,  u.  a.  w. 
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5.  Ans  alledem  folgt,  cUJe  swei  wolilg«oirdiiete  Meogea  T  und 
JPi  jedenfalU  im  Anfang  in  ihrem  BUdimgBgesetK  fibereiiiBtmuiieii; 

sie  besitzen  eine  Reihe  fthnlididr  Abschnitte  und  können  nch  insch 
weit  nur  in  der  Bezeichnong  unterscheiden.  Es  entsteht  daher  die 
Frapf«*,  ob  diese  LTberoinstiramung  des  Bildnngsgesetzes  einmal  auf- 
hört. Die  Antwort  lautet,  dafs  dies  nur  dann  eintritt,  wenn  eine 
der  Mengen  selbst  aufhört;  soweit  man  auch  zwei  wohlgeordnete 
Mengen  ins  Auge  faXst,  haben  sie  das  gleiche  Jiiiduugsgesetz.  Mit 
andern  Worten,  es  befttdit  der  Satz: 

I.  Zwei  wohlgeordnete  Mengen  T  und  O  sind  entweder 
fthnlieh,  oder  die  eine  ist  einem  Absebnitt  der  andern 
fibnlicb. 

Dieser  Sats  atebt  im  Mittelpnnkt  der  Theorie  und  soll  daher 

ausführlich  b»^wiesen  werden. 

Da  es  für  F  und  G  jedenfalls  Abschnitte  s^ieM,  die  einander 
ähnlich  sind,  so  können  zwischen  ihnen  nur  folgende  zwei  Möglich- 
keiten obwalten.  Entweder  entspricht  jedem  Abschnitt  der  einen 
Menge  ein  ihm  ähnlicher  Abschnitt  der  andern,  oder  nicht  jedem 
Abflchnitt  der  einen  entspricht  ein  ihm  ShnUcher  Absdmitt  der 
andern.  Im  ersten  FaU  und  die  Mengen  Ihnlieb,  es  bleibt  also . 
nur  der  zweite  zu  betrachten.  Er  spaltet  sich  in  zwei  UnterfUle. 
£8  kann  noch  jedem  Abschnitt  der  einen  Menge  ein  ihm  ähnlicher 
der  andern  entsprechen,  aber  nicht  umgekehrt,  oder  aber  es  hat 
keine  der  beideri  >fengen  die  Eigenschaft,  daJb  jedem  ihrer  Ab- 
schnitte ein  ähnlicher  der  andern  entspricht. 

Wenn  zunächst  jedem  Abschnitt  A  von  -P  ein  ihm  ähnlicher 
Abschnitt  B  von  Gr  entspricht,  aber  nicht  umgekehrt,  so  giebt  es 
gemäCa  S.  37,  4  einen  kleinsten  Absdmitt  Q-*  von  0,  dem  in  F 
kein  Khnlieher  Abschnitt  entspridit  Ist  nnn  IT  ein  Absdmitt  von  Q\ 
so  ist  anoh  Abschnitt  Yon  tf,  und  da  B'  <Q*  ist,  so  ent- 
spricht dem  B'  ein  ähnlicher  Abschnitt  in  F.  Andererseits  entspricht 
aoch  jedem  Abschnitt  A  von  F  ein  Abschnitt  B  von  ^;  di^r 
mufs  aber  zugleich  Abschnitt  von  G'  sein,  d.  h.  B  <C  G'  Denn 
wäre  B  ^  G\  so  müfste  auch  dem  G'  ein  ähnlicher  Abschnitt  in  F 
entsprechen,  was  ja  nicht  der  Fall  ist.  Die  beiden  Mengen  F 
und  G'  stehen  also  in  der  Beziehung,  dafs  jedem  Abschnitt  der 
einen  ein  ihm  ähnlicher  Abschnitt  der  andern  entspricht;  d.  h.  es 

ist  F^a\ 

Wird  sweitens  angenommen,  dafs  weder  jedem  Abschnitt  von  F 

ein  solcher  von  6r,  noch  auch  jedem  Abschnitt  von  G  ein  solcher 
von  F  entspricht,  so  giebt  es  in  sicher  einen  kleinsten  Abschnitt 
F\  dem  kein  Abschnitt  in  0  entspricht,  und  in  G  einen  kleinsten 
Ab'^clmitt  G\  dem  kein  Abschnitt  in  F  entspricht.  Nun  sei  wieder 
A  »  m  Abschnitt  von  F\  so  ist  auch  A'  Abschnitt  von  J^,  und  da 
A  <  F\    so    entspricht  ihm    sicher   ein   ähnlicher   Abschnitt  B 
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in      und  man  zeigt,  wie  eben,  daCb  B  <  Q-\  also  tneh  ein  AIk 

aehnitt  von  G'  ist.    Ebenso  folgt»  dab  jeclem  Absolmitt  von 
ein  ihm  ähnlicher  Abschnitt  Ton  J*'  entspricht    Daraus  folgt  aber, 
dafs  F'      fr'  ist,  wahr^rtfl  wir  angenommen  hatten,  dafs  weder  F' 
e'm    ühnlicher   Abschnitt  in   G,   noch   G'   ein    solcher   in  ent^ 
bprecbe.    Diese  Annahme  ist  daher  unslatthalt. 

Der  somit  bewiesene  Satz,  fiüirt  nun  auch  zu  der  Eingangs 
ausgesprochenen  Folgerung  über  die  Gesamtheit  aller  wohlgeord- 
neten Meugeii.  Er  führt  nämlich  zu  der  Conception  einer  einzigen 
wolilgeofdneten  Menge  W  von  der  Arfc,  dnle  jede  einselne  wohlge^ 
ordnete  Menge  F  einem  Absehnitt  von  W  timlich  ist  Eine  genauere 
Begrifbbestimmnng  dieser  Menge  W  wird  rieh  im  folgenden  noch 
ergeben. 

Als  Folgerung  unBeres  Hanptsatses  beweisen  wir  endlich  noch 

den  folgenden  Satz: 

TT.  Eine  Teilmenge  von  F  ist  entweder  F  selbst  oder 
einem  Abschnitt  von  ähnlich. 

Wäre  nämlich  die  Teilmenge  /'"  von  F  weder  F  selbst  noch 
einem  Abschnitt  von  F  ähnlich,  so  gäbe  es  auf  Grund  des  vor- 
*  stehenden  Satzes  einen  Abschnitt  -4'  von  F\  so  dafs  A'  ~F  ist; 
das  Element  von  J^,  also  auch  von  JP,  zu  dem  Ä'  gehört,  sei  f. 
Ist  jetzt  F"  die  Teilmenge  yon  Ä\  die  der  Teilmenge  F*  yon  F 
Ahnlicli  ist,  so  müMe  es  anch  einen  Absehnitt  von  F''  geben, 
so  dafs  A"  F'  ist,  und  es  sei  f"  das  Element  von  F'\  also 
anch  YOn  A zn  dem  .1 "  gehört.  Alsdann  ist  notwendig  f"  -<  f'; 
so  weiterschliefsend  gelangen  wir  sn  der  Reihe 

vom  Typus  *o),  was  unm<^gHth  ist.    Damit  ist  der  iSatz  bewiesen. 

Einfache  Beispiele  dieses  Satzes  sind  bereits  auf  8.  3b  erwähnt 
worden. 

6.  Die  üidüungstypen  der  wohlgeordneten  Mengen  bezeichnen 
wir  von  nnn  an  mit  Cantor  als  Ordnungszahlen.  Für  sie  er^ 
geben  sich  ans  dem  Vorstehenden  die  folgenden  Sitae: 

HL  Die  Ordnungszahlen  besitzen  Qröfsenehitr akter.  . 

Dieser  Sats  dedct  sich  im  wesentlichen  damit,  daJs  die  Ab-' 
silinitte  einer  nnd  derselben  Menge  F  Gröfsembarakter  besitzen. 
Sind  nämlich  tp  und  %  zwei  Ordnungszahlen,  und  F  und  G  die  zu- 
gehörigen wohlgeordneten  Mengen,  so  definiren  wir 

9^%^    9>Xi  9<Xy 

je  nachdem  F^G  igt,  oder  G  einem  Abschnitt  von  i*',  oder  end- 
lich F  einem  Abschnitt  von  G  ähnlieh  ist.  Alsdann  folgt  aus 
Satz  1,  dals  erstens  von  dieisen  drei  Möglichkeiten  immer  eine  und 
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BOT  dne  ofOUt  ist,  und  daft  die  Bafinitloii  sweitens  aueh  d«t 
weiteron  Grgfecngeaefaen  genltgt 

IV.  Es  giebt  keine  der  Gröfse  nach  geordnete  Menge 

Ton  Ordnungszahlen  vom  Tjpns  "^oo,  vielmehr  giebt  es  fflr 
jede  Gesamtheit  vx>n  ihnen  notwendig  eine  kleinste. 

Tct  ntlTnlifh  G  irgend  eine  der  GrÖfse  nach  geordiK^tp  Monge 
von  Or  lnun^^^s -  ihlt  und  gäbe  68  fttr  sie  keine  kleinste,  so  enthielte 
sie  sicher  eine  Ueihe 

vom  Typus  *<».  Sind  jetzt  F\  F'\  F  "  di^»  zngehörigen  wohlge- 
ordneten Mengen,  so  müfsten  F'\  F"'  •  •  siinitlicb  Abschnitten  von 
F'  ähnlich  sein,  und  es  gäbe  in  F'  eine  Keihe  von  Abschnitten 
vom  Typus  *{o 

^">^'">..., 

was  unmöglich  ist.  Wir  kiuiiien  diesen  Siitz  auf  Grund  der  an  die 
Spitze  gestellten  UeEnition  auch  folgendermafsen  aassprechen: 

V.  Jede  Gesamtheit  von  Ordnungszahlen  bildet,  der 
GrdfBe  nach  geordnet,  eine  wohlgeordnete  Menge. 

Insbesondere  bildet  also  auch  die  Gesamtheit  aller  Ordnungs- 
zahlen eine  wohlgeordnete  Menge  nnd  .  diese  Menge  ist  der  be* 
reits  oben  erwähnten  Menge  ähnlich^);  jede  Ordnungszahl  kann 
als  Ordnungstypus  eines  Abschnittes  von  W  betrachtet  werden.  Die 
Anüangsglieder  dieser  Menge  W  aller  Ordnungszahlen  wenlon  durch 
die  Tabelle  von  8.  35  dargestellt.  Die  weitere  Fortsetzung  und  deren  Ge- 
setze werden  uns  in  Cap.  V  11  näher  beschäftigen;  hier  sollen  zuvor  erst 
noch  die  einfachen  formalen  Gesetze  und  Kechuungsregeln  für  Ord- 
nungszahlen abgeleitet  werden. 

VI.  Die  Summe  und  das  Prodnet  sweier  Ordnungssahlen 
ist  ebenfalls,  eine  Ordnungssahl. 

Dieser  Satz  folgt  nicht  etwa  daraus,  dais  man  auf  beliebige 
Ordnimgstypen  die  Adilition  und  Multiplication  anwenden  darf;  er 
besagt  vielmehr,,  dafs  bei  Addition  und  Multiplication  wohlgeord- 
neter Mengen  immer  wieder  eine  wohl g*^n ebnete  Menge  entsteht. 
Wir  beweisen  in  dieser  Hinsicht  sofort  folgenden  umfassenden  Satz,, 
aus  dem  der  vorstehende  folgt: 

VII.  Werden  für  die  Elemente  einer  wohlgeordneten 
Menge  beliebige  wohlgeordnete  Mengen  gesetzt,  so  entsieht 
wieder  eine  wohlgeordnete  Menge. 

Sa  nftmlich     ^  (^i  /f«  *  *  *)  die  Menge,  in  die  für 
die  wohlgeordneten  Mengen  JPj,  .F,,  •  •  •  gesetzt  werden  sollen.  Zn- 
näehst  ist  klar,  dafs  die  neu  entstehende  Menge  G  ein  erstes  Ele- 
ment ^1  besitst;  denn  F  nnd       haben  ein  solches.    Hfttte  nnn 


1)  Vgl.  auch  Cantor  in  Math.  Ann.  46,  8.  4»6. 
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oieht  jede  TeUmenge  G'  von  0-  ein  erstei  Element^  so  §^Uie  es  in 
ihr  eine  Beihe  Yom  l^pns 

g  >^  ff  >-  9  >-  • '  • '  ^ 
Daraus  wtürde  aber  leicht  die  Existenz  einer  analogen  Beihe 

y  >-      >•  F'"  >-  

folgen,  imd  daraas  wieder  die  Existenz  einer  Beihe 

r>r>r> — , 

die  ebenlUls  den  Typus  *n  besitzt,  was  unmöglich  ist. 

Von  den  Bechnungsgesetzen  bleiben  auch  fttr  die  Ordnungs- 
zablpn  nur  die  associativen  anwendbar,  -^owle  das  distribati?e  in 
dem  Fall,  dafs  dpr  Multiplicandus  eine  Summe  ist.*) 

Der  zweite  der  obigen  Sätze  zeigt,  dafs  auch  die  Summe  vou 
unendlich  vielen  Ordnungszahlen  stets  wieder  eme  Ordnungszahl 
dustellt;  was  also  im  Gebiet  der  gew5hnliehen  Zahlen  nnr  unter 
der  Bedingung  der  Convergens  stattfindet,  gilt  im  Gebiet  der  trans- 
finiten  Qrdnnngaiahlen  ohne  jede  BeeehrinJamg. 

7.  Dies  fährt  zu  einer  letzten  sehr  bemerkenswerten  und  wich- 
tigen Oottseqaenz.    Sei  nämlich 

{ 9>»  j  «  9i  <  V*  <  fl^s  • 

eine  Reihe  wachsender  Ordnungszahlen  vom  Typus  to,  so  läfst  sich 
stets  eine  erste  Ordnungszahl  definiieu,  die  grölser  ist  als  jedes  9^. 
Ntmlich  es  sei 

9«      Vi  +      9j  =  9i  +  ^fi  94+1  =      +  9i  1 

80  folgt 

9»2+i  —  9i  +  ^1  +  ^,  +  + 

nnd  es  stellt  daher  die  nnendliche  Snmme 


1)  Et  ist  s.  B.  V  +  •  der  Oidnnngstjpui  der  Menge 
nnd  daher 

V  -f-  CO  =  03, 

während  w  -j-  y  als  Ürdnungstypu»  der  Menge 

von  «I  verschieden  ist.  Ebenso  ist  v  •  »  Ordumigstypot  von 

(ftv  ^M«  *  • '  ^1»?  /ii»  /ft  •  •  •  ^Sr»  ^ti»  /»» •  *  *  /i»  •  •  ')t 
nnd  daher  9  •  «  «     wohingegen  a>  •  y  als  Ordnungstypns  von 

gleich  einer  Summe  von  v  Summanden  ot  ist. 
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94  +     -f  (>»  H  -h  9r  +  

eine  wohldefinirt«  Ordnungszahl  qp  dar.  Diese  Ordnungszahl  ist  die 
verlangte.    Sie  ist  in  der  That  gröfser  als  jedes  qp^;  sie  ist  aber 

zugleich  die  kleinste  Ordnungszahl  dieser  Art..    Denn  ist  (p'  -><  9, 
•und  sind       F\  Fi  die  wohlgeordneten  Mengen^  die  den  Zahlen 
9,  (f)\  (p^  entsprechen,  so  folgt  snnSdist^  daiüB       einem  Absehnitt 

Yon  F  fthnlich  ist  Jeder  Abschnitt  von  F  ist  aber  zugleich  Ab- 
schnitt eines  Fi,  und  man  sieht  leicht»  da6  es  deshalb  Werte  1% 
resp.  Abschnitte  Fv  geben  mub,  so  daTs  i^**  Abschnitt  Ton  Fy  ist. 
Aimi^TMi  ist  aber  anc^  ip'  •<  9^,. 

Die  so  definirte  Ordnungszahl  9  ist  von  Cantor  als  Limes* 
zahl  beieichnet  worden;  wir  setsen 

fp  =  Lim  (p^  =  tp^ 

und  erhalten  zugleich  folgenden  Satz: 

Vni.  Zu  jeder  Fundamentalreihe  \<pr]  von  wachsenden 
Ordnungszahlen  gehört  eine  Limeszahl  Lim  <pv tp^^  die 
aui  alle  9«  der  Gröfse  nach  zunächst  folgt. 

Das  einfachste  Beispiel  einer  solchen  Limeszahl  ist  o>  selbst, 
insofern  01  die  erste  Zahl  ist,  die  auf  alle  Zahlen 

1    2  ^''''V"**' 
der  Gröfse  nach  folgt    Analog  definirt  die  Fondamentalreihe 

CO,  »■•2,  »'S,  ....«.».•.. 
eine  Limeszahl,  die  auch  dnrch 

ß)-|-co-|~o>~f~  =  a>a>=ü)* 

bezeichnet  werden  kann*   Femer  bestimmt  die  Fondamentalreihe 

eine  Limeszahl,  die  wir      schreiben;  setzen  wir  endlich 

cö'"  =  w^,    a^"  =  (o^t  •  •  • 
so  bestimmt  auch  die  Reihe 

eine  neue  Limessahl  n.  s.  w.  a  s.  w. 

Ffir  die  Limessahlen  gelten  analoge  Sitze  wie  filr  die  Irrational' 
zahlen;  insbesondere  unterliegt  die  Gleichheit  zweier  Limeszahlen 
tta,  =  ß  und  aj  ß\  die  durch  Fundamental)  (  ih^n  |  }  und 
definirt  sind,  den  analogen  Kriterien  wie  die  Gleichheit  zweier 
Irrationalzahlen,  wie  bereits  oben  in  dem  allgemein^^ren  Fall  bt»- 
liebiger  Ordnungstjrpen  für  die  bezüglichen  Fundanientalreihea  resp. 
die  durch  sie  dargestellten  Grenzelemente  erwähnt  wurde. 
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TM«  der  Grüfse  nach  geordneten  Ordi)unp«!7Hh]pTi  pestati-en  gewisse 
natürliche  Einschnitte,  die  zu  ihrer  Spaltung  ui  Zahlklasben  Ver-* 
anlassoDg  geben.  IMe  OrdnnngsxaUieii  1,  2,  3,  ...•v«.<.  tiujkr 
Bprecbm  ICengen,  deren  Iföchtigkoit  endlich  ist;  ihre  Gesamtheit 
ist  aber  boreits  transfinit  und  zwar  TOn  der  ersten  Mftehtigkeit. 
Wir  fassen  die  bezüglichen  Ordnungszahlen  als  erste  Zahlklasse  2^ 
zusammen.  Analog  definiren  wir  ronttchst  als  /  weite  Zahlklasse 
(diejenigen  Ordnungszahlen,  die  zn  wohl georduo ton  Mengen  erster 
Mächtigkeit  gehören  (l);  es  wird  sich  /eigen,  daXs  dieser  Gesamt- 
heit die  zweite  Mächtigkeit  zukommt  (2). 

Die  Zahlen  der  ersten  Zahlklasse  ergeben  sich  sämtlich  auf 
Grund  eines  einzigen  Bildungsgesetze» j  es  besagt,  daTs  wenn  die 
Zahl  V  emstirt,  andi  v  -\-  1  ezistirt  (erstes  Erzeugungsprineip). 
Andererseits  fttbrt  aber  auch  die  alleinige  Anwendung  dieses  Piin- 
dpa  nicht  über  die  erste  ZahUdasse  hinaus. 

üm  die  Zahlen  der  zweiten  Zahlklasse  zu  erhalten,  bedarf  es 
noch  eines  zweiten  Erzeugungsprincips.  Dem  oben  abgeleiteten 
Theorem  gem&fs  besagt  es,  dafs  fi\r  jede  Fundamentalreihe  [(pt) 
wachsender  Ordnungszahlen  eine  erste  Ordnungszahl  existirt,  die  gröfser 
als  alle  qp^  ist.  Dieses  Princip  ist  zum  Zweck  der  Coiistruction  der 
truij>tinitcn  Zahlen  bereits  1883  von  Cantor  in  den  „Grundlagen* 
ausgesprochen  worden;  damals  allerdings  nur  in  der  Form  eines 
PostulatSi  wihrend  es  hier  als  Folgerung  aus  der  allgemeine^  Theorie 
der  wohlgeordneten  Mengen,  resp.  aus  der  ihnen  su  Grunde  gelegten 
Definition  erscheint. 

■  Der  Fortschritt,  den  die  Mengenlehre  in  diesem  Punkt  seit  der 
Veröffentlichnng  der  ,.Oriind]agen"  geinacht  hat,  bestellt  also  auch  hier 
wesentlich  in  df^r  KÜininL'  der  grundlegenden  Begriti'e  und  Methoden, 
sowie  der  auf  ihnen  ruhenden  Beweise.  Insbesondere  ist  eme  ein- 
gehendere Erörterung  auch  jetzt  nur  für  die  Zahlen  der  ersten  und 
xweiten  Zahlklasse  vorhanden.  Cantor  hat  ausführlich  dargelegt^ 
wie  man  mit  ihnen  su  reebnen  bat,  und  hat  insbesondere  gelehrt, 
dab  man  auch  den  Potensbegriff  für  die  transfiniten  Zahlen  der 
ersten  und  zweiten  Klasse  definiren  kann  (3).  Für  die  auf  sie  folgendMi 
Zahlen  rssp.  Zablklassen  besitzen  wir  nur  eine  ganz  unbestimmte 
Perspective,  die  ebenfalls  schon  in  den  „Grundlagen"  vorhanden  ist. 
Anc  h  die  Bezieliung  der  Zahlklassen  /um  Gontinnum  hat  bisher  eine 
wirkliche  Förderung  nicht  erfahren  (4  i.  Dagegen  haben  neuere  Arbeiten 
den  Zahlen  der  zweiten  Zahlklasse  eine  immer  steigende  Bedeutung 


1)  Vgl.  Math.  Ann.  21,  S.  676  ff.  u.  49,  S.  207. 
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verliehea.  Sie  haben  auf  deu  mauiiigfachsteu  Gebieten  Anwendung 
gefondmi  und  dek  in  Umon  als  nakmotwendigen  Sjmbol« 
Kemusgestdlt,  insbesondere  überall  da,  wo  unbegrenzte  Folgen  von 
Orensproeewen  in  Betracht  za  sieben  sind.  Sie  besltaen  auch  eine 
einfache  Benebong  zu  den  sogenannten  „Unendlich"  Ter  l'unctionen 
P.  da  Bois'  (7).  Ihrer  Einführung  danken  wir  es,  da£3  wir  die  bis- 
herigen mehr  unbestimmten  Y(n*stellungen  durch  ebenso  sichere  und 
klare  BegritTo  ersetzen  durften,  wie  \vir  uns  deren  im  Gebiet  der 
endlichen  Zahlen  bedienen.  Ich  verweise  hierfür  auf  einen  unten 
folgenden  Satz  Borel's  (5),  den  ich  als  Grundlage  benutzt  habe, 
um  daraus  den  (6)  auf  Cantor,  Vivanti  und  Poincare  zurück- 
gebenden Sata  abzoleiten,  dab  eine  analytisdie  Function  fflr  jeden 
Wert  der  Variablen  bOcbstens  eine  abzSblbare  Kenge  von  Fonotions- 
werten  znläfst.  Ich  habe  übrigens  die  Beweismetiioden  dadurch  zu 
kürzen  gesucht,  dafo  ich  neben  dem  Scblofii  Ton  v  auf  v  1^  der 
dem  ersten  Er/eup^ingsprincip  entspricht,  den  Sehlufs  von  \v\ 
auf  ro  resp.  allgemeiner  den  Sehlufs  von  {ur}  auf  «a,  ein- 
^'eführt  habe.  Die  methodische  Einführung  dieser  Schlufeweise 
scheint  geeignet,  die  Darlegung  in  formaler  Hinsicht  wesentlich  zu 
vereinfachen. 

1.  Um  die  oben  angegebene  Definition  der  zweiten  Zablklasse 
ab  berechtigt  zu  erweisen,  ist  zu  zeigen,  dafs  das  zweite  Erseugungs- 
princip  für  die  Bestinunung  der  zweiten  Zablklasse  cbarakteristiscb 
ist  Wir  zeigen  zunächst,  dafo  wir  mit  diesem  Tt  iucip  in  Ver« 
bindung  mit  dem  ersten  Erzeugungsprincip  zu  jeder  Zahl  der  zweit«i 
2ahlklasse  gelangon.    Dies  kann  folgendermafsen  geschehen. 

Jede   Zahl  tp  der   zweiten   Zahlklasse   entspricht  einer  wohl- 
geordneten Menge  F  der  ersten  Mächtigkeit.    Hat  diese  Menge  ein 
letztes  Element  /*',  so  sei        diejenige  Teilmenge,  die  aus      und  / 
allen  ihm  nnnsittelbar  vorangehenden  Elementen  besteht.   Diese  Teil-  tHVOt^'. 
menge  ist  endlich,  da  sonst  in  F  eine  Teilmenge  Tom  Typus  *m  vor- 
liand«!  wäre.   Wir  haben  also 

9  —  9i  -\-  <Pii 

IVO  (p^  —  V  endlich  ist  und  gpj  einer  Menge  F^  ohne  letztes  Element 
entspricht.  Es  genügt  also,  dals  wir  uns  auf  Sdlrlip  Zahlen  (p^  be- 
schranken, die  zu  Mengen  I'\  ohne  letztes  Element  gehören;  sie  sind, 
wie  sich  zeigen  wird,  nichts  anderes,  als  die  oben  eingefOhrten 
Limeszahlen,  w        .  .     t     ?  ^-  ^  ^^'^'^ 

Betrachten  wur  nSmlich  die  Henge  aller  Zahlen  ^<9>^,  so 
.sind  dies  diqenigen,  die  zu  den  Abschnitten  der  Henge  F  gebOren. 
Da  F  Inin  letztes  Element  besitzt,  so  giebt  es  in  der  Menge  der 
■Ordnungszahlen  i^  keine  gröfste.  Diese  Menge  ist  überdies  nach 
Annahme  abzählbar  und  kann  daher  in  eine  Reibe  vom  Typus  o 
^gesetzt  werden;  sie  sei 
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{,^,)  —r^j,  ....  t^;^  .... 

In  dieser  Keihe  giebt  es  jetzt  notwendig  eine  Zalil,  die  gröfser  ist 
als  i/^'j^,  da  sonst  die  gröfste  von  ihnen  wäre,  was  ausgeschlossen 
ist;  es  sei  xf>x  dio  erste  Zahl  der  obigen  Reihe,  die  gröfser  als  t^^ 
isi  Ebenso  sei  die  notwendig  eodstirende  erste  Zahl  der  Reihe, 
die  grOfter  ist  als  1^2  n.  s.  w.;  so  weiterschliebend  erlialten  wir  eine 
Beihe  wachsender  Ordnungszahlen 

TOm  Typns  und  man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  auch  die  Indices 
stetig  wachsen,  so  dafs 

ist.  Diese  Reihe  definirt  jetzt  eine  Liraeszahl  t^,,,,  die  gröfser  ist 
als  für  jedes  ^,  sie  ist  ihrer  Detiniiion  nach  die  kleinste  der- 
artige Zahl  und  ist  daher  mit  idmtiseb.  Damit  ist  der  Ter- 
langte  Beweis  geliefert  Wir  kOnnen  dies  auch  folgendennaben  als 
8aä  aussprechen: 

L  Jede  Zahl  <der  zweiten  Zahlklasse  ist  entweder  eine 
Limessahl  9»,  oder  sie  ist  von  der  Form  9« v,  wo  qt» 
Limeszahl  und  v  endli«'h  i<f. 

Haben  wir  umgekehrt  irgend  welche  Zahlen  der  ersten  oder 
zweiten  Zahlklasse  und  wenden  auf  sie  das  zweite  Erzeugungsprineip 
an,  bilden  also  die  Zahl      =  1 9'» }  >  so  haben  wir  stets  (S.  42) 

Vt+l  +  ^» 

und  demgemäfs 

9«     Lim^r     ^  +  ^1  +  f  I  +  •  •  •  +     +  •  • '  * 

Da  ntin  jede  abzählbare  Menge  endlicher  oder  abzählbarer  Mengen 
selbst  aknfthlbar  ist,  so  ist        eine  Zahl  der  zweiten  Zi^ilklasse. 

Also  gelangen  wir  zn  folgendoin  Gesamtergebnis: 

II.  Das  erste  und  zweite  Erzeugungsprineip  sind  not- 
wendig und  hinreichend,  um  aus  den  Zahlen  der  eraten 
Zahlklasse  die  Zahlen  der  zweiten  Zahlklasse  abzuleiten. 

2.  Wir  gehen  nun  zui-  Untersuchung  der  Mächtigkeit  der 
zweiten  Zahlklasse  über,  die  wir  mit  Cantor  durch  Ut|  bezeichnen; 
zugleich  setzen  wir  0  IK«.  Es  wird  sich  «eigen,  dafii  die 
zweite  lUHchtigkeit  darstellt.  ZoiUUdist  beweisen  wir,  dafs  die  zweite 
Zahlklasse  nicht  abs&hlbar  ist.  Der  Beweis  ist  dem  auf  S.  19  ge- 
fOhrten  durchaus  analog.  Wäre  sie  nämlich  abzählbar,  so  könnte 
man  sie  in  die  Form  einer  Reihe  vom  Typus  »  setzen,  die  wir 
durch 

[fr]         <Pli   <Pil  99  

bezeichnen.  Nun  ist  zunacirst  klar,  dafs  es  unter  den  Zahlen  der 
zweiten  Zahlklasse  keine  gröJjste  giebt;  denn  wäre  9)  eine  solche,  so 
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gehttrte  auch  9>  -}*  ^  ^  xweiten  Zablklasse  an.  Es  giebt  daher 
notwendig  Zahlen,  die  grOiiwr  sind  als  von  üinen  eei  9^1  die 
eiste  Zahl  der  Beihe.  Ebenso  sei  9^  die  erste  Zahl«  so  dab  9^  >  94; 
80  weiteraddiebend  gelangen  wir  wieder  zu  einer  nnendlichen  Beibe 
▼on  Qrdnnngssahlen 

<     <  9P>»  < 

so  dafs  zugleich 

l<i</i<..- 

ist  Diese  Beihe  definirt  wieder  eine  Limeszahl  9>»,  so  dafs  tp^^^^ 
für  jedes  q  ist;  diese  Z&hl  kann  daher  in  der  obigen  Beihe  nicht 
enthalten  sein;  andererseits  ist  sie  aber  eine  Zahl  der  zweiten  Zahl- 
Masse,  und  damit  ist  der  Beweis  geliefert. 

"Wir  zeigen  zweitens,  dafs  jede  unendlirhe  Teilmenge  /'  von 
Zaliit-n  der  zweiten  Zahlklasse  entweder-  abzählbar  ist,  oder  selbst 
die  Mächtigkeit  der  zweiten  Zaiiiklasse  besitzt.  Wird  uamiich 
die  Menge  Z'  der  Gröfse  nach  geordnet,  so  entsteht  eine  wohl- 
geordnete Menge,  die  nach  Cap.  VI,  Sats  Vll  entweder  Z|  oder 
emem  Abschnitt  von  Sbnlich  ist  Ist  das  zweite  der  Fall,  so 
gehört  zu  dem  Abschnitt  eine  Ordnungszahl,  die  Zahl  von  Z^  ist, 
und  die  also  einer  Menge  erster  Mächtigkeit  zngehOrt  Damit  ist 
die  Behauptung  erwiesen. 

iiieraus  ziehen  wir  endlich  die  weitere  Folgemng,  dafs  es  keine 
Mächtigkeit  m  tnebt,  so  dals  HtQ  <  m  <  ifj  wäre.  Denn  sonst  niüfst« 
es  eine  Teilm<-tige  M  von  geben,  die  die  Miu-hti^keii  ni  hatj  aber 
jede  Teilmenge  bat  entweder  die  MücbtigkeiL  oder 

Wir  beseiehnen  deshalb  die  Maditigkdt  Ton  Zg  als  zweite 
MIchtigkeit  nnd  haben  so  den  Satz: 

in.  Die  zweite  Zablklasse  besitzt  die  zweite  Mächtig- 
keit itj. 

3.  Eine  letzte  Frage  formaler  Natur,  die  Cautor  für  die 
Zahlen  von  Z,  behandelt  hat,  ist  die.  ob  e.s  für  sie  eine  bentirarate  ein- 
fachste Darstellungsart  giebt,  und  vric  man  die  Summe  oder  das 
Product  zweier  von  ihnen  in  diese  emfacb«<te  Foim  bringt  ^j.  Das 
liaupthilfsmittel  besteht  darin,  dafs  man  im  Gebiet  der  Zahlen  it 
den  Potenzbegriff  definiren  kann,  und  zwar  so,  dafs  die  grund- 
legenden Bechnungsgesetze  erfUlt  bleiben.  Diese  üntennichungen 
haben  bisher  eine  Anwendung  in  Analysis  oder  Geometrie  nicht  ge> 
fnnden,  sie  haben  wesentlich  fonnale  Bedeutung,  und  deshalb  mag 
es  genügen,  sie  hier  nur  in  alb  r  Kürze  zu  erwähnen. 

Die  EinfAhning  des  Potenzhegriffes  beraht  auf  folgendem  Satz; 


1)  Vpl.  Math.  Ann.  49,  S.  229  tf.  Ein  Teil  der  bezfiplichen  Re«nltat<* 
befindet  »ich  bereits  in  den  „Grundlagen  "  kum  augegeben,  S.  583  tf.  Eiu 
einfaches  Beigpi»  1  tür  die  bezügliche  Aufgabe  liefert  die  auf  S.  88,  Anm.  1 
tteheode  Relation,  dafs  n  ist 
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iV  .  I3t§  ftino  Zahl  der  ersten  oder  zweiten  Zahl kiassc,  i«t 
f>l  und  ^  >  0,  so  giebt  es  eine  einzige  eindeutige  Func- 
tion /*(!),   die   folgenden  Bedingungen   genügt:   Eb  ist 
1)  /•(O)-d,  9)  f(i)<f(^%  falls  !<{'  ist,  8)  /(l  +  l) 
/"(!)•  y  und  4)  Lim         =  /"(^o,),  wo  U  =  Lim  |*  ist 

Was  den  Beweis  dieses  Satzes  betrifft,  so  folgt  die  Existenx 
«iner  eindeutigen  Function  f{^)  für  ^  =  1,  2,  3  •■  aus  1)  und 
3)  direct,  und  kann  alsdann  mittelst  der  Relationen  2)  und  4)  durch 
den  Schlufs  von  v  auf  v  -\-  1  und  von  auf  a«»  für  jedes  a 

leicht  erwiesen  werden.    Setzt  man  nua  iubbesondere  ^  =  1,  so  pf- 
Uält  man   ditjemge  ioiicliun  /\|),  die   Cantor  als  Potenz  be- 
seidinet;  sie  genügt  den  Gesetzen,  dafs  y^+Z'»  y*»  •  y/*  und 
ist.   Die  einÜMlisteü  Potenzzahlen  sind  die  bweite  firOher  benutzten 
Zahlen  w\  resp.  die  aus  ihnen  snsammensetzbaien 

^  =  ö)''-  .  V  -j-      ~  *  •  V|  -{-  •  •  •  •  -|-  (0  •  Vjj  _  j  -f"  » 

WO  alle  X  und  v  endlich  sind.  Mittelst  dieses  Potenzbegriffs  hat 
Cantor  zwoi  verschiedene  N(  rtn  nl  formen  für  die  Zahlen  a  oiu- 
gcführt,  die  eine  ist  eine  iSuumio  einer  endlichen  Anzahl  von  üiie- 
dorn,  die  andere  ein  analojsres  Product.  Die  Prodnctdarstellung  ge- 
stattet auch  den  Pniuzahlbegiiii  lür  die  Zahlen  a  zu  doiimron'). 

Eine  letzte  bemetfcensweite  Folge  des  Potensbegriilli  ist  die 
Existenz  einer  Zahlengattung,  die  der  Gleichung  cs^ « {  genügt, 
und  die  Cantor  als  £-Zahlen  bezeichnet  Die  einfachste  Ton  ihnen 
irird  durch  die  Fundamentalieihe 

«0,      ^  «>|,       «  «9|,  •  •  •  •  «  »*,  •  •  •  • 

resp.  durch  deren  Limeszahl  dargestellt.  Jede  Zahl  s  dieser  Art 
genügt,  ialls  «  <  £  ist,  den  drei  (Ucichungeu 

fit  4"  «  =        =     o*  «1 

ihre  Gesamtheit  hat  die  zweite  M&cbtigkeit  und  bildet,  der  Grö&e 
nach  geordnet,  eine  Menge,  die  der  Menge  aller  Zahlen  der  zweiten 
Zahlklasse  ähnlich  ist 

4.  In  Verallgeineineriing  der  Definition  der  7weiten  Zahlklasse 
kann  man  7.u  Dofinitionen  noch  höheror  Zahlklas.sen  aufsteigen.  Ins- 
besondere wird  die  dritte  Zahlklasse  als  Gesamtheit  derjenigen  Ord- 
nuugs;r!:ahlen  definirt,  die  eine  Menge  zweiter  Mächtigkeit  darstellen. 
Um  sie  zu  bilden,  wQrde  man  nodi  eines  neuen  Eiseugungsprincips 
bedürfen,  das  Limeszahlen  fülr  eine  wachsende  Reihe  yon  Oidnungs- 
zahlen  auch  in  dem  Fall  postnlirt,  da&  die  Reihe  dezyenigen  Tjpus  St 
hätte,  der  der  Wjohlgeordueten  Menge  aller  Ordnungszahlen  der  ersten 

1)  Es  ist  (0  -(-  1  eine  FrimEahl,  dagegen  ist  c»  -j-  2  zerlegbar.  Denn 
+  +  ™an  auch  leicht  best&tigt,  indem 

man  die  zu  » -f  2  nnd  2  •  w     S  gehdrenden  Mengen  bildei 
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und  zweiten  Zahlkl&sse  zttkomttil  Von  dieser  dritten  StahlirliHiW 
wttide  sloh  wieder  enreisiB  Uesen,  dab  ibr  nftdietliOliere  Hielitig- 
Jnit  vBL  und  1^  lieikoBiini  Bo  kum  man  fortfahrai;  ee  enrlchat 
«0  der  Ausblick  aaf  eine  woUgeofdiiete  Menge  der  OfOfee  nieh  ge- 
ordneter HSchtigkeiten 

mid  zwar  ist  jede  aU  einer  Zahiklasse  zugehörig  zu  betrachten^  die 
die  Gesamtheit  aller  Ordnuugstjpen  darstellt,  die  einer  Menge  der 
▼oriieirgehenden  M&chtigkeit  entsprechen.  Oantor  hat  daftir  aneh 
den  Ansdmck  benntit,  dab  die  OrdnongetTpen  jeder  ZaUUasee  ab* 

zählbar  werden  durch  die  Ordnungszahlen  der  nilchstMgenden  Klasse. 
Doch  ist  man  hier  über  diese  allgemeinen  Definitionen  und  Formu- 

lirungen  nicht  hinfins^ekommen.  Nur  ist  zu  bemerken,  dafs  die 
obige  Reilie  aliei  S  der  schon  i'rillier  crwiilmten  Keiho  W  ähnlich 
ist,  die  die  Menge  aller  der  Grölse  nadi  geordneten  Ordnongssahlen 
darstellt. 

Die  vorstehende  Eeihe  von  Mächtigkeiten  würde  eine  erhöhte 
Bedeutong  erheltoi,  falls  ein  Yon  Cantor  in  den  „Chnindlagen*' 
bereits  postnlirfeer  8ats  eine  Bestätigung  finden  sollte.  Es  ist  der 
8atS|  dafs  jede  wohldefinirte  Menge  anch  in  die  Form  einer 
wohlgeordneten  Menge  gesetzt  werden  kann.  Cantor  hat 
diesen  Satz  in  den  „Grundlagen**  als  ein  ,,durch  seine  Allgemein- 
gültigkeit besonders  merkwürdiges  Denkgesetz"  bezeichnet^)  imd 
hat  in  Aussicht  gestellt,  auf  ihn  noch  näher  zurückzukommen.  Doch 
ist  dies  bisher  nicht  geschehen,  und  so  kann  man  dem  Satz  ©ine 
objective  Geltung  für  den  Augenblick  in  keiner  Weise  beilegen. 
Ja,  man  würde  es  sogar  rerstehen,  wenn  ein  so  nmfassender  nnd 
allgemeiner  Bats  einer  ausgedehnten  Skepsis  begegnete. 

Würde  der  Sats  lutreflfon,  so  würde  er  allerdings  yon  den 
weitgehendsten  Folgen  sein,  denn  die  Mächtigkeit  einer  jeden  Menge 
müfsteinder  Keihe  A  i  enthalten  sein.  Es  ist  kaum  zuviel  gesagt,  wenn 
ich  meine,  dul's  die  Fixiruncf  der  Stelle,  die  c  in  der  Reihe  A)  hat, 
stets  eiiies  der  Hauptziele  Cantor's  gewesen  ist,  und  dafs  wir 
diesem  Umstände  einen  grofsen  Teil  seiner  allgemeinen  mengen- 
fheoretischen  Untersuchungen  zu  danken  haben.  Soll  c  überhaupt 
in  A)  vorkommen,  so  müTste  es  jedenfalls  möglich  sein,  die  Zahlen- 
gesamtheit in  die  Form  einer  wohlgeordneten  Menge  zu  bringen, 
nnd  fUls  insbesondere  c  tti  ist,  wie  es  der  Cantor 'sehen  Uber- 
seogung  entspricht,  so  müfste  diese  Menge  der  Menge  aller  Zahlen 
der  sweiten  Zahlklasse  ähnlich  sein.   Es  ist  nicht  zn  lengnen,  dafs 

1)  S.  8.  Vgl.  auch  Math.  Ann.  21,  S.  660.  Auch  Borel's  Mengeu- 
defininon  geht  von  diesem  Axiom  an».  Beim  0  tolle  man  tieh  die  Punkte 
hintereinander  durehlaafSBa  denken!  Le^ons  etc.,  8.  8;  vgl.  jedoch  «ask 

8.  15. 

JftkmtMricbt  d.  DautMlisa  M»th«m.-V«reiai|riing.   VIII,  2.  4 
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manohexiai  lol^are  und  innere  Momente  es  nalie  legen,  fDr  da» 
Contmuum  und  die  Zahlen  der  zweiten  Klasse  eine  solche  Be^tiehiing 
Yorauszusetsen.    Als  ftufsere  Analogfe  nenne  ich  den  LimeebegrÜT, 

der  1)eiden  gemeinsam  ist,  sowie  die  Thatsache,  dafs  es  in  bHf^pn 
Fällen  eine  Gesanithpit  aller  nuirrlifhen  T.inipse'^setze  ist,  die  liir  die 
Definition  resp.  für  die  Mächtigkeit  beider  Mengen  in  Fraae  kommen. 
Ein  mehr  inneres  Moment  iüt  der  Umstand,  dafs  tur  die  Unter- 
suchung der  Punktmengen  der  Mächtigkeit  c  die  Zahlen  der  ersten 
und  iweiten  Zahlklasse  ToUstftndig  Mneioben^);  von  den  Mengen^ 
die  nidit  absihlbar  sind,  hat  sidi  togBr  in  den  allermeisten  Fftllen 
beweisen  lassen,  dafs  ihre  Mächtigkeit  c  ist  Trotsdem  aber  ist  die 
Frage  nach  der  Mächtigkeit  des  Continuums  heute  noch  ebenso  un- 
geklärt, wie  damals,  als  Cantor  es  als  nicht  abzählbar  erkannte^). 

5.  Um  die  Rodentung  der  transfiniten  Zahlen  für  Analysis  und 
Geometrie  dai-zolegeu,  gebe  ich  zunächst  ein  mehr  formales  Beispiel, 
das  die  oben  l)egonnene  Zerlegung  der  Menge  7?  aller  rationalen 
echten  Brüche  in  Teilmengen  betrifft.  Die  Teilmenge  i?»  euuiaud, 
indem  wir  der  Beihe  nadh  die  Brfldie  abtreimten,  deren  Nenner 
eine  Potenz  Ton  2,  von  3,  von  5  war;  sie  bestdit  ans  allen 
Brüchen,  deren  Nenner  versdiiedene  Primsahlen  enthalten.  Von 
spalten  wir  wieder  der  Beihe  nach  diejenigen  Brüche  ab,  deren 
Xenner  eine  Potenz  von  resp.  2-3,  2-5,  2«7  ist;  so  ent- 
stehen ans  iZn  nach  einander  die  Bestmengen  ^ 

Bt,+u  -Rw-i-s»  «Rw+s  t 

die  eine  ihnen*  allen  gemeinsame  Teilmenge  Em.ß  besitsen.  Von  ihr 
spalten  wir  die  Menge  ab,  d«rtti  Nenner  Potenzen  resp.  von  3*5, 
3*7,  3  •  11       sind,  nnd  gelangen  dadurch  in  den  Mengen 

nnd  zu  einer  allen  gemeinsamen  Teilmenge  iC-s»  Bo  fortfahi-end 
erhalten  wir  schlieftlich  eine  Menge  Bpa  aller  Brttebe,  deren  Nenner 
mehr  als  zwei  Tezsdiiedene  Primzahlen  enthalten.  Von  ihr  spalten 
wir  die  BrOche  ab,  deren  Nenner  drei  Primzahlpotenzen  enthalten» 
und  können  dies  so  einrichten,  dafs  ^e  restirende  Teilmenge 
durch  jRo,*  zu  bezeichnen  ist.  Wir  können  auf  diese  Weise  sogar 
eine  Menge  erreidu-n,  die  alle  Brüche  enthält,  in  deren  Nenner 

Primzahlen  zu  verschiedenen  Potenzen  vorkommen.  Aus  dem  Satz, 
dafs  die  Menge  der  Zahlen  von      die  zweite  Mächtigkeit  besitzt,  folgt 

1)  Vgl.  insbesondere  S.  67  ff. 

2  h'h  weise  bei  dieser  Gelegenheit  auf  einen  Satz  von  I^rttazzi 
hin,  der  besagt,  dafs  man  die  Zahlengesamtheit  nicht  ausdrücken  kann, 
wenn  man  «war  eine  absAhlbare  Men^ie  von  Zeidien  verwendet,  aber  für 

jede  Zahl  nur  eine  endliche  Menge  dieser  Zeichen  benutzt.  V'gl.  Per.  di 
mat.  6,  S.  U  (1891).  Der  Satz  folgt  daraus,  dafs  a*=a  ist.  Dafii  c>a 
sei,  meinte  auch  schon  Bolzano,  Paradoxieen,  S.  102. 


Digitized  by  Google 


Die  hohereu  Zahlklastien. 


51 


mm  aber,  dals  dieser  Procefs,  wie  wir  Ihn  auch  fortsetzen 

mögen,  für  eine  bestimmte  transfinite  Zahl  o  der  zweiten 

Zablklasse  ein  Ende  nimmt,  so  da(s  JR^  0  ist.  Denn  da  R 
abzählbar  ist,  so  mü<;<;en  die  Teilmengen,  die  wir  der  Reihe  nach 
abspalten,  eine  a))/:ib.lbare  Menge  bilden.  Existirte  nun  ein  /?„  für 
jedes  cf,  so  würde  die  3Ienge  ]i  die  zweite  Mächtigkeit  besit/Pii. 

Nunmtfiir  sind  wir  auch  im  Stande,  das  auf  S.  34  behandelte 
Beispiel  näher  zu  erörtern,  resp.  den  dort  verlangten  Beweis  zu 
fUuren.  Da  die  XatenraUe,  die  man  anf  tsm  Georaden  nebenein- 
anderlegen kann,  eine  abzkhlbare  Menge  bilden,  so  folgt  sofort,  daft 
eine  IM  «  der  zweiten  Zahlklasse  existirt,  für  die  der  bezflgliche 
Prooefit  ein  Ende  nimmt.  Man  kann  dies  aueh  so  aussprechen,  dafs, 
wenn  man  aus  dem  Continuum  eine  wohlgeordnete  Menge  von 
Zahlen  hormisgreift,  die  der  Gröfse  nach  geordnet  sind,  diese 
Menge  immer  die  erste  Mächtigkeit  besitzt. 

T'm  ein  letxtes  Beispiel  zu  geben,  beweise  ich  lolgeuden  Öatz 
Borel's^j,  der  einen  bekannten  Satz  von  Heine  erweitert: 

V.  Oiebt  es  auf  einer  Geraden  eine  unendliche  Reihe 

▼on  Intervallen  d,  so  dafs  jeder  Pankt  des  Intervalls  a  b 

innerer  Punkt  mindestens  eines  Intervalles  8  ist,  so  giebt 
es  auch  stets  eine  endliche  Teilmenge  solcher  Intervalle, 

Sei  idUnlich  Oi  ein  beliebiger  Punkt  und  d^  das  zugehörige 
Intervall,  ferner  sei  der  linke  Endpunkt  von  dj,  und  das  zu- 
gehörige Intervall,  ebenste  sei  der  linke  Endpunkt  von  u.  s.  w. 
Wird  nun  a  noch  nicht  mittelst  einer  endlich«  n  Anzahl  von  Inter- 
vallen dj,  dg  dp  erreicht,  so  haben  die  Funkte 

notwendig  einen  Greuzpunkt  aai,  zu  dem  em  lutervall  da,  gehört. 
Alsdann  sei  aa,-^i  der  linke  Endpunkt  von  d»,  femer  6u,+i  das 
zugehörige  Intervall  und  0^4.1  dessen  linker  Endpunkt  u.  s.  w.  Wir 
gelangen  so  zu  einer  wohl  bestimmten  Reihe  von  Punkten 

resp,  von  Intervallen 

d^,  dg,  •  •  •  da,,  •  •  •  da,"*, 

die  gemäfs  dem  Satz  von  S.  13  abzfthlbar  ist  und  daher  notwendig 

bei  einem  bestimmten  a  abbricht. 

Diese  Intervallreihe  läfst  sich  nun  immer  durch  eine  endliche 
Menge  analoger  Intervalle  ersetzen.  Gehen  wir  zunächst  zum  Punkt 
zurück,  so  giebt  es  sicher  eine  Zalil  ft,  so  dafs  alle  Punkte 
Uft+ti'-'  innerhalb  da  liegen  und  daher  Qi ■  a^,  bereits  durch  die 


i)  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (3)  12,  S.  öl  (1896). 
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laAeralle  6^,  • -d/i^  d«»  bedeckt  wird.  Derselbe  BebluTs  gilt  über 
weh  ttüt  jeden  Punkt  Uß^  der  Orenipnakt  einer  Pnnktfolge 

0»,,        «a^»  ••••ö«»» 

ist,  so  dafs  auch  d^r  Schlufs  von  (»a,  1  anf  a^^^  =»»  anweadbar  ist. 
Wird  närnlif'^1  \  orausgpsotzt,  dafs  jedes  fia-j^  "^f^n  ^o,  ans  durch 
eine  endlich f  Anzahl  von  Intervallen  erreichbar  ist,  so  gilt  dies 
auch  von  a^^;  denn  zu  fl^  gehört  wieder  ein  Intervall  d-t,  und  inner- 
halb desselben  liegen  von  einem  bestimmten  fi  an  alle  Punkte  (ta^  , 
a„   ,    •  •  •  •.    Da  nun  auch  zu  den  Endrtunktt  u  a  und  b  Intervalle  ö 

gehören  sollen,  so  ist  damit  die  Behauptung  bewiesen. 

Es  ist  nicht  schwer,  den  gleichen  Satz  auch  auf  die  Ebene 
und  den  Raum  zu  übertragen^).  Ist  nämlich  jetzt  ein  I'unkt  eines 
ebenen  Rechteckes  H  und  der  um  ihn  gelegte  Bweich,  den  ieh 
der  SinfiMsUieit  halbfr  als  Quadrat  annehme,  so  gebart  sn  jedem 
Punkt  auf  dem  XTm&ag  von  ebenfiaUs  ein  Bolcbes  Quadrat 
und  aus  dem  eben  bewiesenen  Satx  folgt,  dafs  es  eine  endliche  Zalil 
TOn  Quadraten  giebl,  so  dafs  zunächst  aUe  Punkte  auf  dem 
Umfang  von  innere  Punkte  eines  dieser  Quadrate  werden.  Es 
giebt  daher  jedenfalls  auch  ein  Quadrat  6,^,  das  umschlielst,  so 
dafs  alle  Punkte  innerhalb  und  auf  dem  Umfang  von  6^  durch  eine 
endliche  Zahl  von  Quadraten  bedeckt  sind.  Zu  ihm  giebt  es  ein 
analoges  Quadiat  u.  s.  w.,  und  der  Beweis  geht  nun  in  analoger 
Weise  w«ter  fort»  wie  der  obige.  Aueb  hier  mu&  zu  jedem  Punkt 
dea  ümfangs  von  H  ebenüaUs  ein  Bereich  d  gehören. 

6.  Der  eben  bewiesene  8ata  liefert  den  einfachsten  Beweisgrund 
für  das  folgende  Theorem: 

"VI.  Die  Gesamtheit  der  Werte,  die  eine  analytische 
Function  in  einem  inneren  Punkte  ihres  Convergenz- 
gebietes  annimmt,  ist  abzählbar  oder  endlich. 

Diesen  Satz  hat  zuerst  Vivanti  bewiesen,  in  Folge  einer  von 
Cantor  au  ihn  ergangenen  Auffordeining ^ ),  bald  darauf  haben  auch 
Poinear^*)  und  Yolterra^)  einen  Beweis  dafür  gegeben.  Der 
Poincar^'st^e  Beweis  stütsst  neb  in  erster  Linie  darauf,  dafe  man 
fflr  die  Bestimmung  eines  im  Punkte  £  yorhandenen  Functions* 
wertes  immer  ein  Functionselement  wählen  kann,  dessen  lüttelpunkt 
ein  rationaler  Punkt  ist  Der  eben  bewiesene  Satz  sagt  nun  aas, 
dafs  man,  Tim  von  dem  ursprünglichen  Functionselement  zu  irgond 
einem  daraus  abgeleiteten  zu  gelangen,  stets  mit  einer  endlichen 
Zahl  von  Zwischenpunkten  ausreicht    Ist  daher  r  ein  rationaler 

1)  Vgl.  hienu  auch  Thomae,  Elsneatare  Tbeoiie,  8.  99  (1880). 

2)  Rend  Pah  i^no  2,  S  1 35  u.  160  (1888)  und  Zdtscbr.  f.  Ilafb.  84, 8.  888. 

3;  Rend.  Palermo  2,  S.  197. 
4)  Rend.  Line.  (4;  4,  S.  855. 
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Pnnkt,  so  i^t  die  Monge  der  ihm  zugehörigen  Fnnctionselemente 
notwendig  abzahlbar,  und  da  die  Mengo  7?  =  (  r  |  obenftdlfi  abzähl- 
bar ist,  80  ist  damit  gemäfs  S.  1 1  der  batz  l>pwiesen. 

Nach  einer  Bemerkung  von  Borel*)  gilt  der  Satz  übrigens 
nicht  .mehr  für  die  Werte  auf  der  Grenze  des  Convergenzgebietes, 
falb  aolehe  flberall  enriuroi  nsp.  deflttiilNur  waü,  Fflr  «eee  kt 
hIbHoIi  dar  beiOglkiie  Wert  immer  mir  »Ib  Gveine  einer  unendUehen 
Folge  dflfiairbar,  und  die  Gwamthelt  aller  dieser  FundamentelreiheiL 
igt  nicht  mehr  abzahlbar. 

Vivanti  und  Vol terra  haben  an  den  obigen  Sat^:  noch  einige 
wevforErehende  Folgerungen  geknüpft,  VoltfTr:!  hat  darauf  hin- 
gewiesen, dafs  auch  die  Menge  der  VerzweierungspunktB  und  der 
Convergeiugebicte  einer  analjrtischen  Function  abzählbar  ist ^  Vivanti 
dagegen  hat  den  Versuch  gemacht,  die  mehrwertigen  Functionen  ganz 
allgemein  nadi  flirer  lttditigkd,t  in  BDassen  sä  teilen.  Sefai  Ha»pi> 
resoltat  lanteti  dab  üüls  y  als  FnncAion  vion  %  fltr  jedee  %  hOohetens 
eine  abaihlbaie  Menge  Ton  Werten  beutst,  dies  auch  für  als 
Function  von  y  der  Fall  ist. 

7.  Die  transfiniten  Zahlen  treten  endlich  auch  bei  einem  Problem 
der  elementaren  Analysis  auf,  närnlich  bei  der  Vergleichung  von 
Gronzwerten ,  denen  reelle  Functionen  zustrebfn,  die  übpr  riDe 
Grenzen  wachsen*).  Die  allgemeine  Theorie  der  einschlügigen  Fragen 
ist  von  P.  du  Bois-ßeymond  dargestellt  worden*).  Sind  f{x) 
und  zwei  monotoa  mit      ins  Unbegrenzte  wachsende  Func- 

tiosieQ,  und  hat  ftr  lim  d^a^oo  der  QvMtient  f{x)i(p{x)  einen 
endliohen  Grenzwert,  oder  aber  den  Grenawert  ao  oder  0^  eo  sagt 
du  Bois,  /"(o;)  nnd  ^(^ip)  haben  gleiches  Unendlich,  ote 
aber  f(«)  M  grOfseree,  letp.  kleineres  Uaendlioh  als  was 
dwdi 

aasgedrflekt  wird.  Es  ist  damit  natfirBch  nicht  gesagt,  dafa  sich 
fOr  irgend  zwei  monoton  ins  TTnendUche  waobsende  Functionen  dn 
fester  Grenzwert  dieser  Art  immer  ergiebt^). 

Sei  jetzt  F  eine  Kla.sse  von  Functionen  ftlr  die  eine  der 

drei  genannten  Beziehungen  prf!\llt  ist,  und  dies  möge  auch  der  Fall 
sein,  wenn  wir  irgend  eine  dieser  Functionen  mit  x  selbst  vergleicheo. 


1^  Leyona  etc.,  S.  56. 

Die  Function  e«  wird  von  'höherer  Ordnung  unendlich  als  jede 
Potenz  xv;  soll  also  diese  (>rdmmp  durch  ein  Sj-mbol  dnrgestellt  werden, 
80  bedarf  man  eines  solchen,  daa  gtöher  ist  als  jedes  genau  wie  es 
fBr  m  der  Fall  ist. 

3)  Joum.  f.  Math.  74,  S.  294,  Math.  Ann.  8,  S.  363  ff.  und  11,  S.  149  ff. 
Man  vgl.  auch  die  analogen  Untenuchnngea  Ton  Stolz,  VorleBungen  über 
Arithmetik  1,  S.  205  ff. 

4)  Vgl.  Stolz  in  Math.  Ana.  14,  8.  «SS. 


Digitized  by  Google 


04 


A.  Schoenfliea,  Bericht  über  die  Mengenlehre. 


Falls  wir  den  Grenzwert  von  [{x):  x  als  das  zu  f{x)  gehörige 
TJnendlioli  Uf{x)  bezeiehnen,  so  bestehen  folgende  Sitie; 
1)  Aus  den  Belati<men 

Uf(x)  -  Uipix),  üf{x)  ^  C/>(x) 

folgen  die  obenstehenden  Relationen  und  umgekehrt 

2^  Die  Unendlich  besitzen  Gröfsen Charakter;  sie  lassen  sich 
also  der  Gröfse  nach  in  eine  einfa(;h  t?eordnete  Reihe  bringen,  die 
übrigens,  wie  wir  sofort  erweisen  werden,  keineswegs  eine  wohl- 
geordnete Menge  zu  sein  braucht. 

3)  Für  jede  abz&hlbsre  Menge  von  Functionen  9>i  9>t  ^  9^8  ^  " ' 
mit  wachsenden  Unendlich  giebt  es  Functionen  %  so  da&  f&r  jedes  v 
^     9r  ist.   Es  gieht  also  kein  oberstes  Unendlich. 

Um  den  letsten  Sats  zu  beweisen,  bilde  man  eine  Beihe  von 
Functionen 

♦iW»  ^(«)  ^»(«) 

so  dab  fOr  jeden  Wert  von  »  der  Wert  von  ^v{x)  gleich  oder 
grttfser  ist  als  der  Wert  von  (jp,      und  von  "^^ix)  •  •  •  ^fv-i(x\ 

und  dafs  von  einem  bestitnmten  Wert  x^  an  ^r{x)  mit  (pr(x)  über- 
einstimmt. Narhflom  dies  geschehen,  definire  man  eine  B^inction  -^(x) 
durch  die  Bedingung,  daJCs  f£Lr  jedes  ganzzahlige  v 

ist,  und  dafo  fttr  y<j»<v4*i  Function  monoton  (also  bei- 
spielsweise linear)  nmimmt.  Diese  Function  hat  dann  in  der  That 
die  Eigenschaft,  dafe  für  jedes  f»  der  Quoüent  ifft(x)  den 

Orenzwert  Unendlich  besitzt. 

Der  hi^^rniit  bewiesene  Satz  stellt  ein  Analogon  zu  dem  zweiten 
Erzeugungspriufip  Cantor's  dar  und  hat  vielleicht  als  Ausgangs- 
punkt für  die  Cautor'sche  Ideenhildnng  gedient.  Doch  ist  die 
Analogie  zwischen  den  Unendlich  und  den  Zahlen  Cantor's  nur 
eine  scheinhara,  und  dies  selbst  dann,  wenn  man  sidi  auf  solche 
Fnnetlonsklassen  beschrftnkt,  deren  Unendlichwerte  als  ganzzahlig 
betrachtet  werden  kOnnen. 

Da  nämlich  jedes  ip  eine  monoton  zunehmende  Function  ist,  so 
ist  auch  die  zu  qo  inverse  Function  i  Function  der  gleichen 
Art  wie  und  besitzt  daher  ebenfalls  ein  bestimmtes  Unendlidi. 
Es  gilt  nun  der  Satz: 

VIL  Für  eine  Functionskia<sse  <X»,  die  zu  jeder  Function  <p 
auch  ihre  inverse  Function  enthält,  bilden  die  zugehörigen 
Unendlich  keine  wohlgeordnete  Menge. 

Bilden  nftmlich  die  Functionen 

Vi^'^Vi^V»  <  91-  -<  •  • 

eine  Menge  vom  Typus  <»,  so  bilden  die  Functionen 


Digitized  by  Google 


Die  höhereu  Zahlkla^sen. 


55 


Xi>Ä>5ts 

eine  Menge  vom  inversen  Typus  *(o^  während  solche  Meugeu  in 
der  Gesamtheit  der  Oidnuiigszalileii  gerade  ausgeschlossen  sind.  Es 
folgt  noch  nebenbei,  daTs  ein  zum  Sati  3)  analoger  Satai  ftr  jede 
Reihe  vom  Typus  *a>  gilt,  80  dais  es  anob  eine  Function  ^(x)  giebt, 

die  kleineres  ünendlidi  besitst,  wie  jedes  %^  Der  eben  bewiesene 
Satz  deckt  sich  übrigens  mit  dem  zweiten  von  du  Bois  fttr  (P  als 

charaktoristisob  hinc^esielUen  Satz,  der  wie  folgt  lautet: 

\TII.  Ist     -<     -<  qpj  -<  •  •  •  eine  Reihe  vom  Typus  od,  und 

ist  qpi  für  jedet»  A,  so  giebt  es  keine  erste  Function  ii; 

dies.er  Art,  vielmehr  giebt  es  für  jedes  ^  eine  Function 

SO  dafs  1^/  >-  v^'  >^  ipi  für  jedes  X  ist*). 
Man  braaoht  nimliifc  nor  die  Reihe 

9i      9t  9» 

zu  betrachten,  die  eine  Menge  vom  Typn«?  *to  darstellt.  Falls  nun 
©ine  ei*5tp  Fnnction  tl>  dieser  Art.  existirto,  so  mülsten  die  T'neiifllich 
der  vorsK'heüden  Reihe  unter  jedes  ^ais  sinken,  und  ebenso  die 
Unendlich  der  inversen  Functionen  über  jedes  Mais  wachsen,  was 
dem  Satz  3)  widerspricht;  womit  der  Satz  erwiesen  ist. 

Die  vorstehenden  S&tie  gelten  flbrigens  anch  für  die  Gesamt^ 
heit  aller  Functionen,  die  ein  bestimmtes  Unendlich  besitzen  *). 

Die  der  Orölse  nach  geordnete  Menge  M  der  Unendlich  aller 
Functionen  g:  (x),  ftir  die  ein  bestimmtes  Unendlich  existirt,  hat  mit 
der  wohlgeordneten  Menge  der  Zahlen  der  zweiten  Klasse  nur  die 
eine  Eigenschaft  gemein,  dals  auf  beide  das  zweite  Erzeugungs- 
princip  anwendbar  ist.  Im  übrigen  hat  der  Orduungstypus  fi  von 
M,  wie  derjenige  des  Continuums  die  Eigenschaft,  dals  das  Unend- 
lich f  einer  beliebigen  Function  f{a:)  sowohl  durch  eine  Reibe  zu- 

1)  Du  Bois  führt  als  Beispiel  die  Reihe 

1     t  ' 

«  ,  ae'  und   i;>    =  X 

an;  die  Reihe  nähert  eich  unbegrenzt  der  Function  »  imd  es  i»t 
das  Unendlich  von  «  grOlker  als  das  der  Function  ^\  Math.  Ann.  11, 
8.  153. 

2)  Das  einfachste  Beispiel  einer  Klasse  0  bilden  übrigens  di^enigen 
Functionen,  die  aus 

a-,  E,f.T)  =  r*,       (X)  =  e^'^'^        L^fx)      Ig.r,  L/x)  =  Ip  L/x)  ■  -  ■ 

durch  MultipUcation  und  tortgesetzte  Iteration  ffebüdet  sind.  Die  Un- 
endlich dieser  Functionen  finden  bekanntlich  in  der  Theorie  der  Conver- 
ffens  und  Divergenz  der  Reihen  sowie  bei  den  Werten  uneigentUcher 
Integrale  wichtige  Anwendung.  Vgl.  fSr  das  letzte;  Dini,  Grundlagen  etc., 
S.  485. 
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nehmender  UnendUoh,  wie  durch  euie  Beibe  ftbmehmender  ünendUctt 
approzimiit  werden  kann.  Es  besagt  nun  aber  der  Satz  5),  daXs 
auch  zwi<?rlu  n  M  and  dem  Oontintium  ein  sehr  wesentiicher  Unter' 
schied  bestoht.  Beim  Continnom  giehi  es  nämlich  zu  einer  Funda- 
mcntalreihe  von  Zahlen  rt^,  ^j,  ^ij,  •  •  •  eine  b^^stinunte  Zahl  a\  so 
dal's  'i'  die  kleinste  aller  Zahlen  ist,  die  grölser  ist  als  jedes  a», 
während  dagegen  ein  kleinstes  Unendlich  dieser  Art  nicht  existirt*). 

Der  du  Bois'sche  Begri£f  des  Unendlich  enthält  übrigens  in- 
sofern ein  wjUkOrliches  Element,  als  er  von  deijeuigen  Function 
abhttngt^  der  mim  das  Unendlichkettsagrmbol  1  beilegt  Er  enthalt 
aber,  wie  Pincherle*)  bemerkt  hat,  noch  eme  zweite  Willkür.  Da- 
von ausgehend,  daijB  mit  f(jv)  auch  log  /*(.r)  monoton  ins  Unend- 
liche wächst,  kann  man  auch  folgende  Definition  aufstellen.  Sei 
F{x)  irgend  eine  Function,  die  mit  x  monoton  ins  Unendlich» 
wächst,  so  betrachte  man  die  Differenz  * 

i(x)  -  Ff(x)  -  Fq>(x) 

und  definire 

/  >  (p,  /  ^  9,  /-<9'i 

je  nachdem  diese  Differenz  für  lim  x  =  oo  positiv,  Null  oder 
negativ  ist.  Auch  diese  Detinition  genügt  den  sUmtlichen  oben  aus- 
gesprochenen Sätzen.  •  T^s  be.^teht  vihpv  nun  der  bemerkenswerte 
Satz,  dals  die  (iröfseubeziehung  z^vl^chen  dem  Unendlich  von  f(x) 
und  tp{x)  bei  verschiedener  Wahl  der  Function  F(x)  auch  verschieden 
ausfallen  kann.  Es  folgt  daraus  noch  beiläufig,  dafs  im  System 
dw  du  Bois'schen  ünendlieh,  fUls  /'  ^  ist,  nicht  immor 
F(f)     F{<p)  tn  sein  braucht 

Ich  erwähne  zum  BchinfB  den  Satz: 

Die  Mftohtigkeit  tt  aller  Unendlich  ist  gleich  der  dea 

Continuums. 

Erstens  giebt  nämlich  eine  Teilmenge  der  Mäcbtigkeit  C» 
nämlich  die  Unendiuli  aller  Functionen  ir<*,  wo  a  irgend  eine  reelle 
Zahl  ist.  Da  femer  da.s  Unendlich  einer  jeden  unstetigen  Function 
dem  einer  gewissen  stetigen  Function  gleich  ist,  so  iolgt  daraus,  dafs 
tt  «»  c  ist«). 

1)  Auf  die  hier  angedeutete  Verschiedenheit  zwischen  dem  Zablen- 
coniinuum  und  dem  Ordnungsty^us  der  Menge  U  komme  ich  im  geo- 
metrischen Teil,  in  Yerbifidnnff  mit  dem  Axiom  des  Archimedes*  näher 
zurück.  Nur  das  eine  bemerKe  ich  bereits,  dafs  du  Bois'  infinitäre 
Pantachie  für  die  Menge  U  den  der  projectiven  Geometrie  entstauimen- 
den  Begrifi*  der  unendlich  fernen  Geraden  benutzt,  der  dem  vorliegenden 
Ciegenstand  durchaus  fremd  ist.  Die  Autfassungen  des  Unendlichen  sind 
für  die  einzelnen  matheninti<%chen  Disciplinen  durohans  venchieden. 

%)  Mem.  di  Bologna  ^4;  &  (l«t»6j,  B.  739. 

8)  Borel,  Lefons  eto.  8.  IIO: 
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Zweiter  Abschnitt. 

Theorie  der  Punktiiußiigen. 

Erstes  Oapitel. 
Allgeueiue  iSätze  fiber  FDUktiaeiigeii. 

Di«  Lslm  Ton  den  Piiiiktmeag«ii  rnlit  tsils  aaf  arith- 
metischer, tßilg  auf  geometrischer  Grundlage.  Aufser  ^i^r 
M&chtigkeit  sind  auch  alle  diejenigen  formalen  Begriffe  arithmetischer 
Natur,  (\\f*  bereits  in  f^pr  Menf^enlehre  anftreten,  und  die  \rir  als 
allgemeine  Eigenschaften  der  Ordnungstypen  geordneter  Mengen  kennen 
gelernt  haben.  Ihnen  allen  werden  wir  aneh  bei  den  Punktmengen  wieder 
begegnen.  Auf  geometrischer  Grundlage  dagegen  ruht  der  speci* 
fisdie  lahAlt,  den  diese  Begriff«  dadnreb  «vfaalteii,  dab  die  Pnnkt- 
mengea  Bestandteile  eines  stetig  auBgedehnten  Baomes  sind  und 
daber  an  allen  Eigenschaften  Teil  hsb«i,  die  der  empiriseh  ge- 
gebene geinnetarische  Stetigkeitabegriff  resp.  die  im  Baum  m5gliche 
Mafsbestimmung  besitsEt«    (4,  5.) 

Historisch  liegen  die  Dinge  so,  dafs  die  Eigenschaften  der 
Piinktnif^ntr^^n  d^^n  f-ij^f^nt  lieben  Anstofs  zur  thenr^>tischen  Anst'»>- 
staltuug  der  Mengenitlire  gegeben  haben;  insbesondere  war  es  die 
Verteilung  der  Unstetigkeitspimkte  einer  Function,  sowie  anderer 
Punkte  singulSlren  Charakters,  die  hierzu  die  Veranlassung  iiieten  mulste. 
Spedell  ist  Gantor  selbst  Ton  dem  Problem  ausgegangen,  die  Ein- 
deutigkeit der  Goeffieicnten  einer  trigonomstriscben  Beihe  aocb  fllr 
den  Fall  zu  beweisen,  dafs  die  Convergenz  in  unendlich  vielen 
Pnnkten  eines  Interralles  aufhört.  Er  und  P.  du  Bois-Beymond^) 
erkannten  wohl  zuerst,  dafs  die  tiefere  Analyse  dieser  Mengen  es  nahe 
legte,  Grenzpunkte  höherer  Ordnung  /.n  betrachten;  du  Bois  ge- 
langte sogar  schon  zur  Idee  eines  Grenzpunktes  imendlieh  hoher 
Ordnung^).  Die  methodische  Betrai  htimg  knüpft  aber  auch  auf 
diesem  Gebiet  an  Gautor  an,  re^p.  au  den  vou  ihm  cingeiülirten 
Begriff  der  Ableitunjg"),  der  aus  allen  Qrenzpunkten  einer 
Fnnbtmense  besteht  und  selbst  wieder  als  Fonktmenge  anfgefaftt 
wild.  (8.) 

Von  den  Resultaten  der  allgemeinen  Mengenlehre  ist  es  die 
oben  B.  14  als  mö^plich  erkannte  Menge  Jlfo,,  der  auf  dem  Gebiet 
der  Punktm«igen  eine  grundlegende  Bedeutung  ^^okommt.    Ist  P 

1)  Journal  1.  Math.  Bd.  7ü,  S.  30  (lb74). 

2)  V^l.  Math.  Ann.  Bd.  16,  S.  128,  Amuerkunfi:. 

8)  Die^^er  Begriff  wurde  von  Cantor  1$7S  eingerobrt;  vgl.  Math.  Ann.  5, 
S.  128  (1872). 
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eine  bdiebige  PonktmeDge,       eine  TeUmeuge  you  P,  ebenso 
eine  Teilmenge  von  Pj  u.  8.  w.,  so  ist  es  die  dureh  die  Gleiobnng 

definirte  Menge,  wo  jedes  i^  u-i  ♦^■ine  Teilmenge  von  P,.  ist  M  ^  1). 
Die  Eiüluhning  dieser  Menge  sowie  der  aus  ihi*  möglicherweise 
fliefseuden  TeiimeDgen  (3) 

J»+it  •'»4-21 ^w+M 

ist  1M|  4ie  drä  ferneren  und  tiefer  liegenden  Eigenschaften  der  Punkte 
mengen  ins  Lidit  zu  setzen  gestattet  hat^);  hier  ist  die  Stelle,  wo 
die  transfiniten  Zahlen  zum  ersten  Mal  als  ein  durch  die  Natur 
der  Dinge  gefordertes  objectiv^  HilfemiUel  dar  mathematischen 
Forschung  in  die  Erscheinung  traten.  Es  ist  das  bleibende  Ver- 
dienst Cantor's,  in  der  Weiterbildung  dieser  Ideen  ohne  ächeu  vor 
ihrer  scheinbaren  Fsmdozie  Torangegangen  bu  sein  imd  dndoreh 
die  mathematische  Denkweise  lun  wichtige  BegtiffD  und  neue 
Hethoden  bereichert  zu  haben.  Zuerst  stark  befehdet,  haben  seine 
Schöpftmgen  bewiesen,  dafs  sie  für  die  wichtigsten  Teile  der 
Änaljrsis  und  Geometrie  ein  ebenso  notwendiges  wie  erfolgreiches 
Instrument  darstellen. 

1.  Erscheint  die  Existenz  der  eben  genannten  Menge  zu- 
nächst wieder  nur  als  logisch  mitglicli,  so  giebt  es  einen  sein:  all- 

gemeinen  Fall,  in  dem  man  im  stände  ist,  ihre  wirkliche  Existenz 
in  aller  Form  darzuthun,  vorausgesetzt  natürlich,  dafe  jedes  Py  aus 
unendlich  vielen  Punkten  besteht.  Nach  einem  bekannten  Satz 
existirt  ftlr  eine  jede  aus  iinnndli rb  vielen  Punkten  eines  C,.  be- 
stehende Punktmenge  P  mindestens  eine  Stelle  im  <?,,  in  deren 
Umgebung  immer  noch  beliebig  viele  Punkte  der  Menge  liegen. 
Diese  Stelle,  die  man  Grenzpunkt,  Häufungspunkt,  Ver- 
dichtnngspunkt  nennt,  braucht  der  Menge  P  an  und  fttr  sich 
nicht  anzQgehdren.  Wir  wollen  aber  eine  Punktmenge  als  abge- 
schlossen bezeichnen,  folls  jede  ihrer  Grenzstellen  zu  ihr  gehdrt'), 
und  beweisen  nun  folgenden  Satz: 

1.  Bilden  die  abgeschlossenen  Punktmengen  P^,  P^, 
Pj,  •  •  •  •  eine  solche  Reihe,  dafs  jedes  P,-fi  in  P»  enthalten 
ist,  80  giebt  es  stets  Punkte,  die  allen  Pr  angehören. 


1)  Ein  einfaches  Beispiel  ist  das  folgende.  Sei 

i'-a.  v.»y.  0),  p,=(^^.^,.  0), 

so  existirt  P^  und  besteht  ans  dem  Knllpnnkt  Wird  dieser  Nullpnnlct 
ans  P  und  somit  ans  allen  Mengen  P,  getilgt*  so  eiiBtirt  ein  P^  nicht. 

2)  Diese  Einführung  gesduih  in  Math.  Ann.  17,  S.  357  ff.  (1880). 

3)  In  Übereinstimmui^;  mit  der  Definition  auf  82. 
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Sei  nämlich  p,  ein  Puukt  von  P^,  j)j  ein  solcher  von  iL«:w., 
80  wird  auf  diese  Weise  eine  Punktmenge 

definirt,  deren  sämtliche  Punkte      angehören.   Diese  Menge  besitit 

mindestens  einen  Gren^pnnkt  p„„  der,  da  Pj  abgeschlossen  ist,  eben- 
falls Pj  angehört.  Diesrr  <7renzpunkt  gehört  aber  auch  jedem  Pp 
an,  denn  er  ist  auch  Grcnzpunkt  der  Menge 

deren  sftmtliche  Punkte  Punkte  von  Pp  sind.  Damit  ist  die  Exi- 
stenz von  Punkten;  die  aUen  Pp  angehören,  nachgewiesen. 

2.  Nun  sei  P  irgend  eine  aus  unendlich  vielen  Punkten  des 
Cy  bestehendf»  "Nfenge,  so  bilden  auch  ihre  Grenzpunkte,  gleichgültig 
ob  sie  der  Menge  P  angehören  oder  nicht,  eine  Puuktmenge;  diese 
ist  es,  die  Cantor  Ableitung^)  von  P  genannt  und  durch  P'  be- 
zeichnet hat').  Enthält  P  unendlich  viele  Punkte,  so  kann  man 
auch  för  sie  die  Ableitung  bilden;  m  heilst  die  zweite  Ableitung 
P^  T0n  P,  WBhrend  P'  Punkte  entlialten  kann,  die  P  nicht  an- 
gehören'), ist  dies  fübr  P''  in  Bezog  auf  P'  nicht  der  Fall.  Es 
besteht  nämlich  der  wichtige  Satz: 

II.  Alle  Punkte  der  zweiten  Ableitung  P"  gehören 
auch  der  ersten  Ableitung  P'  an. 

Ist  nämlich  p"  Punkt  von  P",  so  liegen  in  seiner  Umgebung 
unendlich  viele  Punkte  ;>';  da  aber  in  jeder  Nähe  jedes  wieder 
Punkte  })  von  P  selbst  liegen,  so   ist  p"  auch  Grenzpunkt  von  P. 

Wahrend  also  beim  Fortgang  von  P  zu  P  üeue  Punkte  auf- 
treten können,  gehen  beim  Fortgang  -von  P^  ta  P^'  höchstens  Punkte 
▼erloren.  EnthiH  nun  audi  P^  unendlich  viele  Punkte,  so  Übt 
sich  der  Prooefs  des  Ableitens  weiter  fortsetsen.  Es  eigeben  sich 
so  die  Ableitungen  P',  P",  P"',  -  •  ■  P^''\  und  immer  besteht  der 
Satz,  dafs  alle  Punkte  von  P^'+i)  auch  Punkte  Ton  P^'^  sind. 
Jede  dieser  Ableitungen  ist  daher  eine  abgeschlossene  Menge. 
Nun  sind  bei  diesem  fortgesetzten  Ableitungsprocefs  nur  zwei  Fälle 
möglich.  Entweder  wir  gelangen  einmal  zu  einer  A^jleitung  P^''\ 
die  nur  eine  endliche  Anzahl  vuu  Funkten  enthält,  dann  enthält 
p(r<4>i)  deinen  Punkt  mehr,  was  wir  durch 

11  Math.  Ann.  r>,  S  i  „>k  ,'1872\ 

2;  Es  kann  vorkommen,  dais  für  einen  Grenzpunkt  nur  links  oder 
recht«  Punkte  von  P  existiren.  Man  kann  demgemärs  eine  linkiteitige 
und  eine  rechtssr  it  i  Ableitung  nntcrscheiden  und  damit  weiter- 
operiren.  In  dieser  Weise  haben  Peano  und  seine  Schüler,  besonders 
Burali-Forti  die  Sätze  über  Punktmengen  darzustellen  begonnen,  ohne 
daft  jedoch  Besnltate  vorliegen,  die  über  diejenigen  Gau  tot  8  we«entlich 
hinausgingen    Vgl.  z.  R  das  Peano '.«che  vocaiiulario. 

3)  So  besteht  z.  B.  die  Ableitung  der  Menge  aller  rationalen  Punkte 
eines  Intervalls  ans  allen  Punkten  dertdben. 
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ausdrücken  wollen.  Mengen  dieser  Art  sind  als  Mengen  erster 
Gattung  und  v-ter  Art  bezeichnet  worden*).  Oder  aber  es 
besteht  jedeä  i^^'^  aus  unendlich  vielen  Punkten.  Alsdann  erfüllt 
aber  die  Bohe  der  Ableitungen 

die  Bedingungen  des  obigen  Satzes,  und  es  inebt  daher  eine  ihnen 
allen  geineiogame  Menge,  die  ¥rir  ftls  o>-te  Ableitung  1*^*"^  bezeichnen 
es  ist  &lso 

pH       25  (P-,  P",  P'";  ....)-=  2)  tP^")). 

Wir  werden  sehr  bald  Beispiele  von  Punktmengen  aufstellen, 
für  rlie  P^'"^  exiFtirt,  insbesondere  sogar  ?olche,  für  die  l*'"'^  selbst 
wieder  aas  unendlich  vielen  Punkten  besteht.  In  diesem  Fall  läfst 
sich  zeigen,  dafs  auch  P^«")  ihre  sämtlichen  Grenzpunkte  enthält. 
Bind  nämlich  ^f^,  g,,  ^a»  '  *  *  P^iikte  von  P^,  und  ist  qo,  ihr  Grenz- 
punkt,  BO  gebÖren  gem&b  der  'BefimtLon  von  P^*^  die  Pimkta 
iii  9si  9kf  *  '  '  Menge  P<**  an.    Es  gehört  daher  auch 

jedem  Pt")  und  demit  ancb  an.  Wir  können  demnach 
folgenden  8atz  aussprechen: 

in.  Enthält  jede  der  Ableitungen  P',  P",  •  •  •  unend- 
lich viele  Punkte,  so  giebt  e«  stets  mindestens  einen 
Punkt,  der  allen  diesen  Ableitungen  gemeinsam  isL  Die 
Gesamtheit  aller  dieser  Punkte  bildet  die  Ableitung  P^*^, 
die  ebenfalls  Jeden  ihrer  Grenzpuukie  euthult. 

S.  Auf  Grand  dieses  Satzes  ergiebt  sich  sofort  eine  unbegrenzte 
Penpecüre  fttr  die  ForCsetmug  dee  Ableitmigsprooesees;  man  ge- 
langt 80  m  einer  forteohreitenden  Beihe  Ton  Ableitungen,  deren 
Bifioes  die  tnuufiniten  Ordnnngsiahlen  sind.  Es  beruht  dies  darauf, 
dafs  der  Sats,  wonach  jede  Ableitung,  die  unendlich  viele  Punkte 
enthält,  eine  abgeschlossene  Menge  ist,  sowohl  den  Schlufs  von 
V  auf  V -|-  1,  wie.  auch  den  Schluis  von  { rr,  )  nnf  a  zuläPst.  T^t 
nämlich  P^"^  abgeschlossen,  so  ist  dies  nach  dem  obigen  auch  für 
p(«H-i)  der  Fall,  falls  p(«+»)  aus  unendlich  vielen  Punkten  besteht. 
Ist  andererseits  jede  der  Ableitungen 

pi«)j  pK)^  p(«i)  P(°»), .... 

abgeschlossen  und  in  der  vorhexgehenden  enthalten,  so  folgt  genau 
wie  oben,  dafs  es  erstens  Punkte  giebt,  die  allen  diesen  Ableitungen 
gemeinsam  sind,  daük  sie  zweitens,  falls  es  unendlich  Yiele  Punkte 


1)  Vgl.  Cantor  in  Math.  Ann.  6,  S.  12U,  sowie  Diui,  Grand- 
lagen  etc.,  8.  M. 

2)  Die  Menffe  PC»)  erscheint  bei  Canior  xuent  in  MatiL  Ann.  17, 
S.  857,  vgl.  aucn  Cap.  Y  dieaes  Abaohnitta. 
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fiiadf  eine  abgwdiloaBMM  Menge  lnld«i,  und  dab  endlich 
ß  ist.    Wir  sprechen  däm  noek  folfiiidMiii«6eii[  als  Sati  aus: 

IV.  Bilden  die  Ordnungszahlen  «j  <     <  cfj  ....  eine 

Fundamentalreihe  {«.},  und  entli'llt  jede  Ableitung  P^"*^ 
unendlich  viele  Punkte,  so  giebt  es  mindestens  einen 
Punkt,  der  allen  diesen  Ableitungen  gemeinsam  ist.  Die 
Gesamtheit  aller  dieser  Punkte  bildet  eine  Ableitung 
die  ebenfalls  abgeschlossen  ist,  und  zwar  ist  ß  die  Limes- 
tahl  dar  Beihe  {a^}.   Bs  ist  also 

p(;*)  ==  3)  (PK),  p{«'0  PK), .  .  .)  =  ^  [  p(aj  I  . 

Betrachten  wir  endlich  die  sämtlichen  Ableitungen,  deren 
Orduuagen  die  Zahlen  der  zweiten  Zahlklasse  sind,  also 

Sind  sie  alle  von  Null  venchieden,  so  folgt  auf  die  gleiche  Art, 
dafs  es  Funkte  giebt,  die  ihnen  allen  gemeinsam  sind;  wir  nennen 

ihre  Gesamtheit  mit  Gantor  P^',  und  es  enüiftlt  auch  die 
sämtlichen  Grenzponkte.  Umgekehrt  folgt  daraus  sofort,  dafs,  falls 
pii  ^0  ji^t,  nicht  alle  /'^"'^  von  Null  verschieden  sein  können*). 
Es  giebt  dann  notwendig  eine  erste  Ableitung,  die  Null  ist.  Aus 
den  vorstehenden  Sätzen  folgt  noch  weiter,  daü»  die  zugehörige 
Ordnungszahl  keine  Lin^eszahl  sein  kann.  Denn  wäre  P^'^  die 
erste  Ableitung,  die  Null  ist,  und  ß  »  Lim  a^,  so  müfste  P<*r)  fttr 
jedes  «V  von  Null  Terschieden  sein,  und  das  gleiche  folgte  daher* 
flkr  P(^>.   Wir  erhalten  also: 

V.  Ist  P^**)  die  erste  Ableitung,  die  Kuli  ist,  so  ist 
tt  keine  Limeszahl. 

Ist  p-^  =.0,  so  giebt  es  auch  bereits  eine  Ableitung 
P<«),  die  Null  i^t. 

Ich  erwähne  endlich  noch  einige  formale  Siltze  über  Ableitungen, 
deren  vvii-  später  bedürfen.  Wird  die  Menge  i'  in  i\  und  Pj  zer- 
legt, so  ist  jeder  Punkt  von  P',  der  nicht  Grenzpunkt  von  P^  ist, 
notwendig  Grenzpunkt  TOn  P|,  und  umgekehrt.  Es  besteht  also 
der  Satz'): 

Ist  P==  Pj  -f  P,,  so  ist  P'  ^  U)J(P/  +  Pst  ). 

Dieser  Satz  gilt  auch,  falls  P  in  eine  beliebige  endliche  Zahl  von 
Teilmengen  zerspalten  wird.  Ist  dagegen  die  Zahl  der  Teilmengen 
übereudlich,  so  gilt  er  nicht  mehr.  Alsdaim  kann  es  mimlich 
Grenzpunkte  ^  geben,  zu  Punktfolgeu  gehörig,  die  Punkte  eines 
jeden  Pp  enthalten.  Bezeichnen  wir  die  Gesamtheit  aller  dieser 
Punkte  p'  durch  P«,  so  folgt: 

1)  Auch  dieser  Schlufs  beruht  auf  der  S.  14  enriUmten  Antithese. 

2)  Für  die  Bezeichnung  vgl.  man  S.  6. 
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VI.  Besteht  P  aus  unendlich  vielen  verschiedene«  Teil* 
mengen  iV,  d.  h.  ist  F^{P^\      <£P,,  so  ist^) 

p'  — 3K(2:p;  +  p4 

Es  bedarf"  wohl  kaum  des  besorideren  Hinweises,  da!"«?  diö 
Torsteheuden  Sät^e,  die  wir  für  Ableitungen  ausgesprocheü  iiaben, 
ebenso  fllr  jede  Art  von  abgeschlossenen  Mengen  gelten, 
die  den  Bedingungen  von  8ats  I  genügen;  ist  ja  dieser  Sets 
die  ansschlieisliche  Quelle  der  abgeleiteten  Besoltate.  Wir  erkennen 
also  die  allgemeine  Mdglichkeit  einer  Reihe  abgeflohlossener  Mengen 

Pl,  P„  P,,  -    -P,,.,  P..+  1,  -    -Po^^    -    P«,    .  Pj., 

deren  jede  eine  Teilmenge  aller  vorhergehenden  ist.  ln«bpcondere 
gilt  also  auch  in  diesem  Fall,  dal's,  falls  Pi>  ==  O  ist,  bereit:»  eine 
erste  Menge  P«  existirt,  die  Null  ist,  wo  a  keine  Liiueszahl  sein 
kann  -). 

4.  Ein  Punkt  p  einer  Punktmenge  P,  der  kein  Grenzpnnkt  ist, 
heiüBt  isolirter  Punkt;  jeder  Punkt  einer  Menge  ist  also  entweder 
GrenzpYmkt  oder  isolirter  Punkt,  nnd  wir  setasen 

P=P,-f-P^, 

wo  Pi  die  isolirten  Punkte  P  enthält  und  P.j  die  übrigen  Punkte^). 
Alle  Punkte  der  Menge  Pg  sind  Grenz|uinkte  und  daher  zugleich 
Punkte  von  /*',  es  kann  aber  P'  noch  andere  Punkte  enthalten,  als 
•die  von  Py.  Nach  dem  Verhältnis  von  Pg  und  P,  zu  P  und  P' 
sind  die  Mengen  von  Oantor  mit  Namen  belegt  worden^).  Ist 
zon&chst  Pf  »0,  also  P^Pi^  so  heifst  P  eine  isolirte  Menge; 
ist  Pg  ^  P',  so  dalia  die  Menge  jeden  ihrer  Orenspunkte  mthUt,  so 
heifst  sie,  wie  bereits  oben  S.  58  angegeben,  abgeschlossen.  Ist 
Pi  =  0,  so  heiM  die  Menge  in  sich  dicht,  es  ist  alsdann  jeder 
ihrer  Punkte  ein  Orenzpunkt.  Tst  endlich  P<  =  0  und  P,  =  P', 
also  P  =  P',  so  heilst  die  Menge  perfect^);  sie  ist  alsdann  ab- 


1^  Besteht  z  B.  P,  aus  dem  Punkt  1,  P,  aus  dem  funkt  '/,,  ebenso 
Py  auä  dem  Punkt  ^,  so  ist  jede«  P^'  =  0,  während  sich  für  P^  der 

Nullpunkt  ergiebt. 

2)  Vgl  (  )  Baire  in  Ann.  di  mal  (8)  Bd.  8,  8.  60. 

3)  Vgl.  auch  S.  71. 

4)  Vffl.  Math.  Ann.  21,  S.  62;  21,  S.  575;  23,  S.  i70  ff.  £in  Beispiel 
einer  isofirten  Menge  liefert 

P""  (l.  ii  3.    •  ■  )      (-  ), 

falls  diese  Men<j»-  <len  Xnll;)unkt  n\rh\  mtliillt,  nährend  lie  abgeschlossen 
wird,  sobald  man  den  iSuilpuukt  mu/uiugt. 

6)  Jordan  (Coun etc.  1,  S.  19)  gebraucht  das  Wortparfait,  woCantor 
abgeschloi^sen  sagt;  Borel  unterscheidet  relativement  parfalt  und 
absolument  parfait  (Le90n8  etc.,  S.  36). 
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geschlossen  und  in  sieh  diehi.   Sie  Hiin  aneh  so  definiit  werden» 
dafs  sie  mit  ihrer  Ableitung  identisch  ist 

Die  rationalen  Punkte  eines  Intervalls  oder  Gebiets  bilden 
z.  6.  eine  in  sich  diohte  Menge^  die  aber  nicht  pcrfect  ist,  dagegen  - 
stellt  jedes  Continunm  eine  perfccte  Menge  dar.   Man  erkennt  auch 
leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  SUtze: 

VLI.  Ist  die  Menge  P  perfect,  also  P»P',  so  ist  auch 
P'  =  P"  u.  8.  w. 

Die  Ableitung  einer  iu  sich  dichten,  nicht  periecteu 
Menge  ist  perfect^). 

Nur  der  letate  Sats  bedarf  eines  Beweises.  Ist  die  Menge  P 
in  sich  dicht,  so  ist  sie  Teilmenge  Ton  P';  es  ist  also  jeder  Pnnkt 
von  P'  auch  Punkt  von  P".  Andererseits  ist  aber  jeder  Punkt  von 
P"  auch  Punkt  von  P*,  und  daraus  folgt,  dafs  P'  =  P"  ist. 

Eine  letzte  geometrische  Eigenschaft,  die  fiir  Puiiktmengen  in 
Betracht  kommt,  ist  die  Art,  wie  sie  einen  Bereich  H  erfüllen.  Eine 
Punktmenge  P  heilst  nilmlich  in  einem  Bereich  II  überall  dicht*), 
falls  in  jedem  Teilbereich  vou  //  Punkte  der  Menge  enthalten  sind; 
sie  heifst  nirgends  dicht  in  falls  keine  Teilmenge  von  P  tiberall 
didit  besflglieh  IT  ist,  so  dafs  es  in  jedem  Tdlbereieh  von  H  Be- 
reiche E'  giebti  deren  Inneres  von  Punkten  der  Menge  frei  ist. 
Eine  liberall  dichte  Punktmenge  ist  auch  in  sich  dicht,  während  das 
umgekehrte  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht  Zerfallt  die  Menge  P 
in  die  Teilmengen  P^  nnd  P,,  so  heifsen  sie  Gomplementär- 
mengen  bezüglich  P. 

Die  überall  dichten  Mengen  haben  eme  einfache  Eigenschaft,  die 
ich  noch  anführe;  für  sie  besteht  der  Satz: 

Vlll.  Ist  eine  Punktmenge  in  einem  Bereich  H  überall 
dicht,  so  besteht  ihre  Ableitung  aas  allen  Punkten  von 

Man  kann  diese  Eigenschaft  flbrigens  auch  als  Definition  der 
flberall  dichten  Mengen  bennts^a*). 

5.  Wie  bereits  S.  57  bemerkt,  sind  die  vorstehenden  Definitionen 
in  voller  Übereinstimmung  mit  dexgenigen,  die  wir  früher  für  die 
Ordnung^^tA^ien  einfach  geordneter  Mengen  ausführlich  dargelegt 
haben,  und  die  auch  auf  Ordnungstypen  mehrfach  geordneter  Mengen 
übertragbar  sind.  Sie  bestätigen  die  oben  (S.  32)  gemachten  Aiis- 
iüiuuageu  über  den  aritiimetischen  Charakter  dieser  Begriffe;  die- 
jenigen, die  für  Punktmengen  gelten,  erscheinen  als  spedeller  Fall 
der  allgemeineren,  in  ihrer  Eigenart  bedingt  durch  die  Natur  des 
stetigen  Baumes,  üm  diese  Analogie,  sowie  aber  auch  den  Unter* 
schied  swisohen  den  Qrdnungstypen  und  den  Punktmengen  noch  weiter 

1)  Math.  Ann.  23,  S.  471. 

%)  Diese  Beseidbaung  ettcheint  bei  Cantor  zuertt  in  Math.  Ann. 

8.  8  (1879^;  dii  Pnis  8iigt  pantachisch.  vgl.  Math,  Ann,  15.  S.  887. 
8)  So  verfahrt  z.  B.  K.  Baire,  Ann.  d.  mat  (3)  3,  S.  29. 
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aafitahelleii,  iraise  idi  auf  «iaa  ThatsMh»  fam»*  deir  saesst  Haritaek 
Anadnu^  gegeben  liat').  Man  kann  daa  Lixieam>iitinoiun  eise 
nirgenda  dichte  Menge  einer  Geraden  80  abbilden,  da&  bmde  Mengen 
ähnlieb  geordnet  sind.    Zu  einer  solchen  Abbildung  gelangt  man 

Übripon«*  am  einfachsten,  indem  man  toh  der  Decimalbmchdarstellting 
jeilpi  Zahl  ausgeht  und  den  einzelnen  Stellen  gewisse  Beschränkungen 
auterifegi-);  beispielsweise  auch  so,  dafs  man  jeden  Punkt  p  der 
Einheitsstreck 0  durch  einen  dyadischen  liruch 

a*  ==  0,  a^a^a^  flr,.  •  •  •  •    a,  =  ()  oder  1 

darstellt  (vgl.  B.  24)  und  diesen  Bruch  alsdann  im  Decimalsystem 
liest;  er  stellt  dann  eine  Zahl  y  dar,  der  ein  Punkt  q  einer  zweiten 
Eiuheit^strecke  entspricht^).  Falls  nun  jeder  Bruch  x  eine  unend- 
liche Zahl  von  Einv:en  euthält,  so  wird  ein  jeder  Punkt  p  genau 
tjmmal  dargestellt,  und  wir  erhalten  in  der  Menge  =  (</}  ein  Ab- 
bild des  Continntmis  von  der  angegebenen  Azi  Die  Menge  Q  ist 
als  Punkbnenge  das  eteti^  Baumes  nieht  perüeci;  ihr  Ordnung»- 
typns  dagegen  Ut  wohl  pmect,  da  ja  ahnliche  Mengen  den  gleichen 
Ordnungstypos  besitzen.  So  ist  s.  B.  die  Strecke  0,011  •  •  •  bis  0,1 
von  Punkten  von  Q  frei,  und  zwar  gehört  der  linke  Endpunkt  der 
Menge  V  rPt'hte  jedoch  nicht,  während  in  jeder  Nähe  rechts 

von  U,l  i'uiiktc  von  liegen,  so  dafs  der  Punkt  0,1  ein  Grenzpunkt 
von  Q  ist.  Püi-  die  Menge  Q  erMchemt  überdies  der  Punkt  0,0111  ••• 
nur  als  einseitiger  Greu^puiikt,  für  den  Ordnuugstypus  dagegen 
liefert  er  ein  beiderseitiges  Grenzelement,  da  zwischen  ihm  un4 
jedem  rechts  von  ihm  gelegenen  Punkt  immer  noch  andere  Punkte 
Uegm,  die  der  Menge  Q  angehören. 

Die  nämliche  Abbildung  lifst  sich  filr  die  Punkte  einer  Fläche 
oder  eines  begrenzten  Rauniteils  durchführen  imd  würde  hier  in 
analoger  Weise  die  Analogie  und  zugleich  den  Unterschied  zwischen 
den  Punkt mr-Ti ff on  und  den  bezüglichen  Ordnungstypen  erläutern. 

In  dieser  liiusicht  bemerke  ich  endlich,  daCs  R.  Baire  die 
obigen  allgemeinen  BegritiV'  kürzlich  auch  auf  Mengen  geordneter 
Mengen  ausgedehut  hat,  die  L-nülich  oder  vom  Typus  w  siud.  Sind 

Ei^  £i,   Eti   •  • 

Mengen   dieser  Art,  so  dafs  jedes       -fi   mit  T.,   in   den  ersten 

V  Elementen  übereinstimmt,  so  wird  die  Menge  E  (irenzelement 
aller  { J?,  }  genannt,  falls  E  mit  jedem       in  mindestens  den  ersten 

V  Elementen  übereinstimmt.  Infolge  dieser  Begritfsbestinmiung 
—  I...  ^  — .  . 

1)  Math.  Ann.  23,  8  28') 

2)  Gesetze  dieser  Art  hat  Feano  vielfach  benutzt j  vgl.  Biv.  di  Mat 
Bd.  2,  S.  43. 

3)  Die  obige  Idee  benutzte  der  Verfasser  in  Gött.  Nachr.  1896,  S.  256. 
Die  allgemeinste  Art  einer  derarti^n  Abbildung  behandelt  Rettazzi  in 
Ann.  di  mat.  (2)  16,  S.  49.  Er  benchtigt  darin  einen  Irrtum  Harnack's. 
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latsan  aidi  die  Chmkten»  der  PuaktoMiigai  «uli  auf  diese  Hengen 
lOiertEig«!.  Bb  Baire  wendet  dies  beeoiäers  auf  den  Fall  an,  dbfii 

die  Ew  Jimgen  beliebig  geordneter  Zahlen  sind,  also  Reiben  too 
ZaUeOf  die  kmae  Fondamiotalreifaen  an  aein  biMchen^). 

Zweites  Capitel. 

JUe  mchtigkeit  der  FuaktmvBgtm* 

Auf  die  Frage  nach  der  USehtigkeit  p  einer  Fnaktmenge')  P 

lifst  ach  noch  nicht  in  jedem  Fall  eiue  sichere  Antwort  geben.  Wie 
bereits  erwähnt,  hat  man  that^ächlich  bisher  nur  Ifengen  kennen  ge« 
iTnt,  d^rPTi  Mächtigkeit  a  oder  c  ist;  dorh  kann  selbst  die  Frage, 
wann  ein^r  Menge  die  fin*^  ndrr  die  andere  Mächtigkeit  zukommt, 
nicht  vollständig  beantwortet  werden  (l).  Dies  ist  nur  der  Fall,  wenn 
die  Menge  P  abgeschlossen  ist.  Um  zu  allgemeinen  S&tzen  über 
Pnnktmengen  beliebiger  Art  zu  gelangen,  hat  Cantor  mit  Rücksicht 
datanf ,  dafs  die  HAehiigkeit  €  des  Centinmmis  noeh  nicht  gekllit 
ist,  seine  üntersaehimgen  epSter  so  modifieirt»  dab  er  Mengen  jeder 
MSchtigkeit  zoläfst  und  eine  gegebene  Menge  in  homogene,  in 
sich  dichte  Bestandteile  verscldedener  M&cht^keit  serlegt  (5). 

Die  Sätze  und  Formeln,  welche  die  abgeschlossenen  Mengen 
betreff'^n  /^2\  gehen  anTser  auf  Cantor')  awch  auf  J.  Bendiison*) 
zurück,  der  einen  Teil  Ton  ihnen  selbständig  gefanden  und  sogar 
vor  Cantor  puUlicirt  hat.  Die  Grundlagen,  auf  denen  ihre  Beweise 
bei-uhen,  gehören  jedoch  ohne  Ausnahme  in  den  Kreis  der  allgemeinen 
Cantor'schen  Ideen  (3).  Aniser  dem  M&ektigkieitsbegriff  bilden  die 
Zahlen  der  ersten  und  sweiten  Zahlklasse  das  ßSat  sie  notwendige 
und  sogleich  aasreichende  HiHsmittel,  insbesondere  der  Satz,  dab 
Ihre  Gesamtheit  eine  Menge  der  zweiten  Mächtigkeit  darstellt.  Doch 
aber  besteht  das  merkwürdige  Besaitet,  dafs  in  den  von  Cantor 
abgeleiteten  Summenformeln,  die  formal  eine  ni^^ht  a])7,ählhare 
Menge  von  Summanden  enthalten,  dir^^p  Summe  in  allen  Fällen 
nach  einer  abzahlbaren  Menge  von  Gliedern  abbricht,  so  dafs  der 
Begriff  der  zweiten  Mächtigkeit  aus  den  Eudformelu  doch  wieder 
verschwindet.  Einem  von  diesem  BegriflF  anabhängigen  Beweise  be» 
gegnen  wir  spSter  (S.  81). 

1.  Am  hüliesten  war  die  Mächtigkeit  der  isoiirten  and  perfecten 
Mengen  bekannt    Es  beäteheu  die  Sät/e^): 

1)  Compt.  rend.  de  TAc.  des  Sc.  Bd.  129,  S.  946  (1899  . 

i)  Wir  denken  uns  die  Menge  P  stets  ganz  im  Endlichen  liegend. 

8}  Math.  Ann.  Bd.  23,  S.  464»  ff. 

4)  Acta  meih.  Bd.  S,  8.  415. 

5)  Für  die  beiden  ersten  Sätze  vgl  Math  Ann.  21,  S,  58;  der  Beweie 
des  dritten  .Satzes  findet  sich  iu  Math  Ann.  23,  Ö.  469. 

J&hreibe  riebt  d.  DeaUchsa  Kath«m  -Vereinigung.  VT  II,  1.  6 
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1.  Jede  isolirie  Menge  ist  abs&hlbar. 

Iii  nSmlich  p  ein  Punkt  der  Menge,  so  Iftbt  riob  um  ihn  eine- 
Kugel  legen,  die  keinen  Punkt  der  Menge  enth&lt,  und  dies  so,  dafs 
alle  Kugeln  aofserhalb  Ton  einander  liegen.  Da  nun  diese  Kugeln 
gemäfs  8.  11  abzäbl^ar  ^ind,  so  ist  es  tkueh.  die  Ponktmenge.  £ine 
Folgerung  dieses  Satzes  lautet: 

II.  Ist  P'  abzählbar,  so  ist  auch  P  abzählbar. 

Dies  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Gleichung  P=  P,  -f-  Pg^  wenn 
man  beachtet,  dafs  Pp  eine  Teilmenge  von  P'  ist  Denn  da  P,  und 
absSklbar  sind,  so  ist  es  auch  P  selltst. 

in.  Eine  absfthlbare  Menge  ist  niemals  perfect,  und 
umgekebrt 

Dieser  Satz  wird  genau  so  bewiesen,  wie  die  ihm  analogen 
Sätse  Ton  S.  19  u.  47.   Es  sei 

die  bezügliche  abzählbare  Menge.  Wäre  sie  perfect,  so  wäre  jeder 
ihrer  Punkte  ein  Grenzpunkt. 

Man  lege  nun  um  eine  Kugel  ,  so  enthielte  sie,  da  P| 
ein  Grenzpunkt  wire,  unendlich  liele  Punkte  Ton  P,  die  wir  als 
Punktmenge  P,  beseiehnen.  Der  erale  Punkt  der  obigen  Beihe,  der 
andi  Punkt  von  P^  ist,  sei  pi.  üm  ihn  lege  man  eine  Kugel  Ki^ 
die  ganz  innerhalb  von  JS^  Hegt,  so  enthielte  sie  eine  aus  un- 
endlich vielen  Punkten  bestehende  Teilmenge  von  Pj,  die  P>  heifsen 
möge.  Der  erste  Punkt  der  Reihe,  der  zu  Pa  gehört,  sei  j>^,  so 
folgt,  da  jeder  Punkt  von  P*i  auch  Punkt  von  P^  ist,  dals  fi  >  A. 
ist.  So  kann  man  fortfahren;  läfst  man  die  Radien  der  Kugeln  H^^ 
•^Ti»  '  •  '  S^g^^  'SuU  abnehmen,  so  erhält  mau  eiue  Reihe  von 
^^<>ö^i^t  Pii  Pii  Pfty '  •  'i  g(^g^  einen  Grenzpunkt p«  convergiren. 
Dieser  Qrenzpunkt  gehört  einerseits  der  Menge  an,  andererseits  kann 
er  in  obiger  Reihe  nicht  enthalten  sein,  was  ebenso  geschlossen 
wird,  wie  im  Beweis  des  analogen  Satzes  auf  8.  19.  Damit  ist  der 
Satz  bewiesen,  ebenso  aber  auch  die  mit  ihm  gleichwertige  üm-^ 
kehmng,  dafs  eine  perfecte  Menge  nicht  abzählbar  ist. 

2.  Die  wichtigsten  Kritrrien  für  die  Beurtpihinp'  (^pr  Mfirbtigkeit  p 
einer  Punktmeuge  ergeben  sich  aus  zwei  allgememeu  Funiu  ln,  die 
Cantor  aufgestellt  hat.  Die  erste  giebt  eine  Darstellung  der  Ab- 
leitung P'  einer  Menge;  da  P"  Teilmenge  von  P'  ist  (S.  59),  so 
lUti  sich  setzen  (S.  62) 

P'  =  P/  +  Pg        Pi'  +  P", 

und  zwar  stellt  P/  die  isolirten  Punkte  von  P'  dar^),  die  beim  Fort- 
gang Ton  P'  zu  P"  verloren  gehen.   Dieselbe  Zerlegung  l&bt  sich 

1)  P/  und  P^'  sind  also  hier  nicht  die  Ableitungen  von  P^  und  P^. 
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nnn  auch  auf  P",  riann  auf  o.  8.  w.  anwenden;  man  gelangt  so 
zunächst  zu  der  Formei 

in  der,  wie  immer,  v  endlich  ist  Diese  Fonnel  18M  sich  «her  auch 
auf  tnunsfinite  Qr^nngsiaUen  ansdefaneii;  mit  andern  Worten,  sie 
gestattet  auch  dem  6<^nljs  von  {v}  anf  C9,  Toransgesetzt  natllrlieb, 

dafs  Ableitungen  transfiniter  Ordnung  existiren.  Ein  Punkt  von  P' 
gehört  nümlich  entweder  P^"i  an,  oder  nicht;  gehört  er  JP^"^  nicht 
an,  so  giebt  es  eine  erste  Ableitung  P^^\  die  ihn  nicht  mehr  ent- 
hält, resp.  eine  Ableitung  P^*~^\  der  er  als  isolirter  Punkt  an- 
gehört.   Dieser  Thatbestand  findet  seinen  Au^diuck  in  der  Formel 

Man  kann  nun  wieder  P^"^  in  d«  i  gleichen  Weise  zerlegen  wie  die 
vorhergehenden  Ableitungen  und  gelangt  so  durch  fortgesetzte  An- 
wendung des  Schlusses  von  v  auf  v  -\-  1  und  von  (a,}  auf  a„ 
sehfieiUich  zu  der  Gleichung 

(1)  P'  =  £Pi^  +  P(«), 

die  in  dem  Fall,  dafs  Ableitungen  P^"^  flür  jede  Zahl  a  der  sweiten 
ZaUUasse  eiistUren,  die  Form 

(2)  P  —  ^P.W  +  P<^  «  ü  -j-  Ä 
annimmt 

Die  vorstehende  Formel  gilt  übrigens  auch  für  den  Fall,  dafs 
ht  P"'  von  Null  vpr^fhipden  sind;  denn  alsdann  haben  alle 

Abifitungen,  von  einer  bestimmten  an,  den  Wert  Null,  und  die 
Formel  geht  von  selbst  in  eine  der  vorhergehenden  tiber.  Wir 
können  auf  diese  Weise  die  Formel  (2)  als  für  jede  Punkimenge  P 
giltig  ftnsehen. 

3.  An  diese  Fcrmel  knüpfen  wir  mm  folgende  Betaraehtongen. 
Wir  scheiden  nmächst  die  swei  FUle,  dab  den  Wert  Null  hat 
oder  nicht.  Ist  nmSchst  =  0,  so  sind  nicht  alle  P^")  von  Noll 
verschieden,  und  es  existirt,  da  es  f&r  jede  Menge  von  Ordnungs- 
zahlen eine  erste  giebt,  notwendig  eine  erste  Ableitung  P^'K  die 
Null  ist.  Alsdann  enthält  dip  rP'^htp  ^e'iip  von  (2)  nur  oiu^'  end- 
liche oder  doch  abzahlbare  Menge  von  Suuiniandeii  Jeder  dieser 
Summanden  stellt  eine  isolirte  Menge  dar,  und  daraus  fol^  gemäls 
Satz  I,  daCs  die  gesamte  Menge,  d.  h.  also  auch  P'  abzählbar  ist 
Nach  8«ti  II  ist  daher  Mich  P  seihet  abcihlhar.   Also  folgt: 

1)  Für  diese  Formeln  htkI  diV  an  sie  an!*chliefsenden  Sätz*^  vgl.  Math. 
Ann.  SS.  S.  463  ff.,  sowie  die  ö.  65  citirte  Arbeit  von  BendixsoQ.  Für 
den  einfaehften  Fall  ihidet  sich  die  Fonnel  schon  in  Math.  Ana.  81, 8.  M. 

6» 
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IV.  Ist  ü,  80  sind  P'  und  P  abz&hlbar,  und: 

Giobt  es  ein  a  der  ersten  oder  zweiten  Zfthlklasse, 

BO  dafs  P(')  —  0  ist,  so  ist  P'  und  damit  auch  P  abzählbar. 
IKese  SitM  UuMa  auch  dw  TTmkelirang  zu;  nimliA  es  besteht 

tadi  der  SiIb: 

y.  Ist  P'  ftbsahlbar,  so  ist  —  0,  und  es  giebi  ein 
erstes  er   der  ersten  oder  iweiten  Zahlklnsse»  so  dafs 

— 0  ist. 

Wäre  nämlio"h  nicht  Nnll,  so  könnton  an  sich  noch  zwei 
Fälle  eintreten.  Es  kann  entweder  jeder  Summand  der  Formel  (2^  von 
Null  verschieden  sein;  alsdann  würde  aber  die  Menge  dieser  Summanden 
eine  Menge  der  zweiten  Mächtigkeit  darstellen,  und  P'  könnte  nicht 
abzählbar  sein.  Wäre  andererseits  irgend  ein  Summand  gleich  Null, 
SO  bfttte  man  fOr  das  besflglioke  a  P/«)  —  0,  also  Jp(<')  JH'+V, 
die  Menge  rnftürte  also  perfect  sein.  Alsdann  folgt  ancih  « 
und  da  eine  perfecte  Henge  nicht  abzSUbar  ist,  so  würde  wieder 
folgen«  dab  ancb  P'  nicht  abstlhlbar  sein  kann.  Damit  ist  der  Sats 
bewiesen. 

4.  Wir  erörtern  jetzt  den  zweiten  Hanptfall,  daCs  P^  von  Null 
verschieden,  also  P'  nicht  abzahlbar  ist.  Aus  d^m  Vorstehenden 
folgt  bereits,  dafs  alsdann  entweder  alle  Summandeu  der  rechten 
Seite  von  Null  verschieden  sind,  oder  aber  bereit«  ein  erstes  a 
e&stirt,  so  dab  P(*>  perfect  ist  Wir  werden  seigen,  daft  nur  die 
sweite  Höglichkwt  snlfistig  ist   ZuTor  bewslsen  wir  folgende  swei 

Hilfssatz  1.  Ist  die  Menge       Ton  ITnll  Tersebieden,  so 

ist  sie  perfect*). 

Da  eine  abgeschlossenp  "NToriL'p  ist,  so  ist  nur  zn  7e!cr(»n, 
daf?  si?»  keine  isolirten  Punkte  enth.Ut.  Enthielte  P^^  einen  isoUrton 
Punkt  so  liefse  sieh  um  eine  Kugel  H  legen,  die  keine  weiteren 
Punkte  von  I^^  enthält  Sei  V  diejenige  Teilmenge  von  P',  die 
innerhalb  H  enthalten  ist  Wir  construiren  nnn  um  s  eine  Reibe 
sinaoder  einschließender  Kugeln  J?^,  ITi,  ä^,  die  gegen  den 
Pnnkt  s  als  Grenzpnnkt  covreiglren,  nnd  beseichnen  die  swisehen 
Hv^i  und  JETy  liegende  Teilmenge  TOn  Q  dnroh  Qyy  und  zwar  sollen  Qt 
auch  die  etwa  anf  der  Oberfliche  von  JET,  liegenden  Punkte  angehören. 
Alsdann  ist 

«-«1 +     +   + 

N«B  ist  sunlehst  Uar,  dalii  jedes  Qj^  0  ist;  denn  da  Teil- 
menge Ton  P'  ist,  so  ist  ein  Punkt  Ton       amsh  Pnnkt  von  P^, 

1)  Math.  Ann.  28,  S.  465;Tgl.auch  J.  HrndixBonin  Actamath.  2,  S.  419. 
Den  hier  folgenden  Beweis  des  zweiten  Uilissatzee  ga,h  E.  Phragm^n  in 
Acta  math.  6,  S.  47;  er  stellt  den  einfachsten  FaU  eines  allgemeineren 
von  Gantor  henOhrenden  Seties  dar;  v^  Msth.  Ann.  SS,  8.  467. 
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indArerseits  liegt  aber  ixiiliriuklb  K  nur  der  eine  Punkt  8  von  P^, 

der  wi^erum  nicht  Punkt  von  ist.  Es  ist  mithin  jedes  Qy  von 
der  ersten  Mächtigkeit,  und  demnach  müfste  es  auch  Q  selbst  sein. 
Andererseits  ^vissen  wir  aber,  dafs  =  9  ist,  also  Q  nicht  ab- 
zählbar  sein  kann}  damit  ist  gezeigt,  dais  jP^^  keine  isolirten  Punkte 
entliält. 

üilfssatz  2.    Die  Menge  Rm^ZPi^^  ist  abzahlbar. 

Dft  die  Menge  Üue  QrenipBiikte  enthSlt,  so  giebt  es  für 
jeden  Fonkt  r  nm  B  eine  tob  Null  Tenefaiedene  nntsre  Qrense 
soner  Ahetfnde  Ton  eUen  Punkten  tob  P^;  aie  sei  ^  und  heüke 
Abstand  des  Punktes  r  von  P^^).  Non  weide  eine  Beihe  TOft 
GrOIsen 

^0  >     >  *j  > >     >  ■  • 
mit  lim  6^  =  0  ins  Auge  gefafst,  und  es  sei  Jt»  diqeiugo  Tettanenge 
von  i2,  deren  Punkte  der  Bedingung 

genfigen,  so  dallB  anoh  fttr  die  Punkte  Ton  J?/  die  untere  Qrenie 
ihrer  Abstinde  Ton  den  Punkten  Yon  nieht  kleiner  als  dw^i  ist, 
so  ist 

und  man  zeigt  wieder  leiclit,  dafs  i?»^  0,  also  B,  abzlUber  ist. 
Ware  nftmlich  By^  nicht  Null,  so  würde  doch  ein  Punkt  Sy  von  B,^ 
auch  der  Menge  /?/  angehören,  nnd  fs  nmirste  für  ihn  die  untere 
Grenze  seiner  Abstände  von  den  Punkten  von  von  Null  ver- 
schieden sein,  was  einen  Widerspruch  darstellt. 

Da  demnach  Ii  von  der  ersten  Mächtigkeit  ist,  so  folgt,  dais 
in  der  Glciehung  B  £Pi^  die  yon  Null  versi^edenen  Summenden 
selbst  eine  Menge  der  enton  Mächtigkeit  bilden.  Sie  kfinnen  daher 
nieht  aUe  toh  Null  Tersehieden  sein,  nnd  ee  giebt  mithin  ein 
erstes  «,  so  dafs  P^(«>  «  0,  also  «  p^-¥i)  ist  Wir  hOonen 
daher  folgenden  Sati  aussprechen: 

VI.  Ist  P'  nicht  abzShlbar,  so  giebt  es  eine  erste 
Zahl  a  der  ersten  oder  zweiten  Zahlklasse,  so  dafs  P^*^ 
eine  perfecte  Menge  ist*). 

Wir  können  die  erhalteneu  Resultate  im  Zusammenhang  auch 
folgendermafsen  aussprechen: 

Hauptsats.  Ist  die  Menge  P'  absählbar,  so  kann  sie 
dnrch  fortgesetste  Abtrennung  isolirter  Mengen  allmfth- 
lieh  erschöpft  werden;  man  gelangt  durch  diese  Ab- 
trennung naeh  einer  endliehen  oder  abzählbaren  Menge 
TOn  Schritten  zu  einer  ersten  Ableitung  P^^  die  Null 


1)  Vgl.  auch  Jordan,  Jouin.  de  math.  (4)  Bd.  8,  S.  74. 

2)  Math.  Ann.  33,  S.  467. 
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ist.  Ist  nicht  abxfthlbar,  so  kann  swar  die  sneeessive 
Abtrennung  der  bezUgUohen  isolirten  Mengen  ebenfalls 
noch  Torgenommen  werden;  und  auch  für  sie  führt  dieser 

Abtrennungsproc e fs  nRrh  einer  abzahlbaren  Menp*»  von 
Schritten  zu  einem  Ende;  aber  in  diesem  Fall  führt  der 
Procefs  zuletzt  zu  einer  perfecten  Menge  P^"^,  die  sich 
allen  Beductionsprocesseu  gegenüber  als  unzugänglich 
erweist.  Die  in  diesen  Satz  eingehende  Zahl  tt  soll  die 
fflr  P  charakteristische  Zahl  heifsen. 

Das  Torstehende  Besoltat  kann  als  das  wichtigste  Btgebnis  all- 
gemeinerer  Nätnr  ans  der  Theorie  der  Punktmengen  betrachtet 
werden. 

Die  Menge  1?,  die  bei  dem  Reductionsprocels  von  P'  auf  S  ~ 
allmählich  abgespalten  wird,   bezeichnet  Cantor  als  reductible 
Mencre^).    Von  ihr  beweisen  wir  noch  folgenden  von  J.  BendijLBon 
aufgestellten  Satz*): 

Vn.  Die  Mengen  E  und  R^"^  enthalten  keine  gemein- 
Samen  Punkte;  es  ist  5)(jR,  jB<«))  «  0. 

Da  nAmliflh  M  nnd  8  keine  gemeinsamen  Punkte  enthalten, 
so  folgt  dies  auch  für  B  und  P(*\  wenn  «  die  besQglidLe  Zahl  des 
obigen  Satses  ist,  also  erst  recht  auch  für  R  und  Jß^'^,  da  ja  B^"^ 
entweder  eine  Teilmenge  yon  F'"^  oder  höchstens  gleich  P^°^  ist. 

5.  Die  vorstehenden  Formeln  leiden  insofern  an  einem  Mangel, 
als  in  ihnen  nicht  P,  sondern  P'  auftritt;  sie  bestimmen  daher  mir 
die  Mächtigkeit  von  P'  und  nicht  die  von  P.  Schon  das  einlache 
Beispiel  der  rationalen  Zahlen,  deren  Ablcitnno'  das  Continnum  ist, 
zeigt  aber,  dafs  sich  die  Mächtigkeit  beim  i^'urlgang  von  F  zu  P' 
exfaeblich  ändern  kann.  S&tze  od«  Methoden,  nach  denen  sich  die 
Mlohtigkeit  einer  beliebigen  Menge  P  beurteilen  ISM,  besitsen  wir 
noch  nicht  Cantor  hat  allerdings  auch  Fonneln  abgeleitet,  die 
sich  auf  beliebige  Mengen  beziehen;  diese  Formeln  betreffen  aber 
mehr  die  Analyse  der  inneren  Structur  einer  Menge,  unter  Voraus^ 
Setzung  ihrer  Mächtigkeit,  als  dafs  sie  diese  selbst  erkennen  liefsen. 
Sie  beruhen  darauf,  dafs  die  Teilmenge  P,-  abzählbar  ist,  und  dafs 
daher  die  Mächtigkeit  von  P  mit  derjenigen  von  Pe  identisch  ist. 
Diese  Menge  ist  es.  die  von  Cantor  in  gewisse  gloichmächtige  und 
in  bestimmter  Ait  gieichmäfsig  in  sich  dichte  Mengen  höherer 
MftehMgkeit  serlegt  wbd,  nadi  einer  Methode,  die  ich  hier  im  Ansinge 
folgen  lasse^. 


1)  Math.  Ann.  21,  S.  676  und  23,  S.  466. 

2)  Acta  math.  2,  S.  425.  Der  Satz  berichtigt  einen  von  Cantor 
au^Mprochenen  Irrtum,  dafa  M**)  t^O  sei;  vgl.  Math.  Ann.  21,  S.  ö76 
imd  M,  8.  46B. 

3)  Vgl.  fttr  das  Folgende  eine  Abhaadlong  Cantor*B  in  Acta  math.  7, 

S.  106. 
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Man  kann  fikr  dio  PmddxiMiig»  In  dar  UmgAnaag  eioM  be- 
liebigen Punktes  q  einen  M&chtigkeitegrad  definiren,  und  zwar 
auf  folgende  Weise.  Man  denke  sich  um  q  beliebige  einander  ein* 
echlieieende  Kugeln 

-fllf  -äf»  « 

die  gegen  g  convergiren,  nnd  beteicfane  die  in  Hp  enthaltene  Teil- 
menge von  P  durch  Fp\  aledann  hat       eine  ganz  beetinimte 

Mächtigkeit  j?,,  tind  e<?  ist  sicher  ßt'^ßr^i.  "Wir  nehmen  nnn 
aiis(1rü<klich  an,  dafs  die  Mächtigkeiten  eine  wohlgeordnete 
Menge  bilden^).  Alsdann  sind  die  Ordnungszahlen.  Da  es 
kfinp  Menge  Ordnungszahlen  vom  Typus  *aj  gieht,  SO  haben  die 
Zakleu  ßr  eine  bestimmte  untere  Grenze  a,  oder  nul  andern  Worten, 
diese  Zahlen  Ulnnen  Ton  einem  bestimmten  an  nicht  mehr  ab- 
nehmen. Die  80  defimrte  Zahl  v  iat  alsdann  der  Mftchtigkeits- 
grad  resp.  die  Michtigkeit  Ton  Pin  der  Umgebung  Ton  q. 

Wir  gehen  aas  ven  der  Gleidiong  P  P«  -|-  P,,  die  wir  jebit 
mit  Cantor 

P— JRi  +  Ä 

eehreiben,  nnd  zwar  heilst  Pa  «=  Adhärenz  von  P,  und 
Pr  B  P^  die  Cohärenz  von  P;  falls  P  einen  in  sich  diditen  6e> 
standteil  enthSU,  gehört  er  notwendig  der  Cohärenz  Pr  an.  Die 
Menge  Pc  kann  in  analoger  Weise  gespalten  werden}  setzt  man 

Fe «—  Fca  +  Pc^^ 

so  ist  auch  hier  wieder  Pca  eine  isolirte  Menge,  während  Pc^  Jeden 
in  sich  dichten  Bestandteil  von  P  enthSlt.  Diese  Bezeichnungsweise 
folgt  dem  associativen  O^^^etz  und  gestaftot  daher  den  Schlols  TOn  v 
auf  y      Ij  man  erhält  nach  v-mahger  Spaltung 

P»  pa  +  Fca  +  Fc*a  -f     +  Fc*-^a  +  Fe 

a  =  0,  1,    ■  •  r  —  1 

und  man  erkennt  %vie  oben,  dafs  diese  Gleichung  bis  zu  transfimten 
Ordnungszahlen  fortgesetzt  werden  kann,  indem  man  auch  hier 

Pc«  «  X>(P,  Pc,  Pc*  '  •  •) 

nnd  allgemein,  falls  {«,)  eine  beliebige  Fundamentakeihe  mit  /I  als 
Limeszahl  ist, 

Po*  =  %(Fe-,  Pc««,  Pc«», •••) 
defiairt*).   Man  erhält  so  die  Formel 

1)  Der  folgende  Schlufs  wird  illusorisch,  falls  die  Mächtigkeiten  keine 
wohlgeordnete  Menge  bilden. 

S)  Der  Sats«  daTs  F^  immer  esiatirtL  fUls  alle  F^**^  ezisliieD,  wenn  ß 
die  Liiih  zahl  von  ist,  hat  hier  flbrigena  kein  Analogen;  ee  beruht 

daraoi^  dafs  die  Mengen  Pc"  nicht  abgeecUessea  lind. 
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^  asO,  1  ,  S,  •  •  •  (V,  •  •     <  a 

in  der  sieh  die  Snmmatioii  Aber  alle  Ordnungsiahleii  bie  sn  «  ei^ 
streckt,  reisp. 

(8)  Pr^  £P(^a-^  Fc^, 

^  '  a  =  0,  1,  2,        0»,        a,  • 

kl  der  die  Summe  über  alle  Zahlen  der  ersten  und  zweiten  Zahi- 
klasse  auszudehnen  ist  Auch  in  diesen  Formeln  ist  jede  Ad- 
hftrens  Pi^a  «ine  isoliite  Menge,  wlhiegid  die  Gohirens  Pe^  stets  all* 
in  sieh  diehten  Bestandteile  tob  P  enthSlt 

6.  Wir  discutiren  jetzt  unsere  Gleichung  in  ähnlicher  We&sOi 
wie  dies  oben  geschehen  ist  Ist  xnnlchst  P  abzahlbar,  so  kaaiB 
die  rechte  Seite  von  (3)  wiederum  nur  eine  abzahlbare  Menge  von 
Summanden  enthalten,  die  nicht  Null  sind;  es  s^iebt  daher  auch  hier 
eine  erste  Zahl  «,  so  daXs  P(fa      0  ist.  Andererseits  ist  aber 

PC«  .  p<-a  +  Pc«+S 
und  daraos  folgt  wieder 

P««  —  Pc"+»  —  PÄ 

Hier  sind  nun  an  sich  zwei  F&lle  möglich;  entweder  ist  Pff 
und  man  hat 

P  — J^Pc^a  — J?, 

oder  aber  Pc*  ist  Ton  Noll  Teischieden.  Nnn  enthUt,  wie  wir 
oben  saheoy  P<^  jeden  in  sieh  dichten  Bestandteil  von  P\  ans  der 
Gl.  (3)  folgt  daher,  daTs  in  diesem  Fall  PiF  selbst  eine  in  sich 
dichte  Menge  ist»  die  wir  mit  ü  beselchnen;  man  hat  also 

P^SPtfia-^-Pt^^n+U. 

Ist  zweitens  die  Menge  F  von  höherer  Mächtigkeit,  so  läi^t 
sich  snnlchst  seigen,  dafii  sie  alsdann  stets  einen  in  sidi  dichten 
Bestandteil  enthilt  Wir  betrachten  daan  eine  Menge  die  aua 
allen  Punkten  q  bestehen  soll,  in  deren  ümgelrang  P  von  hSherer 
Mächtigkeit  ist^).  Ist  nun  V  ^%{P^  Q)  der  gemeinsame  Teiler 
von  P  und  so  muls  diese  Menge,  wie  Cantor  beweist,  in  sich 
dicht  sein. 

Hieraus  ziehen  wir  nun  eine  Keiho  von  Folcrerungen.  Cantor 
nennt  noch  eine  Menge  separirt,  falls  sie  ktmen  in  sich  dichten 
Bestandteil  enthält;  beispielsweise  ist  jede  isolirte  Menge  i)epurirt. 
,  Femer  soll  eine  in  sich  dichte  Mei^e  homogen  heiTsen,  flüls  sie' 
um  jeden  Ponkt  die  gleiche  Mftchtigkeit  hat,  insbesondere  homogen 
▼on  der  v-ten  Ordnung,  falls  sie  Ton  der  y>ten  MIchtigkeit  ist  Da 
wir  nun  eben  sahen,  dafs  jede  Menge  h^erer  Mächtigkeit  einen 
in  sich  dichten  Bestandteil  enthält,  so  folgt  znnächst,  daCi  die  separ 

    I 

1)  Vgl.  die  obeastehende  Definition. 
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rirtflü  Hengtti  abiUilbar  aind,  und  es  folgt  weiter,  ä»£t  sie  dem> 
jenigen  bei  alnililbaren  Mengen  auftretenden  Fall  entspreehen,  da& 
Ptf^OiaL   Alao  folgt: 

Eine  separirte  Menge  M  ist  aibiililbar;  es  giebt  für  sie  eine 
kleinste  Zahl  so  dab  Pc"  0  ist»  und  es  besteht  £Br  sie  dio 
Qkiehmig 

/?  =■  0, 1,  8,  •  •  •   w,   •  •  <  a 

Für  eine  nicht  separirte  abzählbare  Menge  ^lieht  es  stets  eine 
erst«  Zahl  er,  so  dafs  Pc"  eine  in  sich  dichte  Menge  U  erster  Ord- 
nung ist;  es  besteht  die  Gleichung 

Die  Menge  R  kann  Null  sein;  immer  aber  ist,  wie  leieht  er- 
siehiKch,  ^(Ä,  -»0. 

Ist  die  Menge  P  von  hdberer  MSchÜgkeit,  so  enthBlt  sie,  wie 
oben  gezeigt,  jedenfaUs  den  in  sieh  dichten  Bestandteil  F;  er  ge- 
hört Pc^  an,  da  dies  fUr  jeden  in  sich  dichten  Bestandteil  Ton 
P  der  Fall  ist.  Die  Menge  JR  =*  £  Pc^a  ist  daher  auch  hier  eine 
separirte  Menge;  es  mufs  daher  auch  in  diesem  Fall  ein  erstes  et 
existiren,  so  dafa  Pc^a  =  0  ist.  Die  in  sich  dichte  Menge  Pc^^  ent- 
hält jedenfalls  den  Bestandteil  V  höherer  Mächtigkeit;  sie  kann  aber 
aufserdem  noch  einen  in  sich  dichten  Bestandteil  erster  Mächtigkeit 
U  enthalten.   Wir  haben  dsher  folgenden  Satai: 

YSSL  Ist  P  eine  Menge  höherer  Mächtigkeit,  so  besteht 
eine  Qleichnng 

Pm,^B+U+  F, 

wo  R  =  SPc^a  eine  separirte  Menge  ist,  U  eine  homogene 
Menge  erster  Ordnung  und  V  eine  in  sich  dichte  Menge 
hdherer  Mftchtigkeit  darstellt  Die  Mengen  R  und  U 
kennen  auch  Null  sein. 

Auch  hier  folgt  leicht,  dab  %  (JB,  ^0  —  0,  %  (B,  F^)  0 
tmd     (CT,  r)  —  0  ist. 

Läfst  man  Mengen  zu,  deren  Mächtigkeit  beliebig  ist,  so  braucht 
F  nicht  homogen  zn  sein;  es  kann  aber  F  in  homogene  Mengen 
gespalten  werden,  die  aufsteigende  Mächtigkeit  besitzen.  Denjenigen 
Bestandteil  von  F,  der  eine  in  sich  dichte  Menge  ß-iet  Mächtigkeit 
darstellt,  hat  Cantor  als  |3-te  Inbärenz  P|^  von  P  bezeichnet, 
so  dafs  Ü  die  erste  InhSren^?  ist. 

Die  vorstehenden  allgemeinen  Sätze  haben  eine  Anwendung 
bisher  nicht  erfahren. 
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DriiteB  Gapitel. 

Die  abgeschlossenen  nnd  perfecten  Mengen. 

Bie  theoretisch  wichtigsten  Punktmengen  sind  die  abge- 
schlösse nen  und  perfecten  Mengen,  sie  sind  zugleich  diejenigen, 
die  in  Analjsis  und  Geometrie  am  häufigsten  auftreten.  In  der 
Aualysis  findet  dies  überall  da  statt,  wo  die  Grenzptinkte  einer 
Menge  dieselbe  Eigenschaft  haben  wie  die  Menge  selbst,  wie  bei 
den  Unstetigkeitsstellen  einer  reellen  Function  von  gegebenem  Un- 
stetigkeitsgrad,  femer  in  der  Theorie  der  ungleiöhmftfsigen  CoTiver- 
genz  der  Beihen,  bei  den  singoUren  Stellen  einer  analytischen 
Function  o.  8.  w.  Ihre  besondere  Wichtigkeit  fOr  die  Geometrie 
werden  wir  im  rierten  Abschnitt  in  emgehender  Weise  zu  würdigen 
haben.  Die  mengentheoretische  Erörterung  der  ge(nnetrischen  Grund- 
begriffe ist  gar  nichts  anderes  als  die  Analyse  und  die  Einteilung 
der  perfecten  Meugen,  stellt  doch  das  Continuuni  den  einfachsten 
Typus  einer  perfecten  Menge  dar.  Man  begegnet  diesen  Mengen 
aber  auch  bei  einzelnen  besonderen  geometrischen  Problemen,  so 
z.  B.  in  einem  scheinbar  so  heterogenen  Gebiet,  wie  in  der  Theorie 
der  geodfttisdien  Linien,  wie  ein  kflntli(^  toü  HadamMd  ansge- 
sproäener  Bat«  beweist^). 

FQr  die  abgeschloBsenen  ond  perfecten  Mengen  kann  man  die 
fVage  nach  ihrer  Mächtigkeit  TOllstBndig  beantworten.  Nach  einem 
▼on  Cantor  schon  früh  ausgesprochenen  Satz  ist  eine  abgeschlossene 
Menge  entweder  abzlihlbar  oder  von  der  Mächtigkeit  c  de«?  Conti- 
iinnms;  insbesondere  sind  nllf  perfecten  Meugen  von  der  Mächtig- 
keit c  (l).  Aber  auch  ihre  imiere  Structur  ist  uns  ziemlich  durch- 
sichtig geworden.  Diese  Structur  kommt  naturgemäls  nur  in  solchen 
Gebietsteilen  U  in  Frage,  in  denen  die  Menge  nirgends  dicht  ist; 
denn  eine  abgeschlossene  Menge,  die  in  ^tiam 

Gebiet  H  «beraU 

dicht  ist,  enthalt  gemib  a  63  alle  Punkte  von  Die  Structur 
der  nirgends  dichten  abgeschlossenen  Mengen  drfickt  sich  darin  aus, 

dafs  die  von  den  Punkten  der  Menge  freien  Gebietsteile  eine  überall 
dichte  Gebietsmenge  D  inlden;  die  eine  ist  durch  die  andere  be- 
dingtes). Für  die  linearen  perfecten  Men<rpn  ist  dieser  Zusammenhang 
zuerst  von  du  Bois-Reymond*)  und  HLirnar-k  ans  Licht  gezogen 
worden').  Für  ebene  und  räumliche  Mengen  habe  ich  selbst  eine 
Darstellung  ihrer  Structur  abgeleitet  und  geglaubt,  sie  diesem  Bericht 
einfügen  zu  sollen  (6).  Für  eine  Beihe  von  Untersuchungen  aus  dem 
Gebiet  der  reeUen  Pnnciionen  mehrerer  Variablen  dfirfte  sie  sich 

1)  Joum.  de  math.  (5)  4,  S.  67  ff. 

2)  Du  Bois  hat  wohl  zuerst  darauf  hingewiesen,  dafs  sich  auiser 
Ponkten  auch  Interralle  flberaU  dicht  ▼erteilen  laaaea.  YgL  Ifaib.  Ana. 
1«,  8,  128,  Anm. 

8)  Vgl.  übrigene  auch  die  Beispiele  in  Cap.  Y  dieses  Abschnitta. 
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^  eine  ebenso  niptllrliehe  wie  sweokmibige  Omndlage  erweisen. 
Besondere  Sitse  tiber  ebene  und  rftnmHefae  abgeschloeflene  Mengen 
liegen  sonst  nnr  wenige  vor.  Anlker  denen»  die  TOn  Cantor  selbst 

stammen,  sind  kürzlich  von  Vivanti  und  Baire  BeitriKge  sn  ihrer 
Theorie  geliefert  worden  (8). 

Den  nirgends  dichten  nltt2;esrli]o^«?enen  Mengen,  insbesondere 
den  perfecten  kommt  noch  eint  weitere  Wichtigkeit  formaler  Art 
zu  (5).  Da  das  Continunm  nur  ein  specieller  Fall  einer  perfecten 
Menge  ist,  so  l&üst  sich  erwarten,  dals  die  Übertragung  der  oben 
(S.  32)  genannten,  scheinbar  am  Continuum  haftenden  Begriife  sich 
anf  pttfecte  Mengen  besonders  natOilieh  gestattet.  Dies  ist  in  der 
That  der  Fall  nnd  bat  für  einsehie  Gebiete  der  Analysis  wichtige 
Bedentong,  wie  sich  ansfSbrlicb  im  dritten  Abschnitt  seigen  wird. 
Die  hieianf  bezüglichen  allgemeinen  Untersnchungen  sind  erst  gans 
kflnlieh  Ton  B.  Baire  aufgeworfen  und  durohgeÄhrt  worden. 

1.  Da  eine  abgeschlossene  Mrage  ihre  Grenzpunkte  enthält,  so 
ist  jeder  Punkt  von  P'  auch  Punkt  von  P;  aas  der  Abztthlbarkeit 
von  P  folgt  jetzt  also  auch  diejenige  von  P'.  Umgekehrt  folgt  allge- 
mein aus  der  AbzHhlbarkeit  von  P'  diejenige  von  Pj  mau  kann 
also  hier  von  P  auf  P  und  von  P  auf  P'  schliefsen.  Demnach 
nehmen  die  Sätze  des  vorigen  Capitek  hier  die  folgende  einfache 
Fassung  an: 

1.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fflr  die 
Abs&hlbarkeit  einer  abgeschlossenen  Menge  P  besteht 

darin,  dafs  es  eine  Zahl  a  giebt,  fftr  die  P('>bO  ist 

II.  Für  jede  nicht  abzählbare  abgeschlossene  Menge 
existirt  eine  Zahl  er,  so  dafs  P^"'  eine  perfeete  Menge  ist. 

Eine  abgeschlossene  Menge  ist  daher  entweder  abzählbar,  oder 
von  der  gleichen  Mächtigkeit  wie  eine  periecte  Menge.  Tm  ei  sti  ii 
Fall  kann  die  abgeschlossene  Menge  durch  successive  Al*trennuug 
isoUrter  Teilmengen  erschöpft  werden;  im  zweiten  Fall  fiiiirt  diese 
allmUbliche  Abtrennung  znletst  auf  eine  nicht  mehr  anfltebare  per- 
fecta Menge.  Von  den  perfteten  Mengen  weils  man  nnn  weiter, 
nnd  wir  weiden  es  sofort  ansflUirlich  begrfinden,  dab  sie  sämtlich 
die  Mächtigkeit  c  besitzen;  es  eii^ebt  sich  also: 

m.  Jede  abgeschlossene  Menge  ist  entweder  abzählbar 
oder  von  der  Mächtigkeit  des  Continnums,  insbesondere 
hat  jede  perfecte  Menge  die  Mäebt  i  t'kt  it  des  Oontinuums. 

2.  Sei  nun  zunächst  Q  —  {q\  eine  nirgends  dichte  ab- 
geschlossene Menge,  die  auf  einer  Geraden  enthalten  ist,  so  hat  sie 
links  und  rechts  je  einen  Grenzpunkt,  der  ihr,  da  sie  abgeschlossen 
ist,  angehört  Bmde  Punkte  bestimmen  die  so  ^  gehörige  Strsoke  r. 
Sei  nun  Jf«=  |m)  die  Complementiimenge  zu  so  giebt  es  am 
einen  Funkt  m  ein  ihn  einsebiiefeendes  Interrall  ^o'^^et  ^^w^i^ 
innere  Punkte  ebenfiüls  noch  su  M  gehttren;  denn  sonst  wirs  m 
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Grenzpnnkt  -voa  Qy  und  dnnit  auch  Punkt  von  uid  wanii  y  • 
die  obere  Grenie  aller  derartigen  Intervalle  ist,  so  folgt  wo»  dn- 
Nator  des  Grenzpnnktes  wieder,  dafs  y  und  auch  Punkte  tou  Q 
sind.  Die  Strecke  y^'-e  heifse  das  zu  rw  gehörig^e  punktfrei« 
Intervall  6.  Da  Q  nirgends  dicht  sein  soll,  so  giebt  es  in  jedem 
Teilmtervall  t  von  t  Punkte  von  M\  es  giebt  daher  auch  uniner 
Intervalle  <$,  die  ganz  oder  teilweise  in  %'  fallen.  Wir  nennen  deshalb 
die  Intennük  9  eine  ftberall  diehte  InterTAllmenge  und  ba-^ 
laiehnai  sie  dweh  2>  { ) .  Da  m  alk&  innaran  Punkten  m' 
eines  Intemdles  K  eben£slls  d«  eis  punktfimee  Intervall  gehOrt»  so- 
ist  die  Menge  J>  dnnli  die  Menge  Q  überdies  eindeutig  keetimmt,. 

Es  ist  nun  aber  auch  die  üukehmng  richtig;  von  einer  be- 
liebigen überall  dichten  Intervallmenge  7)  =  \Sy]  wird  sich  ergeben, 
dafs  sie  die  Menge  Q  eindeutig  bestimmt,  und  zwar  so,  daf^  Q  aus 
den  Endpunkten  der  Intervalle  und  deren  Grenspunkten  gebildet 
wird;  d.  h.  es  besteht  der  folgende  Satz: 

IV.  Jede  lineare,  nirgends  dichte,  abgeschlossene 
Menge  Q  besteht  aus  den  Endpunkten  einer  ftberall  dickten 
InterTallmenge  i)und  deren  0rensp  unkten^),  undumgekekrt 

IHe  Lage  der  punktfreien  Intervalle  kann  nun  entweder  eine 
solche  sein,  da£s  zwei  von  ihnen  aneinandergrenzen  oder  dafs  sie 
getrennt  sind.  Der  Endpunkt  zweier  angiensendor  Intervalle  ist 
notwendig  ein  isolirter  Punkt  von  Q.  Da  nun  eine  perfecte  Menge 
keine  isolirten  Funkte  enthält,  so  folgt  weiter: 

V.  Jede  lineare,  nirgends  dichte,  perfecte  Meiif^e  be- 
steht aus  den  Endpunkten  getrennter  Intervalle  und  deren 
Grenzpunkteu,  und  umgekehrt. 

3.  Für  den  yollstftndigen  Beweis  dieser  Sitse  ist  nur  noch  zu 
aeigen,  in  welcher  Weise  ttue  ftberall  dickte  Menge  D  [  d )  die 
bezügliche  abgeschlossene  Menge  bestimmt.  Wir  bt^pnnen  mit  dem 
Beweis  des  zweiten  Satzes,  so  dafs  die  Menge  D  aus  lauter  ge- 
trennten Intervallen  besteht.  Wiederum  sei  t  die  Strecke,  in  der 
die  Menge  D  enthalten  ist,  und  wir  setzen  jetzt 

a— r+ Jf, 

wo  C  alle  Punkte  von  t,  M=  {m\  die  inneren  Punkte  der  Inter- 
valle darstellt,  und  T  ^  \  t\  aus  den  übrigen  Punkten  von  x 
besteht,  so  dafs  T  und  M  Complementärmengen  sind. 

Sei  nun  6  das  grOlste  der  Intervalle  von  Z>.  Es  bestinunt  auf 
T  links  und  rechts  von  sich  je  ein  Bestantervall     resp.  f|,  so  dafs 

  « =    +  ^  4- 

1)  Mit  diesem  Bati  ist  auch  die  Structur  einer  beliebigen  nirgends 
dichten  linearen  Menge  hr><.tiTnTnf :  denn  eine  Bolche  entsteht  ans  fldls 
man  Grenzponkte,  die  zu  ^  gehören,  beliebig  tilgt. 
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ist.  Bas  gröfste  inneriiailj  Tq  gelegene  laterrall  von  D  sei  d^,  das- 
jenige von  Tj  sei  d^;  durch  sie  entstehen  auf  r„  die  beiden  Eest- 
interralle  und  Tq^,  auf  ebenso  y^q  resp.  t^^.  Bas  gröfste 
InleraU  auf  jeder  StveokB  tu  sei  nieder  da  il  ■.  w.;  so  finifiülteiid 
gelangen  wir  wa  der  folgenden  Anordnung  der  Menge  D: 

«^j  '^oi        <^oo»  '^on  ^io>  ^11  >  » 

in  der  notwendig  jedee  IntenraU  Torkommt   Wir  eetsen  noch 

wo  N  irgend  eine  Gruppe  von  v  Indices  bedeuten  mag,  und  setzen 
weiter 

(1)  =  T,v,o  4-      +  ^ir,i' 

Nun  ^  irgpnd  ein  Pnnlft  von  T.  Da  er  seiner  Definition 
nach  IUI  ht  innerer  Punkt  von  d  ist,  so  ist  er  notwendig  innerer 
Punkt  oder  Endpunkt  von  Xq  oder  Tj,  d.  h.  von  einem  Intervall  t,-. 
Da  er  wiederum  nicht  imierer  Punkt  eines  Intervalles  d,-  ist,  so 
ist  er  innerer  Punkt  oder  Endpunkt  eines  Intei-valles  xa  u.  s.  w.;  es 
giebt  also  eine  wolildefinirte  l^taTaUreilie 

mit  bestimmten  Ihdioes  t,  X;,  die  t  als  inneren  Punkt  oder 

Endpunkt  enthalten,  und  deren  jedes  ein  Teil  des  vorhergehenden  ist 
und  mit  ihm  je  einen  Endpunkt  gemein  hat  Wm^e  Reihe  convergirt 
nun  notwendig  gegen  t\  denn  da  jedes  IntervaÜ  öif  als  gröfstes 
bezügliches  Intervall  gewühlt  wurde,  so  convergirt,  wie  leicht  er- 
sichtlich, xjf  gegen  Null.  Der  Punkt  l  kann  nun  aber  auch  als 
Grenxpnskt  Jeder  Pnnktfolge  betradiiet  werden,  in  die  Je  ein  be- 
liebiger  Ponkt  der  Intervalle  «f,  Ta,**tir*-**  eingeht,  insbesondere 
also  aneh  als  Qrenspnnkfc  einer  Pnnktfolge^  die  ans  den  ISndpmikten 
der  entspreehenden  Intervallreihe 

df,  drt,  dfln,  •  •  •  •  ü/fj  •  •  • 

besteht.  Daraus  folgt,  daXs  jeder  Punkt  von  T  Orenzpunkt  von 
Intervall-Endpunkten  ist  und  umgekehrt,  so  dafs  in  der  That  T  eine 
perfecte  Menge  bildet  Der  durch  die  oljige  Intervallreihe  bestimmte 
Punkt  t  ist  überdies  selbst  Endpunkt  eines  Intervalles  öjr  oder  nicht, 
je  nachdem  die  Indiees  t,  A-,  ^  von  einem  bestimmten  an  sSmUich 
den  Wert  0,  resp.  simtlich  den  Wert  1  haben  oder  nicht  Im 
ersten  Fall  bleibt  nftmlich  von  einem  bestimmten  rjy  an  für  alle 
dann  folgenden  Intervalle  der  Reihe  der  eine  Endpunkt  fest,  und 
dies  ist  der  Punkt  der  damit  sogleich  Endpunkt  eines  Intervalles 
4ir  ist    Wir  setzen  noch 
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wo  JV  die  Endpunkte  der  Intemlle,  insbesondere  Tt  die  linken  nnd 
Tr  die  rechten  Endpunkte  darstellt 

Die  aUgemeinste  Stmetor  öner  nirgends  diehten  abgeflchlossenen 
linearen  Menge  ergiebt  sich  mm  folgendenuafsen.   Es  ist 

(2)  Q  =  2:^/«)  -f      =  ß  +  T, 

wo  R  abzUhlbar  und  7'  fin^*  nirgends  dichte,  pcrfectp  Menge  ist. 
Ist  zunächst  7' ==  0,  so  i'ol^i  aus  dem  Vorigen,  dafs  alle  punktfreien 
Intervalle  ä  aneinandergrenzen  mtlssen.  Ist  dagegen  7'  nicht  Null, 
so  sei  wieder  D  =  {i/f\  die  zu  T  gehörige  Intervallmenge,  alsdann 
können  die  Punkte  von  B  nur  innere  Punkte  dieser  Intervalle  sein. 
Ist  also  Bir  die  im  Intenrall  ijf  liegende  Teilmenge  Ton  1^,  so  ist 
Rjfy  fiklls  man  nodi  die  Endpunkte  von  djr  hiniurechneti  eine  nirgends 
dichte  abzahlbare  abgeschlossene  Menge.  Eine  solche  befindet  sich  in 
jedem  Intervall  djr;  sie  kann  freilich  auch  Null  sein.  Es  folgt  also 

(3)  Q  -=  ZRf,  4-  T. 

Für  die  Structur  der  allgemeinsten  abgeschiosbenen  linearen 
Menge  ergiebt  sich  schlierslich,  dals  die  Intervalle,  in  denen  sie 
überall  dicht,  und  diejenigen,  in  denen  sie  nirgends  dicht  ist,  je 
eine  höchstens  abzahlbare  Menge  bilden.  Endlich  können  wii*  noch 
folgenden  Sats  aussprechen: 

VI.  Eine  ftberall  dichte  InterTallmeage  I>  {d}  be* 
stimmt  durch  ihre  Endpunkte  und  deren  Qrenspunkte  eine 
perfecte  oder  eine  abzfthlbare  Menge,  je  nachdem  jedes 
oder  kein  Intervall  von  allen  andern  getrennt  ist'). 

Die  hiermit  geschilderte  Bezieliung  zwischen  den  überall  dichten 
Intervallmeugeu  und  den  Punktmengen  dürfte  in  ihrrr  l^edeutung 
zuerst  von  du  Bois*)  und  Harnack')  erkannt  worden  sem*\  Ihr 
Interei>se  galt  allerdings  weniger  den  Punktmengen  selbst,  als  viel- 
mehr ihrem  Inhalt. 

4.  Um  SU  seigen,  dafs  die  perfecten  linearen  Mengen  die 
Miditigkeit  c  beritsen,'  genfigt  es  angensdiMnlich,  dies  ffir  eine  nir- 
gends dichte  Menge  T  nachzuweisen.  Zum  Beweise  benntst  man 
am  bestm  eine  Methode,  die  sich  auch  für  spfttere  Anwendungen 
nützlich  erweisen  wird,  und  die  darin  besteht,  die  zu  T  gehörige 
abzählbare  Intervallmenge  2)={d,v}  Jtuf  eine  abzahlbare  überall 
dichte  Punktmenge  X  —  [xx]  so  abzubilden,  dafs  zwei  Punkte  die- 
selbe Lage  zu  einander  haben,  wie  die  entsprechenden  Intervalle. 

1)  Treten  beide  Eigenschaften  combinirt  auf,  «o  eigiebt  eich  dne  ab- 
geichloBsenc  ^fr^n^rr  de«  allp-  t  1  insten  Typus. 

2)  Die  aligemeine  Functionentheorie,  S.  188  (1888). 
8)  Math.  Ann.  19,  S.  889  (1892). 

4)  Vgl.  übrigem«  auch  Bendixson,  Acta  math.  2,  8.  416  und  Ofr.  af 
Svenik.  Yet.  Forh.  Stockhohn,  Bd.  89,  Nr.  8,  8.  81  (1888). 
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Diese  Al>lnldniig  bat  b«rni8  Cantor  nun  Zweck  des  Torliegenden 
BeweiflCi  benvirt^). 

Sei  t  ein  belieliiges  InteiraU,  nnil  x  ein  Funkt  inneriialb  des- 
selben. Durch  x  zerfUlt  i  in  und  i^^  so  dab  links  von  liegt. 
Innerhalb  Iq  werde  Xq  beliebig  gewählt,  ebenso  innerhalb  fj;  durch 
Xq  zerfalle  in  f^^  und  f^j,  ebenso  durch  in  t^Q  und  t^^.  Inner- 
halb jedes  Intenralles  fa  wird  wieder  Xnt  beliebig  angenommen  a.8.w.; 
so  ergiebt  sich  eine  Punktmenge 

(^)  «f»  «toi       •  •  •  aPjTf  •  •  • 

■owie  eine  Reibe  TOn  Intervallen 

(S)  ^1*1  tiki^  •••      •  •  •  •» 

und  zwar  ist  auch  hier  jedes  ieilintervall  des  vorhergehenden. 
"Werden  mm  insbesondere  die  Punkte  Xy  so  gewühit,  dafs 

eine  überall  dichte  Punktmenge  abgiebt,   so  liefert  wieder  jrdn 

Epitie  (5)  bei  br^^tinirnten  Indices  /,  A',  •••  einen  Punkt  des  auf  t 
(  tithaltencn  (  oTtt inuums  C,  und  umgekehrt  kenn  auch  jeder  Punkt 
von  C  durch  eine  solche  Beihe  dargestellt  werden.    Setat  man  noch 

so  bestinimt  die  Beihe  (4)  wieder  einen  Punkt  von  Z,  falls  alle 

Bidices  von  einem  bestiiumteu  an  samtlich  0  oder  slmtlich  1  sind, 
sonst  aber  einen  Punkt  von  Xg.  Werden  nun  jedem  X/f  die  End- 
punkte  desjenigen  dy  zugeordnet,  dessen  Indices  mit  denen  von  Xy 
übereinstiiintien,  so  entspricht  damit  auch  jedem  Intervall  xjf  das  bc- 
züglii;he  Intervall  ty,  und  damit  jedem  Punkt  von  eindeutig  ein 
Punkt  von  2]j  und  umgekehrt,  während  den  Funkten  von  X,  in 
'Obereinstimmung  mit  der  getroffenen  Festeetrang,  je  swei  Punkte 
Ton  T,  nlmUcb  je  ein  Punkt  Ton  Tt  und  je  einer  von  TV,  ent- 
q;»iecbett.  Dunit  ist  aber  der  Sati  ffir  die  Menge  T  bewiesen,  d.  h. 
es  ist  t  °»  c. 

Auf  Qmnd  der  Formel  (3)  folgt  mm  weiter,  dafs  jede  lineare 
abgeschlossene  Meniro  dir  Mächtigkeit  a  oder  C  hat. 

5.  Die  ftbrrt!  a^^ljarkeit  derjenigen  Eigenschaften  der  Punkt- 
mengeu,  die  ursprünglich  eine  Beziehimg  zmu  stetigen  Raum  be- 
treffen, auf  abgeschlossene  und  perfecte  Mengen,  hat  durch  die  neuesten 
Arbeiten  von  R.  Baire  eine  mehr  als  formale  Bedeutung  erlangt 
Ist  IT«!«)  Teilmenge  einer  linearen  niiKends  dichten  abge- 
sehlossenen  Menge  so  wird  ein  Punkt  t»  isolirt  besftglich  Q 
heiben,  wenn  U  kmne  Punktfolge  enthält,  als  deren  Grenzpunkt  er 
darstellbar  ist;  jeder  andere  Punkt  u  heifst  Grenspunkt  beaflgr 


1)  Math.  Ann.  23,  S.  481. 
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lieh  ^,  er  ist  natOrlioh  auch  GreDzponkt  in  besag  auf  das  C<m- 
tinunm  C,  von  ätm  Q  salbst  sina  TeUmenge  dantellt  Wir 
kOniiMi  also  wieder 

setian,  wo  Ut  die  isolirteii  Pvxikta  und  die  Orenipuiikte  be^ 
deutet   Wie  im  aUgemeiiieii  Ml  heilSrt  dann  U  eine  besQglidi  Q 

isolirte  Menge,  fidOs  tT^  =  0  ist,  sie  heifst  in  sieb  dicht  bezüg- 
lich ^,  falls  27<»Oist  Sie  heilst  wieder  abgeschlossen  bezüglich 
Q^)j  falls  sie  jeden  ihrer  Grenzptinkte  enthält,  rnid  heifst  perfect 
he/üe1i'"h  (J),  falls  sip  abgeschlossen  und  in  sich  dicht  ist.  Sie 
heifst  endlich  überall  dicht  bezüglich  Q,  falls  ü'  =  Q  ist,  sie 
heifst  nirgends  dicht  ber.üglich  falls  sie  keine  Teilmenge 
enthält,  die  überall  dicht  bezüglich  ist.  Eine  in  sich  dichte  Menge  IT 
ist  dalier  immer  fiberaH  didit  bezüglich  einer  perfeoten  Menge  T,  bo 
daTs  damit  der  BegrüF  in  sich  dicht  entbehrlich  wird. 

Die  Benehnng  der  nirgends  dichten  Mengen  sor  IntervaUmenge  2> 
bewirkt,  dafs  für  sie  manche  Probleme  einen  besonders  einfachen 
Ansdraek  finden,  üm  nur  ein  Beispiel  zu  erwfthnen,  so  sei  Q  irgend 
eine  nirgends  dichte  abgr>sohlossene  Menge,  dif^  /.nr  Intervall- 
menge  D  gehört,  und  eine  ebenfalls  abgeschlossene  Teilmenge 
von  dann  gehört  zu  (^^  eine  Intervallmenge  ,  die  aus  i>  so  ent- 
steht, dafs  entweder  das  üesamtintervali  t  von  ^  sich  verringert, 
oder  aber  gewisse  Intervalle  6  zu  einem  Intervall  zusammen- 
treten. Der  Übergang  von  i>  zu  D|  kann  daher  so  besoihneben 
werden,  daTs  gewisse  Interrslle  yon  D  anfter  Betradit  kommen* 
Diese  Intervalle,  resp.  die  von  ihnen  gebildete  Menge  sei  J.  Wird 
nnn  auch  von  eine  abgeschlossene  Teilmenge  gebildet,  und 
so  weiter  fortgefahren,  so  kann  dieser  Procefs  bis  zu  transfiniten 
Ordnungszahlen  fortgesetzt  werden;  aber  er  mufs  nach  oiner  ab- 
zählbaren Menge  von  Schritten  abbrechen.    Denn  die  Mengen 

kttnnen  nur  in  abzihlbarer  Menge  enstiren,  da  jede  Yon  ihnen  sine 
Teilmenge  von  D  ist,  und  Z>  selbst  abiUilbBr  ist   Es  besteht  also 

der  Satz: 

VII.  Worden  aus  einer  abgeschlo55Senen  Menge  Q  der 
Reihe  nach  abgeschlossene  Mengen  Q^,  so  gebildet, 
dafs  jede  eine  Teilmenge  der  vorhergehenden  ist,  und  ge- 
langt man  dadurch  schliefslich  zu  einer  abgeschlossenen 
Menge  so  mufs  diefser  Procefs  bereits  nach  einer  ab- 
xfthlbaren  Reihe  Ton  Schritten  anr  Menge  T  ffthren, 
welches  anch  diese  Menge  T  sein  mag. 

1)  Eine  bezflKlich  Q  abgeiehioMene  Menge  ist  übrigens  aooh  in  be- 
äug auf  C  abgeschlossen. 
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Die  so  liestimmte  Menge  T  kann  sowohl  Null,  wie  auch  eine 
perfecte  Menge  sein.  D^r  einfacÜst«  PiÜl,  amf  dBö  wi!*  das  obig«e' 
Besuitat  anwenden  können,  sind  die  PoiüimIb  des  vorigen  Capitels, 

iubiMukhm  dir  Gtabr,-  ink  .die  Abifütii!^  isolirtdr  PimM»  nMlt 
äiw  ftlmlillNuraii-  M«ng«  yon  Multtton  dkl'  UiA^  ^  gsak  od^r 
fke  pwMe  Meigv  i^diieift   Iit>  dtf  TKat  bedeM  jsd«  TU^fttiigf 
isalnteii  Pbnktw  eiae  VermindMHg  difr  M«ii|>e  D,  nnd  di^ 

AbleitangdQ  von  Q  flt^eti  eine  Folgte  vob  Mengen  dar,  wie  die  d«ih 
Satz  VII  entspincht.  Hierin  liegt  &ho  eiil  Beweis  des  Hnnpf'^ntzes 
auf  S.  69,  der  auf  die  Mächtigkeit  resp.  die  Cesanrilheit  der  Zahlen' 

der  zweiten  Zahlklfts«!p  iiirht  Tnehr  Bezug  ninirnt*). 

8.  Wir  woTifIr>u  uns  eiidlirli  zu  den  ni7-p:ends  dichten  ab- 
geschlossenen Mengen  der  Ebene  und  des  Raumes.  Wie  au.s  dpti 
Resultaten  der  folgenden  Seiten  hervor'geht,  siöd  ihre  Eigenschaften 
denen  der  linearen  Mengen  durchaus  analog. 

Sei  T  eine  in  dem  ebenen  Bereich  H  enthaltencf  iLirgendir  fiehfer 
äbgeichlosfleiie  fienge,  und'  M^{m\  Bire' Oomj^leilienttrmenge  be* 
sflglicii'  H  Um  det  Untenmehnng  ihrer  gegtBuseifagen'  Bsziebnngen' 
äine  zwillgende  Form  geben,  constritii^n  wir  simlldhst  um  eineü 
Punkt  m  von  M  eineti  voÄ'  den  Pbnkten  von  T  freien  Bereich*). 

Dazu  nehme  man  in  der  Fbene  eine  x-  und  ;A-Axe  beliebig  an, 
der  Einfachheit  halber  r^f-htwinklig,  und  es  sei  t  dasjenige,  not- 
wendig exigtirende,  den  Axen  parallel  gerichtete  Ä'echteck,  dessen 
Seiten  mindesteUs  je  einen  Punkt  von  T  enthalten,  während  aufser- 
halb  davon  kein  Punkt  von  T  liegt.  Dieses  Rechteck  heifse  der 
ZU  T  geb'Orl^e  Bereich  t. 

Sei  nnn  m  ein  innerer  Pankt  von  V,  nnd  ^  eiii  nm  ihn  als  ffitiel- 
pnnkt  liegendes,  den  Aren  psraMel  geriehCetes  Qiiadrlit^  dtsaAeü  sämt- 
liche inneren  Punkte  wieder  Punkte  von  M  sind,  so  giebt  es  fllr' 
diese  Quadrtte  eine  Grenzlage  5,  ,,  so  dafs  auf  dem  Umfang  von  qa, 
mindest  i  n«  ♦>in  Punkt  von  T  liogt  :  falls  nicht  etwa  das  bezügliche 
Wachstum  von  q  bereits  dadurch  einen  Stillstand  erfährt,  dafs  eine 
oder  mehrere  seiner  Seiten  mit  Seiten  von  x  zusammenfallen. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  an,  dafs  nur  eine  Seite  .9^ 
Von  jft,  mit  einer  Seite  von  r  zusammenfallt  oder  Punkte  von  T 
eiithSlt;  zugleich  setzen  wir  fest,  dsft  ein  solchtor  FUUkt  nidü  eib' 
Bekpimkt  des  Qtindmts  sei.  Wir  lasseii  jeläEt  dsS'  <}nsdrat  q„  so 
wachsen,  dnfir  die  SeitI»  fest  bleibt.  Dir  ibei  Uhingen  Seiten 
sind  nach  Annahme  von  Pimkten  von  T  frei,  und*  zWar'  eixiSföhliefslich 
der  Eckpunkte.  Es  giebt  dann  wieder  eine  Greiizläg^s  y«,  die  ©in 
Rechteck  ist,  so  dafs  eine  dier  drei  beweglichen  SeiüBtt  entweder 


1)  Vgl.  S  r>r>  dieses  Berichts. 

2)  Vgl.  auch  eine  Note  des  Verfassers  ia  den  Nachr.  d.  Gött.  Ges. 
d.  Wiss.  1899,  8.  88t. 

Jahmbwlelit  4.  Bcntiebm  IUttaMi.«V'M«laIgug.  Tm,  I.  6 
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einen  Ptankt  Ton  T  enth&lt  oder  mit  einer  S^te  von  x  zuBammen- 
fkUt,  wSlirend  das  Innere  keine  Punkte  y<m  T  entiiSlt.    Ist  9^  die 

bezüglidie  Seite,  so  lassen  wir  das  Rechteck  weitei-wachsen,  ao 
dafs  und  fest  bleiben^  wfthrend  die  beiden  andern  Seiten  immer 
wieder  einem  Qnndrat  um  m  arirrphönn.  Es  wird  dann  noch  eine 
dritte  und  zuletzt  auch  die  vierte  Seito  fest,  und  wir  erhalten  so 
zu  m  einen  von  der  Richtung  der  x-  und  ^/-Axe  abhiingigeu,  sonst 
aber  eindeutig  bestimmten  rechteckigen  Bereich,  dessen  Inneres 
von  Punkten  von  T  frei  ist,  während  sein  Umfang  notwendig 
mindestens  einen  Ponkt  yon  T  enthS3t.  Wir  nennen  ibn  den  xn 
m  gehörigen  punktfreien  Bereich  d  in  hesng  auf  t.  Man 
sieht  übrigens,  dafs,  wenn  zugleich  zwei  oder  mehr  Seiten  des 
yeränderlichen  Quadrats  fest  wwden,  dadurch  nui*  das  vorstehende 
Verfahren  abgekürzt  wird;  ebenso,  wenn  ein  Punkt  t  in  einen  Eck- 
punkt des  Quadrats  f&Ut,  indem  dadurch  beide  durch  ihn  gehenden 
Seiten  fest  werden. 

7.  Die  Construction  des  punktfreien  Bereiches  d  für  jeden 
Punkt  m  ei'scheiut  mir  als  das  wesentlichste  lülfsmittel,  um  dit^ 
BAtie  Aber  lineare  Mengen  auf  ebene  Mengen  zu  übertragen.  Ehe 
ich  dies  thne,  will  ieh  anf  die  Unterschiede  hinweisen,  die  für  diesen 
Bereich  bei  linearen  und  ebenen  Moigen  bestehen.  Der  Bereich  9 
ist  für  lineare  Mengen  eindeutig  bestimmt,  bei  ebenen  Mengen  hängt 
er  von  der  Wahl  der  festen  Richtungen  ab.  Ferner  gehören  bei 
linearen  Mengen  beide  Endpunkte  des  Intervalls  b  der  Menge  Q  an; 
bei  ebenen  Mengen  braucht  d  nur  einen  Punkt  von  T  auf  dem  l^^ni- 
fang  zu  enthalten,  es  köuneu  aber  auch  unendlich  viele,  ja  sogar 
alle  Punkte  des  Umfangs  der  Menge  T  angehören.  Ferner  gehört 
LM  allen  Puukteu  des  linearen  Intervalls  6  dasselbe  Intervall,  näm- 
lich d  selbst}  bei  den  ebenen  Mengen  kOnnen  jedoch  zu  zwei  Punkten 
m  und  m"  von  d  Bereiche  d'  und  d"  gehören,  die  unter  sich  und 
von  d  verschieden  sind^.  In  diesem  Umstand  bestriit  eine  wesent- 
liche Schwierigkeit.  Im  allgemeinen  kann  man  freilidi  nachweisen, 
dafs  wenigstens  zu  allen  Punkten  einer  gewissen  Umgebung  von  » 
ebenfalls  noch  b  als  Bereich  gehört,  uder  dafs  diese  Umgebung  in 
eine  endlichf*  Zahl  von  Ophirlfn  zerfällt,  deren  jedem  d^T  nämliche 
Bereich  zugeiiurt;  es  \:\v\\\  jedoch  einen  Fall,  in  dem  suh  dieser 
Nachweis  nicht  ermöglichen  läfst,  und  in  ihm  verliert  daher  der  für 
lineare  Mengen  mögliche  Schluüs,  dafs  es  einen  gröfsten  Bereich 
giebt,  seine  Beweiskraft. 

Aus  diesem  Grunde  mllssen  wir  hier  einen  andern  Weg  ein* 
schlagen,  der  übrigens  auch  für  lineare  Mengen  gangbar  ist  Sei 
wieder  m  ein  Punkt  von  3f,  so  kann  sein  Bereich  d  ganz  inner- 
halb %  liegen,  er  kann  aber  auch  mit  t  eine  oder  mehrere  Seiten 


1)  Diese  Bereiche  greifen  teilweise  übereinander. 
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gemem  haben,  ja  selbst  mit  t  identisch  sein.  Ist  i  nioht  mit  r 
identiflch,  so  Terlftngero  man,  wenn  ndtig,  die  Seiten  von  d  bis  zum 
Schnitt  mit  t,  dadurch  wiid  t  in  rechteckige  Teile  serlcgt,  yon 
denen  einer  d  ist;  die  ftbrigen,  deren  Zahl  hdchstens  acht  betrigt,  seien 

«i»  »1»  •  •  • 

wo  also  1  ^  V  ^  8  ist.  Im  Rechteck  nehme  man  den  Punkt  ntt 
von  M  beliebig  au  und  eonstniire  seinen  ponktfreien  Bereich  di 
in  bezug  auf  t^;  falls  er  nicht  mit  Xi  identisch  ist,  so  zerlegt  er  t< 
in  ii  nnd  die  Bestbereiehe 

WO  wiederum  1  ^  v'  ^  8  ist.  In  dieser  Weise  kann  man  weiter 
gehen  und  erhält  so  wiederum  eine  Beihe  von  Eechtecken 

»»  »1»  tiki        •  •  *  ^ir>  •  •  • 
nnd  in  ihnen  die  pnnktfreien  Bereiche 

SO  da(s  jeder  Bereich  d.v  entweder  innerhalb  t.v  liegt  oder  damit 
identisch  ist.  Die  so  bestmuute  Menge  puniitireier  Bereiche  be- 
seichnen  wir  durch 

D^{6ni  •••)  =  (<y.v). 

Sei  nun  i  irgend  ein  Punkt  von  jT,  der  nicht  auf  dem  Umfang 
eines  }3creiches  du  liegt,  so  schliefst  man,  wie  bei  den  linearen 
Mengen,  dafs  dne  Bdhe  -?on  Rechtecken 

mit  bestimmten  Indices  /.  l,  I,  •  •  •  existirt,  so  dafs  jedes  ein  Teil 
dfs  vorhergehenden  i«t.  und  t  in  allen  enthalten  ist.  Da  t  nicht 
aul  dem  Umfang  eines  d^y  hegen  soll,  so  kann  die  Reihe  nicht  ab- 
brechen; denn  sonst  würde  das  letzte  Rechteck  r,t:i  ....  zugleich 
einen  Bereich  dm  •  ■  •  •  darstellen,  auf  dessen  Umiang  t  liegen  müfste. 
Bricht  die  Beihe  nicht  ab,  so  convergirt  sie  entweder  gegen  einen 
Punkt,  oder  gegen  eine  Strecke,  oder  gegen  eine  Chreoxlage,  die 
selbst  ein  Rechteck  ist  GonTerghrt  sie  gegen  einen  Ptankt,  so  folgt 
wie  bei  den  linearen  Mengen,  dafs  dieser  Punkt  auch  als  Grensponkt 
solcher  Punkte  yon  T  darstellbar  ist,  die  auf  den  Bereichen 

di,  da,  di»i,  •  •  •  dir,  •  •  • 

liegen,  wo  die  Indices  dieser  Reihe  mit  denen  der  obigen  überein- 
stimmen. Convergirt  die  Beihe  gegen  eine  Strecke  so  mulis  auch 
auf  ihr  mindestens  ein  Pmikt  existiren,  der  in  dieser  Weise  als 
Grenapunkt  darstellbar  ist;  es  kann  übrigens  die  Starecke  h  noch 
andere  Punkte  von  T  enthalten,  doch  ist  dies  nur  so  mOglich,  dafs 
sie  zusammen  eine  abgeschlossene  Menge  bilden. 

6* 


^  Schoenflies,  Berichi  üboc  die  Maoganlebxe. 


doiiMiigisI  dag«gBn  äm  Bdh»  ge^ut  än  BecMeck  i^  to-  hai 

Oi  iBudiBaieiis  eise  3«it%  dir  idikt  nit  eiinr  Seite  eines  Bechteekes-  tj^ 
imttmmiiafSüt,  und  ano  schliefst  nmficfast  wieder,  daTs  der  ümimiig: 
von  T„  mindestens  einen  Punkt  von  T  enthält,  der  sich  durch  ein« 

Folge  wie  die  obige  darstellen  läfst.  Mit  kann  man  verfahren  wie 
eben  mit  t;  zu  einem  inneren  Punkt  von  t.  consh-uirt  man 
zunächst  den  punktfreien  Bereich  dut  iznd  erh»lt,  so  tortiahrend^  eise 
Bereichmenge 

die  zu  die  nämliche  Beziehung  hat,  wie  JJ  zu  x.  So  kann  man 
weitergehen;  man  kann  zu  Mengen 

i>„       Df ,  •  •  •  D»,  •  •  •  D«,  •  •  • 

xnit  tanasfiniteni  lnäpx  gelangen,  aber  diese  Beihe  kann  nur  eine 
endliche  oder  abclhlbare  Menge  von  Gliedern  enthalten.  Irgend 
zwei  dieser  Mengen  haben  nämlich  die  ffigenaehaft,  dafs  die  in  Sie 
eingehenden  Rechtecke  sämtiidi  auTserhalb  von  einander  liegen,  woraus 

gemUfs  S.  13  die  Behauptung  folgt.  Man  wird  daher  den  Punkt  f 
nach  einer  abzählbaren  Reihe  von  Schritten,  re^.  mittelst  einer 
abzählbaren  Menge  von  Rechtecken  6  erreichen. 

Die  so  bestimmte  Menge  bezeichnen  wir  nun  wieder  durch 

iadmu  wir  uns  die  Bereiolie  9v  der  Gv5&e  naek  geefdnefe  deitab 
Soldier  Mengen  kann  es  hier  Är  dineibe  Menge  T  eebr  «i^ 

adiiedene  geben,  und.  zwar  sogar  unzählig  viele.  Für  jede  von 
ihnen  besteht  aber  die  Eigenschaft,  dafs  wir  f&r  den  Punkt  t  eine 
unendlüche  Beihe-  von  Bechtecken 

mit  beitimmten  Indices  f,  7,  •  •  die  /  als  inneren  PunkD  ote'  sie- 
Ptmkt  desr  ümfangea  entfasUwi',  se  bestimmen  kOnnen',  dafik*  diese 
Beitae  notwen^  gegen  t  selbrt  convergirt,  oder  d<fdi«  gegen  cnie 
Strecke»,  der  t  angehört^).         erhalten  somit  eddieftlioh'  folgendes 

Besaitet: 

vm.  Zu  jeder  nirgends  dichten  abgeschlossenen  ebenen 
Menge  T  läfst  sich  durfh  eine  abzählbare  Reihe  von 
Schritten  eine  wohl  definirte  a^/ühlbare  überall  dichte 
Menge  1)  =  [dr]  von  Bereichen  cunsti  uiren,  so  dafs  jeder 
Punkt  von  T  auf  dem  Umfang  eines  Bereiches  liegt,  oder 
eis  Qrenzpnn^kt  solcher  Funkte  ist,  oder  aber  einer  Strereke 


1)  Dies  kann  s.  B!  so  geschehen,  dafs  man  von  den  eben  zur  Er* 
rpirhung  von  t  benutzten  nur  solche  ^eibobält,  dafs  jofirr  nicht  gllNber 
alä  dein  vorhergehender  ist,  die  also  in  |       consecuUv  sind. 
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angehört,  die  als  gemeiusajce  <ire]ixlage  d^rmrtiger  Be- 
reiche betrachtet  werden  kann*). 

Mau  wird  nun  wieder  fnigea  oiüsseo,  wann  die  Menge  abzahlbar 
ist,  und  wann  nklit»   In  di^wr  ffinilcht  ergiebi  dch  zunächst: 

DL  Ist  4ie  abgeBehloaiMie  Ifang«  T  ein«  abifthlbare 
Hange  so  mnfs  jeder  Bereicb  9  iBngs  seines  ganzen 
ITttfange  an  benaebbarte  Bereiche  4\  •  •  -  angrenzen 
od<er  einen  Teil  des  ümfangs  d-e«  B^reiek«  t  bilden,  in  dem 
Q  enthalten  ist. 

T)i#*  Bedingung  dies*^  Sat?^  ist  nofwendip',  jod-r>fh  nicht  hin- 
reichend. Ist  nimlich  unsere  Menge  7'  eiup  perfrrte  Meiai^»'.  '^o  ^-ird 
dadurch  der  Lage  der  Bereiche  4  nur  die  tolgende  Beschruükxing 
anferlegtf  die  diesmal  nicht  so  einfach  ist,  wie  bei  den  linearen 
Mengen.  Haben  zwei  Bereidie  und  6*^  eine  Starecke  h  ihres  üm> 
ftngs  gemein,  so  snnfe  das  Linefe  dieser  €hreelDB  entwoder  pmMfrm 
sein,  oder  ^  auf  ibr  enthaHene  Bneare  Poaktmenge  miifo  selbst 
perfeet  eein.  ISin  isolbter  Punkt  einer  eolohni  Msoge  irftrde  TdinitiüJi, 
da  d'  «n  l  ö"  imuWmi  sind,  auch  fttr  die  Xeage  T  «in  isoBrter 
Ponkt  sein.    Es  folgt  also: 

X.  Die  Oebietsmenge  D  =^  \d)  bestimmt  stets  und 
nur  dann  eine  prrfecte  Meng^,  falls  die  Bereiche  S  aufser 
einander  liegen,  nder  aber  jf  tii«  zweien  von  ihnen  gemein- 
same Strecke  ptiükttrei  ist  oder  selbst  eine  lineare  perfecte 
Menge  enthält. 

Die  Stractnr  der  allgemeinsten  mcbt  perfeeten  abgeschlossenen 
Vengen  kann,  wie  bei  den  llBearen  Mengen,  jatct  wieder  so  definirt 
werden,  daft  man  m  jeden  Bereieh  ijr  einer  perfiMften  Menge  oder 
auf  seinen  Umfang  eine  abzählbare  Menge  P.\  sei/.i,  die  selbst  ab- 
gesdilossen  ist  oder  es  unter  HinzufOgnng  von  Punkten  der  perfecten 
Menge  wird,  so  daft  anefa  hier  die  Formel  (S.  78) 

besieht  B»  jedoch  .die  Oebietsmenge  J}  nidit  eindeutig  bestimmt 
ist,  so  entsteht  die  Fknge,  ob  diese  Darstellong  eindentig  ist  Diee 
ist  mm  in  der  That  der  Fall  und  folgt  ans  dem  nsdistehenden, 

v#D  Vivanti  zu  diesem  Behuf  aufgestellten  Satz: 

XI.  Zerfällt  eine  perfecte  Menge  S  in  zwei  Mengen 
<S'j  und  S^,  von  denen  die  eine  abgesohlossen  ist,  so  hat  die 
andere  die  Mächtigkeit  C. 

I^jt  nämlich  6j  die  abgeschlosö^e  Mengt»,  so  giebt  ea  Gebiett^  //, 
in  denen  Si  nirgends  dicht  bezüglich  S  ist,  da  ja  sonst  S'i^8 
wfae.  £8  giebt  daher  auch  Qehiate  i/,,  in  denen  kern  Punkt  von 
8i  liegt,  daran  simtHehe  sa  8  gekOrigen  Punkte  abo  Punkte  Ton  8^ 

1)  Eg  igt  wahrscheinlich,  dar»  sich  dies  letztere  dnrch  geeignete 
Wahl  der  Bichfcnngen  der  Bereichüeitea  vermeiden  filUBrtw 
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g6  A.  Schoeofliea,  Bericht  über  die  Mengenlehre. 

sind.  Damit  ist  d«r  Sats  bewiesen.  Aus  ihm  folgt  nim  auch  die 
Eindeutigkeit.    Sei  nttmlicli 

80  hat  man 

T,  -         T,)  +  3)(r,  2\)  -  12.  4-  r,. 

Nun  jimis,  wie  ersichtlich  ist,  Tj  abgeschios^sen  sein,  also  müfsie 
~  c  sein,  was  unmöglich  ist    Daher  ist  ii^»0,  und  daraus 
folgt      =  r=  Tj. 

8.  Auf  Qrond  der  Tontehenden  Analyse  kann  man  die  ttber 
ebene  und  rftumliche  Mengen  TOn  Oantor,  leap.  Baire  angegebenen 
Sätze  unmittelbar  erschliefsen.  Ist  zonSehst  T  eine  ebene  perfeete 
Menge,  so  läfst  sich  in  ihr  immer  eine  Teilmenge  der  Mächtigksit  C 
angeben.  Falls  nämlich  in  T  eine  lineare  perfeete  Teilmenge  vor- 
handen ist,  so  ist  sie  bereits  eine  solche;  wenn  dies  aber  nicht  der 
Fall  ist,  so  kann  der  zu  einem  Punkt  m  gehörige  Bereich  (5  mit  t 
höchstens  zwei  Seiten  gemein  haben,  und  daraus  folgt,  dafs  t  in 
luiudeätens  zwei  Teilbereiche  tf  zerfällt,  und  zwar  so,  dals  jedes 
t{  Punkte  Yon  T  im  Innern  enthält.    Jede  unendliche  Folge 

bei  der  die  Indioes  0  oder  1   sind,  convergirt  daher  notwendig 

mindestens  gegen  einen  Punkt  von  7',  und  diese  Punkte  liefern  die 
Teilmenge  der  Mächtigkeit  c.  Damit  ist  gezeigt,  daljs  die  ebenen 
perfecten  Mengen  die  Mächtigkeit  C  besitzen. 

Da  die  vorstehenden  Entwicklungen  auf  Mengen  eines  jeden  Cr 
übertragbar  sind,  so  können  wir  den  folgenden  Satz  als  bewiesen 
betrachten: 

Xn.  Jede  perfeete  Menge  des  hat  die  Mächtigkeit  c^). 
Bei  der  Wichtigkeit  des  Satses  möge  hier  noch  ein  zweiter 

Beweis  eine  Stelle  finden,  der  si  ]i  des  Schlusses  Ton  v  auf  v  -f-  ^ 
bedient  Für  eine  ebene  Menge  geschieht  dies  so,  dafs  man  sie 
auf  eine  (rerade  projif^'lrt.  Von  der  so  entstehenden  linearen  Menge 
zeigf  man  laicht,  dafs  sif  abgeschlossen  ist  und  nm-  dann  einen 
isolirten  Punkt  enthalten  kann,  wenn  auf  der  durch  ihn  laufenden 
Projectionsgeraden  eine  lineare  perfeete  Teilmenge  von  Tj  liegt. 
Daraus  ist  der  Satz  für  T^^  unmittelbar  zu  schUeJjsen. 

Aus  unserer  allgemefaien  Analyse  folgt  waxk  leicht  ein  Sats 
Oantor's,  der  die  Umkehrung  davon  ist,  daft  jede  Ableitung  eine 
abgeschlossene  Menge  ist   Er  lautet: 


1)  Ein  Bewpifi  dieses  Satzes  wurde  zuerst  von  .T  Bendixaon  gegeben; 
Bih.  Svensk.  Vet  Handl.  9,  Nro  6.  (1S84).  Cantor  hatte  vorher  den  Satz 
nur  behauptet,  Math.  Ann.  23,  S.  488. 

Dafs  (üeser  fOx  nirgends  dichte  Mengen  bewiesene  Satz  auch  für  soldie 
Mengen  gilt,  die  einen  ftbeiall  dichten  Bestandteil  haben,  ist  evident. 
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Xm.  Jede  abgesehloasene  Menge  Q  Ufet  sich  als  Ab- 
leitung einer  anderen  Menge  auffassen,  insbesondere  einer 
isolirten  Menge,  falls  Q  nirgends  dicht  ist 

Ist  nämlich  Q  in  einem  Oehiotsteil  H  überall  dicht,  SO  ist  sie 
Ableitung  jeder  in  H  überall  dichten  Menge.  Ist  dagegen  Q  in  H 
nirgends  dicht  und  T>  \v\pf^(^r  dio  zugehörige  Oehietsmenge,  <50  kann 
man  stet'^  in  das  Innere  oder  auf  den  T^mfang  von  eine  isolirte 
Menpe  SM  sr  rzen,  dafs  deren  Ableitung  die  auf  dem  Umfang  von  Öjf 
liegenden  l*unkte  liefert. 

Ferner  ergiebt  sichi  dafs  die  oben  (S.  79  u.  80)  gemachten  Aus- 
fUuningen,  die  die  Übertragung  der  dort  genannten  Begriffe  auf 
perfecte  lineare  Mengen  betanken,  ungesobmftlert  fBr  perfecte  Mengen 
eines  C«  Kraft  behalten;  ebenso  auch  der  an  sie  anschließende  Sata 
Aber  die  fortgesetste  Rednction  einer  perfecten,  resp.  abgeschlossenen 
Menge  auf  Teilmengen  der  gleichen  Nator. 

Endlich  fliefst  auch  der  von  R.  Baire  aufgestellte  SatzM  leicht 
aus  unseren  allgemt^inen  Entwicklun<jen.  Er  lautet,  dafs  die  Projection 
einer  ebenen  nirgends  dichten  abgeschlossenen  Menge  T^y  die  keine 
Strecke  und  kein  Curvenstück  enthält,  auf  einer  Geraden  Frieder 
uirgendä  dicht  und  abgeschlossen  ist  Dafs  die  projicirte  Menge  'I\ 
abgeschlossen  ist,  wiude  schon  oben  bemerkt;  dalii  sie  nirgends 
dicht  ist,  folgt  so:  Da  die  Bereiche  djr  abstiilbar  sind,  und  die 
Seiten  eines  jeden  dir  durch  die  Punkte  von  T  in  eine  absiblbare 
Menge  von  punktfireien  Intervallen  zerfallen,  so  ergiebt  sich  auf  der 
Geraden  durch  deren  Projection  ebenfalls  eüie  abzählbare  Menge 
pnnktfreier  Intervalle.  Da  nun  jeder  innere  Punkt  eines  solchpn 
Intervalles  der  Menge  1\  nicht  angehört,  so  folgt  damit  die  Existenz 
von  Punkten  der  Geraden,  die  nicht  zu  J\  gehören;  womit  der  Satz 
bewiesen  ist. 

Viertes  OapiteL 

Der  Inhalt  der  Pimktaeiigeii. 

Die  Betrachtungen  Uber  den  Inhalt  der  Fttnkbnengen  bilden 
ein  Gebiet,  auf  dem  mancherlei  Gontroversen  aussutragen  waren. 
Einerseits  bsg^juen  wir  hier  Resultaten,  die  leicht  paradox  er- 
acheinen  konnten;  andererseits  hat  dielnhaltsdefinition,  wie  jede  mathe- 
matische  Definition,  zunächst  einen  gewissen  subjectiven  Charakter, 
und  erst  die  aus  ihr  fliefsenden  Folgerungen  entscheiden  darüber, 
ob  sie  den  in  der  Sache  riüienden  Zwecken  gemäfs  gewählt  sind. 

Historisch  knüpft  der  Begriff  des  Inhalts  einer  Punktmenge  P 
an  den  Integralbegri£f  an,  insbesondere  an  die  Frage,  ob  eine 
Function,  die  in  den  Punkten  von  P  unstetig  ist,  integrirbar  ist 

1)  Ann.  di  mat.  (S)  8,  8.  91, 
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o^er  ni<^ht.  Diesem  üiuBtai]4  vercUuakt  der  Inhaltsbegriff  seine 
urgpriingUdiie  Formulirung.  Hanke  1  ist  der  erste,  der  sich  hienoit 
beschäftig!  hat.  Er  teilt  das  Intervall  r,  in  dt^m  dit^  lineare  Menge  P 
ii^gt,  lu  v  ixi-tea  vtUie,  so  daüj  j.e<ier  i'uiiii.i  von  i'  uiuttiei-  i'uukt  eines 
«Uefi^r  ^i^T^Me  ißt^  ua«!  hetrat^itet  als  Jbhjüt  dejr  Punktmenge  4eo 

UWB,       Y<iii|d4|iiinwg  itr  «inwlBiB  Intanfttte  makrebi^). 

^)pkQi  M<v  <W  ^Wft  ursprÜngiicbeD  Annahme  dir  Intervalle  un- 
abhBDgiger  Grenzwert  vorliegt,  wird  durch  die  bekaoute  Schluftiweise 
gefolgert.  Der  bezügliche  l^eweis  ist  von  4},  Uiols*)  .lind  jißßL  ihm 
von  A.  liarnaek^)  gegeiben  worden. 

Die  Hankei^sohe  Inhait^definition  kann  airf  Punktmengen  eine$ 
beliebigen  übertmcren  werden  (2).  Carito  r  ist  es,  der  die  b»^- 
zOglichen  Formiüirungen  zuerst  in  allgemeinster  Form  autgestelit 
hat^).  Er  legt  um  jeden  Punkt  der  Mrage  P  eine  Kugel  von 
demselben  Radios  und  betrachtet  den  Grenzwert  d^enigen  aua 
«iB«r  andlieh^B  ZaU  von  Bfniiilnn  bogtoh—dUip  duBma,  4ia 
durah  das  InxMm  der  Eiig«ln  dafgestellt  wkd.  Auf  dam  Bodin 
diMtr  Dtfiniüon  luvt  man  dar  Pünkteiaage  ibre  OreoEstellMi  Tcn 
vomh<mük  nisuSUen,  so  daüs  es  sich  nur  um  den  Inhalt  abge- 
sehlossener  Mengen  handelt  Diese  Festsetsuag  ist  für  den  Zweek, 
fftr  den  die  Inhaltsdefinition  Gf^^schaffen  wurde,  sicher  notwendig*)^ 
im  übrigen  aber  liegt  in  ihr  <i(>ch  wieder  ein  willkürliches  Element. 
Peano  und  nach  ihm  Jordan  haben  demgemifs  den  Inhaltsbegriff 
dadurch  schärfer  zu  formuliren  gesucht,  dafs  sie  beliebige  Mengen 
ins  Auge  fassen  und  för  des  Inhaitsbegriff  wie  für  das  benimmt« 
integral,  deMin  einfiMhsten  EbU  er  ja  darstellt,  awei  Tcndid«d«n 
dafinivU  OnnawMte  «mar  abenfaUs  andiiclian  Zahl  von  Summand» 
XU  Grnnde  legen  und  dangam&rs  den  SuXaeren  Inhalt  ron  dem 
inneren  nntencheiden  (3). 

Binen  hienron  wesentlich  abweichenden  Standpunkt  hat  kürzlich 
£.  Berel  clngenomm^*).  Er  tißht  ebenfalls  day/>n  ab,  der  Menge  F 

ihre  Gren^pnnVfp  lilnzuzuf^gen ,  sieht  aber  überdies  auch  von  der 
Forderung  euur  endliriipn  Menge  von  Gebieten  ah,  die  alle  Punkte 
einer  Menge  P  euthaiteu  );  er  denkt  sich  jeden  Punkt  von  P  mit 
einem  beli/ßbigeu  Bereich  umgeben  und  zieht  den  vou  ihnen  er- 
ftillten  fiaumteil,  resp.  dessen  Grenze  in  Betracht  (4).    Eine  Folge 

1)  Math.  Ann.  M,  8.  8?  ff. 

2)  Math.  Ana.  23.  S,  ir,2. 

3)  Math.  Ann.  2ö,  Ö.  2^1.   Vgl.  ^uch  Pasch,  ^jtb.  Am-  30,  S.  ISS. 

4)  Math.  Ann.  23,  S.  473. 

&)  Harnack  hat  zuerüt  auf  den  Einflufs  bingewiesen,  den  die  Oreiif- 
imnkte  ffir  den  Tnha]tgbegnff  haben  können.  Math.  Ann.  26,  S.  «41. 

6)  Leyong.  8.  4ü  tf. 

7)  Auch  dies  findet  sieh  bei  Harnack     a.  0.  beceiM  vorgebü4et 
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iMier  Mwtion  iti  es,  SmU  alle  elwililfaueii  Pnnlrtmeiigen  4aii 
Ipliilt  Ki^  Uhmt  ^rS]MWi4  üee  »aek  der  9a«k^l«4}a»tor'idten 

Definition  nur  dann  def  FjUJ  sein  tcann,  w^nn  die  Mengen  nirgends 
dieh^  sind.  Pie  Differeni  «wischen  beiden  Definitionen  tritt  natnr^ 
gemSfs  nur  bei  solcben  Mengen  bervor«  bei  denen  dei*  ,ftu&ere  nnft 
innere  Inhalt  von  einander  verschieden  sind. 

Der  erste  allgemeinere  Inhal tssatz  stammt  von  Cantor^);  er 
i«,utet  (l),  dafs  jede  lia^'we  Menge,  deren  Ableitung  abzählbar  ist, 
den  Inhalt  Isull  besitzt'^,  Bpttter  haJt.  Cantor  den  analogen  Sat* 
auch  tiir  Mengen  eines  beliebigen  Cy  bewiesen.  Hanktl  hatte  irr- 
tümlich geglaubt,  dal's  jede  nirgeuds  dichte  lineare  Menge  den  Jnhait 
Kall  hat*);  ^im  wareo^  die  perfecten  Menge«,  insbesondere  ihr 
Znsammenhang  mit  den  ttberall  dichten  Gebietsmengen,  nnbeloumt 
geUieben.  Der  Hankersehe  Irrtum  wurde  raerst  von  St.  Bmith 
aufgedeckt,  der  ein  erstes  Beispiel  einer  solchen  Menge  gab,  deren 
Inhalt  nicht  Nnll  ist^).  Bpttter  haben  auch  da  Bois-Reymond^), 
Harnack*),  W.  Veltmann^  und  Volterra®)  selbständig  derartige 
Beispiele  constniirt  Veitmann  hat  auch  lierpit«!  ein  Beispiel  einer 
ebenen  Menge  angeg^ljen,  die  Inhalt  hat.  V.in  (  ist'^'^  ullgemeines 
Kriterium,  wann  eine  lineare  nirgends  dichte  Menge  den  Inhalt  Null 
hat,  ist  von  Harnack  angegeben  worden  (5). 

1.  Der  erste  Cantor'sche  Beweis  des  8atzes,  dafs  f^ino  lineare 
^enge  Q  uiia]i^äg«d^hnt  ist,  wenn  Q'  abzahlbar  ist,  hat  nicht  allein 
historisches,  sondern  auch  roethodisehe.s  Interesse  und  mag  daher 

^iiic  3teUe  linden.  Der  Einü^chheit  b^lbei'  denke  mau  bich  die 
Menge  Q  im  Intervall  0  •  •  1  enthalten,  wohin  man  sjle  z.  B-  durch 
jili|i)ii9h]wiiistnHi8£9^^  {WAjicm  hwvi.  B«r  Beweis  beruht 
dmuff  dft&  die  sugehörig«  Mervfillmenge  Z>^j^)  abzihlbar  ist, 
w&hrend  die  Menge  der  Pnnjkte  der  Einheitsstrecke  die  Mächtigkeit  ( 
b<»sitBt.  Sei  u  die  Qf^mitmmB  «Q^  InterrsUe  ^»  so  ist  su  leigen» 
d»rs  ff 1  ist 

Ist  »  irgend  ein  Punkt  der  fiMwke  0  ^  *  tt  so  sei  $  v=  f(x} 

die  Summe  aller  Intervalle  d,  die  x  vorangehen,  mit  der  Mafsgabe, 
dals,  falls  x  ein  innerer  Funkt  oder  Endpunkt  eines  Intervalls  ist^ 


1)  Math.  Ann.  21,  S.  54  (1883). 

2^  Eine  solche  Men^e  heilst  anch  unausgedehnt  oder  inhaitäloa. 
Bei  parnaek  heüet  aie  in  wenig  glüeklicher  Beceichnung  discret;  dm 
Bois  nennt  sie  wegen  ihrer  BeffMiuag  nun  I|itegralbi^riff  integrirbar. 

3)  Math.  Ann.  20   S.  88. 

4)  Proceedings  of  the  I^ond.  math.  Soc.  6,  S.  148  (1876).  Vgl.  anch 
S.  101  dieses  Bericht«. 

5)  Math.  Ann.  16,  3.  128. 

6)  Math.  Ann.  19,  S.  239. 

7)  Zettsdur.  f.  lAlAh.  87,  ».  176  n.  199. 

8)  Oiom.  di  mai  19,  U.  ¥>W.  (mt). 
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diefles  Interrall  bis  zum  Punkt  »  in  die  Summe  8  eingehen  soll. 
Diese  Fnnction  f{d)  ist  Steher  «ne  stetige  Fnnetion  toh  ff,  da  j« 

f(x  4-  Ä)  —  fix)  ^  h 

ist;  insbesondere  ist,  lallb  x  und  x  -\-  h  innerhalb  desselben 
Intervalls  6  liegen,  f(x  -\-  h)  —  f(x)  »  h.    Demnach  ist 

(P(t)  ^  X  —  f{x) 

eine  stetige  Fimttinn,  rlit"  innerhalb  jedes  Intervall  ^  constant 
ist')  uud  die  dah^r  Wert  höchstens  In  den  Punkten  von  ^ 

ändei-n  kann.  Da  nun  ab/.ählbar  ist,  80  ist  auch  die  Wertmenge 
von  abzählbar.    Nun  ist 

f(0)  =  0,  /"(!)  =  M,    also    y(U)  =  0,         =  1  — 

Als  stetige  Funetinn  von  r  mufs  aber  qp(.r)  jeden  Wert 
zwischen  0  und  1  —  ti  wirklich  annehmen:  wäro  nnn  m  <C  1,  so 
würde  die  Wertmenge  von  fpix^  die  Mächtigkeit  C  besitzen,  während 
sie  doch,  wie  wir  eben  sahen,  abzahlbar  ist. 

2.  Die  allgemeine  luhaltsdetinition  iiLr  eine  im  Cy  enthaltene 
»bgescfalossene  Ponktmenge  hat  bei  Cantor  folgenden 

Wortlaut: 

Man  lege  um  jeden  Punkt  jp  eine  «r-dimensionale  Engel  mit 
dem  Badius  ^,  der  fUr  alle  Kugeln  constant  sein  soll.  Diese  Kugeln 
erfüllen  einen  Haumteil  /7(9,  P),  der  ihr  kleinstes  gemeinsames 
Multiplum  ist  und  der  mit  abnehmendem  ^  ebenfalls  abnimmt.  Für 
lim  (»  =s  0  convorgirt  daher  /!((),  P)  gegen  eine  bestimmte,  niemals 
negative  untere  Grenze;  diese  ist  der  Inhalt  von  P  und  wird  durch 
t7(P)  bezeichnet. 

Der  wichtigste,  für  dicken  luiialtäbegnäT  bestehende  Satz  lautet: 

I  Der  Inhalt  einer  Pnnktmenge  ist  gleich  dem  ihrer 
Ableitung:  /(P)  =  J{p\ 

Die  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes,  der  sowolil  den 
Schluls  von  V  auf  wie  auch  den  von  \v\  auf  n  gestattet, 

fahrt  schliefslieh  su  der  Folgerung,  dafo 

/(P)  —  /(PO  /(PW) 

ist,  wo  u  die  für  P  charakteristische  Zahl  ist  (S.  68  u.  69).  Ist  nun 
zunächst  Pt'')  «V  0,  also  P'  abzfthlbar,  so  ist  auch  der  Iiüialt  Ton  P 
gleich  Null,  also  P  unansgedehnt,  d.  h.: 

II.  Jede  Punktmenge  P  eines  C^,  deren  Ableitung  P' 
abzahlbar  ist«  hat  den  Inhalt  Null. 

Ist  dagegen  P(")  perfecta  so  ist  der  Inhalt  von  P  gleich  dem 
einer  perfecten  Menge,  «o  dafs  die  Inhaltsbestimmung  nur  für 
perl'ecte  Mengen  in  f'rage  steht    £s  folgt  also  weiter: 

1)  Vgl.  auch  die  ErQitenmg  dieser  Functionsklasie  in  Abschnitt  Ol, 
Cap.  4,  wo  die  Relation  ^(3;)  <»  0  ebenfUla  bewiesen  wird. 
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III.  .  Der  Inhalt  einer  Menge  P,  deren  Ableitung  P' 
nicht  abzählbar  ist,  ist  gleich  dem  Inhalt  der  in  P'  ent- 
haltenen perfeeten  Menge  P^'^ 

FOr  den  Sats  I  liat  Gantor  folgenden  Beweis  gegeben.  Es  ist 
Idar,  dafs  der  Satz  nur  zn.  beweisen  ist,  falls  P  auch  intlirte  Punkte 
enthält.  Man  betrachte  nun  wieder  für  beliebiges  9  den  oben 
definirten  Bereich  P').    Dieser  Bereich  wird  bei  hinlänglich 

kleinem  9  nur  einen  Teil  des  Bereiches  P)  ausmachen,  d.  h. 
es  ist 

11(9,  P)  —        P')  >  0. 

Femer  ist  klar,  dafs  anrserhull)  des  Bereiches  /7((),  P')  nur  eine 
endliche  Anzahl  isoliner  Punkte  von  V  liegt,  da  sie  sonst  eine 
Häufungt^T- lle  l)esitzen  niüfsten.  Ist  ilf  die  von  ihnen  gebildete 
Menge,  so  kann  inun  zunächst,  nachdem  eine  Gröfse  e  fest  gewählt 
ist,  ^  SO  klein  annehmen,  dafs  der  Bereich  i7(^,  P — M)  ganz 
innexlialb  i7(s,  P')  liegt,  so  dafs  also 

/7(^,  P-Jlf)<JI(*,  P') 

ist    Es  ist  daher  auch 

lind  liierans  scUiefst  Oantor  dnxeli  OrenzUbergang,  indem  er  bei 
festem  c  lunftchst  lim^ 0  werden  Iftfst,  dab 

ist.  Dafs  hier  auch  der  iSehiuIä  von  {vj  auf  o  gestattet  ist,  ist  in 
diesem  Fall  unmittelbar  evident. 

Ich  erwähne  endlich  noch  folgenden  Satz^): 

IV.  Ist  Q  eine  abgeschlossene  Menge,  Teilmenge 
von      and  wird  Qy  mit  wachsendem  v  flberall  dicht  in 

80  ist  lim/WO  — •^(^)- 

Denn  es  ist  J {Q^      / (9^)>  und  wenn      mit  wachsendem  v 

flberall  dicht  in  Q  wird,  so  conrergirt      gegen  4^  selbst,  woraus 

der  Satz  folgt 

a  T)ip  von  Peano^  und  Jordan^)  herrührenden  Formulinmgen 
lasse  ich  hier  für  den  J{g  folgen. 

Sei  die  Menge  P  =  {f>}  in  einem  endlichen  Raumteil  H  ent- 
Laiieu,  so  construire  man  im  irgend  eine  Ciebietsteilung,  z.  B. 
eine  solche  in  Wflrfel  der  Kante  c.  Ist  die  8umme  aller  Würfel, 
deren  sftmtliehe  Punkte  innere  Punkte  der  Menge  P  sind, 
so  convergirt  diese  Summe  für  lim  s  «  0  gegen  einen  bestimmten 
Gren2wert  8^  yon  dem  man  in  bekannter  Weise  zeigt,  dafs  er  TOn 

1)  Vgl.  W.  F.  Osgood ,  Am.  Jouni.  of  Math.  19,  S.  178. 

8)  Applicasioiii  geometriehe  del  calc.  infinit  Torin  18S7,  8.  168  It 

8)  Joum.  de  XaUi.  (4)  Bd.  8,  8.  77  ff.  (1899). 


Digitized  by  Google 


02 


A.  SchoanfiiM,  Bericht  ttb«r  die  Mengenlehre. 


der  Art  der  OeA^ieteteilung  unabhtmgig  iBt  Matx  ixLmm  jetzi  zweitens 
diejemgen  Wfiifel  der  Kante  c  ins  Avge,  die  ianer«  Punkte  tob  P 
oder  Punkte  auf  der  Grenze  von  P  entkaltan^),  so  hat  ihre 
fluame  Foim  E^'^  Si  moA  HKmwngkei  ebeofiillt  gegen  einen  Ton 
der  OeUetfteiiang  «Lnabhttngigen  Greasweft  S^,  it  S'  ^  0^  90 
nennen  Jordan  imd  Peano  die  Menge  P  mefsbar  und  S  ihren 
Inhalt.  Es  cooTergirt  also  dann  die  Sunme  der  Wttrfel,  die  die 
Fnrktf^  auf  der  Grenze  enthalten,  gegen  NulJ.  Ist  dair<»^'eTi  iS''>0.  so 
wird  zwischen  dem  äufseren  Inhalt 6' -j- 6"'  und  dem  inneren  Inhalt 
unterschieden ;  die  Menge  ist  alsdann  nicht  mefsbar.  Der  äufsere 
Inhalt  stimmt  mit  dem  Cantor 'sehen  Xukaitäbegnü  überein. 

£in  einiaches  Beispiel  einer  nicht  meüsharen  Menge  bilden  die 
nJaoiMlen  Punkte  eines  Bereiahes  M;  ihr  Auberer  Inhalt  ist  IT, 
irfhrwSi  der  inner«  Knll  ist 

Ist  der  ftufiMw  Jshaüii  einer  Menge  NuU,  so  ist  die  Menge 
natürlich  meisbar  und  hat  den  Inhalt  Null;  es  kann  also  die  Se- 
zeichnung  un  aus  gedehnt  in  dem  oben  benutsten  Sinne  für  sie 
beibehalten  werden. 

Es  scheint  mir  übrigens  zweckmäfsig,  die  vorstehenden  Inhalts- 
dßfinitionen  formal  noch  etwas  abzuändern.  Man  denke  sich  die 
Menge  P  innerhalb  eines  Würfels  m*  und  in  ihm  wieder  eine  Würfel- 
teilong  mit  der  Kante  t.  Für  einen  einzelnen  dieser  Würfel  gilt 
dann,  dafs  entvreder  Jeder  innece  Pnnkt  Ten  ihm  au  P  gehört,  oder 
es  gdidrt  kein  innerer  Punkt  m  P,  oder  es  gehören  endlich  einige 
innere  Punkte  su  P.  Ist  JE«  die  Summe  der  erstgenannten  Würfel, 
sind  £y  resp.  die  beiden  andern  Summen,  und  ist  J{ie)  der 
Inhalt  von  ir,  so  ist  immer 

£,  +  i:;  +  ii'^jiw), 

und  es  gilt  daher  auch  für  die  Grenzwerte  die  Gleichung 

8  +  S'  +  8''m^  J(w), 

Ist  jetzt  5 -|- 0,  so  ist  S"  =  J{w);  die  Bmnme  der  punkt- 
freien Wflrfel  convergirt  also  bei  unausgedehnten  Mengen  in  der 
That  gegen  J(iv),  und  umgekehrt 

Fttr  den  so  bestimmten  Inkaltsbegriff  besteht,  wie  leicht  er- 
sichtlich, der  folgende  Satz: 

y.  Sind  P  und  P^  mefsbare  Mengen  ohne  gemeinsame 
Punkte,  so  ist  auch  die  VcrcinigTinrT«5menge  (P,  P^)  mefs- 
bar, und  ihr  Inhalt  gleich  der  Summe  der  Einzelinhalte. 

Der  gleiche  Satz  gilt  auch  für  den  inneren  Inhalt  zweier 
Mengeu,  für  den  äufseren  dagegen  triöt  er  nicht  mehr  zu.  Ebenso- 


l)  Vgl.  z.  B.  Peano,  Atti  di  Toriuo  18,  8.  4S9. 

S)  Das  Genauere  über  4ieae  BegiifÜB  im  vierten  Ahsehnitt 
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miiig  brMMiA  er  ftür  den  ia&era»  Iidialt  itnendlicli  vieler  Mengen 
mBÜli  so-  Mm* 

4.  Der  vonMwBde  S«iz  ist  es,  detfBerel^)  zur  Grundltfe  seiner 
lahaltedefinition  gi»macht  hat.    £r  bezeichnrt  ihn  als  die  wesentliche 

Eigprr^flmft  des  InhaltsbeCT-itfR  rind  verlangt,  dulior,  die  Inbalts- 
dffinition  müsse  sn  gebildet  werden,  dafs  sie  diosp  Kigensehaft  aus- 
diückl.  Falls  daher  lias  auf  einer  Strecke  r  iiegeude  Continuani  C 
in  zwei  Punktmengen      uud       irgendwie  gespalten  wird,  so  soü 

-  r-.j(cr)-j(i5-|-j(j>,> 

flttn.  Hierzu  fügt  Borcl  die  zwnte  Forderung,  daCs  diese  Gleichung 
auch  für  jede  abzählbare  Menge  von  Pimktmengen  erftült  sein  soll. 
Da  nun  eine  endliche  Men^r»"  von  Punkten  stets  den  Inlialt  Nnll 
hat,  und  jede  ubzülilbare  Punktmenge  als  Suinn^p  von  ubzahlliu- 
vielen  endlichen  Mengen  darstellbar  ist,  so  fliefst  daraus  die  Folgerung, 
da£s  jede  abzählbare  Menge  den  Inhalt  Null  besitzt.  Nun  nimmt 
Mellich  die  zweite  Forderung  Bore  Ts  keineswegs  die  gleiche  Stellung 
ein  wie  die  erste.  CKe  hat  zun&chst  nur  den  Charakter  eines 
Postulats,  da  ja  die  IVage,  ob  «me  Kgenschait  endUeher  Summen 
auf  unendlich  viele  Summanden  ausdehnbar  ist,  nicht  durch  Fest- 
setzung erledigt  werden  kann,  sondern  vielmehr  der  Bntersndiun^ 
bedarf.  Borel  seigt  aber,  dafs  seine  Deflnities  in  sich  wider- 
spruchsfrei ist. 

Der  oben  bereits  citirte  Satz  Borel's,  dafs  eine  abzählbare 
Uenge  stets  den  Inhalt  Null  hkf  ,'  ergiebt  sich  nun  folgendermafseu: 
Der  Einfachiieit  halber  beweise  ich  ihn  fui"  eine  liueai-e  Menge 

X  «"  {aPr)      («i,  «st  ^1  • "  •  «V,  •  ♦  •)» 

die  im  Intervall  a  •  o  enthalten  sei  Ist  i  eine  beliebig  kleine 
Grörse,  so  können  wir  doch  stets  eine  unendliche  Reihe  von  Gröfsen 

so  bestiumjen,  dafs  ihre  Summe  gleich  e  ist.  ITun  construire  man 
um  jedes  x,  ein  Intervall  von  der  Breite  £r,  so  dafs  Xy  im  Innern 
des  IbiterTalls  liegt.  Es  werden  dann  einzelne  dieser  Intemlla  in- 
einandergreifen*). Bechnen  wir  nun  alle  solchen  Intervalle  als  ein 
Intervall  d,  so  bilden  diese  Intervalle  d  eine  Überall  dichte  Henge 
=  i^}>  "^on  der  unmittelbar  einleuchtet,  dafs  £i^s  ist,  d.  h.: 
VI.  Jede  auf  a-'h  liegende  abzahlbare  und  überall 
dichte  Menge  kann  so  in  Intervalle  eingeschlossen  werden, 
dafs  jeder  Punkt  der  Merif*^  innerer  Punkt  eines  Intervall* 
wird  und  die  Intervallmeuge  einen  beliebig  kleineu  Inhalt 
erhält. 

1)  Lecons  etc.,  S.  46 ff. 

2)  Vgl.  auch  die  genauere  Darstellung  auf  S.  108. 
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Der  gleiche  Satz  gilt  offenbar  für  jede  abzählbare  Menge 
p  =  { )  eines  falls  man  die  Intervalle  6t  durch  Kugeln  oder 
Wärfei  ersetzt,  die  um  die  Punkte  pp  gelegt  werden. 

5.  Eine  der  wichtigsten  Fragen  ist  die  na  li  dem  Inhalt  der 
nirgends  dichten  perfecten  Mengen  'J\  insbesondere  der  linearen.  Der 
innere  Inhalt  dieser  Mengen  ist  stets  Null,  der  äuTsere  Inhalt  — 
und  von  ihm  ist  hier  allein  die  Bede  —  wird  durcli  den  Wert  von 
£dif  bestimmt,  denn  dies  ist  der  Grenzwert  S'\  g^g^^n  den  die 
Summe  X,"  der  pmdrtfreien  Bereiehe  in  diesem  Fall  convergirt 

Da  Är  die  Anwendungen  immer  nnr  dieser  ftn&ere  lohalt  in 
Frage  steht,  so  will  ich  ihn  von  nun  an  wieder  knn  als  den  Inhalt 
▼on  T  bezeichnen  und  durch  J{T)  ausdrücken. 

Die  zu  T  gehörige  Intervallmenge  denken  wir  uns  jetzt  wieder 
der   Gröfse   nach   geordnet    und    durch    D  =  darcre'^telU. 
Bleibt  durch  Ausscheiden  von       vom  Bereich  t  der  Teilbereich 
übrig,  von  ihm  durch  Ausscheiden  von     der  Teilbereich  t^,  u.  s.  w^ 
so  ist 

Setzt  man  nun 
so  erhält  mau 

und  hieraus  folgt  der  Satz: 

VU.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafttr,  dafs  .die  perfeete  Menge  T  nnausgedehnt  ist,  be> 
steht  darin,  dafs  das  Prodnet 

(1_AJ(1  -A,)  ...  ^1  -  A,) 

den  Grenzwert  Null  besitzt. 

Dies  wird  besonders  immer  dann  eintreten,  falls  alle  X,  einander 
gleich  sind,  oder  falls  dies  wenigstens  von  einem  gewissen  Iudex 
au  der  Fall  ist. 

Der  vorstehende  Satz  wurde  für  lineare  Mengen  von  Harnack 
angegeben'^);  er  gilt  aber  seiner  Ableitung  naoh  fftr  Mengen  T  dnes 
beliebigen  C»,  da  ja  Ittr  alle  diese  Mengen  die  Existenz  einer  zu 

ihnen  gehörigen  Menge  D « {dj^)  nadigewiesen  worden  ist.  Doch 
wsteht  sich  diese  Üliertragung  nicht  ganz  von  selbst,  da  die  zu  einer 

Mengf»  Q  i^^liörige  Bereichmenge  D  =  |d}  nicht  eindeutig  bestimmt 
ist,  I'  r  Lieweis,  dafs  für  jede  solche  Menc<»  T>  die  Summen  £Sr 
und  2.£  gegen  denselben  Grenzwert  convergiren,  läfst  sich  jedoch 


1)  Math.  Ann.  19,  S.  239. 
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«nfacli  ftthreo  und  mag  daher  nntorbleiben.  Ebenso  convergirt  auch 
jede  andere  Summe  yon  Bereichen,  die  das  yon  der  Menge  Q  freie 
Gebiet  überall  dicht  bedecken,  gegen  £ty  was  sich  ohne  Schwierigkeit 
in  zwingender  Form  nach  den  bekannten  Methoden  darlegen  lälst. 

Der  obige  Satz  hat  bisher  meist  nnr  für  lineare  Mengen  An- 
wrridnng  gefunden.  Ich  lasse  für  sie  noch  einige  Formeln  folgen, 
deren  ich  fttr  spätere  Zwecke  bedarC  Wie  früher  (S.  77),  setzen  wir 
allgemein 

tlf^  ^N.O        ^If  -j- 

und  setsen  fnmer 

=  ^19  •  tlf  =^  k%  '  tjftQ  =*  kjf '  T/r,i> 

alsdann  iflt  Ajr  immer  ein  echter  Bruch,  während  X%  und  Xjf  jeden 
beliebigen  endlichen  pontiven  Wert  haben  können.  Wird  nim  noch 

gesetzt,  wo  sich  die  Summation  über  alle  2"  Gruppen  iST  mit  v  Indices 
erstreckt,  so  folgt: 

£t^     (1  —  A)  (1  —  A')  . . .  (1  —  l^^-'i)  X  -=  jiS^H, 

und  auch  hier  besteht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafOr,  dafo  T  nnauBgedehnt  ist,  darin,  dab  das  Frodnct  gegen 
Null  convergirt. 

Eine  Menge  T,  die  in  keinem  Intervalle  unausgedehnt  ist,  soll 
als  nirgends  unausgedehnt  oder  als  überall  ausgedehnt  ho- 
zeichnet  werden.  Für  sie  mufs  X^^"^  mit  wachsendem  v  sicher  gegen 
Null  convergiren,  da  ja  X^^"^  einen  endlichen  Grenzwert  haben  solK 
Doch  ist  damit  nicht  gesagt,  dais  dies  auch  von  jeder  Reihe 

Xij,%  •  •  •  Xjr,  •  •  • 

gilt,  wie  auch  umgekehrt^  &lls  T  nnansgedehat  ist,  derartige  Beihen 
existiren  kitnnen,  fllr  die  das  ragehörige  Froduot 

—  (1  —  X){\  —  Xi){l  —  Aa)  ••-(!  —  Xy) 

nicht  gegen  Null  convergirt 

Für  die  Art  und  \\  i  isr ,  wie  sich  diese  Folgen  über  die 
Menge  T  verteilen  kuuncu,  vermag  ich  die  zureichenden  Bedingungen 
nicht  anzugeben,  nur  bemerke  ich,  dals  hierfür  wesentlich  die  Werte 
▼on  A]r  und  X'g  in  Frage  kommen  werden,  sowie  die  gleiehm&bige 
oder  ongleichmSijnge  Convergenx.  Mne  Aufirtellnng  solcher  Be* 
dingnngen  wtide  sehr  erwünscht  sein'^). 

6.  Die  ebenen  und  räumlichen  Mengen  erfordern  noch  eine 
nShere  UnteiBOohung.    Ihre  Inhaltseigenschafton  bilden  nftmlich  die 


1)  Man  vgl.  die  Beispiele  im  Abschnitt  III,  Cap.  4. 
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GniBdkge  fOr  die  Tbeorie  des  DoffoKrtogrria  vaä  to 
mekrfacbe«  Ittegrale.  In  eiber  ebenen  lf«Dge  deren  Inhalt  / (<Q)  ^  p 
ist,  ktenen  nämlich  lineare  Kengen  entfaah«n  seiil^  detvn  (Iin«n%r) 
Inhalt  gröfser  oder  kleiner  als  ^  ist,  lueid  das  gegoneeitigo  Yer^ 

liältnis  dieser  Mengen  ist  es,  auf  dem  die  Thooric«  der  bezttglicheil 
Integrale  beruht.     Ee  besteht  zunächst  der  folgende  Satz: 

VITT.  Ist  Q  eine  ebene  unans^edehnte  Menge,  so  bilden 
diejenigen  Geraden  einer  jeden  Parallelschar,  aul  der  die 
Teilmenge  von  Q  ein«n  oberhalb  eiB«r  Gröfee  ö  liegenden 
Inhalt  hat,  eine  nirgends  dichte  unausgedekirte  Menge. 

Wir  denken  nns  ^  Menge  Q  ianeihalb  irgend  eines  Bedht- 
ecke  Hy  teilen  die  Seiten  und  in  v,  resp.  v,  teile  und  siehen 
die  bezüglichen  ParaUeleit.  Sei  femer  Xa  ein  solcher  Punkt  vim 
dtu^sh  den  ein^  Oerade  geht,  auf  der  J  (Q*)  >  ist.  Wäre  nnd 
die  Monge  Xn  ==  {xa\  nicht  nnausgedehnt  auf  h^ ,  und  q  ihr  Inhalt, 
so  würde  die  Summe  dtrj» nitron  Intervalle  r  von  h, .  in  denen 
Punkte  x„  liegen,  stets  gi"öfser  als  ^  bleiben.  Andererseits  liegt  in 
jedem  über  einem  solchen  Intervall  stehenden  Paralielstreifen  mindestens 
eine  Gerade  h*y  für  die  J{Q')'>p  ist.  Daraus  folgert  man  aber 
leicht,  dals  bei  jeder  Teilung  Z',^  sein  mübte,  während  doch 
bei  hiAreieheiMl  kMner  Teifaing  gogen  Noll  «miTeigiFi 
Wichtiger  mooh  ist  der  zweite  Satz,  der  di»  Undcelirtag  des 
▼origen  ausspricht.    Er  lautet: 

IX.  Ist  ^  eine  ehene  abgeschlossene  Menge,  und  bilden 
diejenigen  Geraden  einer  Parallels'cbar,  auf  r^oneTi  die  bf- 
7ü  cliche  Teiimenge  von  einen  oberhalb  einer  (4röfse  (j 
liegenden  Inhalt  hat,  für  jedes  g  eine  nirgends  dichte  ttn- 
ausgcdehnte  Menge,  so  ist  auch  Q  unausgode hnt. 

Wir  denken  un.s  v^ieder  Q  im  Rechteck 
und  es  sei  Zff  «*>  ( I  die  Ton  den  bexttgUchen 
Pisnillelen  auf  einer  BMhteolneiiüs  bestiinmis 
Menge,  und  1>     ( d, )  die  amgehSrige  Inttomdl-' 
menge.   Sei  femer  (Fig.  l)  x'  em  Pnnkt  inner- 
halb eines  fntervalles        so  ist,  wenn  auf  der 
durch  ihn  gehenden  Gornifm  //'  die  Teilmenge 
liogt,  J{Q')  <  ff.    Zur  Mmge  Q'  gehöre  E  =  ( | 
als  Intervallmenge.    Alsdann  wlAile  man  die  v 
ersten  Intervalle  f,-  so,  dafs 

+     +  •••  +  «»>*•■— 

ist,  wo  wieder  beliebig  innerhalb  ii  liegt  Neben  jedem  c,'  l&fst 
sich  ntbi  nadl  Gnfcs-  und  rechts  eiii  rechteckiglBr  Streifen  bestinunen, 
disr  Iceine  Punkte  q  enthUt;  ist  9i  die  kleinste  dieser  6i1»iM 
nach  links  und  Or  die  kleinste  nach  redits  fOr  die  v  Intervalle  t/, 
so  erh&lt  man  aitf  diese  Weise  ein  bestimilites,  den  Funkt  x'  ein- 
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sohliefsendes  Intenrall  x'  —  9t  •  ■  •  jc'  -)- ^r*  i^^ni  emehte 

m&n  den  xngebttrigen  Parallelstraiien.  Ein  solches  endliches  Inteirall 
^  =  '  •  '  gehört  nun  m  jedem  inneren  Punkt  x'  eines 
Intervallps  d,,  und  wenn  6,  inuerhiiU)  6,  liegt,  so  folgt  zunächst 
wioder  aus  dnm  Holuti-Borel" scheu  Satz,  dafs  mau  zur  Bedeckung 
jedes  Intervallen  Öi  mit  einer  endlichen  Zahl  solcher  Intervalle  ^ 
ausreicht*).  Wenn  man  nun  noch  fi  so  bestinmit,  dafs  bei  vor- 
gegebenem a' 

+     ^;  >  Äi  - 

isty  80  liegt  in  den  über  den  Intervallen  d/  construirteu  Parallel« 
streifen  eine  endliche  Zahl  punktt'reier  Bereiche     so,  dafs 

>  (»I  —  ^1  (*i  — 

iat.  Da  nim  ff'  und  c*'  beliebig  klein  gemacht  werden  können,  so 
ist  damit  der  Satz  bewiesen. 

Die  vorstehenden  Sfttze  lassen  sich  ILbrigens  auch  in  der  Weise 
yerallg«neinmi,  dafii  man  von  Mengen  Q  handelt,  die  Inhalt  be- 
sitzen. Ist  J{Q)  ^  Qi  so  kann  die  Menge  X  nicht  einen  Inhalt 
haben,  der  gröfser  als  q  ist,  falls  zu  jedem  x  eine  Parallele  gehört, 
anf  der  J{Q^)  >  ^  -}-  (J  ist,  und  ebenso  umgekehrt.  Ebenso  lassen 
sich  die  Sätze  aut  räuiuliche  Mengen  sowie  auf  Mengen  eines  be- 
liebigen Cf  sin  II      1 H  fs  fjhfrtrfi'j  en. 

Wichtig  ist  nuth  /.u  ])i'merken,  dais  die  vorstehenden  Sätze 
versagen,  falls  man  nicht  mit  abgeschlossenen  Mengen 
operirt.  Eine  ebene  oder  räumliche  Menge  braucht  uämlich  nicht 
abgeschlossen  zu  sein,  obwohl  es  eine  Pav^elsdiar  geben  kann,  so 
dafs  auf  jeder  dieser  Parallelen  die  besQgliobe  lineare  Menge  selbst 
abgeschlossen  ist  Solche  Mengen  kann  man  in  mannigfacher  Weise 
construiren,  selbst  SO,  da&  sie  auf  einer  fiberall  dichten  Oeradenschar 
perfect  sind^). 


V.  Ytrl.  S.  51.  Die  Wirkung  dieses  Satzes  hestoht  hier  darin,  es  als 
unmöglich  hiu^^ustelieu,  dafä  bei  festgehaltenem  a  entweder  v  über  jede 
Grenze  vriUdut,  oder  ^|  und  4^^  unter  jede  Grense  sinken,  was  man 
natürlich  auch  direct  zeigen  k»nn,  indem  man  den  Gedankengang  diesem 
ßeweiF;e6  wiederholt  Fbeneo  flieiat  die  Existenz  der  endlichen  GrÖfiien  9^ 
und  9^  aus  diesem  Satz. 

2)  Ein  einfaches  Beispiel  giebt  Pringsheim,  Ber.  d.  Münch.  Akad. 
1899,  8.  60.  Diejenigen  werte  (.r,  y),  die  oei  dyadiseher  Darstellnng  eine 
endliche  uud  zwar  die  gleiche  Zahl  von  ZifTorn  onthalten  ^v.  B  n,oil 
und  y  =  0,101).  bildpn  eine  M<>npp,  von  der  auf  jeder  den  Seiten  parallelen 
Geraden  nur  eine  endliche  Anzahl  liegt.  Die  Greuzpunkte  der  Menge 
erfaUen  aber  das  gamse  Beehteok.  Ebenso  für  jedes  andere  Zahl^stem. 
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A.  Schoeaifiies,  B«riebt  iber  <lie  Heagealehre. 


Fünftes  Capitel. 

fterapiele  umI  PmiktBeagen  besonderer  Art 

leb  lasse  sunftidist  die  bonerkaiswertesteii  Beiq»iel6  von  ZaUen* 

m engen  und  Ponktmengen  folgen,  die  bisher  zu  unserer  Kenntnis 
gelangt  sind.  Die  meisten  dieser  Punktmengen  sind  durch  eigens 
erdachte  Vorschriflcn  zu  bestimmten  Zwecken  construirt  worden. 
DaVtei  hat  es  sich  sehr  nützlich  erwiesen,  diese  Vorschriften  an 
die  jedem  Punkt  /ul'(  hörif^o  Decimalbrucbdarstellung  oder  an  eine 
ihr  analoge  Bestimmungs weise  auzuschlieüseu  und  Gesetze  für  uie 
einzelnen  Ziffern  aufzustellen.  Diese  Metbode  g«ht  meines  Wissens 
wesentlidi  auf  Peano  zurOck;  er  ist  es  aueh,  der  zuerst  statt  des 
Dedmalsjstems  die  EinfObrong  beliebiger  anderer  ZablqrBteme  mit 
Erfolg  benutzt  bat^).  Eine  Verallgemeinerung  hiervon  ist  diejenige 
Bestimmungsweise,  die  kürzlich  Breden  benutzt  hat  und  die  darauf 
hinausläuft,  für  jede  Stelle  der  Zilt'ernfolge  eine  andere  Zahl  als 
Basis  des  bezüglichen  Zahlsystems  zuzAilassen. 

Unter  den  allgemciueu  Constructionsvorschriften  erwähne  ich 
auch  hier  die  bereits  oben  (S.  78)  erörterte  Methode  zur  Herstellung 
nirgends  dichter  |)erlecter  Mengen  (2). 

Am  Seblnfs  des  Capitels  bebandle  ich  (6)  nocb  einige  Fragen 
fiber  gewisse  besondere  Kategorien  von  Punktmengen,  die  in  neueren 
Arbeiten  eine  BoUe  fielen,  insbesondere  die  Erfllllnng  eines  Inter- 
valls mit  einer  unendEcben  Menge  perfeeter  Mengen. 

1.  Bs  tst  leiobt,  eine  Pnnktmenge  P,  insbesondere  eine  lineare, 
so  zu  bilden,  dafs  die  «>^te  Ableitong  P^*^  nur  eine  endliche  Ansabl 
Ton  Punkten  enthält,  also  p(*^+^)  «=  0  ist.  (Mengen  enter  Gattnng 
und  v-ter  Art)    So  gab  s.  B.  Ascoli  die  Menge^ 

« 

in  der  die  8(  unabhltn^ag  von  einander  alle  positiven  ganzen  Zahlen- 
werte annehmen,  und  fftr  die,  wie  leicht  ersichtlich,  P""  «=  (0)*)  ist. 

Eine  Methode  allgemeinerer  Art  zur  Erzeugung  solcher  Mengen 
ist  folgende^).   Die  Menge 

bat  den  Nullpunkt  als  Qrenzpunkt.    Setzt  man  in  Jedes  Intervall 
*  * '      +  1         Menge,  die  mit  P  ähnlich^)  ist  und  an  der 

1)  Vgl.  z.  B.  Riv.  di  mat.  2.  S.  41. 

«)  Ann.  di  mat.  (2),  Bd.  0,  S.  B6  (1875). 

a)  Dies  bedeutet,  dafs  P""  aus  dem  Nullpunkt  besteht. 

4)  Vgl  Cantor  in  Math.  Ann  5.  129  (1872). 

6)  in  dem  S.  28  angegebenen  Sinn. 
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8teU«      -f  1  mmn  Grenqmkl  bantst,  lo  enftskeht  eine  Menge 

tO  Alfa 

—  -P,  «"  =  (0) 

ist.  Jetzt  bilde  man  eine  neue  Menge  JR,  indem  man  in  jedes 
Intervall      •  •  •  i/>^     i  eine  Meige  setzt,  die  Q  iUuüich  ist,  so  wird 

R'  —  fl,       —  P,  Ä'"  ^  (0) 

n.  8.  w.').  Man  sagt  noch,  daTs  in  Q  der  Nullpunkt  ein  Oienspunkt 
zweiter  Ordnung  ist,  in  J{  ist  er  ein  QrenspvnlEt  dritter 
Ordmmg  n.  a.  w."). 

Dn  BoiS'Beymond  hat  beme^*),  dab  die  NvUyvnkte  dar 

Function 

ff  —  sin  (l/ar) 

eine  Menge  bilden,  die  P  ähnlich  ist,  ebenso  die  Nullpunkte  Ton 

1 

1/  =  sm  .  ... . 


eine  Menge,  die  Q  Shnlieh  ist,  nnd  wenn  man 

.1  .1  .1 

y-^siflyri  yi-=8m  — ,     -y^  — sm- 

ietatf  so  bilden  die  Nullpunkte  von  y  eine  Menge,  für  die  der  Punkt 
ein  Grenxpunkt  (v  -|-  l)-ter  Ordnung  ist. 

Die  Cantor'sche  Methode  läTst  sich  auch  benntsen,  mn  Mengen  Q 
zu  bilden,  fllr  die  existirt*).  (Punktmengea  zweiter  Gattung 
gemäfs  S.  60.)  Man  geht  wieder  von  der  Menge  P  aus  und  setzt 
in    jf^des   Intervall    ^  v  ■  ■  •  V' +  '  P. ,    für   die  der 

Punkt  1/f  +  1  eiii  Oreuzpunkt  der  i'  len  Urdiiuüg  ist.  Ist  y  die 
SO  deiinirte  Menge,  so  enthält        jedenfalls  die  Punkte 

1_       1  1 

»T-fT '  r~-f  's '  V  4-  3 '  *  " ' 

es  ist  also  der  Nullpunkt  ein  Greuzpunkt  unendlich  hoher  Ordnung, 
und  zwar  ist  _ 

Man  kann  auf  diese  Weise  auch  Mengen  J?  definizen,  fttr  die  nicht 
allein  IZ^**),  sondern  auch  nach  weitere  Abl^tnngen  in  beliebiger 

1)  Ähnlich  bestimmte  Punktmengea  gab  au^  fit.  fimith;  er  «tefite 

sie  durch  die  Formel 

dar«  in  der  «r, ,  IT,,  ...  «r,  nnabhSngig  von  einander  alle  gansen  ZaUen 

annehmen  fProceed.  of  the  Lond.  Math.  Soc.  6,  ?   145;  1875). 

2i  Klengen,  die  in  dieser  Weise  durch  wiederholte  Einschachtelung 
entstehen,  gab  auch  Volterra;  vgl.  Gioro.  di  mat.  19,  S.  78. 
8)  Joura.  f.  Math.  79,  S.  36. 
4)  Math.  Ann.  17.  8.  SM  (1890). 

7*  * 
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Menge  existireD.  Setzt  man  z.  B.  in  jedes  Intenrall  >  •  •  1/^  -|-  i 
eine  Menge  die  der  TOrstehenden  Menge  Q  Shnlieli  isti  «nd  swar 
80,  da£iB 

^*       » -j- 1 

ist,  80  ist 

Ä-)  — P,  J2(«+t)-i(0) 

ti.  s.  w.  n.  8.  w. 

Interessante  B^piele  Ton  Mengen,  die  ziffemmäfsig  definirt 
sind  und  Ableitungen  transfiniter  Onbrangen  besitieii,  hat  Mittag* 
Leffler  gegeben^).   Setzt  man 

=  (0),  P.  _  { ji^}.  P,  _  { +  . . . 

WO  die  nti  unabhängig  von  einander  alle  ganzen  positiven  Zahlen 
durchlaufen  mit  Einschlufs  der  Null,  so  ergiebt  sich  leicht 

p; -=  Po,  p,  =  (Pi,  Po),  • . .  p;  =  S)(p._i,  p._,,  • . •  Pj,  p«; 

woraus  zni^hst  wieder  folgt,  dafs 

Fi-)  «  (0) 

ist    Man  setze  ierner 

ö-,  Ii.-!.  _V__|  L  i  1 

WO  die  w,  dieselbe  Bedeutung  haben,  vde  bisher,  während  v  alle 
ganzen  positiven  Zahlen  mit  Ausschlufs  der  Null  annehmen  soll, 
und  betrachte  zunächst  die  zu  einem  festen  v  gehörige  Menge 

^'  ^  { F  "1  1"  2»",+.  +mj  } » 

so  ist  dies  eine  Menge,  die  zu  P»,  ähnlich  ist^,  und  es  wird  daher 

HieraiiB  folgt  leicht,  dab       jedenfalls  die  Punkte 


enthttlt,  und  daraus  folgt  weiter 

=  (0). 

Auf  ähnliche  Weise  construirt  Mittag-Leffier  auch  eine 
Menge       für  die 

«  (0) 

1)  Acta  math.  4,  S.  58,  Anm, 

2)  Vgi.  Anm.  ö  auf  S.  98. 


Digitizeci  Ly  vjüOgle 


Beispiele  und  Ponktmexigen  besonderer  Art 


101 


itt    Diese  Menge  wird  dargestellt  durch 

JJ  ^b:   f    — l—   -'-  — —     I  ■  «  •  •  I  I  -X^  •  ♦  • 

(  '    ^+P*    '  '    jPi+J^H  hPr  ' 

in  der  (liV  w,-  und  i/  die  oben  angegebene  Bedeute n?/  haben,  während 
die  wie  die  m„  alle  ganzen  positiven  Zahlen  mit  EinschluTs  dejr 
Noll  durchlaufen  sollen. 

Alle  hier  erwähnten  Mengen  sind  naturgemäfs  nirgends  dicht 
und  abstthlbftr. 

2.  Jm  historischen  InteresBe  lasse  ich  hier  dasjenige  Beispiel 
einer  nirgends  dichten  perfecten  Menge  folgen,  das  8t.  Smith  gab^), 
um  den  oben  erwähnten  Hankel' sehen  Sats  Aber  den  Inhalt  solcher 
Punktmengen  zu  widerlegen.  Man  teile  zunächst  die  Iiinheitsstrecke 
in  m  (m  >  2)  gleiche  Intervalle,  hebe  das  letzte  heraus  und  teile 
jedes  der  m  —  1  übrigen  wieder  in  je  m  gleiche  Interralle,  lasse 
von  ihnen  das  letzte  wieder  ungeteilt  und  teile  jedos  der  je  «i  —  1 
übrigen  wieder  in  m  gleiche  Teile  u.  s.  w.,  so  bilden  die  Teilungs- 
punkte nebst  ihren  Grenzpunkten  eine  Menge  2'  =  { < ) ,  und  es  be- 
trilgt  die  Summe  der  punktfineien  Intervalle 

i  +  2^  +  <!!U=jii:  +  1. 

Die  Menge  hüt  also  den  Inhalt  Null.  Wird  das  Verfahren  nun  so 
abgeändert,  dafs  bei  den  einzelnen  Teilungen  aus  je  einem  Intervall 
der  Bake  nach  m\  tn\  •  •  •  nene  Tei^tervalle  entstehen,  so  er- 
giebt  sich  als  Snmme  der  pnnktfreien  IntervaOe 


m  "t-  —J^iT  "T  ^  '  m      m*  m« 


und  diese  Sunuue  kann  durch  YergrÖfserung  von  m  beliebig  klein 
gemacht  werden'). 

Wie  bei  Smith,  so  hat  anch  bei  du  Bois,  Harnack, 
Yeltmann'),  Volte rra>  die  nach  ihm  nnabhftngig  yon  einander 
perfecfte  Mengen  durch  überall  dichte  IntenrallvertBÜnng  construirt 
haben,  der  perfecte  Charakter  dieser  Mengen  zunächst  keine  Rolle 
geyjpielt,  sondern  nur  der  Wert  ihres  Inhalts  und  die  Widerlegung 
des  Hankel 'sehen  Irrtiuns.  Das  ersl^  bfnvufst  construirte  Beispiel 
einer  nirgends  dichten  perfecten  Menge  '£  ist  von  Cantor  ge- 
geben worden;  es  wird  von  allen  Zahlen 


1)  Proc.  of  the  Lond.  Math.  Soc.  e,  8.  148  (1876). 

2)  Ähnlich  ist  das  von  Volterra  angegebene  Beispiel  construirt, 
Giom.  di  mat.  19,  S.  80  ff.  Menoen  dieser  Art  finden  sich  auch  bei 
T.  Brodau,  Acte  üniv.  Lnnd.  8,  S.  17  iF. 

8)  Zeitschr.  f.  Math.,  S7,  8*  177  n.  199. 
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+  ^  +  +    +  F  + 

gebildet,  bei  denen  die  Coefficienten  irgend  einen  der  Werte  0  oder 
2  annehmen  können  Man  kann  diese  Menge  auch  so  definiren, 
dafä  sie  aus  allen  Zahlen  eines  triadischen  Zahlsystems  besteht 

je:  =  0,  c^CjCV,  •  •  • 

mit  Ausnahme  derjenigen,  in  deren  Ziffemfolgen  1  vorkonunt.  Bei 
dieser  Auffassung  ist  das  Cantor'sclie  Beispiel  einer  grofsen  Ver- 
allgemeinerung tahig,  indem  man  fiir  die  Darstellung  der  Zahlen 
zwischen  0  und  1  von  einem  Zablsjstem  mit  beliebiger  13a.sis  aus- 
geht und  die  Zahlen  beibehält,  in  deren  Ziffemfolgen  bestiumite 
Ziffern  auitreten.  Das  einfachste  Beispiel  bilden  diejenigen  Zahlen 
des  dekadischen  Systems,  deren  Deeunalbrücfae  nur  die  Ziffern  0 
und  1  aufvreisen,  also  alle  Brüche 

t  =  0.  (i^(L,(i^  '  '  •  für  üi  =  0  oder  1.      ( dekiidis<:h) 

Die  perfecte  Natur  dieser  Menge  T  ist  insbesondere  leirbt  er- 
kennbar, dafs  man  jede  Zitfemfolge  zunächst  dyadisch  liest,  wie 
es  bereits  auf  S.  64  geschehen  ist.  Sie  stellen  dann  die  s&mtliehen 
Punkte  z  einer  Einheitsstrecke  dar,  und  es  ist  T  das  Abbild  der 
Menge  Z  aller  Punkte  g.  Zum  üntetschied  Yon  den  früheren  Aus- 
führungen wird  aber  hier  jeder  Punkt  r,  der  einem  endlichen  Daal* 
bruch  entspricht,  doppelt  dargestellt  und  es  besitzt  daher  ein  solcher 
Punkt  r  zwei  verschiedene  Bildpunkte  t  und  Die  so  bestimmten 
Intervalle  ^  •••<'=»=  d  sind  die  punktfreien  Intervalle  der  Menge  T; 
wir  treffen  hier  also  wieder  auf  diejenige  Abbildung,  die  durch  Be- 
ziehung der  Mengen  J?  =s  [r}  und  J)  =  \  S]  auf  einander  vermittelt 
wird,  analog  wie  es  oben  (S.  79)  der  Fall  war. 

Der  luhuiL  dieser  Menge  ist  Null,  ebenso  der  der  Cantor" scheu 
llenge,  da  ftr  sie  alle  Ijr  CMistant  sind').  Das  gleiche  gilt  von 
dem  ein&ehen  Beispiel,  das  Harnack  spftter  für  Zwecke  der  Litegral- 
reoknmg  oonstroirt  hat*),  und  das  ieh  deshalb  anführe;  es  erfüllt 
«na  Stre<^  van  der  Liege  %  und  enteprickt  den  einfachen  Werten 

.  1        r  11  11,  1 

ff  —  ä  ,  <»iir=  ,  •         rN=^  j  ■  ^»^,  y. 

Beispiele  von  Mengen,  deren  Inhalt  ausgedehnt  ist,  werden  uns 
noch  spater  mehrfach  begegnen  (Abschnitt  III,  Cap.  4). 

3.  Eine  Verallgemeinerung  dieser  Beispiele  bilden  diejenigen 
Punktmengen,  die  Brod^n^)  kürzlich  aufgestellt  hat,  um  sie  für  die 

t)  Math.  Ann.  »,  8.  690. 

8)  Im  Betspiel  Cantor*s  ist  1^  =>  -g-,  für  das  andece     »  ^. 

B)  Math.  Ann.  84,  8.  287. 
4)  Math.  Ann.  61,  8.  808. 
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Theorie  der  reellen  Functioiieii  einer  VariableA  zu  verwenden.  Sie 
ftelles  die  Zahlen  ebeifidle  durch  eine  nneadlicfae  Ziffianifolge  dar 
und  lassen  sich  so  auffassen,  dafs  sie  kein  festes  Zahl^jstem  benKksen, 
vielmehr  die  Basis  des  Zahlsystems  für  jede  Ziffer  eine  andere  sein 
darf').    Dies  geschieht  wie  folgt:  Sei 

'i»  '«t  ^»  •  ■  • 

eine  unendliche  Reihe  ganzer  positiver  Zahlen,  8o  dafs  jedes  I,  >  2 
ist,  alsdann  kann  man  jede  Zahl  x  des  Intervalls  0  •  •  •  1  in  der  Form 

*-^+if^  +  -  +  ,7/r^  +  - 

dkurstelleu,  wo  U  <     <      ist,  und  umgekehrt;  iusbesoudere  ist  x 
ein  rationaler  Wert  r,  falls  Ton  eine»  bestimmten  Index  an  alle 
0  sind.   Es  ist  andererseits  andi 

wo  allgemein  -\-  iy  =  ly  ist,  und  bei  dieser  Darstellung  ist  x 
rational,  falls  von  einem  gewissen  Lidex  an  alle  1,  —  i  sind. 
Wir  finden  also  auch  hier  eine  Menge  JS^(r),  deren  Individuen 
eine   doppelte  Ziffemdarstellung  hei   fest  gegebenen  h  anlassen. 

Nimmt  man  nun  insbesondere  an,  dafs  alle  fv^e  sind,  wo  r  emB 
beliebige,  fibrigen??  feste  Zahl  bedeutet,  so  bilden  wieder  die  Tin- 
gehörigen  Werte  x  ein©  nirgends  rliVhte  pertecte  ^Tenge  T^''\  Setzt 
mau  nämlich       •  •  •  /r »  I/n  und  setzt  itlr  beliebige  aber  feste  Si 

80  sieht  man  leicht,  dafs  das  Intervall  r'  ■  >  •  x"  =  6  von  Pvuikt  'a 
der  Menge  frei  bleibt,  während  die  Eiui|miikt€  der  Menge  augeliuren. 
Den  Mengen  dieser  Art  läfst  sich  ein  beliebiger  Inhalt  geben. 

Ein  einfhches  Beupxel  hierfttr  bildet  die  Ton  Liouyxlle  angegebene 
Menge f  für  die  10"'  ist,  ond  d&e  durch 

10  ^  10*  *  ^  10*  »  •  ^       ^  10"  ~ 

dargestellt  ist.  mit  der  Mafsgabe,  dafs  alle  nnt^r  einer  bostimmten 
Gröfse  g  bleiben,  z.  B.  <  5^.  Diese  Menge  hat  insbesondere  die 
Eigenschaft,  dals  aUe  ihre  Elemente  transcendent  sind,  und  ist 
au  diesem  Zweck  von  LiouTille  aufgestellt  worden.  In  Folge  eines 
a.  a.  O.  bewiesenen  Satases*)  kann  man  nlmlich,  fkUs  |  Wurxel  einer 

1)  Diesen  Gedanken  finde  ich  zuerst  bei  ätrauU,  Actaxaath.  11,  8. 19, 

2)  Jonm.  de  math.  16,  8.  188.  Vgl.  auch  Lerch,  Frsger  Alhenasnm. 
Bd.  S,  8.  »36  (1886).  ^Ohmisch.) 
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algebraischen  Gleichung  v-ten  Grades  ist,  und  p  :  q  ein  in  der  Nähe 
TOn  I  liegender  rationaler  Brach,  eben  binreiehend  gro&en  Wert^ 
80  finden,  dafis  fllr  jedes  q>  Q 

ist.  Weuu  mau  daher  umgekehrt  unbegrenzt  grofs  werdeude 
Zahlen  q  angeben  kann,  fllr  die 

I  p 


< 


ist,  kann  |  nicht  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  i'-ten  Grades 
Bein,  und  wenn  dies  für  jedes  v  möglich  ist,  so  ist  ^  notwendig 
transeendent.    Setzt  man  nun  in  dem  obigen  Beispiel 

4       10  "T  ^  10*'* 

80  daifl  q     10*^'  ist,  so  folgt: 

Es  giebt  also  für  jedes  v  Werte  g,  die  die  obige  IJngleichnng 

nicht  erfüllen,  so  dafs  %  transeendent  sein  muTs. 

Borel   knüpft  liieran  folgende  Bemerkung*).    TjCgt  man  TZBL 
jeden  rationalen  Punkt  Pjq  der  Eiuheitestrecke  ein  Intervall 

...  £  +  jt<i 

9        «"        «  ^  ff* 

Yon  der  Länge  t,  so  werden  diese  Interralle  einander  wieder  teil- 
weise überdecken  und  in  dem  S.  93  genannten  Sinn  eine  überall 
dichte  Intervallmenge  i)  s  { d }  bestimmen.    Knn  ist 

Zi<\Z{q-\)^,<%\2:y 

und  kann  daher  durch  geeignetes  X  beliebig  klein  gemacht  werden. 
Die  Intervalle  liefern  also  ein  Beispiel  zu  dem  oben  erwähnten 
Borel 'sehen  Inlialtsbegriff  und  dem  für  ilin  geltenden  Satz. 

Die  so  defi?iirte  Intervallmenge  J)  ==  {<3}  bestimmt  anderprsoits 
eine  abgeschlossene  Menge  $i  =  { 9i  |  >  so  dafs  für  jeden  Punkt  q^ 


P 


ist.  ^fan  seLliefst  hieraus  noch  leicht,  dafs  jeder  Punkt  x  der  oben 
betrachtet f'n  transcendenten  Menge  innerer  Punkt  eines  Intervallr's  S 
ist,  weiches  auch  der  Wert  von  k  sein  mag,  wie  aus  der  für  den 
Punkt  X  bestehenden  Gleichung  unmittelbar  folgt. 

1)  Le90nt  etc.,  S.  44. 
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4.  Öpecielle  Beispiele  ebener  oder  räumlicher  nirgends  dichter 
Mengen  sind  bisher  nicht  viele  vorhanden.  Die  Methoden,  die  an 
die  Decimalbrachdarstellung  anknüpfen,  sind  auch  hier  anwendbar, 
foUfl  man  sie  auf  beide  Oooidinateii  x  nnd-  y  überträgt.  Em  erstes 
Beispiel  einer  ebenen  nirgends  dicbten  perfeeten  Henge,  die  niobt 
nnausgedehnt  ist,  gab  Yeltmann^).  Im  übrigen  ist  zu  bemerken, 
dafs  äese  Mengen  banptsächlicb  in  der  Theorie  der  Functionen  einer 
complezen  Variablen  auftreten;  sie  können  daher  an  dieser  Stelle 
mir  summarisch  erwUhnt  werden -  i  Ebenso  mnfs  liier  die  Be- 
merkung genügen,  dafs  auch  die  Curvenmenf^en  bereits  nach  den 
Methoden  der  Mengenlehre  untersucht  worden  sind').  Auf  eiii 
sehr  merkwürdiges  Auftreten  solcher  Curvenmengen,  die  ein  geuuue^ 
Analogon  zu  den  nirgends  dichten  perfecten  linearen  Punktmengeu 
bilden,  ist  kttrzlicb  Hadamard^)  gefObrt  worden  nnd  zwar  bei 
üntersaebnngen  über  den  Verlauf  der  geodfttiscben  Linien  auf  mehr- 
fach zusammeiihftngeaden  krammen  FlicbMi. 

6.  Fflr  die  Theorie  der  reellen  Functionen  einer  Variablen  ist  es 
▼on  Wichtigkeit,  das  Continnum  in  Punktmengen  zu  spalten,  die 
sfimtlich  liberall  dicht  liegen  und  die  Mächtigkeit  C  besitzen'^). 
Mit  flpi  allgemeinen  Theorie  dieser  Punktinengen  wni-rlpü  wir  uns 
unten  beschäftigen;  hier  führe  ich  zunächst  einige  iieispiele  an. 

Beispiele  dieser  Art  hat  zuerst  T.  B roden  consitiiiirt  und  zwar 
auf  mannigfache  Weise*).  Man  gehe  z.  B.  von  der  Menge  Z=  {z\ 
aller  Zahlen  der  Einheitsttreeke  ww  und  stelle  sie  wiederum  durch 
einen  unendlichen  Dualbmeh 

r  =  0,  üid^fi^  '  '  •      ff,-  =  0  oder  1 

dar,  wo  der  Fall,  dafs  alle  a,-  von  einem  bestimmten  an  gk-ich  Null 
sind,  ausgeschlossen  ist.  Nun  sei  L  eine  beliebige  divergente  Reihe 
gegen  Null  abnehnn  iider  Groisen  /q,  /j,  /j,  •  •  •.  Ist  -O"  <  1,  so  kann 
man  wachsende  Zahlen  v^,  v^,  t/^,  •  •  •  m  iindeu,  dals 

ist,  nnd  daher  1,^,  *  *  *  «me  conveigente  Reihe  Xc  bilden. 

Wird  jetst  dieser  Beihe  eine  Zahl  »e  so  zugeordnet,  dafs 

ür,  =  a,.,  =  fl,,  «  . . .  «  1 

ist,  während  die  übrigen  a,  =  U  sind,  so  hat  die  Menge      =  («c) 

♦ 

1)  Zeitschr.  f.  Math.  97,  8.  178  u.  818. 

'2'  Ein  einfach  con<)truirteB  Beispiel  findet  sich  bei  Mittag- 
Leffler,  Acta  Math.  4,  Ö.  23,  Anm. 

8)  Genauer  werde  ich  hierauf  im  vierten  Abschnitt  eingehen. 

4}  Joum.  de  math.  (6)  4 ,  S.  G7  ff. 

o)  Vgl.  besonders  Abschnitt  III,  Cap.  2  u.  3. 

6)  Joum.  f.  Math.  118,  S.  2U.  Vgl.  auch  Bih.  Svensk.  Vet.  Handl.  23, 
I,  Kr.  t  und  öfm.  af  Stoekh.  Vet.  Ak.  Ffirhaadl.  1896,  Kr.  8. 
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dieMr  Zahlen  die  Michtigkett  Je  C.  Es  ist  nftmlkli  jede  Teilreihe 
einer  Reihe  X«  ebenlklla  eonTergent,  imd  da  die  Clesamtheit  dieser 
Tokeihea  die  lAksktiglceit  c  hat,  so  ist  aaeh  Se  —  C.   Jeder  Beihe 

X»  entspricht  andererseits  eine  diTetgente  Bestreihe  La  von  X,  ud 
es  besit/.cn  daher  auch  die  ihnen  entspredbendeii  Zahlen  gd  die 
Mächtigkeit  =  C.  Die  so  definirten  Menjren  liefen  aber  auefa 
überall  dicht,  df-nn  in  der  Xiibf«  ( inor  jeden  Zahl  »lie  oinpr  end- 
lichen Ziffemfolge  ent-^pncht,  können  iK>wohl  rechts,  wie  itukfi  Zahlen  Zc 
resp.  Zd  anpregeben  werden. 

Ein  anderes  Beispiel  dieser  Art  erhält  man  aus  den  oben  (S.  103) 
«rwShnten  Brod^n'sohen  Mengen,  hXiB  msn  lim  »  oo  setst  nad 
dann  die  Hengen  T^^  T^^  •  •  *  betrachtet,  die  einer  Beihe  unbegreast 
wachsender  Griifaen  <  %  <  •  •  •  entsprechen.  Die  so  entstehende 
Gesamtmenge  'Sk{Tr]  >  (li^  wir  anch  kfirzer  durch  |2V)  heseichnen, 
teilt  das  Continuum  in  der  yerlangtrn  Weise*). 

Einf»  Methode,  die  sogar  7u  !)eliebig  vielen  Teilmengen  dieser 
Art   führt,  i??t   folgende.    Seien   wieder  die  Zahlen  der 

Einheitsstrecke,  die  man  in  irgend  einem  ZablsTstem,  z.  B.  im  deka- 
dischen, derart  darstelle,  dafs  die  endlielx-n  Deelmalbrftche  ausge- 
schlossen werden.  Nun  sei  die  Menge  aller  derjenigen  Zahlen,  die 
nnendlich  oft  die  Ziffer  9  enthalten,  mit  Ansschlnfs  der  Zahlen  Z'^{e'\^ 
bei  denen  von  einer  bestinunten  Stelle  an  nur  die  9  TOrkommt,  und 
es  sei  Z,  ihre  Oomplemantlrmenge.  Alsduin  ist  nicht  allein 
fiberrill  dicht,  Sondern  au(  h  7^.  da  ja  die  flberall  dichte  Menge  X 
als  Teilmenge  enthält    Es  ist  aber  auch 

^  «  C  und  ^  —  C. 

Schreibt  man  nämlich  eine  Zahl      in  der  Form 

^1  — Ol  («i)(os)(«s)  • 

wo  jedes  (a,)  entweder  9  ist,  odn*  «ne  Gruppe  Ton  ^lEran,  in  der 
9  nicht  vorkommt,  so  sieht  man  unmittelbar,  dafs  der  Menge 
aller  unendlichen  dyadischen  BrAche  Äquivalent  ist,  woraus  |i  C 
folgt.  Andererseits  enthSlt  Z^  als  Teilmenge  alle  Zahlen,  in  denen 
nur  die  Ziffern  1,  2,  •  •  •  8  auftreten,  und  es  ist  daher  auch     =  C. 

Man  kann  nun  die  Spaltung  von  Z  durch  wiederholte  An- 
weiidunL'^  desselben  Verfahrens  noch  weiter  treiben.  Von  Z^  spalte 
man  jetzt  die  Menge  ab,  in  der  die  Ziffer  8  uuendlirh  ofl  auf- 
tntt.  so  ist  auch  diese,  du  ihre  ersten  v  Ziffern  fttr  jedej»  v  unbe- 
Hchränkt  sind,  notwendig  überall  dicht,  and  die  Bestmenge  Z^  ist 
es  ebenfalls,  da  in  ihr  wieder  Z*^  als  Teilmenge  eaostirt.  Zugleich 
sieht  man  auch,  daä  beide  Mengen  die  Miehtigkeit  c  besitien. 

So  kann  man  fortfiüuren,  und  da  man  die  Basis  des  Zafalflsjrstems 


1)  Math.  Ann.  61,  S.  80t  ff. 
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beliebig  wiiblea  kaau,  so  kann  man  die  Einheitsatrecke  in  beliebig 
viele  Mengen  dieser  Art  spalten. 

6.  Wir  haben  im  Vorsteheuden  eine  unendliche  Menge 

nidit  abzahlbarer  abgeschlossener  Mengen  kennen  gelernt,  deren  jede 
nirgends  dicht  ist,  und  die  in  ihrer  Gesamtheit  das  Intervall,  in  dem 
sie  enthalten  sind,  überall  dicht  erfüllen.  Die  Natur  dieser  Mengen 
und  ihrer  Complementilrmenge  i.st  von  principiellerer  Wichtij/keit. 
Sie  bilden  ftlr  verschiedene  Sätze  der  Analysis  die  (inmdlage  der 
SchltLsse  und  erfordern  daher  eine  nähere  Erörterung.  Ich  zeige 
zunächst,  dafs  man  solche  Mengen  auch  so  construiren  kann, 
dafs  jede  tob  ihnen  den  Inhalt  Nnll  hat. 
Seien  also  im  Inteirall  a  ^  .h^t 

7",  7'",  T<^\  .  .  . 

die  h*'?fipflii  lir>n  M'^nL'f'n,  sn  knnnr'n  wir  jedenfalls  zeigen,  dafs  es 
für  beliebig  gegebenes  A,  erreicht  werden  kann,  dafs  /(7'*^M  =  0  ist, 
resp.  dafs  sich  die  zu  7'  gehörige  freie  Intenrallsunime  von  dem 
Cresamtintervall  t  um  beliebig  wenig  unterscheidet  und  zugleich 
jedes  eintelne  freie  Interrall  beliebig  klein  wird.  Ein  mehrerss  l&fet 
sieb  aber  audi  der  Natur  der  Sache  nach  nicht  erreidien. 

Der  Binlkehheit  halber  setzen  wir  unsere  Mengen  als  perfsct 
voraus.    Ferner  seien 

j>'={d:},  i>"={i;},  d'''  =  (ä^'},... 

die  zugehörigen  Intervallmengen ,  und  es  seien 

d',  d",  . . . 

ihre  gröfsteu  IntervulJe;  ist  aLsdanu  «>■«">■••  eine  Reihe  von 
Gmümi,  so  dafe  lime^^)<=  0  ist,  so  mufs  bewirkt  werden,  dafii 

ist.  Ist  nun  a  beliebig  vorgegeben,  so  bestimmen  wir  die  Qrölsen 
ff',  0"  so,  dafs 

ff><r'+<f"+  +  tf<*>H  

ist,  und  construireu  zunächst  eine  Menge  T\  so  daft  =  0  ist, 

resp.  dab  d'<c'  und  sogleich 

T>J'(j;>T— 
1 

ist,  was  immer  möglich  ist  Jetst  setsen  wir  in  jedes  InterfaU  Si 
eine  perfecte  Menge  T/,  so  dab,  wenn  wieder 

c"  ^  a'i  -\-  <fi      '  • '  -\-  Cft   
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gesetzt  wird,  /(T/)  =  0  ist,  resp.  i^'  Intervalle  der  zu  7','  gehörigen 
Intervallinenge  />,'  so  gefunden  werden  können,  dafs  sicli  ihre  Summe 
von  di  Ulli  weniger  als  (f,-  unterscheidet,  su  daXs 

1 

ist     Ahdann  bestimmen  die  so  definiiien  Mengen  T,',  resp.  die 

Intei'\'uiimeugen  Dl  Gesamtmengen 

D"^[Di\    und  r'^[Ti]y 
80  dafs  auch  I{T")  —  0,  resp. 


1 


ist;  und  dies  kann  auch  so  geschehen,  dafs  8"  <C  e"  ist.  In  dieser 
Weise  kann  man  fortfahren,  womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

Von  der  Complementurmenge  Ji,  die  zu  SRI  2'^^^)  gehört,  gilt 
noch  der  Satz,  daCs  sie  die  Mächtigkeit  c  hat  Jeder  Punkt  Ton  M 
ist  nlmlich  innerer  Punkt  je  einer  unbegrenzten  Beihe  von  Inter- 
vallen 

mit  beliebigen  Indices  v,  ft,  i  •  •  woraus  die  Behauptung  unmittel- 
bar folgt.  Dieser  Satz  gilt  augenscheinlich  auch,  wenn  die  Mengen  T^^^ 
beliebigen  Inhalt  hnhen,  falls  sie  nur  nirr'onds  dicht  sind,  da  er  ja 
nur  mit  den  punkttreien  Int«^n'allpn  f'ijrritt     Also  folgt: 

I.  Sind      Qi^       •  •  •       •  •  •  nirgends  dichte  Mengen,  von 

der  Art,  dafs  jede  die  vorhergehende  als  Teilmenge  ent- 
hUlt,  und  dafs  ^\Qv\  =  {Qv\  im  Intervall  t  überall  dicht 
ist,  so  hat  die  Complementftrmenge  M  TOn  [Qf\  die 
MKohtigkeit  c'). 

Ein  Beispiel  zu  diesem  Sats  bilden  einerseits  die  Broden'schen 
Mengen  7y  (8.  106),  andererseits  aber  auch  diejenigen  Mengen  des 
obigen  BoreTsrhen  Beispiels,  die  man  erhftlt,  wenn  man  der  Gröfsel 
eine  unendliche  Reihe  gegen  Null  convergirender  Werte  beilegt. 

7.  Die  durr  h  dieses  Beispiel  charakterisirte  Mengengattung  hat 
sich  als  besonders  wichtig  für  die  Analysis  herausgestellt  und  darf 
deshalb  eine  genauere  Erörterung  beanspruchen. 

Mit  Bairo  bezeichnen  wir  noch  die  Menge  iÜ?  [  ^t^,  }  =  [Q*]  als 
Menge  erster  Kategorie.  Aus  ihrer  Definition  folgt  sofort,  dalh 
das  Continuum  keine  Menge  enter  Kategorie  ist,  und  daraus  folgt 
weiter  der  Satz: 

H.  Die  Complementärmenge  einer  Menge  erster  Kate- 
gorie ist  selbst  keine  Menge  erster  Kategorie. 

1)  Vgl.  Baire,  Ann.  di  mat  (3),  Bd.  3,  S.  07  (löyS;. 
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Mengen  dieser  Art  bezeichnet  Baire  wh  Mengen  zweiter 
Kategorie.  Zu  bemericen  ist,  cIa&  der  hier  m  Tage  tretende 
ünterichied  mit  dem  MSchtigkeitsbegriff  mohts  so  ifann  hiftt,  sondern 
nur  mit  der  BanmerfBUiing. 

Eine  Menge  zweiter  Kategorie  hat  zwar  nach  Satz  I  stets  die 
Mächtigkeit  es  kann  aber  anoh  eine  Menge  erster  Kategorie  die 
Mächtigkeit  c  haben. 

Sei  üim  X  =  [x]  eine  im  Intervall  t  überall  dichte  Menge 
iiiul  X/  ihre  Complementärmenge.  Wenn  nun  —  vric  bei  den 
Mengen  Borel's  —  zu  jedem  Punkt  x  von  X  ein  ihn  emstbiielsendes 
lüterrell  <  gehört,  so  kann  zunftchst  auch  jeder  Punkt  von  Xg 
innerer  Punkt  einee  Interralles  e  sein.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  giebt 
es  also  Ptinkte  von  2,,  die  nicht  innere  Punkte  einee  Intenrails  « 
sind,  so  ist  die  von  ihnen  gebildete  Menge  falls  sie  unendlich 
ist,  notwendig  abgeschlossen  und  nirgends  dicht.  Die  Menge  Q 
kann  auch  perfect  sein,  obwohl  dies  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein  %nrd.  Jedenfalls  gehört  zu  ihr  eine  Menge  D  =  { } ,  die  mit 
der  S.  [y^  erwähnten  Menge  identisch  ist,  so  dafs  jeder  innere  Punkt 
eines  lnt*jrvalles  Ö  auch  innerer  Punkt  von  Intervallen  €  ist.  Wir 
sprechen  die  Existenz  dieser  Mengen  durch  folgenden  Satz  aus,  der 
diks  Gegenstück  des  Heine-Borerschen  Satzes  von  S.  51  ist: 

m.  Gehört  zu  jedem  Punkt  x  einer  im  Intervall  a  . . .  d 
ftberall  dichten  Punktmenge  Z  »  {x  j  ein  ihn  einsohliefsen- 
des  Intervall  c,  und  ist  nicht  jeder  Punkt  von  a...b  innerer 
Punkt  eines  sei  he n  Intervalles,  so  bestimmen  die  Inter* 
valle  c  eine  endliche  oder  abgeschlossene  Menge  von 
der  Art,  dafs  kein  Punkt  von  Q  innerer  Punkt  eines  Inter- 
valles £  ist,  während  dies  iür  jeden  Punkt  der  Complementftr- 
menge  von  Q  der  Fall  ist, 

Falls  nun  die  zu  jedem  Tunkt  von  X  gehörigen  Intervalle  t 
ver&nderlicher  Katur  sind  und  jedes  von  ihnen  Werte 
annimmt,  die  gegen  Null  oonvergiren,  so  ergeben  sich  die  Mengen 

D',  D",  7)-^,  .  .  .  .    resp.    Q\  Q  \  Q"\  .  .  .  ., 

und  es  ist,  wie  im  vorstehenilen,  leicht  beweisbar,  dafs  diese  Mengen 
bei  geeigneter  BeschaÜenheit  der  Intervalle  f  resp.  von  £e  die 
Strecke  a . ,  .b  allmählich  überall  dicht  bedecken,  so  da£s,  wenn 
wieder 

gesetzt  wird,  die  Menge  31  eine  Punktnienge  zweiter  Kategorie  ist 
Der  Satz  bleibt  übrigens  auch  dann  in  Geltung,  wenn  ein 
Intervall  t,  das  zu  einem  Punkt  x  von  X  gehört,  nicht  den  Punkt  x 
einschliefst,  sondern  in  ihm  beginnt,  fkUs  nur  die  Punkte  x 
und  damit  auch  die  Intervalle  t  Hbonall  dicht  liegen.  Die  vor- 
stehenden Eesnltate  gelten  also  fttr  jede  beliebige  Menge 
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überall  dichter  Intervalle,  wie  diese  Intervalle  anch  su  einander 
liegen  mdgen,  reep.  ittr  jede  ans  derartigen  Mengen  geUldete  Ge* 
aamtmenge  {E^*^. 

Ich  werde  die  Mengen  JC  =  { f , }  sowie  die  dnrch  sie  bestimmten 
Mengen  Q  resp.  { im  folgenden  als  Bore  1 'sehe  Mengen  bezeichnen. 

Ijhcr  Mengen  iweiter  Kategorie  ffihre  ach  noch  folgenden 
Satz  an: 

TV.  Die  gemeinsamen  Punkte  zweier  Mengen  zweiter 
Kategorie  bilden  ebenfalls  eine  Menge  zweiter  Kategorie. 

Ist  nämlich  M  die  eine  dieser  Mengen,  und  ist  sie  Complementär- 
menge  von  { Q^*^ ) ,  die  andere  Jf,  Complementirmenge  von  ( ^  ^ 
bilden  auch  die  Mengen 

in  ihm  Gesamtheit  eine  Menge  erster  Kategoriov  waraas  der  Sati 

unmittelbar  folgt. 

Endlich  noch  pine  letzte  Bpmerknnp.  Keinf  df^r  beiden  Alteft 
von  Punktraengen,  zu  dpriPTi  \sir  hi^r  frelangt.  sind,  nnmlich  die 
Menge  I  } ,  und  ihre  (  onipiementännenge  3/,  ist  abgeschlossen  M. 
Sie  st<*llen  also  allgemeine  Vertreter  der  in  (5)  an  Beispielen  be- 
handelten Meugengattung  dar.  In  der  Tbat  bilden  sie  auch  die- 
jenigen Typen,  die  bei  Fanetama  reeller  Variablen  IfberaU  da  auf- 
treten, wo  man  n  Mengen  der  Mftchtigkeit  c  galaogt»  die  nicht  ab- 
getdiloseen  sind.  Cs  würde  sn  untenaehen  eeki,  ob  jede  ftbeiall 
dichte  nicht  i^igeschlosMe  Menge  der  Mlchtigheit  c  stets  eine  M^ige 
ersrtei  oder  KWeater  Kategorie  iat  Ich  muft  mich  jedoch  beguBgen 
diese  Frage  anzudeuten. 

Da  die  vorstehenden  Betrachtun e^^n  nnr  mit  den  Intervallen  ä 
operiren,  so  lassen  sie  sich  ohne  Ausnahnie  auf  Mengen  riiies  be- 
liebigen C\  fibertragen.  Man  braucht  unter  den  Ö  mw  die  ent- 
sprechenden Bereiche  zu  verstehen,  und  alles  bleibt  in  Ueiiung. 

8.  Auch  die  Begriffe  der  Mengen  erster  und  zwnter  Kat^orie 
sind,  wie  ich  noch  ausdrftdclich  begründen  will,  nicht  an  das  Con- 
tinnum  gebunden;  sie  lassen  sich  für  jede  perfecte  Menge  T 
definiren.  Ist  U  eine  in  T  ftberall  didite  Menge,  mid  gehfJrt  sn 
jedem  Punkt  u  ein  Interrdl  oder  Bereich  d,  SO  kann  man  wiederum 
die  Menge  aller  derjenigen  Punkte  ins  Auge  Isssen,  die  nicht  innere 
Ptinkte  eines  Bereiches  6  sind,  und  sie  mufs  wieder  eine  ab- 
geschlossene ^Tf^ntr»^  Q  sein.  Allpfflings  enthält  jVt/t  f^)  \m  n  11  «j'^ni einen 
ganze  Intervalle  re^p.  Gebiete.    Nun  betrachten  wu'  die  Menge 

1)  Eine  unendliche  Menge  abgeschlossener  Mengen  braucht  also  nicht 
idbet  abgeechloieen  su  slAi.  tSa»  endHche  Menge  abgescbloseenor  Mengen 
ist  jedoch  iteti  abgeseUoesea. 
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sie  ist  abgieiohlosiea  nad  zugleiek  Tealmeng«  tob  T,  sie  stellt  daher 
de«  Anftlogoii  der  frOheTeB  Mengen  Q  bMOglieh  T  dar.  DsBiit  ist 
aber  die  Behauptung  erwiesen.  Denn  wir  kOnsen  jetct  wiederum 
eine  Gesinitnenge  |      }  definiren,  und  erhalten  in  ihrer  Oomplement&r- 

menge  besflgUch  T  eine  in  T  llheiull  dichte  Menge^),  die  als  Menge 
zweiter  Kategorie  mit  Bezug  auf  T  zu  bezeichnen  ist. 

Hier  wie  auch  sonst  tritt  uns  also  eine  wichtige  Tfaatsadie  als 

sozusagen  invariantes  Rosiiltat  entgegen.  E??  ist  eine  ge^vis5?e 
Gleichwertigkeit  aller  perfp''tPTi  MorifiMMi.  r^sp.  der  Unistand, 
dafs  alle  wichtigen  Eigenf?('halteu  und  liegntie  der  Punktmengen 
fÖT  beliebige  perfecte  Mengen  in  gleicher  Weise  voi-handen  sind, 
mögen  sie  continuirlieh  oder  nirgends  dicht  sein,  oder  eine  beliebige 
Combination  dieser  beiden  Typen.  Hierin  liegt  meines  Eracbtens 
einer  der  wichtigsten  Erfolge  der  Mengenlehre.  Damit  ist  sogleich 
etreidit,  da&  flbr  die  Analysis  eine  jede  perfecte  Menge  ein  ebenso 
yollkommenes  und  geschlossenes  Operationsgebiet  darstellt,  wie  ein 
continuirlicher  Bereich,  und  wie  ich  schon  hier  vorausschicke,  ist  es 
gerade  dieser  Oedanke,  der  sich  in  jüngster  Zeit  fÄr  die  Analjsis 
als  fruchtbringend  erwiesm  hat. 


Dritter  Abschnitt. 

Anwendungeii  aof  FonctioBen  reeller  Variableo. 

Man  mag  geneigt  sein,  dasjenige  Oebiet  aus  der  Lehre  von  den 
reellen  Functionen,  auf  dem  die  Mengenlelire  ihre  vornehmsten  Er- 
folge gezeitigt  hat,  als  eine  Art  von  Pathologie  der  Fnnctiori'  n 
zu  betrachten.  8iud  es  doch  wesentlich  Ausnahmeerscheinungen,  die 
hier  in  Frage  kommen,  Erscheinungen,  die  bei  den  sogenannten 
„reguISren**  Functionen  nicht  fgizutreffen  sind.  Aber  die  tiefere 
Eiimficht  in  diese  Dinge  zeigt  das  Irrtamliche  einer  soldien  Atif- 
fessnng.  Wie  die  Pathologie  des  Menschen  ihre  Gesetze  hat,  so  ist 
aneh  ftr  die  singulSren  ägensehaften  der  Functionen  die  Existens 
einer  sie  beherrschenden  Gesetzmäfsigkeit  tü.  Tennuten,  nnd  hier  wie 
dort  wird  ihre  wissenschaftliche  Erfassung  erst  dann  enreicfat  sein, 
wenn  es  gelingt,  dir  T'^ntersuchung  po«ntiv  zu  wenden,  und  von  der 
singnlärcn  Einzeieiseheinung  zur  Erkenntnis  des  Gesetzes  zu  gelangen, 
das  sie  regelt.  Dieser  Übergang  hat  sich  gerade  in  den  letzten 
Jahrzehnten  stetig  voll/ogHu.  Nachdem  die  naiven  Voi-stelhingen 
über  den  Functionsbegriü  gesch wanden  waieu,  hat  man  sich  zunächst 

1)  ÜB  ist  nfaaHflh  ü  Teilnienge  der  Complemeiitlnnenge. 
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längere  Zeit  damit  begnügt,  zur  Wahrung  des  mathematiflcheii  Ge- 
wissens die  Ansnahmeerscheiiiiiiigeii  ansdrfleklich  ausraschUelMii  und 
die  yoranssetmngen  so  za  wfthlen,  dalk  ae  aUen  Anforderungen  der 

allgoinein  gehaltenen  Beweise  genügen.  Aber  dieser  Standpunkti 
der  der  Sache  nach  gegen  die  subtileren  Ausnahmen  ebenso  ab- 
lehnend war,  ^vie  der  naivp,  hat  naturgreTnöfs  oiner  mohr  positiven 
Wendung  Platz  madien  müssen  Wpspntlich  unter  dem  Eintlufs 
und  durch  die  Kraft  der  Riemauu  sehen  Ideen  hat  sich  aliuiähüch 
die  Krkenntiii.s  Huhn  gebrochen,  dafs  hier  wie  im  Gebiet  der  com- 
plexen  Functionen  die  regulären  Fälle  die  Ausnahme  und  die  Aus- 
nahmeerselieinttiigen  sonisagen  die  Regel  bilden,  dab  aber  auch  fikr 
sie  S&tze  aUgemeinen  Charakters  existiren,  auf  denen  sie  beruhen'). 
Zur  Ergründung  dieser  versteckteren  GesetimäTsigkeit  haben  die 
mengentheore^chen  Begriffe  bereits  mancherlei  geleistet  und  be<- 
rechtigen  zu  weiteren  Hoffnungen.  Wir  dürfen  insbesondere  erwarten, 
dafs  s'uh  auch  hier  diejenige  allgemeine  Harmonie  der  (lesetze  otfen- 
baren  wird,  die  das  hervoiTacrendste  Kennzeiclien  und  die  groTse 
Anziehungskraft  der  mathematischen  Erkennt ulü  bildet. 

Um  Functionen  bestbnuiten  Verhalteuj»  zu  bilden,  kann  man 
zwei  wesentlich  verachiedene  Wege  einschlagen.  Mau  kann  eiuou 
für  den  Zweck  geeigneten  analytlBcben  Ausdruek  bilden,  man  kann 
die  Fanction  ab^  auoh  so  bestimmen,  dais  man  irgend  welebe  Vor- 
Schriften  giebt,  die  ihren  Wert  für  jeden  Wert  der  Variablen  fest- 
legen. Der  hier  skizzirte  Oegensats  ist  nicht  allein  stillschweigend, 
sondern  aneh  polemisch  zum  Ausdruck  gekommeru  Ist  die  erste 
Art  unbedingt  als  die  vollkommenere  zu  betrachten,  so  hat  uns  doch 
auch  die  zweite  Art  wesentlieh  Lr<*fwflort  nnd  ist  an  sich  als  eine 
der  ersten  gleichberechtigte  Metliude  anzusehen.  Inshesondere  ist  es 
die  innere  Structur  der  Functionen,  tur  deren  Erkenntnis  sie  sich 
von  besonderer  Zweckiuälsigkeit  erwiesen  hat.  Aul"  beiden  Gebieten 
hat  die  Mengenlehre  reiche  Früchte  getragen.  Für  die  analytische 
Darstellung  der  Functionen  ist  insbesondere  diejenige  Form  des 
Princips  der  Verdichtung  der  Singularitäten  zu  nennen,  die  auf  dem 
AbzählbarkeitsbegrüF  beruht,  und  was  die  Stmcturtheorien  betrifft, 
so  ist  hier  der  Anteil  der  Mengenlehre  an  den  neuen  Resultaten 
noch  erheblich  gröfser.  6ie  hat  es  ermöglicht,  die  Structur  der 
Functionen  mit  immer  wachsender  Vollkommenheit  7U  zercjliedem, 
sowie  auch  umgekelirt  Functionen  bestimmter  iStr  iirtur  durch  gesetZ' 
mälsige  Vorschriften  zu  delimren  resp.  nachzu weisen 'J. 


It  Man  vgl.  z.  B.  H.  Hankel,  Uutersuchuugeu  etc.  S.  1  tF,,  re«p. 
Math.  Ann.  -lO,  S.  63  und  du  Bois-Beymond  im  Jonm.  f.  Math.  79,  S  21. 

2)  Was  den  oben  erwähnten  Gegensatz  lu  trifflt,  »o  spielt  hier  tiat  Irli'  !i 
auch  die  Frage  hinein,  in  welchem  Mafse  man  arithmetisirende  ^«eij£uuffeu 
hat.  £b  würde  zu  weit  führen,  sachlich  oder  auch  historiach  aitf  diese 
Fragen  einzugehen;  nur  bemerke  ich,  dafs  der  Standpunkt,  wie  ihn  s.  B. 
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Den  Ausgangspunkt  uieriur  stellt  der  lanrje  bekannte  Sat7.  dar, 
dafs  eine  stetige  Function  bestimmt  ist,  falis  ihre  Werte  au  einer 
fibenlT  dichten  absählbaron  Menge  gegeben  sind.  Zeigt  dieser 
8atK  Bunftchat  theoratasefa,  dab  der  Begriff  der  stetigen  Function  im 
AbiShlbaran  wurzelt,  so  gewährt  er  sogleich  den  graften  praktischen 
Torteil,  dafs  zur  Bestimmung  einer  Function,  die  für  eine  Kenge 
der  Mächtigkeit  C  definirt  ist,  eine  abzählbare  Menge  geeigneter 
Vorschriften  hinreichend  ist.  Eine  abzählbare  Menge  von  Vorschriften 
lärst  sich  aber  jederzeit  wirklifh  aufstcllpn,  und  darin  beruht  es, 
dafs  ffir  die  constructive  Herstcllun[T  »«infr  bestininitpu  Structnr 
dieüü  Methode  der  FnnctionsbestiTuinung  besonders  geeignet  ist.  Es 
kommt  dazu,  dais  der  aäuiliohe  Thatbestaud  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  andi  bei  punktweise  unstetigen  Functionen  vorhanden  ist. 

Über  den  allgemeinen  Gharaktor  dessen,  was  die  Mengemtiieorie 
für  die  Analysis  leisten  kann  oder  bisher  geleistet  bat,  gestatte 
ich  mir  noch  folgende  Bemerkung.  Ich  erinnere  znnftchst  an  die 
Wandlang,  die  der  seiner  ganzen  Natur  nach  mehr  verschwommene 
als  mathematische  Begriff  „im  allgemeinen^  im  Laof  der  letzten 
Jahrzehnte  durchgemacht  hat Zunächst  nur  auf  eine  endliche  Zahl 
von  Ausna)un«>punkten  bezogen,  hat  f^r  mit  der  Zeit  auch  auf  un- 
endliche >i '  uj-  n  solcher  Punkte  ausgedehnt  werden  müssen.  Tlim 
einen  wirklichen  Inhalt  zu  geben,  und  dies  so,  dafs  dieser  Inliali  • 
die  zureichende  Erklärung  der  mathematischen  Thatsachen  liefert, 
ist  ein  Ziel,  das  die  Theorie  der  Punktmengen  im  Gebiet  der 
Analysis  evreiohen  muCs.  In  diesem  Sinn  aufgefafst,  wird  die  Theorie 
der  Ponktmengen  zu  einer  Art  molecularer  Theorie  der  mathe- 
matischen Gesetze,  die  aber  zur  Erklämng  dieser  GesetzmäTsig- 
keit  einer  besonderen  Hypothese,  wie  in  den  Natnrwissensohaften, 
nicht  bedarf*). 

Hieimit  ist  aber  zunächst  nur  eine  Forderung  bezeichnet.  Wenn 
es  möglich  war,  ihr  bereits  mit  eiuem  gewissen  Erfolg  zu  ent- 
sprechen, so  Hegt  die  Erklärung  meines  Erachtens  in  tblgnndora 
Umstand.     Sicherlich   bildet   der   Grenzbcgriflf   uud   seine  präcise 

auch  Borel  in  seinem  Buch  eingenommen  hat,  und  der  auf  das  Bestreben 
hinausläuft,  die  Untersuchung  stets  an  literale  oder  ulgorithnusche  Dar- 
stellungen zu  knüpfen,  durch  die  Sache  keineswegs  als  geboten  erscheint. 
Der  Inhalt  eines  jeden  mathematischen  Sataes  mufs  aiiclt  ohne  Benutzung 
der  Formeln  und  Symbole  ausdrückbar  sein;  die  Formeln  und  Symbole 
stellen  alüo  eventuell  nur  eine  Erleichterung  der  Darstellung  vor,  sind 
aber  nicht  Selbstzweck.  In  WirUichkeit  in  auch  die  Zahl  der  durch 
analytische  oder  rechnerisch  formale  Vorschriften  bestimmten  Beisjjiele 
nur  gering,  wie  sich  andererseits  unsere  Kinsieht  gerade  durch  die  anders 
gestalteten  Beispiele  wesentlich  veruielut  hat.  Ich  erlaube  mir  noch  den 
Hinweis,  dafs  die  ganze  Cantor'scho  Theorie  für  diese  Auffasrong  spricht. 

1)  ni<  r  ist  nur  vom  Gebiet  der  Analysis  die  Rede. 

2)  Das  einzige  hierzu  nötige  Postulat  ist  die  oben  S.  14  orwähnto 
Antithese,  resp.  der  Grenzbegritf,  und  die  Stetigkeitadefinition. 

Jalimb«vi«ltt  d.  Dratwdun  lf»tlMiii.'T«(«liiigiuii.  YUT,  S.  8 
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Fassung  die  natttrlicfae  und  notwendige  Gnmdlage  aller  matlie* 
matischen  SrkenntniB,  die  Uber  die  Betrachtung  endlicher  Processe 
hinausgeht,  mag  sie  nun  arithmetischer  oder  geometrischer  Nator 

sein.  Der  Fortschritt  der  Methode  besteht  aber  darin,  geschlossene 
Begriffe  zu  schaffen*),  die  freilich  aus  dem  Boden  des  Greuzbegriffee 
erwachsen  müsseTi,  die  aber  gestatten,  in  einfacherer  Weise  zu  openren, 
und  es  uns  erla.ssen,  in  jedem  einzelnen  Fall  immer  von  neuem 
in  die  auf"  dem  e  und  9  beruhende  Analyse  einzutreten.  In  dieser 
Hinüiieht  Abhilfe  geschafft  und  Fortschritte  gezeitigt  zu  haben,  ist 
ein  Verdienst,  das  die  Theorie  der  Punktmengen  für  sich  bean- 
spruchen kann.  Gerade  fOr  sie  ist  die  Geachlossenheit  ihrer  Begriffe 
und  Methoden  charakteristiflGh«  Diese  Geschloesenheit  hat  nicht 
allein  die  Beweise  Tereinfacht  nnd  die  Iirkenntnisse  präciser  am 
fonnnliren  erlaubt,  sie  ist  sogar  im  stände  gewesen,  Fälle  aa£nidecken, 
in  denen  die  vorhandenen  scheinbar  strengen  Vorstellungen  irrig 
waren.  Wenn  wir  diese  Begriffe  im  grofsen  nnd  ganzen  der 
schöpferisclien  Phantasie  Georg  Cantor's  verdanken,  so  sind  es 
doch  wesentlich  andere,  die  sich  ihre  Anwendung  auf  die  Analjsis 
zum  Ziel  setzen.  In  erster  Linie  habe  ich  A.  Hurnack  zu  nennen; 
ihm  verdanken  wir  trotz  erheblicherer  Irrtümer  mancherlei  wertvolle 
Theoreme.  In  nenerer  Zelt  and  es  bauptsftcUioh  die  franziteiscben 
-  Mathematiker,  die  sich  ihrer  für  die  Zwecke  der  Analjsis  nnd 
Geometrie  bedient  und  sie  rar  Grundlage  der  Begriffsbestimmiugen 
gemacht  haben*  Ich  nenne  s.  B.  C.  Jordan  und  E.  Borel;  was 
man  mit  ihnen  erreichen  kann,  hat  kürzlich  auch  B.  Baire  erkennen 
lassen.  Die  deutschen  Vertreter  der  snhtileren  Analv^p,  wie  z.  B. 
Pringslieim  und  Stolz,  haben  sich  zu  diesem  S  lintr  iiorh  nicht 
recht  entschlielsen  können,  was  ich  iiiclit  allein  methodLsch,  ><indern 
auch  sachlich  für  bedauerlich  halte.  Als  Beleg  hierfür  mag  und 
wird  hoffentlich  dieser  Bericht  sprechen.  Ich  habe  mich  bemüht, 
die  Geschlossenheit  der  Begriffe  nnd  der  Darstellung  überall  weiter- 
snfnhren,  wo  es  mir  möglich  war;  dafs  hier  nur  Anftnge  einer 
Entwickelung  vorliegen,  dürfte  selbstTerstSndlich  sein.  Ich  habe 
überdies  geglaubt,  den  Bend)!  möglichst  vollständig  halten  zu  sollen, 
und  auch  über  solche  Untei-suuhungen  berichtet,  in  denen  ein  Vorzug 
der  mengentheoretischen  Behandlung  vielleicht  nicht  vorhanden  ist, 
oder  anch  die  Problemstellung  selbst  von  untergeordneter  ^atur 
erscheinen  mag. 


1)  Als  einen  solchen  Fortschritt  betrachte  t.  B.  auch  die  Ein 
fühiimg  der  Folge  oder  Fundamentalreihe. 
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Erstes  (JupiteL 

Der  Stetigkeilsbegriir. 

Als  Weiimenge  der  unabb&Dgigen  Variablen  einer  Fnnctioii 
pflegte  man  ursprünglicb  gemifs  stillscliweigender  Übereinkunft  einen 
continnirUdien  Bereich  zu  betrachten.  Die  Idee,  diese  Wertmenge 
beliebig  ni  wählen,  reicht  jedoch  ebenfalls  schon  ziemlich  weit  zurück. 
Sie  mag  an  den  allgemeinen  Functionsbegi-itf  Diricblet's  anknüpfen 
und  ist  allmählich  eine  selbstverständlicbe  Vorstellungsweise  geworden. 
Die  Untersucbnnp  der  Frage,  inwieweit  sich  die  Hegriffo  und 
Sätze  über  Stetigkeit  auf  solche  Functionen  übertragen  lassen, 
die  t1ir  beliebige  Punktmengen  i*  üctinirt  sind,  ist  jedoch  erst 
neueren  Datums  (1).  Da  der  Stetigkeiisbegi'itf  der  Definition  geniäfs 
nur  fOr  solche  Ponkte  In  Frage  kommen  kann,  die  Grenzpnnkte 
der  bezQglichen  Menge  sind,  so  Verden  diejenigen  Mengen  P  das 
wesentUchste  Interesse  beanspruchen,  bei  denen  jeder  ihrer  Punkte 
ein  Orenapunkt  ist,  d.  h.  in  sich  dichte  Mengen.  Eine  solche  Menge 
ist  dann  entweder  abgeschlossen  und  damit  auch  perfect  oder  nicht, 
und  davon  hängt  in  der  That  der  Inhalt  der  Sätze  ab,  die  hier  eine 
Rolle  spielen.  Beide  Ajct&ü  von  Mengen^  [verhalten  sich  wesentlich 
verschieden. 

C.  Jordan  ist  wohl  der  erste  gewesen,  der  diesen  Dingen 
methotlibcb  gerecht  geworden  ist.  Er  hat  in  seinem  Traite  bereits 
ge/.eigt^),  dafs  die  Hauptsätze,  die  den  Stetigkeitsbegriff  betretfen, 
auf  abgeschlossene  resp.  perfecte  Mengen  unmittelbar  übertragbar 
sind  (2,  3).  Anders  liegen  die  Dinge,  falls  die  Mengen  nicht  abge- 
schlossen sind,  wie  dies  ganz  kfirzlich  von  T.  B roden  gezdgt 
worden  ist;  so  verliert  z.  B.  der  Satz,  dafs  eine  fttr  jeden  Punkt 
stetige  Function  gleichmftfsig  stetig  ist,  tüi  nicht  abgeschlossene 
Mengen  seine  Geltung.  Dies  ist  besonders  für  den  Fall  wichtig, 
dafs  man  eine  stetif^r  Funetion  dadurch  bestimmen  will,  dafs  man 
ihre  Werte  an  einer  überall  dichten  Menge  Q  in  geeigneter  Weise 
vorschreibt  (4). 

Fflr  alle  allgemeinen,  die  Stetigkeit  betreffenden  Fragen  bildet 
die  von  Peano  und  Hilbert  angegebene  Abbildung  des  Quadrats 
auf  die  Strecke  ein  lehzrciches  Beispiel;  ich  schHefse  deshalb  eine 
genauere  Analyse  dieser  Abbildung  hier  an  (5).    Ihr  Charakter 

ist  dahin  zu  beschreiben,  dafs  einer  linearen  continuirlichen  Menge 
des  Quadrats  eine  nirgnids  dichte  Menge  der  Einheitsstrecke  ent* 
spricht.  Es  ist  7ä\  vermuten,  dafs  dies  bei  allen  stetigen  Abbildungen 
einer  Fläche  auf  eine  Strecke  der  Fall  ist  (6). 

1.  Der  moderne  Stetigkeitsbegriff  geht  bekanntlieh  auf 

1)  Vgl.  besonders  liand  1,  Ji.  46  if.  Diese  ünteraucbungen  erschienen 
zuerst  im  Joora.  de  matb.  (4)  Bd.  8,  8.  72. 

8* 
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Cattchy  zurflck.  Der  C au cliy' sehen  VorsteUungsweise  gemifs  heiftt 
did  Function  f{x^  ^,  •  * «)  der  reellen  Variablen  jf,  *  •  •  im  Punkt 
(^t  '  *  *)  ^^^g)  f^^^s  zTi  beliebig  vorgegebenem  %  eine  GrOAe  d 
80  bestimmt  werden  kann,  da& 

i  /   +  *»  y  +  *»•••)  —  /"(^i    •  •  0 1  <  < 

ausfallt,  sobald  j  /*  |  <  rf,  |  A-  |  <  ^,  •  •  •  gewählt  werden.  Wird  £ 
durch  eine  beliebige  Heihe  gegen  Null  abnehmender  Gröfsen 
fi  >  >  «8  •  •  •  >  >  ■  •  •  ersetit,  so  leitet  die  Cauchj'sehe 
Definition  nnmittelbar  zn  de^enigen  Aber,  die  auf  dem  von  Cantor 
für  die  Theorie  der  Irrationakahl  eingeführten  Begriff  der  Funda- 
mental  reihe  oder  Folge  beruht.  Bedienen  wir  uns,  im  In  toresse 
der  Kürze,  der  geometrischen  Sprechweise,  80  lautet  diese  Definition 
wie  folgt:  Ist  p  =  (t,  »/,  •  •  •)  irgend  ein  Punkt  des  (lohietes,  für 
den  die  Function  definirt  ist,  und  ist  p„  Gi  en/stelle  einer  Punktmenge 

J^T  A>  jPb«   •  ■  •  = 

80  heifst  f{x,  •  •)  =  f{^p)  an  der  Stelle  stetig,  falls  die 
Functionswerte 

Hih).  F{p,\  —  \ni>^)\ 

eine  Fundamentalreihe  bilden,  und  der  durch  sie  dargestellte  Wert 
mit  dem  Fuuctionswert  F{pu)  übereinstimmt,  was  man  auch  so 
schreiben  kann,  dafs 

lim  F{pi)  —  F(lim 

ist.  Diese  heute  dunhaus  geläuüge  Formulirung  dürfte  der  Sache 
nach  im  wesentlichen  auf  Dirich let'sche  Ideen  /urückgehen*);  in 
ihrer  expliciten  Form  erscheint  sie  wohl  zuerst  bei  Heine*),  und 
söner  Augabe  nach  unter  dem  EinfluTs  von  G.  Gantor. 

Im  vorstehenden  ist  Aber  die  Pnnktmenge  p  =  {p\ ,  die  den 
Bereich  der  unalihingigen  Variablen  bildet,  keinerlei  Angabe  eakr 
halten.  Die  obigen  Definitionen  zeigen  überdies,  dafs  der  StetigkeitS- 
begriff  nur  am  Begriff  dos  Grenzpunktes  hängt,  also  mit  einer  ab- 
zählbaren Mengo  discretei  WoHe  operirt.  Daraus  folgt,  daTs  rr  den 
Bereiili  d»'r  unabhängigen  A'ariablen  keineswegs  als  eoutinuirlich 
voraussetzt;  er  kann  vieliuclir  auf  jede  Punktmenge  übertragen 
werden,  die  (ii('iizj)unkte  onthült. 

2.  Um  dies  durchzufiilueu,  ist  es  zweckiuäfsig,  die  Functions- 
beziehung  als  Abbildung  zweier  Pnnktmengen  aufznfiusen.  Ist 
P  —  \p]  eine  beliebige  Menge  von  Punkten  p  =  (x,  j/y  -  •  •)  eines  be- 
liebigen Raumes,  und  ist  F{x,  y,  •  •  •)  —  F(p)  eine  eindeutige  oder 

1)  Dabei  denke  ich  daran,  dafs  schon  Dirichlet  die  Werte  F{p-{-0) 
und  F{p  —  0;  mit  F{p)  verglichen  und  für  die  Definition  der  Unstetig- 
keit  benutzt  hat. 

2)  Joum.  f.  Math.  74,  S.  18S. 
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melirdeutipe  Functioii  vou  .r,  //,  •  •  •,  tloch  so,  dafs  zu  jcdrm  p  uur 
eine  eudliche  Zahl  vou  Functionswei-fou  gehört,  so  soll  die  Gesamt- 
heit der  Wprtf»  dieser  Fnnotion  als  Pnjiktmenge  —  [q]  bezeichnet 
werden,  die  Bild  von  P  ist.  Aisdaau  heifst  Q  ein  stetiges  Bild 
Ton  P,  wenn  zwisehen  den  Mengen  P  und  Q  folgende  -  BeiMhong 
obwaltet  Sind  p^^  p^^  •  >  •  Ponkte  von  P  mit  der  Grenzstelle 
und  9«,  qitj  •  •  •  die  simtliohen  ihnen  entsfireclienden  Punkte  von 
80  soll  jede  ihrer  Grenzstellen  dem  Puukt  ahi  Bildpunkt  ent- 
sprechen^), woraus  noch  bHläußg  folgt,  dafs  die  Zahl  dieser  Punkte p«« 
endlieh  ist.    Alsdann  bestehen  folgende  Sätze*): 

I.  Das  endlichdeutige  und  stetige  Abbild  Q  einer  ab- 
gesohlossenen  Menge  P  ist  selbst  eine  abgeschlossene 
Menge. 

II.  Das  eindeutige  nnd  stetige  Abbild  Q  einer  per- 
fecten  Menge  P  ist  wiederum  eine  perfeete  Menge. 

Ist  nämlich  //«u  Grenzpunkt  einer  in  Q  enthaltenen  Punktmenge 
\  =  Qu  ' '  '}  ^        ^^B6  Punkte  BUdpnnkke  gewisser 

Punkte  Pat  Pn  "  notwendig  in  unendlicher  Menge  yor> 
banden  sind.  Diese  haben  mindestens  eine  Grenzstelle  p«,  der  als- 
dann q„  entsprechen  mufs.  Damit  ist  der  erste  Satz  bewiesen.  Für 
den  zweiten  Satx  ist  weiter  zu  zeigen,  dafs  Q  keine  isolirtcn  Punkte 
enthält.  Wäre  7  ein  solcher,  und  p  ein  Punkt,  dessen  Bild  q  ist, 
80  ist  p  Orenzpiinkt  einer  Mengr  ff')},  der  die  Funkle  [q^]  fnt- 
spreehen  mögen.  Diese  Punkte  luibeu  alsdann  mindestens  eine 
Greuzsteile  7^,,,  die  ebenfalls  Bild  von  p  ist,  und  da  die  Abbildung 
eindeutig  ist,  so  ist  Qo,  mit  q  identisch,  woraus  noch  nebenbei  folgt, 
da6  ee  nnr  eine  solche  Grenzstelle  q,o  giebt 

Der  hier  erörterte  allgemeine  Stetigkeitsbegriff  besitst  auch  die 
Eigenschaft,  dab,  wenn  /ti  *  *  *  in  dem  genannten  Sinn  stetige 
Functionen  der  abgeschlossenen  Menge  P  =  [jf]  sind,  eine  stetige 
Function  J*'(^i,  /ji  •  •  )  auch  wiederum  stetige  Function  der  Menge  P 
ist,  wif»  man  leicht  beweist.  Alle  diese  Sfttze  gelten  überdies  un- 
abhängig davon,  ob  die  Menge  P  auch  ein  eindeutiges  Bild  von  Q 
ist  oder  nicht;  sie  sind  terner  durchaus  nTial)liäMgi;,'  davon,  in  \\>'l.  hen 
rünnilielien  Gebieten  die  Mengen  P  rtsp.  Q  lit^L^cn,  und  die  bezüg- 
lichen Variableu  und  Functionen  ihre  geometrische  Darstellung 
findoi.  Es  kann  endlich  auch  die  eine  Menge  oontiaidrEch,  die 
andere  hingegen  nirgends  dicht  sein,  nnd  es  kann  in  dieser  Hinsicht 


t)  Vgl.  auch  den  Züricher  Vortrag  von  Hurwitz,  Verhandl.  des 
ersten  niatb  Conpresaes,  Zürich,  S  inj.  Es  ist  naturponiäfs  klar,  dafs  die 
obige  für  beliebige  Mensen  ausgesprochene  Definition  nur  für  solche 
Punkte  einen  Siun  hat,  die  Grenzpunkte  der  Menge  sind.  Für  andere 
Punkte  der  Menge  kommt  sie  aber  auch  nicht  in  Betracht. 

2'  T>imp  Ratze  finden  ^ich  für  das  lineare  Gebiet  zuerst  bei  K.  Beck- 
mann, Dissertation,  Ipsala  188$,  S.  64. 
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jede  au  sich  mögliche  Comhination  bei  P  resp.  Q  vorliocfen.  Dag 
einfachste  Beispiel  flii-  diesti  ThaLsache  liefert  die  S.  79  angegebene 
Beziehung  zwischen  einer  nirgends  dichten  Unearen  Menge  T  —  { ^ } 
und  dem  Oontunium  C  der  Einheitssfareoke,  die  auf  der  Zuordnung 
der  fLberall  dichten  Menge  X  —  [ xjf]  zur  Intervallmenge  D  «»  {ijf\ 
beruht.  Ordnen  wir  dni  beidm  Endpunkten  h  und  tr  eines  Inter- 
yaJles  dx  den  Punkt  Xjf  von  C  zu,  und  jedem  Punkt  von  T^,,  der 
Grenzpunkt  einer  Folge  von  Intervallendpiinkten  ist,  denjenigen 
Punkt  von  Xg^  der  Orenzpunkt  der  entsproclienden  Folge  ist,  so  ist 
dadurch  .v  als  eindeutige  und  stetipo  Function  f^rr  Menge  T  resp.  der 
Weite  t  definirt^),  während  t  nur  in  den  Punkten  voü  eindeutige 
und  stetige  Function  von  i',  in  den  Punkten  von  X  selbst  dagegen 
zweideutig  und  damit  unstetig  ist.  Andererseits  liefert  die  bekannte 
Peano'sche  Abbildung  des  Quadrats  auf  die  Einheitsstrecke  ein 
Beispiel,  in  dem  die  stetige  Besiehung  swisehen  Quadrat  und  Strecke 
in  der  Weise  hergestellt  ist,  dab  die  Punkte  der  Einheitsstrecke 
eindeutig  und  stetig  von  den  Punkten  des  Quadrats  abhängen.  Bie 
unten  folgende  nähere  Erörterung  dieser  Abl)ildung  v\ird  übrigens 
ergeben,  dafs  auch  bei  ihr  continuirliche  Mengen  des  Quadrats  auf 
nirgends  dichte  Mengen  der  Einheitsstrecke  abgebildet  sind. 

3.  Wir  wollen  jetzt  insbesondere  annehmen,  daifs  die  Beziehung 
zwischen  den  Mengen  P  imd  Q  eiueiudeutig  ist.  Alsdann  besteht 
der  folgende  wichtige  und  für  die  geometrischen  Anwendungen 
grundlegende  Satz: 

m.  Ist  Q  umkehrbar  eindeutiges  Bild  der  abgeschlosse- 
nen Menge  P,  und  ist  Q  Überdies  stetiges  Bild  von  P,  so 
ist  auch  P  stetiges  Bild  von  Q*). 

Für  den  Beweis  dieses  Satzes  ist  folgendes  zu  zeigen:  Sind  p' 
und  (/'  zwei  entsprechende  Punkte,  und  ist  Grenzpnnkt  einer 
Menge  [q^]  =  q^^  q^^  q^^  ■  •  •,  so  bat  die  entsprechende  Menge 
ll^t  ]  ~  Pi'  Jh-i  Ihi  ■  *  ■  Punkt  p'  als  Grenzpunki.  Dies  ist  aber 
leicht  zu  sehen.  Ist  nämlich  J3,„  irgend  eine  Grenzstelle  von  \pv\y 
und  ist  sie  insbesondere  Grenzstelle  von  Punkten  j>„,  p^^  Pyr  '  '  'i  so 
entsprechen  ihnen  die  Punkte  g«,  f/^^,  •  •  •  mit  der  Grenzstelle  q\ 
und  es  mufs,  weil  Q  stetiges  Bild  von  P  ist,  q'  Bild  von  p„  sein. 
Daraus  folgt  aber,  dars p»^p'  ist,  und  dafs  also  \py]  nur  die  eine 
Grenzstelle  p'  besitzt,  womit  der  Sati  bewiesen  ist. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  Fall,  dafs  die  Menge  P  und 
damit  auch  ^  perfect  ist.  Für  eine  solche  Menge  gelten,  auch 
wenn  sie  nirgends  dicht  ist,  die  nämlichen  beiden  Hauptsätze  über 

1)  Dies  gilt  Obzigens  auch  dann  noch,  wenn  man  alle  Werte  de,  die 
HdI»  eines  i^,  resp.  rechts  eines  I,  liegen,  um  eine  und  dieselbe  Con- 

stante  vermehrt,  resp.  wenn  mau  Jie.s  beliel/ig  oft  ausführt 

2)  Vgl.  C.  Jordan,  cour»  etc.,  Bd.  I,  S.  63.  Auch  dieser  Satz  findet 
sich  in  seinem  einfachsten  Fall  schon  bei  Beckmann,  a.  a.  0.  S.  54. 


Digitized  by  Google 


Oer  Stetigkeitsb^ritf. 


119 


ihre  StetigkeitseigenscUafteu  wie  iiii  das  Coatiuuuui,  das  ja  selbst 
eine  perfeete  Menge  darstellt.  Di«  «nie  Kgemchaft  ist  die  der 
gleichmftfsigoii  Stetigkeit,  auf  die  im  Fall  einer  linearen  con- 
tuMiirlichen  Menge  Buerst  Heine  hingewiesen  hat'),  und  die  sich 
durch  folgenden  Satz  ausdrOckt: 

IV.  Eine  für  jeden  Punkt  einer  perfecten  Menge  P 
stetige  Function  ist  auch  gleichmäfsig  stetig. 

Dem  Stetigkeitsbepriff  gemäfs  giebt  es  nämlich  um  einen 
i*iuiki  p  =  (.r,  •  ■  eine  Kugel  //,  so  dai's  für  jeden  ihrer  inneren 
Puukte  pi  =  {Jc  -j-  h,  1/  -|-  •  •  •  )  die  Differenz  j  F  (p^)  —  F  (p)  \ 
unterhalb  der  beliebigen  Gröfse  b  liegt*).  Die  Radien  dieser  Kugeln 
haben  eine  obere  Grenze  7;,  so  dafs  bei  gegebenem  e  zu  jedem  Punkt  p 
eine  solche  GröCse  gehört,  und  man  kann  zeigen,  dafs  die  untere 
Grenze  aller  ij,  die  za  den  sämtlichen  Punkten  von  P  gehören,  bei 
perfecten  Mengra  nicht  Nnlf  ist.  W8re  sie  nämlich  gleich  Null,  so 
fasse  man  irgend  welche  Punkte  Pi,  Ptt  p$i '  •  'jPf«  *  **  so  ins  Auge, 
dafs  die  sugehörigen  GrOisen  iJi  >  i|t  >%>•••  ^Jr  >  gegen 
Null  convergiren.  Ist  dann  p,.,  ein  Grenzp(mkt  der  genannten  l'unkte, 
so  p»4ir>rt  doch  auch  /-u  ihin  ein  endliches  7^,  und  dies  stellt  damit 
in  \N  iderspnieli,  dais  es  iu  jeder  Nälic  von  pui  Punkte  pf  geben  soll, 
deren  t],  unterhall)  jeder  Gröfse  bleibt. 

Der  Schlufs  beruht  ganz  wesentlich  darauf,  dafs  der  Punkt  pa» 
der  Menge  P  angehört,  was  nur  bei  abgeschlossenen  Mengen  der  Fall  ist. 
Für  nicht  abgeschlossene  Mengen  versagt  daher  der  vor* 
stehende  Beweis;  in  der  That  gilt  auch  der  Sats  nicht  fttr 
sie').  Dieser  Satz  kann  tlbrigras  auch  als  eine  unmittelbare  Folge 
des  S.  61  erwähnten  Hcine-BorePschen  Theorems  betrachtet  werden. 

Der  zweite  der  hier  zu  erwähnenden  Sätze  gilt  flir  alle  Arten 
von  Mengen,  also  auch  tiir  aUe  in  sich  dichten  Mengen.  Er  ist  für 
den  einfachen  Fall  einer  Function  einer  continuirlichen  Variablen 
zuerst  von  Heine  aufgestellt  worden^),  ich  spreche  ihn  folgender- 
mafsen  aus: 

y.  Eine  fdr  eine  beliebige  Menge  P  stetige  Function 
(-^t  !/i  ' '  ■)  ist  fflr  alle  Funkte  von  P  bekannt,  wenn  sie 
für  eine  in  Besug  auf  P  ttberall  dichte*)  Teilmenge  U  be- 
kannt ist. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  der  Stetigkeits- 
defittition,  in  Verbindung  mit  der  Thatsache,  dafs  P»^  U      Ug  ist, 

1)  Jouiu.  f.  Math.  71,  S.  18«.  Vgl.  auch  Lüroth,  Math,  Ann.  G,  S.  31i*. 

2)  Dies  gilt  sowohl  für  perfeete,  wie  für  in  sieh  dichte  Mengen,  da 
bei  beiden  jeder  Punkt  Grenzpunkt  ist. 

3)  Y|ri  noch  S.  132.  Man  vergleiche  auch  eine  gelegentliche  Be- 
merkung von  L.  Scheeffer,  Acta  math.  5,  S.  296. 

4)  Jouru.  f.  Math.  74,  8.  183. 
ö)  Vgl.  8.  80. 
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also  jeder  Punkt  TOn  P  als  Grenspunkfe  einer  in  17"  enfh«ltenen 
Punkimenge  daisteUbar  ist. 

4.  Dieser  Satz  hat,  wie  bereits  oben  erw&hnt  wui'de,  zunächst 
eine  hervorragend  praktische  Bedeutung.    Wie  aus  ihm  folgt,  kann 

man  nämlich  eine  in  Bezug  anf  P  stetige  Function  in  der  Weise 
bilden,  dafs  man  ihre  Werte  an  einer  bezüglich  /'  a  l»zUh Ibaren 
und  überall  dichten  Tf-ilnn  Dge  ü  geeignet  vorsihreiijt,  z.  B.  eine 
Function  einer  continuiriicben  Variableu  durch  ihre  Worte  an  den 
rationalen  Stellen*).    Dies  geschieht  bekanntlich  so,  dafs  wenn 

irgend  welche  Punkte  Ton  u  sind,  die  iim  » i>  als  Grensstelle  haben, 
der  Fnnctionswert  F(p)  durch  Äe  Folge 

zu  definiren  ist.  Hier  entsteht  aber  nun  die  Frage,  wie  die  Werte 
von  F  (u)  beschaffen  sein  milssen,  dnmit  diese  Function  in  der  an- 
gegebenen Weise  in  eine  tür  die  Menge  P  stetige  Kumtion 
übergeht,  so  dafs  also  die  Reihen  {F  (11,.)]  stets  einen  Grenzwert 
besitzen,  und  zwar  unabhängig  von  der  Fundamentalreihe  {«,!, 
durch  die  dargestellt  wird.  Hierzu  ist  jedenfalls  notwendig,  dafs 
F(u)  für  jeden  Punkt  der  Menge  U  die  Stetigkeitseigenschaft  be- 
sitst,  doch  ist  diese  Bedingung  keineswegs  hinreichend.  Denn  da 
jetit  U  eine  in  sich  dichte  und  nidit  perfecte  Menge  ist,  so  kann  man 
nicht  mehr  schliefsen,  dafs  die  oben  betrachtete  untere  Grenze  von  ij 
grdfser  als  Kuli  ist,  da  jetzt  der  betügliehe  Punkt  p«,  der  Menge  U 
nicht  immer  angehört.  Dies  ist  nur  der  Fall,  falls  man  die  nicht 
erweisbare  gleiehmäfsige  Bteti^keit  für  l'in)  ausdrüeklieh  fordert  oder 
voraussetzt.  Auf  diese  Thatsache  hat  kürzlich  Broden-)  aufmerksam 
gemacht.  Ihre  weitere  Bedeutung  wird  sich  weiter  unten  ergeben;  hier 
genüge  es,  das  Resultat  wie  folgt  auszusprechen: 

VI.  Ist  U  eine  überall  dichte  Teilmenge  einer  perfecten 
Menge  P,  so  besteht  die  notwendige  und  hinreichende  Be« 
dingung  dafDr,  dafs  eine  bezflglicb  U  stetige  Function  F  (») 
zu  einer  für  P  stetigen  Function  F  (p)  erweitert  werden 
kann,  darin,  dafs  F{u)  besüglich  Ü  gleichm&fsig  stetig  ist'). 

1)  Es  folgt  hieraus  ein  neuer  Beweis  dafür,  dafs  die  Mächtigkeit  aller 
stetigen  Function  gleich  c  ist;  denn  ihre  Gchamtheit  ist  eine  Teilmenge 

der  Beleguiigsmenge  von  a  mit  c,  d.  h.  c**  =  c. 

2)  Joum.  f.  Math.  HS,  S.  3  und  Acta  Univ.  Lund.  Bd.  8,  S.  10. 

3)  Brodln  bezeichnet  a.  u.  0.  eine  für  eine  überall  dichte,  abzähl- 
bare Menjg^e  U  stetige  Function  ak  quasistetig  und  ueuut  jede  Function 
F(p),  die  avB  F(u)  durch  obengenannten  Erweiterungsproceis  entsteht^ 
eine  limitilre  Function.  Er  bezeichnet  überdies  die  Punkte  TOn  1/ als 
primäre,  die  von  (7  ala  eecondäre  Stellen. 
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Mail  kann  den  vorstflieiulen  Sata  unter  anderem  auch  beuutzen, 
uüi  eine  stetige  Fuuctiou  zu  bilden,  die  an  jeder  rationalen  Stelle 
einen  rationalen  Wert  bat,  ohne  docb  längs  irgend  eines  Intervalls 
aelbst  eine  rationale  Function  m  sein,  und  dies  8<^far  80|  dab  die 
Function  monoton  ist^).  Die  Hdgliehkeit  der  eineindentigen  und 
ähnlichen  Abbildung  der  der  Gröfse  nach  geordneten  rationalen 
Zahlen  üuf  sii  h  selbst  findet  sich  übrigens  auch  bei  Cantor  er- 
wähnt*), ohne  dafs  jedoch  die  Stetigkeit  in  Betracht  gezogen  wird. 
£s  ist  leicht,  dies  so  zu  thim,  dafs  auch  di»'  St''H</kt'it  gewahrt  wird. 

Ich  wprde  in  (h-r  l-'olgn  .sagen,  dai's  J'  {pj  au.s  i*'  iu^  durch 
einen  Erweitttrungsprot  »  Is  hervorf?eht,  auch  -f^  die  auf  die 
Menge  P  erweiterte  Function  nennen^). 

Ich  führe  noch  folgende  Bezeichnung  ein.    Ist  eine  fflr  eine 
Menge  P  definirte  Function  gegeben,  und  Q  eine  Teilmenge  von 
so  kann  gelegentlich  die  Function  nur  fttr  die  Werte  in  Frage 
kommen,  die  sie  an  der  Menge  Q  hat   Alsdann  wollen  wir 

die  80  aufgefafste  Function  durch 

F(q)^F{p,  Q) 

bezeichnen.  iJemgemäfs  würde  die  eben  benutzte  Function  Fiu) 
auch  als  F(j)f  U)  zu  bezeichnen  sein,  wenn  man  von  F(j))  ausgeht. 

5.  Es  ist  hier  der  Ort,  wo  sich  die  Erörterung  der  Peano'schen 
Abbildung  am  natOrlichsten  einfügt.  Sd  Cf  die  Punktmenge  des 
Quadrats,  und  die  Punktmenge  auf  der  Einheitsstrecke.  Gemftls 
dem  Tontehenden  wird  eine  stetige  Abbildung  von  auf  C\  sicher 
vorhanden  sein,  wenn  es  gelingt,  diese  Abbildung  für  eine  abzählbare 
und  überall  dichte  Punktmenge  des  Quadrates  C,  gleichmäfsig  stetig 
herzustellen.  Als  solche  Mengen  bieten  sich  zunächst  die  rationalen 
Punkte  dar;  die  eiutachiste  Art  der  Abbildung  erhftlt  man  jedoch,  falls 
man  solchr  Tnihnengpn  der  rationalen  Tunkte  ins  Auge  fafst,  die  bei 
fortgübetzter  Teilung  der  Eiuheitsstrecke  und  des  Quadi'ates  entstehen. 
Es  handelt  sich  nur  darum,  wie  man  eine  stetige  Beiiehung  zwischen 
diesen  Mengen  yermittelt,  und  dies  geschieht  folgendermafsen^). 

1)  Vgl.  hierüber  auch  Caj.  2  iliesert  Abschnitte,  S.  137.  Eine  Function 
einer  Variablen  soll  monoton  im  Intervall  a  ,  ,  .  b  heifsenf  wenn  sie 
in  ihm  oitweder  niemiüs  zunimmt  oder  niemals  abnimmt.  Ich  bonerke 
femer  gans  allifemein,  dafs  ich  die  Angabe,  ob  einem  Inten  all  seine  Skid« 
punkte  zuzurechnen  sind  oder  nicht,  meiat  unterlassen  v^rde.    Ob  dies  zu 

Seschehen  hat  oder  nicht,  ist  von  sich  aus  klar.  Ist  die  Menge  P,  die 
ie  Wertmenge  von  «  bildet,  abgetehlosaen,  00  gehOren  die  Bndpunkte  dem 
Intervall  an;  ist  sie  nicht  abgeschlossen,  so  ist  es  belanghis,  o)>  sie  ihm  zu- 
gerechnet werden  oder  nicht.  Ähnlich  ist  es  im  Gebiet  mehrerer  Variablen. 

2)  Math.  Ann.  4Ü,  S.  504. 

3)  Vgl.  auch  S.  132  ff. 

4)  Die  hier  fol^-ende  Darstellung  gah  der  Verf.  bereits  1898  in  Düssel- 
dorf. Sie  ist  kürzlich  auch  von  anderer  Seite  veröffentlicht  worden 
▼gl.  Moore,  Trans,  of  the  Am.  Math.  80c.  1,  1,  8.  77. 
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Sei  eine  beliebige  ungerade  Zahl,  so  teile  man  die  Einheits- 
«trecke  in  ft*  ^  9  der  SinfacUieit  halber  gleiche  Teile,  die  der 
Beilie  nach 

^»  «it  ^1  •  •  •  ^ 

sein  mögen.  Ebenso  teile  man  die  Qaadratstiteu  in  je  fi  gleiche 
Teile,  bo  lassen  sich  die  f»'     ^  Teilquadrate  qt  in  einem  einzigen 

Idnienzug  so  durchlaufen,  daß 
(Fig.  2)  jedes  91  eine  Diagonale  dt 
SU  In  beiträgt.  Durch  diesen  Linien- 
zug  werden  die  Quadrate  qt  in  eine 
Beihenfolge 

9tt  9t>  "  *  9« 
gebracht;  wir  ordnen  sie  den  obigen 
Intervallen  so  zu,  dafil  et  nnd  qt  ein- 
ander entsprechen,  und  zugleich  den 
Endpunkten  Xt^i  und  Xi  von  die 
Endpunkte  p,-^i  und  j^i  Diago- 
_  nale  rf,-.     Wir  haben  dann  bereits 

et    Ä.    j    ♦  ^    6~  »    f   s  zwei  endliche  Mengen 

X,^  {Xi\  und  P,^{psU 

so  dafs  X|  eindeutiges  Bild  von  P|  ist,  aber  Pj  nicht  eindeutiges 
Bild  von  Xi. 

Man  teile  nun  jedes  Intervall  d  wieder  in  ^  gleiche  Teile 

e.l,  •  •  • 

und  analog  jedes  Quadrat  fl<  in  ^  gleiche  Teilquadrate 

9a»  Qit,  <7f8,  •  •  *  qtfi 

80  lassen  si<'h  auch  diese  Quadrate  durch  einen  Liiiicnziif^'  /."'  durch- 
laufen, der  dem  Linicnzug  7>j  aiialoi,'  ist  und  für  die  Quadrate  7,  4.  die 
vorstehende  Anordnung  bestimmt.  En  füllt  dabei  der  Anfangspunkt 
und  Endpunkt  von  X^'^  mit  dem  Anfangspunkt  und  Endpunkt  der 
Diagonale  di  susammen,  die  qt  zum  Linienzug  beiträgt,  und  dies 
bewirkt,  da(s  alle  diese  Linienzfige  einen  einheitiichen  I^enzug 
bilden,  der  die  Quadrate  qa  in  derselben  Reihenfolge  durchlauft,  die 
die  Intervalle  cn-  auf  der  Einheitsstrecke  haben. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren.  Man  erl^lt  so  die 
Linienzflge 

Xj,  Xg,  X3,  •  •  •  X,,  •  • 

und  jeder  Linieozug  Lp  liefert  zwei  endliche  Mengen 
X,  «=  (afjH...)  und  Pr 


Digitized  by  Google 


Der  Stetagkeitebegriff. 


123 


die  das  Quadrat  alhnäbiich  überall  dicht  bedecken  und  zwei  Überall 
dichte  Mengen 

X  =«  [xir]  und  {pif] 

liefern  von  der  Art,  dafs  X  ein  eindeutiges  und  stetiges  Abbild  von 
P  ist«  wohingegen  P  nicht  eindeutiges  Bild  von  X  ist.  Biese  Ab- 
bfldung  l&Tst  sich  nun  wieder  su  einer  fOr  alle  Punkte  von  (7| 
resp.  C|  giltigen  erweitern.  Ist  nSmlich  ein  beliebiger  Punkt 
▼on  Xft  so  ist  er  Grenzpunkt  einer  Interrallreihe 

Ci,  •  •  •  «y,  •  •  • 

für  bestimmte  «,  ^,  /,•••,  und  ihm  entspricht  derjenige  Punkt  p 
von  Pj,,  der  durch  die  Folge  von  Quadraten 

Öl  t  9ik,  Qikh  "  •  «ir»  •  •  • 

dargestellt  wird.  Da  nun  nach  der  Construction  P  ein  gleichmäfsig 
stetiges  Bild  Ton  iC  ist,  so  ist  auch     stetiges  Bild  von  C^;  also  folgt: 

VIT.  Man  kann  eine  abzahlbare  überall  dichte  Punkt- 
ineuge  eines  Quadrats  eindeutig  und  gloichmäfsiß:  stetig  auf 
eine  abziliilbure  überall  dichte  Puuktmenge  einer  Strecke 
abbilden;  durch  Erweiterung  dieser  Abbildung  wird  als- 
dann auch  die  Gesamtheit  aller  Punkte  des  Quadrats  ein* 
dentig  und  stetig  auf  die  Gesamtheit  der  Punkte  der 
Strecke  abgebildet. 

Das  umgekehrte  ist  natttrlich  nicht  der  Fall,  da  nicht  ein- 
deutiges Bild  von  ist.  Ks  entspredien  vielmehr  jedem  Punkt 
des  Quadrats,  der  an  einer  Menge  Py  gehört,  swei  Punkte  der 
Strecke,  nämlich  je  zwei  Punkte  der  Mrnpe  X,  ,  ferner  jedem  Punkt 
des  Quadrrst-,  der  auf  einer  der  benutzten  Teiluugslinien  liegt,  ohne 
einer  itJei  Li  l\  anzugehören,  vier  Punkte  der  Strecke,  jedem  andern 
Punkt  des  (.Quadrats  hiniregen  nur  ein  i'unkt  der  Strecke. 

Übrigens  kann  man  diese  Abbildung  noch  mannigfach  modi- 
fieiren,  insbesondere  so,  dafs  man  die  Teilung  des  Quadrates  so  vor- 
nimmt, dafs  man  es  erst  in  fi  Rechtecke  serlegt,  die  nicht  gleich  zu 
sein  brauchen,  und  dann  jedes  Bechteck  wieder  irgendwie  in  wei- 
tere rechteckige  Teile ,  oder  auch  so,  dafs  man  die  feste  Zahl  ft 
durch  beliebige  ungerade  Zahlen  fSi  fifi  *  '  *  ersetzt,  die  sogar 
auch  beliebig  wachsen  mögen,  u.  s.  w.;  nur  mufs  dabei  naturgemäfs 
die  Bedingung  der  gleichmärsiuen  Stetigkeit  erfüllt  bleiben.  Die 
Peauo'sche  Abbildung  entspricht  dem  einfachsten  Tall  des  obigen 
Verfahrens,  dafs  nämlich  «  =  3  ist*). 

Über  die  Besonderheit  dieser  Art  stetiger  Abbildungen  bemerke 

1)  Fflr  die  Bezeichnung  vgl.  S.  77, 

2)  Dies  läuft  darauf  hiiiaii'^,  alle  Punkte  in  einem  Zalilsystem  mit  der 
Baais  3  darzustellea.  Von  dieser  Darstellung  geht  Peano  aus  und  giebt 
die  an  sie  anschlielsenden  arithmetischen  Abbudungsgeaetse. 
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ich  noch  folgendes.  Aus  dem  Charakt«-r  der  Abbildung  folgt,  dais 
jedem  beliebigen  Stück  der  Einheitsstrecke  eine  solche  Teilmenge 
des  Einheitsquadrats  g  entspricht,  der  gewisse  Teilquadrate  mit 
allen  ihren  Punkten  angehören.  Einer  in  q  gezogenen  Geraden  oder 
beliebigen  Oiure  entspricht  daher  notwendig  eine  nirgends  dichte 
Menge  der  Einheitestreeke,  und  aus  dem  Sati  I  folgt,  dafs  diese 
Menge  abgeschlossen  ist.  Dagegen  braucht  ciuer  pei-fecten  Menge  des 
Quadrats  keine  periecte  Bildmenge  auf  dar  Einheitsstrt  ( ke  zu  ent- 
sprechen, da  Satz  EI  die  eindeutige  Abbildung  voraussetzt*).  Also  folgt: 

Vm.  Bei  der  obigen  Abbildung  des  Quadrats  auf  die 
Strecke  entspricht  jeder  das  Quadrat  durchziehenden  Ge- 
raden eine  nirgends  dichte  abgesehlossene  Menge  der  Ein- 
heitsstrecke, die  jedoch  nickt  perfect  zu  sein  braucht*). 

Denkt  man  sich  alle  Geraden  die  einer  und  derselben  Rich- 
tung parallel  sind«  so  entspricht  jeder  yon  ihnen  eine  nirgends  dichte 
Menge  G  der  Einheitsstrecke,  und  die  Gesamtheit  dieser  Mengen  O- 
liefert  das  auf  der  Einheitsstrecke  liegende  Continuum  C^^^. 

Der  vorstehende  Satz  gilt  übrigens  auch  für  die  von  Hilbert*) 
angegebene  Abbildung  des  Quadrats  auf  die  Strecke.  Was  die 
Stellung  dieser  beiden  Abbildungsweisen  m  einander  betrifft,  so 
kommen  in  ihnen  die  zwei  wesentlichen  Methoden  zur  Anwendung, 
mittelst  deren  man  eine  ,,('nrve"  duicb  l*()lygoii/.üge  von  wachsruder 
Seitenzahl  zu  uppruxiiuiren  ptlegt.  Dies  kann  erstens  so  geschehen, 
dafil  man  auf  der  C^urre  eine  endliche  Ponktmenge  auswfihlt,  die 
zu  Ecken  der  Polygonzfige  benutzt  wird,  und  die  mit  wachsendem  v 
die  Gurve  ftberall  dicht  bedeckt,  und  dies  ist  bei  der  Peano' sehen 
Abbildung  realisirt.  Hierin  liegt  zugleich  der  geometrische  Inhalt 
des  oben  abgeleiteten  aUgemeinen  Satzes.  Man  kann  aber  auch  die 
Pnnktrnenge  Py  in  anderer  Weise  wählen,  und  zwar  ist  der  extremste 
Fall  der,  dafs  man  keinen  Punkt  von  P,  auf  der  Curve  annimmt, 
so  «lafs,  falls  die  Curve  gesclilossen  ist,  die  approximirenden  Poly- 
gone ganz  inueriialb  von  tinander  liegen;  und  dies  ist  bei  der 
Hilbert  sehen  Abbildung  der  Fall^). 

1)  Es  ist  h'idit,  Rei>ii)iele  anzugeben,  in  denen  dies  der  Fall  ist.  Man 
wähle  z.  B.  die  .Stieeke  Ol  bei  der  unten  erwiUmten  Hilbert 'scheu  Ab- 
bildnng,  resp.  ihre  Bildmenge. 

2.)  Wiililt  man  /  H  als  Gerade  die  Diagonale  Ol  des  Quadra(>.  so 
bleiVten  bei  der  1' e  a  n  o '  sehen  Abbildung  auf  der  Kinheitsstrecke  die 
Intervalle  14  und  bn  von  Bildpuukten  frei,  ebenso  alsdann  je  zwei  analoge 
Intervalle  auf  den  Strecken  »1,  4ö,  89  u.  s.  w. 

.')  Eine  analoge  Compositiou  des  Continuums  C\  aus  nirgends  dichten 
Mengen,  die  bei  der  Abbildung  des  Quadrats  auf  die  Gerade  auftritt^ 
zeigte  der  Verfasser  in  Gött.  Xarhv  ISUß,  S.  255. 

4   :Matb   Ann.  38,  8.  469. 

:>  \^\.  7..  H.  die  a.  a,  O.  Itofindlicben  Figuren.  Kiiu'  Abbildung  des 
Quadratä  auf  die  ätrccke,  die  iu  einer  überall  dichten  Menge  der  Mächtigkeit  c 
stetig  ist,  giebt  auch  Cesaro;  vgl.  Bull,  des  8cienc.  math.  (8)  81,  S.  S57. 
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Das  obige  Verfahren  der  stetigen  Abbildung  läfst  sich  auf  den 
Wttxfel  d«6  (7,,  sowie  auf  eioeiL  Wflrfol  des  «UBdehneiL  T«Ut  man  den 
gewOhnlicheii  Wfirfel  w  in  n*  ^  if  Teilwfiifel  ir,-,  wo  f»  wieder  eine 
ungerade  Zahl  ist,  so  kann  man  lunKchst  jeden  dm-  f»*  Wfirfel  der  über 

einer  Seitenfläche  q  stehenden  Schicht  in  der  Eeihenfolge  durchlaufen^ 
wie  vorstehend  die  fi^  Quadrate  qi*  Der  sie  durehzidiiende  Liuienzug  L' 
ist  überdies  so  zu  wiihleu,  dar3  er  von  jedem  dieser  Teilwürfel  pine 
Köiperdiagonale  enthält,  so  dafs  er  abwechselnd  einen  Punkt  der 
Fläche  q  und  der  zu  ilu'  parallelen  Fläche  q'  enthält,  und  dafs  zu- 
gleich seine  Projection  auf  7  den  oben  benutzten  Linien/ug 
lielert.  Wenn  alsdann  der  Liuienzug  L'  in  der  FlUche  q  begiuut, 
SO  endigt  er  in  q%  und  man  kann  nun  die  zweite  Schicht  in  der* 
selben  Weise  durchziehen  u.  s.  w.  Man  kann  dann  wieder  jede 
Diagonale  dieses  Limenzoges  durch  einen  analogm  lonienzng  er- 
setsen  und  gelangt  so  zu  den  gleichen  Resultaten,  vne  vorher^). 

6.  Man  kann  umgekehrt  die  Frage  stellen,  ob  Satz  VIU  für  jede 
eindeutige  tmd  stetige  Abbildung  des  Quadrats  auf  die  Strecke  er- 
füllt ist,  die  nicht  füj-  alle  Punkte  des  Quadrats  umkehrbar  ein- 
deutig i'^t.  Diese  Frage  dürfte  zu  bejahen  sein,  wenn  man  über- 
dies voraussetzt,  dafs  jedem  Punkt  des  Quadrats  nur  eine  endliche 
Zaiil  von  Punkten  der  Strecke  entspricht.  Mau  kann  zunächst  fol- 
gern, dafs  die  Punkte»  in  ^nen  die  Abbildung  nicht  umkehrbar 
eindeutig  ist,  eine  überall  dichte  Menge  Psasjjpj  bilden  müssen. 
WSre  nämlich  H  ein  Gebietsteil  des  Quadrats,  in  dem  kein  der- 
artiger Punkt  p  vorhanden  wäre,  so  läge  für  den  Qebietsteü  H  eine 
umkehrbar  eindeutige  und  stetige  Abbildung  vor,  und  das  Bild 
von  H  ist  dann  notwendig  ein  Flächenstück-).  Betrachtet  man  jetzt 
wieder  eine  das  Quadrat  durchziehende  Oerade  und  denkt  sieh  ihre 
Punkte  durch  einen  Parameter  /  dargestellt,  so  ist  die  Abseisse  rr  des 
auf  der  Eiidieitsstrecke  liegenden  Bildpunktes  eine  Funktion,  die  in 
jedem  Punkt  der  auf  der  Geraden  liegt,  mehrwertig  ist.  Hieraus 
ist  der  Satz  zu  folgern,  ich  mufb  es  aber  dahingestellt  lassen,  ob 
dies  ohne  weitere  Annahmen  möglich  ist  Eine  allgemeine  Auf- 
ilhlung  aUer  Überhaupt  möglichen  stetigen  Abbildungen  des  Quadrats 
auf  die  Strecke  vennsg  ich  in  zwingender  Form  hier  nicht  an* 
zugeben. 

Zweites  Ospitel. 

Die  punktweise  unstetigen  Fnnctionen. 

Haukel  ist  der  erste  gewesen,  der  eine  systematische  Untti- 
suchung  der  punktweise  unstetigen  l'unutionen  angestellt  hat;  von 
ihm  stammt  auch  bereits  die  Einteilung  aller  Functionen  in  überall 

1)  Dafs  die  A1«biMnng  auf  <len  Würfel  übertragbar  ist«  findet  sieh 
schon  bei  Peauo,  Matii.  Ann.  aG,  Ö.  öii. 

2)  Vgl.  eine  Note  des  Verf.  in  den  Gotting.  Nachr.  1900,  Heft  1. 
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stetige,  punktweise  unstetige  und  überall  unstetige  Functionen.  i)eu 
Anstofs  zu  dieser  Untersuchung  hatte  bekanntlich  Riemanu  ge- 
geben»  indem  er  ein  erstes  Beispiel  einer  Function  kennen  lehrte, 
die  unendlich  viele  und  sogar  flbenill  dicht  liegende  ünstetigkeits- 
punkte  enthSlt  Die  genauere  Anaijse  dieser  BWctionen  erfordert 
die  Einführung  des  einer  jeden  Stelle  zukommenden  ünstetigkeits* 
gradee  (Sprunges)  o  einer  Function  (l).  Aufser  Hanke  1  sind  auch 
Volterra  und  Harnack  als  diejenigen  zu  nennen,  denen  man  die 
ersten  allgemein*»ren  SHtzp  auf  diesem  Gebiete  verdankt. 

Wir  der  Heine-Borel "sehe  Satz  bei  überall  stetigen  Functionen 
die  Quelle  der  gleichmäfsigen  Stetigkeit  ij»t,  so  ist  es  auch  hier  ein 
Gedanke  Borel's,  der  die  einfachste  und  duichsichtigste  Grundlage 
der  Schlfisse  bildet  (2).  Es  ist  dasjenige  Theorem,  das  bereits  (S.  109) 
als  das  Gegenstück  des  eben  genannten  Satses  beseichnet  wurde,  und 
mittelst  dessen  wir  die  Ifengen  zweiter  Kategorie  eonstruirt  haben. 
Eine  solche  Menge  wird  yon  den  Stetigk  ei tsp unkten  einer  jeden 
punktweise  unstetigen  Function  gebildet.  Die  immer  abgeschlossenen 
Mengen  Kp^  die  aus  den  Unstetigkeitspunkten  (o  ^  K  bestellen,  stellen 
in  ihrer  Gesamtheit  diejpnijrp  Mencre  erster  Kategorie  W{K,]  dar, 
deren  Coniplementäm^r»nge  die  Stetigkeitspunkte  liefert  (3  V  Die  be- 
sondere Art  der  Mengen  iT,.,  sowie  die  aus  ihnen  ge})ildele  üe.samt- 
menge  {Kr  \  bilden  daher  die  natürliche  üiTindlage  tüi-  die  Einteilung 
der  punktweise  unstetigen  Functionen.  Die  bekannteren  Beispiele 
sind  meist  solche,  in  denen  jedes  K  endUdi  ist,  wfthrend  { K,  |  überall 
dicht  ist  Man  kennt  aber  auch  Functionen,  bei  denen  die  Mengen  K 
unendlich  sind  oder  sogar  die  M&chtigkeit  c  besitsen  (7,  3). 

Neuere  üntersndhungen  Broden's  gehen  darauf  aus,  die  ih> 
örterung  der  punktweise  unstetigen  Functionen  F(p)  an  die  Werte  /u 
knüpfen,  die  sie  an  den  Stetigkeitspunkten  haben.  Die  mothodiseho 
Weiterbihlung  dieses  Gedankens  führt  dazu,  die  Function  in  zwei 
Bestandteile  zu  spalten,  von  denen  der  eine  eine  Function  ist,  die 
an  allen  Stetigkeitf?punkten  den  Wert  Null  hat  und  als  eine  Art 
äulserlicher  Zuthat  betrachtet  werden  kann  (5).  Diese  Spaltung  wird 
sich  für  manche  Zweck»  als  Ton  erhehUehem  Nutsen  erweisen,  ins- 
besondere da,  wo,  wie  beim  Integralbegriff,  die  Werte  der  Function 
an  den  ünstetigkeitsstellen  in  gewissem  Sinn  belanglos  sind. 

Sätze  besonderen  Inhalts  waren  bis  vor  kurzem  nur  für  Ponctionen 
einer  Variablen  bekannt.  Baire  hat  kürzlich  solche  Satze  auch  för 
Functionen  mehrerer  Variablen  aufgestellt,  er  hat  insbesondere  unter- 
sii  ht,  wie  man  bei  einer  Function  von  zwei  Variablen  aus  der 
Stetigkeit  bezüglich  jeder  einzelnen  Variablen  auf  die  Gesamtstetig- 
keit sehlielsen  kann  (9).  Er  hat  auch  die  allgemeine  Analyse  der 
punktweise  unstetigen  iunctioneu  durch  neuere  Untersuchungen 
wesentlich  vertieft  (10). 

Die  vorstellenden  Resultate  beziehen  sich  ftbrigens  nicht  allein 
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auf  Functionen  eines  continuirliclion  (Jebiets.  Die  Punktmenge,  iür 
die  sie  definirt  sind,  kann  viehuebr  auch  nirgends  dicht  sein. 

1  Ist  F(j;  ?/,  •  •  •)  =  F{p)  eine  fiir  die  unendliche  Menge  P 
detiuirte  Function ,  und  ist 

eine  Punktfolge,  die  gegen  pa,  convergirt,  so  heifst  die  Function  au 
der  Stelle      unstetig,  falls  die  Reihe 

(2)  {Fip,)\  =  Fipt),  F{pi),  '  • .  F{p,),  ' . . 

für  irgend  eine  den  Punkt  pa  daratellende  Folge  der  Form  (l)  nicht 
gegen  den  Functionsirerfc  F(j>u)  convergirt.  üm  hierftr  eine  prä- 
cisere  Begriffsbestinimung  zu  erhalten,  fährt  man  den  Begriff  der 
Schwankung  und  des  ünstetigkeitsgrades  ein.  Ist  nämliL'h 
Hy  irgend  eine  nm  p  gelegte  Kugel  mit  dem  Radius  q^j  so  wird 
bekanntlich  die  DiÖ'erenz  zwischen  der  oberen  und  unteren  Grenze 
aller  Functionsworte,  die  F{p)  innerhalb  der  Kugfei  Hy  annimmt, 
als  Schwaukuiig  üy  bezeichnet.  Wenn  nan  gegen  Null  convergirt, 
SO  convergirt  gegen  eine  beitimmte  untere  Gremo  h,  und  es  ist 
F{p)  nach  dem  Torigen  an  der  Stelle  p  stetig,  falls  J^^s  0  ist. 
Ist  jedoch  &  >  0,  so  heiftt  F(p)  an  der  Stelle  p  nns tetig,  und 
es  soll  k  als  der  Ünstetigkeitsgrad  eo  an  der  Stelle  p  bezeichnet 
werden^).  Es  wird  auf  diese  Weise  jeder  Stelle  p  eine  bestimmte 
Zahl  w(/>)  =  k  zngrpordnet.  Diese  Zahl  ist  davon  unabhängig,  ob 
der  Kugel  die  Punkte  d-r  Olioi-fliu-ho  zugerefhnet  werden  oder 
nicht;  ist  femer  k'  >•  Ar,  so  giebt  es  stets  eine  Kugel  i/,  für  die 
a  <C  k'  ist,  während  für  k'  -<  k  solche  Kugeln  nicht  exiRtiren. 

2.  Sei  nun  insbesondere  die  Menge  P,  füi*  die  die  Function 
F{p)  definirt  ist,  eine  abgeschlossene  Menge.  Aiaiif^nn  giebt  es 
einen  ein&chen  Satx  allgemeiner  Art  Uber  ^e  ünstetigkeitspnnkte. 
Ans  der  Katar  des  Grenapunktes  nnd  der  D^nition  des  ünstetigkeits- 
grades folgt  umnittelbar,  dafs  die  Punkte  vom  Ünstetigkeitsgrad 
o  ^  Ä',  falls  sie  in  unendlicher  Zahl  vorlianden  sind,  eine  abge- 
schlossene Menge  K  Inlden.  Dieser  Satz  beherrscht  die  Verteilung^ 
der  ünstetigkeitspimkte  vollständig. 

Sei  jetzt  die  Menge  P  insbesondere  eine  perfecte  Menge  'J\ 
die  in  einem  Gebietsteil  N  enthalten  ist,  so  dafs  also  jeder  Punkt 
ein  Grenzpuukt  ist  und  aut  jeden  von  ihnen  der  Stetigkeit^begriff 
anwendbar  ist  Es  sind  dann  an  sieb  dr»  Fftlle  mOglieb.  Es  können 
erstens  alle  Funkte  von  T  Stetigkeitspnnkte  sein,  oder  sie  sind 
simtUch  ünstetigkeitspunkte,  oder  aber  sie  sind  teils  StetigkditS' 

1)  Eine  andere,  auf  Wahrscheinlichkeitabegriffen  ruhende  Definition 
des  Lnstetigkeitsgrades  giebt  Cesaro.  (Rend.  deü*  Acc.  dei  Line.  4, 
S.  120 
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punkte,  t«ils  Unstetigk<ntspuukte.  Im  ersten  Fall  ist  die  Functiou 
in  T  überall  stetig,  im  zweiten  heilst  sie  überall  oder  total 
unstetig.  Was  den  dritten  Fall  betrifft,  so  ist  weiter  zu  unter- 
scheiden, ob  es  Teilbereiche  Ton  H  giebt,  in  denen  die  Function 
total  unstetig  bezüglich  T  ist  oder  nicht  Oiebt  es  keinen  Teil- 
bereidi  dieser  Art,  und  dieser  Fall  ist  der  einzige^  der  der  näheren 
Erörterung  bedarf,  und  auf  den  wir  uns  daher  ausdrücklich  be« 
schrllnkenM,  so  hoifst  «lies  andprerseits,  dafs  die  Stetigkeits- 
punkte einer  solchen  Function  üboiall  dicht  bezüglich  T 
liegen.  Diese  Functionen  sollen  als  punktweise  unstetige 
Functionen  in  T  bezeichnet  werden.*)  Mit  Rücksicht  auf  S.  63  u.  80 
schliefsen  wir  nun  weiter,  dafs  die  Menge  der  Unstetigkeitspunkte 
m^h  nirgends  Überall  dicht  besfiglich  T  sein  Inuin;  d.  h.  es  folgt: 
I.  Ist  F{x,ffy .  . .)  eine  für  die  perfecte  Punktmenge  T 
punktweise  unstetige  Function,  so  bilden  die  Punkte  o  <^  )k 
für  jedes  Ar  eine  bezüglich  7* nirgends  dichte  abgeschlossene 
Menge  K.^) 

r*ie  Menge'  K  ist   nichts   anderes  als  eine  Borel'.sche  Menee 
(S   1  Wird  nämlicli  7,u  einem  Punkt  von  T  der  grüfste  Bereich  if 

gesucht,  innerhalb  dessen  die  Fuuctionsschwankung  o^k  ist,  so 
gehört  jetzt  nicht  zu  jedem  Punkt  ein  solcher  Bereich,  es  bilden 
aber  diese  Bereiche  in  ihrer  Gesamtheit  eine  Berel 'sehe  Gebiets- 
menge, und  J!r  ist  die  zugehörige  abgeschlossene  Menge.   In  diesem 


1;  Der  Hereich  H,  in  dem  eine  FuDction  definirt  ist,  mufs  immer  in 
eine  höfh«iti  ns  abzahlbare  Menge  von  Teilbereichen  TT^ .  //, ,  /f^,  .  .  . 
zerfallen.  s(.  dalV  in  jedem  Bereich       die  Function  einen  der  drei  oben 

genannten  (  naraktere  besitzt. 

2i  Die  Bezeichnung  stammt  im  wesentlichen  von  Hankel,  wenn  aach 
seine  EinteiluQg  sich  mit  d>-r  obijjen  nicht  ganz  deckt,  Math.  Ann  20, 
S.  Üb.  Kine  davon  verschiedene,  jedoch  nicht  allgemein  acceptirte  Be- 
seichnung  findet  eieb  bei  Harnack,  die  Elemente  etc.,  8.  S6a. 

8)  Da  der  Begriff  der  punktweise  unstetigen  Fimction  sich  meist  an 
eine  rontinuirliche  unabhängige  Variable  kniipft,  so  scheint  es  angemessen, 
ein  iieispicl  zu  geben,  das  sich  auf  den  Fall  einer  Menge  T  bezieht. 
Dazu  betrachte  man  sonftchst  eine  Function  F(x),  die  für  alle  Punkte 
eines  Intervalls  a..h  definirt  iPt  und  in  allen  Punktfn  von  T  den  Wert  1 
hat,  sonst  aber  Null  ist,  so  ist  diese  Function  in  Bezug  auf  T  cou^^tant, 
also  auch  »tetig'.  Würde  man  die  Function  I\x)m  abändern,  dafs  sie 
nur  an  den  Stellen  von  2*,  und  (S.  77)  den  Wert  1  hat,  sooat  aber 
Nvdl  ist,  so  ist  sie  eine  in  T  total  unstetige  Fonctiou.  Nimmt  man  F{x) 
als  punktweise  nnst^itige  Function  im  Tntervall  a  .  .  h  an,  bildet  das  auf 
a  .  .  h  liegende  Continuum  C  in  der  oben  (S.  7y)  angegebenen  Weise  aut 
die  Menge  T  ab  und  ordnet  jedem  Punkt  t  der  Menge  T  demjenigen 
FuiK  li-'n-wert  zti ,  der  «lein  Hildpunkt  a:  in  C  entspricht,  so  ergiebt  sich 
eine  in  T  punktweise  unstetige  Function.  Die  Function  behält  diese 
Charaktere  sogar  auch,  wenn  man  an  aUen  linke  von  einem  Paukte  1^ 

oder  rechts  von  einem  Punkte  liegenden  Stellen  die  Fonctionawerte  um 
eine  beliebige  Constante  vetmehrt. 
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Tliatbestaud  und  seiuem  Gegensatz  zum  lieiue-Borel  scheu  lueorem 
indefc  der  UnteneUad  iwisdMo  rtetigea  und  punktwds«  uBStetigen 
Fimotloneii  «eisen  einfoclisten  Auedruck^). 

3.  Die  Existenz  einer  Menge  JT  fOr  jedes  k  bildet  danach  die 

notwendige  Bedingung  dafür,  dafs  dir  Function  nur  pnnktweise  un- 
stetig ist;  naturgemäfs  kann  die  Menge  K  auch  ans  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Punkf<'n  bestehen.  Diese  Bedingung  ist  nnn  aber 
auch  umkehrbar:  d,  h.  es  besteht  der  Satz: 

n.  Bilden  für  eine  perfecte  Menge  T  die  Unstetigkoits- 
pnnkte  einer  Function   für  jedes  k  eine  nirgends 

dichte  abgeschlossene  Menge  so  ist  die  Function  für  die 
Henge  T  pnnktweise  anstetig. 

Sei  nlmlieb 

*ii>**>Äi>- 

eine  Reihe  positiver  gegen  Null  abnehmender  Gröfsen,  so  entspricht 
jedem  ki  eine  nirgends  dichte  Menge  JTi  von  Punkten  m'^ki.  Wir 
«ibalten  so  die  Mengen 

•Kii  Äs,  K3,  •  •  •  Ä,,  •  • 

deren  jede  in  der  folgenden  als  Teilmenge  enthalten  ist,  und  die 
mit  wachsendem  Index  die  üiistetiVkeitspunkte  des  Bereichs  mehr 
und  mehr  absorbiren.  Es  kann  dabei  vorkommen,  dafs  die  Punkte 
von  Ky  mit  wachsendem  v  in  jeden  Teilbereich  eindringen  und 
zuletzt  überall  dicht  in  T  liegen,  doch  braucht  dies  keineswegs  der 
Fall  KU  sein.  Jedenlells  liegen  aber  die  Stetigkcitspnnkte  nodi 
ftberall  dicht  in  T.  Die  Mengen  Et  bilden  nftmlich,  wie  nnmittel> 
bar  ersichtlich  ist,  eine  Menge  erster  Kategorie,  deren  GmplementSr- 
menge  die  Stetigkeitspunkte  darstellt.  In  der  That  ist  jeder  Un- 
stetigkeitspunkt  notwendig  Punkt  einer  Menge  Ky^  also  ist  jeder 
Punkt  der  Complenientännenge  ein  Btetigkeitsponkt.  Damit  ist 
der  obige  Satz  bewiesen. 

Die  Eigenschatl  der  punktweise  unstetigen  Functionen,  dal's  ihre 
Sl^^tigkeitspunkte  überall  dicht  liegen,  lälst  sich  noch  genauer  formu- 
lireu;  wie  aus  dem  obigen  folgt,  besteht  nämlich  folgender  darüber 
hinansgehender  Sats: 

HX  Die  Stetigkeitspunkte  einer  pnnktweise  unstetigen 
Pnnction  besitzen  die  Mftchtigkeit  c  und  bilden  eine  Menge 
aweiter  Kategorie. 

1)  Du  Boig-liejmond,  der  für  diese  Dinge  eine  feine  Empfindung 
hatte,  wenn  er  auch  nicht  immer  zu  bleibenden  Begriffen  gelangte,  bezeichnet 
diesen  Gegensatz  so,  dafs  er  Streckenstetigkeit  und  Punktstetigkeit  unter- 
scheidet und  allgemein  der  Streckenbedingimg,  die  für  jeden  Punkt  gelten 
soll,  die  Punktbedingung  gegenüberstellt  Vgl  z.  B.  Joum.  f.  Math.  100, 
8.  888  und  C.  R.  93,  8.  962.  Er  ssfft  femer,  dals  bei  AmüUienuur  an 
einen  Unstetigkeitspunkt  der  StetigKeitsgrad  unter  jede  Orenie  smkt. 
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Aus  der  Thatsache,  dafs  jede  Menge  K  nirgends  dicht  ist, 
folgert  man  nodi  leicht,  dafs  audi  die  Summe  imd  das  Product 
beliebig  (aber  endlich)  vieler  punktweise  stetigen  Functionen  niemals 
total  unstetig  sein  Inum.  Hieraus  folgt  unmittelbar  ein  Satz  Toa 
Vol terra,  der  hier  noch  eine  Stelle  finden  mag,  und  der  besagt^ 
dafs  es  zu  einer  im  Bereich  H  pimktweise  unstetigen  Function  F{  p) 
keine  punktweise  unstetige  Function  giebt,  die  stetig  ist,  wo  F(jp) 
unstetig  ist,  und  umgekehrt*). 

4.  Ein  Uustetigkpitspunkt  .r  einer  Function  einer  Variablen  heifst 
bekanntlich  links  resp.  rechts  vou  dor  ersten  oder  zweiten  Art,  je 
nachdem  ein  bestimmter  Grenzwert  f(x  —  0)  resp.  /  (or  -f-  0)  vor- 
handen ist  oder  nidit.  In  Ywallgemeinemng  hiervon  kann  man 
nach  der  Menge  Q  aller  Werte  {q]  fragen,  die  sich  an  einer  ün- 
stetigkeitssteile  p  einer  Function  F(p)  als  analog  definirte  Funetions- 
werto  einstellen  k9nnen^).  Hierauf  ist  zu  antworten,  dafs  diese  Menge 
sowohl  endlich,  wie  auch  unendlich,  sowohl  abzählbar,  als  auch  von 
der  Mnclitigkeit  c  sein  kann.  £8  bestehen  nämlich  in  dieser  Hinsicht 
folgende  äätze: 

rV.  Die  Menge  (^>=!\q]  ist  eine  abgeschlossene  Menge. 

V.  Jede  abgeschlossene  Menge  Q  =  |g]  kann  Wert- 
menge einer  punktweise  anstetigen  Function  an  einem 
ünstetigkeitspunkt  sein. 

Nur  der  zweite  Sata  bedarf  einer  Erlftntemng.  Üm  ihn  sn 
erweisen,  genügt  es,  wenn  wir  eine  Function  einer  Variablen  con- 
struiren,  die  punktweise  unstetig  ist  und  an  ^er  Seite  des  Punktes  x/ 
alle  Werte  der  Menge  Q  als  (Irenzwerte  annehmen  kann,  z.  B.  als 
Werte  flr'  -\~  0).  Diese  Möglichkeit  beruht  daiauf,  dafs  die  Menge  Q 
durch  eine  in  Q  überall  dichte,  abzählbare  Menge  V  bestumnt  ist.  Ist 
nämlich 

F««=  (t'i,  t',,  vx,  ) 

diese  Menge,  so  denken  wir  uns  aus  der  Menge  aller  Werte  von  X 
eine  abzählbare,  nirgends  dichte  Menge  X  ausgewählt  und  diese 
wieder  in  eine  abzählbare  Menge  anderer  Mengen 

zerlegt,  die  sämtlich  nur  den  Punkt  als  Grenzpunkt  haben.  Wir 
bestimmen  nun  eine  Fonction  f(x)  so,  dafs  die  Werhnengen 

1  Gioni.  di  Mut.  19,  S  7G.  Der  Satz  Cmlet  sich  dort  nur  für  eine 
Function  einer  einzigen  VariaVilen  ausgesprochen.  In  ihm  kommt  der 
GegenBati^  zwibcheu  Mengen  erster  und  zweiter  Kat^orie  zimi  Auadruck. 

2)  Ist  p  Ghreiupiiiikt  der  Punkte  pj,  P|,  ...  p,,  — ,  so  wird  jede 

Reihe  F(p|),  F(p^,  . . .  F(p^t  . . falls  sie  eine  Fundamentalzeihe  ist, 
einen  solchen  Wert  q  liefem. 
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gegen  ri,  t*2,  •  •  *  f^,  •  •  •  convergiren,  dafs  al>*^r  im  übrigen  f'{.r)  beliebig, 
also  z  B.  flir  alle  Punkte  der  Complenn'iiiänneDge  Xg  von  X  con- 
stant  ist,  so  ist  damit  eine  Fimctiün  der  verlangten  Beschaffenheit 
construirt  DaXs  an  der  Stelle  x  die  Werte  von  F  selbst  an- 
genommen werden  können,  ist  idbnlioli  onmittelbar  klar;  man  kann 
aber  auch  Werte  xtt  so  withlen,  dafs  die  sugebörigeD  Werte  der 
Fonction  gegen  irgend  einen  Punkt  Ton  conTergiren 

Die  Toxfltehonden  Sätze  stammen  von  Bettazzi^).  Dem  in  ihnen 
enthaltenen  sehr  allgemeinen  Resultat  kommt  jedoch  bei  näherer 
Befrachtung  nur  oin»^  secundäre  Bedeutung  zu.  Es  beruht  dies 
darauf,  dafs  der  Function  sozusagen  ein  gewisser  üulserlicher  Be- 
st^mdteil  anhiiften  kann,  von  dem  sie  sich  aber  reinigen  läfst.  Hierzu 
gelangt  man,  wenn  man  einem  Gedanken  nachgeht,  der  sich  bei 
Brodln  methodisch  durohgeführt  findet,  und  der  darauf  hinaoslftuft, 
die  Stetigkeitspnnkte  als  die  bestimmenden  Elemente 
punktweise  unstetiger  Functionen  xu  betraobten.  Ist  nftm- 
Uch  U  die  Menge  der  Stetigkeitspimkte  einer  in  P  punktweise  an* 
stetigen  Function  F(p)^  so  wollen  wir  in  einem  ünstetigkeitspunkt 
nur  alle  diejenigen  Wert«  ins  Auge  fassen,  die  sich  aus  den 
Werte?!.  <lif^  i^'yf  Ftinetion  in  U  hat,  durch  den  bezüglichen 
Grenzprn  is  ergeben.  Wir  übertragen  also  den  oben  für  stetige 
Fimctioiu  ii  erörterten  Erweiterungsprotefs  auch  auf  die  punktweise 
anstetigen  i:  unctionen').  Wir  beantworten  damit  zugleich  die  Frage, 
wie  Übeibaupt  eine  F^etion  beschaffen  ist,  wenn  sie  durch  diesen 
Erweiterungsprooelk  aus  einer  Funetion  entstebt^  die  für  eine  in  sieb 
dicbte  Menge  U  stetig  ist^  ebne  jedoeb  gleichinlbig  stetig  lu  sein* 
Gerade  tou  dieser  Aufgabe  ist  T.  Brodln  ausgegangen. 


1^  Hin  einfaches  Beispiel,  in  dem  die  Menge  V  abs&hlbar  ist,  ist  das 
folgende.    Man  definire  für  ganzzabliges  v 

wo  p  ebe  Primzahl  ist,  sonst  aber  f(»)  0,  so  ist  die  Menge  V  der 
Werte  von  /(-f  0)  dnrcb 

„(11  1  \ 

gegeben,  und  es  i?t  klar  daf-^  auch  der  Wert  0  möglicher  Wert  von  /"(-j-  0) 
ist.   Man  vgl.  auch  die  weiteren  auf  S.  137  angeführten  Nullfunctionen. 
8)  Bend,  di  Palenno  6,  8.  178. 

3)  Um  ein  Beispiel  zu  geben,  so  betrachte  man  die  Abbildung  des  Conti- 
nuums  r     X  -f-       aul  die  Menge  T=  T^-\-      (S.  79\   Diese  Abbildung 

ist  für  jeden  Punkt  von  A'^  stetig;  ihm  entspricht  ein  Punkt  von  T"^. 

Durch  die  Abbildung  von  A'  auf  T  ist  aber  zugleich  die  Gesamtabitildung 

bestimmt,  reep.  damit  sind  die  beiden  Werte  von      resp.  von  T^  und  T^^ 

die  irgend  einem  Wert  ^n  X  entsprechen,  Ton  selbst  g^ben. 
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Um  hier  präcise  zu  verfahren,  werde  eiue  FiuicLiou  0^^u)  =  0(ßj  [/) 
80  definirt»  sie  an  dm  StotiglnitBataUeii  mÜ  F{q)  aberainstimmt, 
also  fBr  jeden  Wert  u 

ist.    Ist  nim  wie  oben  q  ^Ut»  eia  dnrch  die  Folge 

(m,)  =  Ml,  Mj,  •  •  •  U^,  •  •  • 

dargestellter  Punkt,  so  wird  die  Fonctionsfolge 

für  jede  Folge,  die  q  darstellt,  gegen  einen  festen  Wort  convergiren 
oder  nicht;  und  wir  wollen  nun  im  Anschluls  an  Broden  der  er- 
weiterten Function  im  Punkt  q  alle  Werte  zuordnen,  die  dnrdi  eine 
Folge  \F(uy))  dargestellt  werden,  so  dab  0{q)  in  q  auok  mehr- 
deutig und  sogar  unendlich  vieldeutig  sein  kann.  Alsdann  fidgt 
mmäclist,  (lafs  die  erweiterte  Function  0(q)  immer  dann  in  Q  stetig 
ist,  falls  sie  überall  eindeutig  ist.  Ist  sie  in  einem  Punkt  mehr- 
deutig, so  soll  er  wiederum  Unstetigkeitspunkt  von  keüsen^);  und 
es  gilt  der  Sat?.: 

VT.  Entsteht  aus  der  für  eine  in  sich  dichte  Menge  U 
stetigen  Function  <2^(w)  durch  Erweiterung  keine  in  ^  =  Z7' 
flberall  stetige  Function  <2>(^),  so  ist  diese  Function  not- 
wendig punktweise  unstetig. 

üm  dies  in  bindender  Form  su  erUbrten,  weisen  wir  nadi,  dafo 
die  Punkte  von  ü  auch  für  0{q)  Stetigkeitspnnkte  sind.  Sei 
nSmlich  u  irgend  ein  Wert  der  Menge  imd 

(3)  Ut,  Mt,  «8,  •  •  ««r,  •  •  • 

irgend  eine  ihn  darstellende  Folge  von  Punkten,  die  beliebig  zu  U 
oder  Ug  gehören,  ferner  ??eien 

irgend  welche  zu  den  gehörige  Functionswerte;  alsdann  ist  zu 
seigen,  dals  sie  eine  Folge  bilden,  und  dafs  ihr  Wert  gleich  F(u) 
ist.  Dazu  denke  man  sich  eine  Reihe  gegen  Null  convergirender 
Gröfsen  f i  >  >  •  •  >  >  •  •  •  beliebig  angenommen,  so  giebt  es 
stete  Werte      nahe  bei  vi  so,  dafs 

l-F(ii;)-jP(«,)l<f, 

ist,  welchen  der  yerscMedenen  möglichen  Werte  F(ul)  auch  haben 
möge.    Man  kann  daher  Punkte 


1)  Die  Differenz  zwischen  dem  grürstcu  und  kleinsten  Fimctionswert 
von  F^p)  au  der  Stelle  |)  kann  als  Unstetigkeitsintervali  x  an  der 
Stelle  p  oeseichnet  werden.  Brodln  sagt  dafür  latitnda  (Acta  Üaiv. 
Lnnd.  8,  S.  14.) 
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SO  wählen,  d&Os  aie  u  als  Greuzpunkt  haben  und  zugleich  die  Beihe 

F(ut),  . . .  - . . 

eine  Folge  bildet  und  der  Folge  (4)  gleich  ist  Diese  Folge  stellt  aber 
der  YoranssetKimg  nadi  den  Wert  F(u)  dar,  also  aneh  die  obige. 

Der  TOtstehende  Sats  ist  zwar  von  Breden  nicht  direct  aus- 
gesprochen worden;  doch  habe  ich  die  Beweiamethode  von  ihm  ent- 
lehnt; er  benutzt  sie  für  eine  die  Ableitungen  stetiger  Functionen 
be^ffende  Frage*). 

5.  Die  vorstehende  Darst»  Uunj.'^  [ninktweise  unstetiger  Functionen 
besitzt  7:unachst  den  praktischen  Vorteil,  dafs  eine  ahzählbare 
Menge  von  Vorschril'teu  genügt,  um  die  Function  füi*  eine  perfecte 
Menge,  resp.  ein  Gontinuum  festzulegen.  Broden  hat  eine  Beihe 
▼on  Beispielen  punktweise  unstetiger  Functionen  auf  diese  Weise 
construirt*).  Freilich  kann  nicht  jede  fOr  eine  Menge  Q  punkt- 
weise unstetige  Function  durch  Erweiterung  einer  für  eine  Menge  U 
stetigen  Function  hergestellt  werden,  \vie  sich  sofort  ergeben  wird» 
Wichtiger  jedoch  als  der  praktische  Vorteil,  den  die  obige  Auf- 
fassung hat,  ist  dfr  theoretische.  Wir  entnehmen  ihr  zunächst  eine 
meines  Erachtem»  naturgemSfso  Analyse  und  Einteilung  der  punktweise 
unstetigen  Functionen,  und  zwar  auf  (Jrund  folgender  Überlegungen. 

Sei  jetzt  F{q)  irgend  eine  in  Q  punktweise  unstetige  Function 
und  0(q)  die  Function,  die  durch  Erweiterung  aus  0(u)  ent- 
steht, wo  jetzt  U  die  Menge  aller  Stetigkeitspunkte  TOn  F(q)  sein 
darf,  so  stimmen  F(q)  und  0(q)  in  allen  Stetigkeitspunkten  dem 
Werte  nach  llberein.  Ist  q  ein  Unsteti^raitspunkt  m^k  von  F(q\ 
so  ist  in  jeder  um  q  gelegten  Kugel  H  die  Schwankung  von  0{q) 
niemals  gröfser  als  diejenige  von  F(q).  Da  nämlich  jeder  Wert 
von  0  eine  Folge  solcher  Werte  ist,  die  <^>(//)  an  den  Stetigkeits- 
stellen U  hat,  sn  ist  die  ober^^'  nnd  untere  (Trort/c  aller  Werte  von 
0  in  TT  identisch  niit  der  unteren  und  oberen  ürenze  aller  Wert«, 
die  0  an  den  St«tigkeitsstellen  innerhalb  TT  besitzt.  Diese  Werte 
bilden  aber  nur  einen  Teil  der  Werte  von  F{q)  in  Tl.  Es  ist  daher, 
falls  q  für  0{q)  ein  Punkt  «»^^  ist,  stets  lt^<h  Ist  insbesondere 
Ib^^O,  so  dafs  q  Btetigkeitspunkt  von  ^iff  ist,  so  wird  man 
sweckmi&ig  die  TTnstetigkeit  als  unwesentlich  oder  Sufserlich 
beseichnen.  Ist  dagegen  >  0,  so  ist  die  Unstetigkeit  von 
als  eine  wesentliche  oder  notwendige  zu  betrachten,  sie  soll 
aber  wieder  teilweise  iuTserlich  heifsen,  falls  k^<ik  ist^). 

1)  Joum.  f  Math.  118,  S.  6. 

2)  Acta  üniv.  Lund.  ><   P  17tf 

3^  Study  nennt  die  (injltie  k  —     den  äufseren  Sprung  an  der  Stelle  g, 

wenn  q  eine  eigentliche  Sprungstelle  einer  Function  einer  Variablen  ist. 
Math.  Ann.  47,  S.  801. 
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Wir  defiairen  nun  eine  Function  W(q)  so,  dafs  an  jeder  Stelle  q 

sein  soll;  es  ist  dann  ^P('])  erstens  an  allen  Stetigkeitsstellen  von 
F{q)  Null,  sowie  an  denjenigen  ünstetigkeitsstelleu,  in  df  nen  k  =  l\p 
ist,  und  alle  diese  Stellen  sind  Stetigkeitsstellen  von  *l'\^q).  Ist  da- 
gegen k,p  <  A%  ist  also  die  Unstetigkeit  in  f]  ganz  oder  teilweise 
äuTserlich,  so  ist  ^{q)  von  Nuii  verschieden,  und  es  ist  q  eine  Un- 
stetigkeitsstelle  vom  Grade  l'^^^k  —     f&r  man  kamt  flbor- 

dies  das  Yomeidiea  so  wfthlen,  dafs  die  Function 

keinerlei  äuTserliche  ün Stetigkeiten  mehr  enthält,  also  jeder  Un- 
Stetigkeitspunkt  von  Fi{q)  wesentlich  ist,  und  sein  Grad  mit  dem- 
jewgen  von  übereinstimmt.    Eine  Function  dieser  Art 

ist  gelegentlieh  von  NHumunn  als  eine  im  allgemeinen  ver- 
schwindende bezf leimet  worden;  ich  möchte  sie  aber  als  punkt- 
weise unstetige  Nullt'unction  oder  kurz  als  Nullfuuction  be- 
zeiclmen,  da  wir  es  hier  immer  mit  punktweise  unstetigen  Functionen 
zu  thun  haben.   Alsdann  folgt: 

TZL  Eine  beliebige  punktweise  unstetige  Function  F(q) 
kann  durch  Subtraction  einer  geeigneten  Nullfunction  in 
eine  solche  Function  übergeführt  werden,  deren  Unstetig- 
keitsgrad  an  jeder  Stelle  mit  demjenigen  der  lugehörigen 
Function  0((])  übereinstimmt. 

Es  empfiehlt  sieh  nun  vieltach,  die  Function  /  ,  i  7)  geradpzn  mit 
<I^{q)  zu  identiticiren ,  indem  man  der  Function  ^{^q)  an  den  Un- 
st-etigkeitsstellen  denjenigen  Wert  beilegt,  den  F^(^q)  besitzt,  und  der 
immer  demjenigen  Unstetigkeitsintervall  angehört,  das  die  zulässigen 
Werte  Ton  0{q)  enthSlt^).  Dasselbe  eireicbt  man  aber  auch  um- 
gekehrt dadurch,  daCs  man  die  bisher  festgehaltene  Eindeutigkeit 
▼on  F(q)  resp.  Fi(q)  fallen  läfst  und  auch  ^^1(9)  an  einer  ünstetig- 
keitsstelle  irgend  einen  Wert  beilegt,  den  ^(q)  annehmen  kann. 
Alsdann  hat  man  in  jedem  Fkll: 

F(q)  «  9(q)  +  W(q), 

und  diese  Gleichung  bedeutet  eine  Zerlegung  von  F(q)  in  zwei 
Functionen,  von  denen  die  eine  als  die  Function  der  wesent- 
lichen oder  notwendigen  ünstetigkeiteu  bemchuet  weixien 
darf^  d.  h.  derjenigen,  die  durch  die  Stetigkeitspunkte  bedingt  wsfden, 
wShrend  die  andere  eine  Nullfonction  ist  und  die  Function  der 
unwesentlichen  oder  ftufserlichen  Ünstetigkeiteu  darstellt. 
Ich  werde  die  Function        auch  als  die  su  F(q)  gehörige  Function 


1)  Vgl.  die  Anm.  1  auf  S.  18%. 
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geringsW  Unstetigkeit  oder  als  möglichst  stetige  Functiou  be- 

6.  Die  hier  lu  Grande  gelegte  Auffassung,  die  Beinigung  der 
,  Function  ^(9)  von  der  ihr  etwa  anhaftenden  Nullfunetion  und  die 
Emf&hrung  der  teilweise  mehrwertigen  oder  unendlich  yielwettigen 
Function  ist  sowohl  theoretisch/ wie  auch  für  die  ^(cmn 

Anwendungen  von  Vorteil  und  ist,  wenn  auch  nicht  generell,  so 
doch  für  einzelne  Zwecke  schon  gelet^^entlich  geschehen^).  Ihr 
Nutzen  wird  überall  da  in  die  Erscheinung  treten,  wo  der  Wert, 
den  an   einer  Ünstetigkeitsst4?lle  besitzt,  mehr  oder  weniger 

belanglos  ist.    Übrigens  ündet  sich  der  Übergang  von  Jtu  <P(5) 

im  Keime  auch  sehen  bei  Pasch'),  und  zwar  in  der  Einführung 
des  Begriffs  der  Schwingung  an  Stelle  der  Schwankung  der 
Function.  Die  Schwingung  abstrahirt  n&mlich  von  dem  Functions- 
wert  in  dem  Punkt,  auf  den  sie  sich  bezieht,  was,  wenn  es  für 
die  Qesamtfnnc  tion  ausgeführt  wird,  der  EinfQhrung  von  <D(9)  im 
wesentlichen  äquivalent  ist. 

Da  die  Stnictur  der  Funrtionen  W{<]^:  *»ine  einfache  und  durch- 
sichtige ist'),  so  ist  durch  las  \  irstebonde  die  weitere  Analyse  der 
punktweise  unstetigen  Fun(  üonen  auf  diejenige  der  Functionen  <P(^) 
zui'iickgeführt.  Diese  Analyse  hat  naturgemäTs  daran  anzuknüpfen, 
welches  die  Menge  der  W<ürte  yon  <P($)  an  einer  ünstetigkeitsstelle 
ist,  und  welcher  Art  die  einzelnen  Hangen  JT,  resp.  die  Gesamt- 
menge {JTy)  sind.  Was  insbesondere  die  Menge  der  Werte  Ton  (^{^ 
an  einer  ünstetigkeitsstelle  q  betrifft,  so  wird  mau  wiederum 
unterscheiden  müssen,  ob  sie  endlich  oder  abzählbar  oder  Ton  der 
Mächtigkeit  c  ist.  Für  Functionen  einer  Variablen  giebt  es  sowohl 
links  als  rechts  entweder  nur  je  einen  Wert,  oder  ihre  Mentre  hnt 
die  Mächtigkeit  C  und  erftlllt  ein  ganzes  Intervall,  wie  mau 
leicht  zeigen  kann  Im  Gegensatz  zu  dem  Satz  V  bietet  also  eine 
Function  «iurchausi  einfache  Eigenschaften  dar;  dieser  Satz 

haftet  nur  an  der  ihr  etwa  beigemengten  Nullfunction.  Für 
Functionen  ^^(g)  mehrerer  Variablen  trifft  dies  jedooh  nicht  mehr 
su;  bei  ihnen  dürften  alle  in  diesem  Satz  vorgesehenen  Möglichkeiten 
wirklich  auftreten  können. 

Da  die  zu  einer  Nullfunction  ^(fl)  gehörige  möglichst  stetige 
Function  fiberall  Null  ist,  so  folgt  schliefsUch,  da&  nur  solche 
Functionen  auf  dem  von  Breden  eingeschlagenen  Wege  erhältlieh 
sin  I ,  die  von  NulHimctionen  frei  sind.  Andererseits  ist  aber  auch 
jede  solche  Functiou  so  erzeugbar,  wie  unmittelbar  klar  ist.  Beispiele 

1)  So  S.B.  in  den  neueren  Arbeiten  Aber  die  Bogenlänge;  vgl.  Scheeffer, 
Acta  Math.  6,  S.  57 tf.,  sowie  Study,  Math.  Ann.  47,  S.  314.  Vgl.  auch 
den  Teil  dieses  Berichte,  der  vom  Integralbegriff  handelt 

2;  Math.  Ann.  30,  S.  139.    Vgl.  auch  S.  13d  dieseti  Bericht«». 

8)  Vgl  Über  sie  8. 137  ff.  dieses  Berichts. 
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aller  dieser  Kategorien  sind  a.  «*  0.  za  finden^).  Dabei  ist  nicht 
zn  Tergessen,  daä  hier  Yom  dem  Functianewttt  an  der  UnatetigkeitBr 
stelle  abgesehen  wird.  Dafs  er  ebenftüls  ein  Beeht  hat,  in  Rflck* 
sieht  genommen  zu  werden,  ist  Uar;  hierauf  kommen  wir  weiter  , 

unten  (10)  zurück.  ^ 

7.  Bei  äcn  Functionen  einer  Variablen  x  smä  am  häufigsten 
solche  Fälle  bekannt  geworden,  hei  d^n pn  jede  Meng*-  A',  endlich  ist, 
während  [Kr]  überall  dicht  ist;  an  jeder  ünstetigkeitsstelle  ist  0{q) 
zweiwertig,  resp.  es  existirt  ein  rechter  und  linker  Grenzwert.  Ein 
klassisches  Beispiel  hiei-zu  bietet  die  von  Kiemaun  consti'uii'te  Function 

i»^a!)— ~"r  ~T  ♦ 

die  an  allen  irrationalen  Punkten  stetig,  an  den  rationalen  dagegen 
unstetig  ist  und  an  jeder  Ünstetigkeitsstelle  einen  eigentlichen 
Sprung  besitzt^). 

hl  diese  Kategorie  gehören  auch  die  meisten  anderen  punkt- 
weise unstetigen  Fvmctionen,  die  man  durch  analytische  Ansdracke 
SU  bilden  Tnrmocht  hat,  insbesondere  diejenigen,  die  durch  das  Frinei^ 
der  Yerdichtung  der  Singularitäten  definirbar  sind.  Solehe  Functionen 
sind  von  den  verschiedensten  Seiten  in  mannigfacher  Weise  constmirt 
resp.  aufgefunden  worden'*).  Zu  ihnen  gehören  auch  diejenigen  punkt- 
weise unstetigen  Functionen,  denen  man  in  neuerer  Zeit  nach  dem 
Vorgang  von  Scheeffer  und  Jordan  eine  Bogenliinge  beilegt*). 

Man  kann  es  sogar  erreichen,  dafs  die  Function  monoton  i.st- 
Eui  einfaches  und  zugleich  typisches  Beispiel  dieser  Art  bildet  die 
YOn  Harnack  angegebene  Abbildung  des  Continuums  auf  eine  nirgends 
didite  Menge,  die  durdi  Bexiehung  der  Mengen  ^  «s  { r  j  und  D^{6\ 
bewirkt  werden  kann^)  (8.  64  u.  78).  Ebenso  führt  die  von  Gantor 
angegebene  Abbildung  der  Menge  der  rationalen  Zahlen  JE^jr}  auf 
sich  selbst,  bei  der  die  Ordnung  erhalten  bleibt,  im  allgemeinen  auf 
punktweise  unstetige  Functionen  dieser  Art®). 

Broddn  hat  uicb  auch  mit  dem  Fall  beschäftigt,  dafs  die  für  eine 
in  «ien  dichte  Menge  U  definirte  Function  in  CT  seihst  punktweise  nnstetig 

i-t,  i:nr!  hat  auch  auf  sie  den  Krweiterungsiirocefs  ausgedehnt;  doch  fnhrt 
dies  nicht  zu  neuen  Auffassungen  oder  Resultaten,  die  zu  erwähnen  wären. 

5)  Gesammelte  math.  Werke,  S.  242. 

3)  Für  die  Literatur  v-1   z  B.  Encykl.  d.  math.  WisS.  H,  1,  8.  41. 

4)  Vgl.  hierüber  den  vierten  .\bschnitt 

ö)  Um  die  eindeutige  Abbildung  Harnack'»  zu  erhalten,  hat  man  von 
jedem  i  nur  eineo'  Endpunkt  beimbehalten.  Peano  hat  eme  Function 

dieser  .\rt  durch  die  Vorschrift  bestimmt,  du  Ts  ./•  ^  0 ,     a,  •  •  •  und 
jf  s=  0,  Ua,  Oa,  •  .  .  entsprechende  Werte  seien.    Riv.  di  mat  2,  8  42 

6)  Man  denke  sich  die  Menge  R  einerseits  der  Gröfse  nach  geordnet, 
andererseits  aber  auf  iigend  swei  Arten  in  eine  abdLhlbare  Menge  ver- 
wandelt, also 

Ä  —  (fj,  r,,  fg,  •  •  •)  und  Jf  ^  (»j ,  w,,  Hl,,  • .  •). 
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Ein  hierhergehöriges  Beispiel  bietet  auch  die  Peanu'scbe  resp. 
die  Hilbert 'sehe  AbbUdungi  wenn  man  die  Abscissen  x  der  Punkt« 
ctor  Eiiiheiiwtreeke  als  Fonctioiieii  der  Quadratpunkte  p  anffa&t  Fflr 
jeden  Pitiürt  toq  iit  die  abbildende  Function  eindeutig  und  stetig; 
SU  jedem  Punkt  von  P  gehören  dagegen  mehrere  Werte  von  x. 
Denkt  man  sich  in  jedem  Quadratpunkt  p  den  mgehdrigen  Wert 
▼on  X  auf  dem  Lot  über  der  Qnadratebene  abgetragen,  so  hat  man  ein 
flSchenhattes  Bild  der  Ahlnldunggfnn'  tion.  Zieht  man  nun  innerhalb 
des  Quadrats  eine  bpli»4)ige  Curve,  in  Im  sondere  eine  Gerade,  so  wird 
dadurch  ein  cylindrischer  resp.  ein  ebener  Behnitt  deönirt,  der  in 
jedem  Punkt  von  P  einen  eigentlichen  Sprung  besitzt  und  eine 
Function  0{([)  derselben  Gattung  danteUt  wie  die  oben  betrachteten^). 

Functionen,  für  die  jedes  K9  eine  nnendliebe  Menge  darstellt, 
sind  in  neuerer  Zeit  ebenfUIs  mehrfach  angegeben  worden.  Setzt 
man  noch 

+ 

so  kann  mau  sogar  erreichen,  dafs  jedes  ujieudlich  ist"),  ja  sogar, 
dafs  jedes  Q-^  äe  M&chtigkeit  c  besitzt  Beispiele  der  letzten  Art 
hat  insbesondere  Brodln  durch  AufirteUung  geeigneter  Yorschriften 
consfarnirt,  und  iwar  mittelst  der  oben  8.  106  erwfthnten  Mengen  JTr, 

die  überdies  die  Eigenschaft  haben,  dafs  die  Gesamtmenge  |  Ä",  | ,  resp. 

die  fiinheitsstrecke  überall  dicht  erfüllt.  Die  von  B  roden  mit 
diesen  Mengen  construirten  Functionen  sind  übrigens  sämtlich  Null- 
functionen*).  Ahnliche  Functionen  hat  auch  der  Verfiisser  construirt, 
und  dies  sogar  so,  dafs  die  Gesamtheit  aller  Mengen  G  ebenfalls 
die  Mächtigkeit  c  besitzt.  Zu  jedem  Wert  0  ■<  |  1  triebt  es  näm- 
lich eine  Menge  G^  der  Mächtigkeit  C,  so  dafs  in  liii  ui  ~  ^  ist,  und 
dies  kann  sowohl  so  bewirkt  werden,  dab  die  Gesamtmenge  |^:) 

Alsdann  ordne  man  dem  r,  das  Element  «»,  zu,  femer  dem  r,  das  erste 
Element  m.,  das  zu  «ü,  dieselbe  Hangbeziebun^  hat  wie  r,  zu  r, ,  femer 

dem  »-y  da8  ert«te  Elemcxat  m^,  daä      vi^  und      die  gleiche  Rangbeziehung 

hat  wie  tu  und  n.  w.  Mut  beweiat  dann  noch  leicht,  dafs  auch 
jedes  Element  m  bei  der  Abbildung  verwandt  wird  (Math.  Ann.  46,  S.  AOi). 
Man  kann  übrigens  durch  diese  Abbildung  anch  zu  stetigen  Fumtionen 
gelangen.  Diese  Functionen  sind  also  für  alle  raüonftlen  Werte  selbst 
rational.   Vgl.  für  dieaen  Pomkt  auch  8.  191  dieses  Berichts. 

1'  Es  gteht  die.s  nicht  duniit  in  Widerspru»  Ii ,  dafs  manchen  Punkten 
vftn  T  vier  Werte  x  zugehüi*  n.  In  diesen  Punkten  von  P  stofsen  fiir  jede 
fortgt^etzte  Quadratteiluug  je  vier  Teilquadrate  zusammen,  und  die  be- 
zügliche Gerade  passirt  immer  nur  zwei  dieser  Quadrate.  Zwei  der  vier 
Functionswerte  stellen  also  eine  in  dem  oben  genannten  Sinn  (S.  13.'?  teil- 
weise äul'serliche  UnsteÜgkeit  dar.  Nur  wenn  die  Gerade  eine  der  Teilungs- 
liaien  lelbst  ist,  tritt  davon  eine  Anmahme  ein;  dami  ent^reehen  jedem 
ihrer  Punkte  zwei  oder  vier  Werte  X,  und  der  besflgliche  Bchnitt  besteht 

aus  zwei  verschiedenen  Curven. 

2;  Vgl.  z.  B.  VoUerra,  Giorn.  di  mat.  19,  S.  78. 
8)  Vgl.  aneh  Cap.  7  dioMs  Abschnitt«. 
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überall  dicht,  wie  auch  nirgends  dicht  ist^).  Auch  diese  Functionen 
«nd  NollfbnetioaeiL 

Functioneii  dieser  Art,  die  keine  Nullfunctionen  siiid,  seheinen 
bisher  nicht  aufgeetellt  worden  lu  sein;  ee  ist  aber  leicht  ersichtlich, 
dafs  es  auch  Functionen  gehen  kann,  filir  die  die  Menge  K  unendlich, 
oder  gar  !  =  c  ist,  und  für  die  <P(^)  nicht  Null  oder  flberhaupt 
eine  stetige  Function  ist.  Offenbar  ist  dies  auch  so  möglich,  dafs 
jedes  ly  =  t  i'it,  und  die  Opsamtmenge  (  K^]  überall  dicht  liegt; 
uui  eine  solche  Function  zu  erhalten,  hat  man  nur  zu  einer  der  eben 
genannten  Nullfuuttionen  eine  solche  Function  zu  iiddiren,  deren  zu- 
gehörige Function  0{ji)  au  allen  Unstetigkeitsstellea  zweiwertig  ist, 
und  flir  die  [Ky]  überall  dicht  ist  Um  hier  zu  weitergehenden 
Einteilungen  au  gelangen,  dürfte  es  sich  daher  empfehlen,  auch  für 
die  Functionen  0(9)  eine  weitere  Beduotion  zu  yersuchen,  indem 
man  yon  einer  beliebigen  Function  ditter  Art  erst  eine  solche 
Function  0{q)  nl  /u^piilten  sucht,  die  an  allen  Unstetigkeitsstellen 
zweiwertig  ist  Die  Hestfuuction  würde  dann  eine  Function  sein,  der 
an  allen  Unstetigkeitsstellen  eine  continuirliehe  Wertmenge  entspricht. 
Auch  diese  Functionen  sind  jedenfalls  noch  so  möglieh,  dafs  die 
Menge  \Kr\  überall  dicht  liegt,  jedes  Gy  die  Mächtigkeit  gr "  C 
besitzt,  und  die  Ky  eine  abzahlbare  Menge  bilden"). 

8.  Für  Functionen  F(t)  einer  reellen  Variablen  giebt  es  eine 
Keibe  von  Sutzen,  die  geälatten,  aus  dem  Verhalten  der  Function 
an  den  einzelnen  Punkten  auf  gewisse  Eigenschaften  der  Mengen  K 
au  schliefsen.  Zuvor  erinnere  ich  an  einige  besondere  Begriffe,  die 
man  für  Functionen  ein«r  reellen  Yariahlen  etngefllhrt  hat;  in  der 
Bezeichnung  schliefse  ich  mich  an  Pasch  an*^.  Wird  bei  Er- 
mittelung der  einem  Intervall  a  •  *  •  6  entsprechenden  Schwankung 


r  Naolir  d.  Gött  Oes  d.  Wiss  1899,  S.  171 

2)  £iu  einfaches  Beispiel  dieser  ibrt  ist  das  folgende.  Man  gehe  von 
einer  Menge  D  =        aus,  die  eine  perfecte  Menge  T  bestimmt.  Für 

jedes  Intervall  S  coiistmire  man  eine  Function  k  sin  , — ^—r-r ,  so  dafs  ihr 

-  ^i) 

Unstetigkeitspunkt  dem  Intervallendpunkt  |,  von  d  entspricht,  und  der 
Function  in  den  Punkten  von  T  ein  beliebiger  Wert  u  lieij^rolegrt  wird,  so 
dafs  \u  <^k  ist  Die  so  bestimmte  Function  sei  f(x).  Nun  setze  man 
in  jedes  dieeer  Intervalle  d  wieder  je  eine  Intervallmenge  D'  —  [d'  \  und 

in  jedes  Intervall  9'  eine  Function  k'  sin  r-, ,  so  dafs  ihre  Werte  u' 

X  —  I, 

in  T'  sämtlich  die  Bedingung  n'  <C  k'  erfüllen,  und  nenne  die  so  be- 
stimmte Function  fiix).  So  kann  man  fortfahren.  Wird  alsdann  £k^*'^  als 
absolut  convergent  angenommen,  so  stellt  F[x)     £f^ix)  eine  Reihe  dar, 

die  für  jeden  allen  f^{x)  gemeiusamen  Stetigkeitspunkt  selbst  stetig  ist, 
und  die  im  flbrigen  die  verlangte  Eigenschaft  besitst 
a)  Math.  Ann.  80,  8.  139. 
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von  dem  Wert  der  Function  im  Punkte  x  abgesehen,  so  geht  die 
Sdurankiing  in  die  dem  iBterraU  entqireeheiide  Sebwisgung^) 
Uber;  endlich  ergiebt  sich  die  innere  Schwankung  oder  SdiwinguDg, 
falle  man  dem  Intervall  a  -  •  -  &  die  Endpunkte  nicht  suiedinet 
Alle  dieee  Oröfsen  können  überdies  auch  nur  einseitig  in  Betracht 
geiogen  werden').    Von  ihnen  gilt  der  Satz: 

Sind  im  Intervall  a  ■  •  •  h  uIIp  einseitigen  Schwing- 
ungen <  A'.  so  ist  die  Menge  K  der  Punkte  w!>fc  endlich; 
man  kann  daher  das  Intervall  in  eine  endliclio  Anzahl  von 
Teilintervallen  zerlegen,  in  deren  jedem  die  innere  Schwan- 
kung <  Ä-  ist^). 

Die  Endlichkeit  äsir  Menge  K  eigiebt  sieh  unmittelbar  daraus, 
dafs  ohne  dies  ein  ünstetigkeitspunkt  zweiter  Art  »"^h  Torbanden 
wire,  und  es  kOnnten  in  ihm  nicht  beide  einseitigen  Schwingungen 
sein.  Es  zerfallt  also  a  '  '  -  h  bereits  in  eine  endliche  Anzahl  von 
Intervallen ,  die  keinen  Punkt  o»  ^  A;  im  Innern  enthalten.  Hieraus 
kann  der  Satz  nach  dem  Heine^Borerschen  Theorem  direct  ge- 
schlössen  werden. 

Ich  erwähne  femer  die  folgenden  beiden  Sätze,  die  auf  Dini 
zurückgehen: 

IX.  Eine  Function  ist  punktweise  unstetig,  ialls  sie 
an  einer  llberall  dichten  Menge  einen  einseitigen  Grenz- 
wert suUtst^). 

X.  Wenn  im  Intervall  a  •  •  •  5  alle  hinteren  oder 
▼orderen  Schwingungen  <it  sind,  so  ist  die  Menge  K  un- 
ausgedehnt*^). 

Der  erste  Satz  folgt  unmittelbar  aus  der  Bemerkung,  dafs 
unter  der  für  ihn  gemachten  Vorauss^^tzung  keine  Menge  K  überall 
dicht  sein  kann.    Füi-  den  zweiten  Satz  gehen  wir  auf  die  Formel 

xurück.  Wftre  nun  8  yon  Kuli  verschieden,  so  wOrde,  da  8  per^Bct 
ist,  in  jedem  Punkt  Ton  sowohl  die  Unke  wie  die  rechte 
Schwingung  ^  Je  sein.   Daher  ist    »  0  und  K  abslblbar,  also  auch 

unausgedehnt. 

9.  tl)er  Functionen  von  zwei  und  mehr  Variablen  liegen  bisher 
nur  wenige  Einzeluntersuchuugeu  vor*^).  Man  weifs  seit  längerer  Zeit 

1)  Vgl.  auch  oben  S.  135. 

2)  Hierüber  haben  besonder!  die  italienischen  Mathematiker  gearbeitet, 

wie  Ab  coli,  Pf»!M)0  nnd  andere. 

3)  Vgl.  PaHch,  Math.  Aim.  30,  S.  140. 

4)  Vgl.  Dini,  Grundlagen  §  161. 

5)  In  dieser  Form  stammt  der  Sats  von  Paseb,  a.  a.  0.,  8.  141; 
vgl.  auch  Dini,  Gnudiagen,  §  187,  4. 

6)  Die  meisten  dieser  Untersucliungeu  beziehen  bich  überdies  auf  das 
Veifauten  an  einem  einielnm  Punkt   Ich  nenne  insbesradere  As  coli. 
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durch  Beispiele,  dails  die  ausnahmslose  Stetigkeit  einer  Fonction  F(x,if) 
nach  X  resp.  nach  y  einzeln  die  ausnahmdoee  Stetigkeit  für  x  und  y 
nicht  nach  eich  siehi  Erst  B.  Baire  hat  ee  jedoöh  in  einer  gans 
kürzlich  erschienenen  Arbeit  untemommen,  die  allgemeine  Geseti- 
mäAngkeit  zu  prüfen,  gemafs  der  die  Stetigkeit  ftlr  beide  Variablen 
von  der  Stetigkeit  für  jede  einzelne  Variable  abhängt.  Man  kann 
sich  leicht  Beispiele  bilden,  die  ^oicren,  dafs  die  Function  in  r  und  y 
total  unstetig  sein  kann,  trotzdem  sie  in  einer  überall  dicliteii  Punkt- 
menge für  X  resp.  t/  einzeln  stetig  ist^);  ja  sie  kann  es  auch  dann 
noch  sein,  falls  die  Stetigkeit  nach  x  resp.  nach  y  für  je  eine 
überall  di^te  Ounrenscbar  vorbanden  ist.  Dagegen  geht  aus  den 
üntersncfanngen  Baire'e  henror,  dafs  die  Function  in  einem  Gebiet  H 
nicht  mehr  total  imstetig  sein  kann,  wenn  sie  in  jedem  Punkt 
von  fl  stetig  in  x  und  y  allein  ist.  Sein  Satz  verlangt  sogar  nur, 
dafs  in  allen  Punkten  Stetigkeit  nach  der  einen  Variablen,  und  in 
den  Punkten  einer  überall  dichten  Curvenschar  nach  der  andern  vor- 
handen sei.  Für  den  Beweis  hat  sich  Baire  auf  den  einfacheren 
Fall  beschränkt,  dafs  die  Function  in  allen  Punkten  stetig  nach  1/ 
ist,  und  in  einer  ü])erall  dichten  Schar  von  Parallelen  zur  x-Axe 
stetig  nach  j  ,  doch  ist  dies  keine  wesentliche  Specialisirung. 

Um  zn  zeigen,  wie  Baire  diese  Untersuchung  durchgeführt 
hat,  erwShne  ich  zonScfast  eine  von  ihm  herrührende  Erweiterung 
der  StetigkeitsbegriiFe.    Ist  F(x^      '  *  *)  Function  beliebig 

vieler  Variablen,  die  für  eine  ICenge  P^{p]  definirt  ist,  und 
die  um  p  mit  dem  Radius  gelegte  Kugel,  so  operirt  er  nicht  un- 
mittelbar mit  der  Schwankung  für  die  Kugel  H,^  sondern  mit 
der  oberen  und  unteren  Grenze  aller  Functionswertc,  die  -F(i>)  für 
die  Kugel  //,,  resp.  fflr  die  in  ihr  enthaltenen  Punkte  von  P  besitzt. 
Ist  Fo  die  obere  Grenze  aller  dieser  Werte  von  -'^(l>),  und  <lie 
untere  Grenze,  so  couvergiren  jF<,  und  Fu  mit  abnehmendem  gt^g^n 
zwei  GrOfsen  <p{2))  und  die  man  als  obere  resp.  untere 

Wert  grenze  der  Function  im  Punkt  p  bezeichnen  kann.  Ist  n 
wieder  der  Ünstetigkeitsgrad  in      so  ist 

w  =  q>(p)  —  t/;(i>), 

während  zugleich 

Ann.  di  mat.  (2)  Bd  19  und  80,  sowie  ArzeU,  Rend.  deir  Ace.  di 
Bologna  1883,  S.  3.    Vgl.  auch  Thomae,  Elementare  Theorie,  S.  39. 

1)  Man  ziehe  z.  B.  durch  alle  rationalen  Punkte  Parallelen  zu  den 
Azen  und  bestimme  auf  jeder  von  ihnen  die  Function  so,  dab  ne  för 
«  » jp/g  und  fOr  2/  =  p,/q^  den  Wert  f{x,  !f)^l/qq  hat,  in  den  Übrigen 
Punkton  dieser  Parallelen  den  Wert  Null,  und  in  eilen  übrigen  Punkten 
den  Wert  1.  Das  obige  Resultat  entspricht  dem  Umstand,  dals  jede 
Menge  und  jede  Menge  JC"  abgeschlossen  sein  kann,  ohne  dals  die 
ebene  Menge  JT  abgeschlossen  ist  vgl.  S.  97.  Auch  die  dort  gegebenen 
Beispiele  sind  hier  verwendl»r. 
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ist.  Ist  nun  q>{p)  =  F{p\  so  nennt  Baire  die  Function  F{p)  an 
der  Stelle  p  oberhalb  stetig;  ist  F(p)  =  t^(p)f  so  heifst  sie 
unterhalb  stetig*).  Auch  diese  Begriiffe  sind  davon  unabhängig, 
ob  der  Kugel  H,  die  Punkte  der  Oberfläche  hiTr/nrjfreehnet  werden 
oder  nicht.  Eine  oberhalb  resp.  unterhalb  .stetige  Function  nennt 
Baire  allgemein  halb  stetig*).    Es  besteht  nun  der  folgende  Satz: 

Ist  f{p)  eine  im  iiereicii  II  oberhalb  stetige  Function, 
für  die  in  jedem  Punkte  die  untere  Wertgrense  Null  ist, 
80  nimmt  die  Function  in  einer  in  B  flberall  dichten  Punkt- 
menge den  Wert  Null  an*)  und  ist  also  eine  Nullfunction. 

Der  Beweis  läTst  sich  folgendermaßen  ftthren:  Sei  c  >  >  >  "  * 
eine  Reihe  gegen  Null  convergirender  Zahlen.  Ist  If^  ein  beliebiger 
Teilbereich  von  /f,  so  giebt  es  in  ihm  sicher  Punkte  71,  so  dafs 
f{p)  <i  t  ist,  und  wegen  der  oberen  Stetigkeit  folgt,  dafs  es  eine 
gewisse  Umgebung       für  }>  g^^l't,  so  dafs  dort  überall 

f<f(p)  +  t<  2s 

ist.  Analog  findet  man  innerhalb  H|  ttnttn  Beveidi  -^it  ^  dem 
ftbendl  /<  2«^  ist,  und  man  gelangt  so  su  einer  Folge  einander 
einschliefsender  Bereiche 

-fio»  ^1»       •  *  •  -^»1  •  ■ 

die  mindestens  einen  Punkt  p,„  bestimmen,  so  dafs  f( p,S)  <*  f.  ist  für 
jedes  V,  woitiit  drr  Satz  bewiesen  ist  Aus  diesem  Satz  schlieüst 
man  nun  durcii  l'nikehrung  den  folgenden: 

Ist  eine  oberlmlb  stetige  Function  f{p)  in  einem  Gebiet  H 
überall  gröfser  als  Null,  so  bilden  die  Punkte,  in  denen  f(^p)  die 
untere  Wer^prense  Null  hat,  notwendig  eine  nirgends  dichte  Menge. 
Die  Fimctiom  ist  also  keine  Nullfimetion. 

Nunmehr  geht  der  Beweis  des  bezüglichen  Satzes  folgender- 
mafsen  vor  sich.  Da  die  Function  F(x,  y)  überall  nadi  y  stetig 
sein  soll,  so  wird  ae,  falls  man  zunächst  dem  x  einen  constanten 
Wert  beilegt,  in  eine  ftir  alle  Worte  f/  stetige  Function  0(if)  über- 
gehPTi  Wird  .ihdanu  a  beliebig  angenommen,  so  gehört  dazu  für 
jedes  1/  ein  bestmimtes  gröfstes  Intervall  2d  =  d<r,  innerhalb  dessen 


1)  Die  einfachste  oberhalb  stetige  Function  ist  die  zu  einer  Function 
y(p)  gehörig  Ftmction  a(p)  selbst.  Diese  Function  hat  bereits  Vol terra 
als  Function  der  Sprünge  eingeführt  (Giom.  di  mat.  19,  S.  82), 
wenigstens  für  Functionen  einer  Variablen.  Die  obigen  Begriöe  decken 
sich  zum  grofsen  Teil,  wenn  aueh  nicht  ganz,  mit  der  neduction  von 
F(p)  auf  ^{p). 

8)  Ann.  di.  mat.  (3)  3,  S.  4  ff. 

8)  Baire  giebt  a.  a.  0.  (S.  12)  Beispiele,  die  zeigen,  daf«*  der  Satz 
nicht  gilt,  wenn  nur  eine  der  beiden  Bedingungen  eciullt  ist 
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die  Scliw.uikun«!  vou  <I^{i/)  höchstens  gleich  6  ist.  Fafst  man  diese 
GSrüfse  dg  als  Fuuction  des  Punktes  p  =  (x,  if)  auf,  so  zeigt  Baire 
zuiUl^t  durch  einfache  ÜberleguDgeu,  dafs  sie  eine  oberhalb  stetige 
Function  ist;  andoreradto  aber  ist  6a  in  jedem  Punkt  ^  gröJW  als 
Nu]],  und  daraus  folgt  auf  Grund  des  lotsten  Sataes,  dais  die  Punlrte^ 
in  denen  die  untere  Wertgrenxe  von  d<r  Kuli  ist,  eine  nirgends  didito 
Menge  bildoi.  Diese  Menge  ist  überdies,  wie  leicht  ersichtlich  ist, 
abgeschlossen;  wir  bezeichnen  sie  durch  Q-q  resp.  durch  fr.  Man 
))p weist  nun  weiter*),  dafs  es  um  jeden  nicht  zu  G  gehörigen 
Tunkt  m  einen  endlichen  Ber^i^-h  giebt,  in  dem  die  Schwankung  der 
Function  ^^(0?,  y)  stlhnl  kleiner  als  2 ff  ist.  Sind  dann  wieder 
>  >  <>8  >  •  •  >  <J^  >  •  •  beliebige  gegen  Null  convergirende 
Gröfsen,  so  haben  die  zugehörigen  Mengen 

^11  ^t*  ^s»  *  •  *        •  *  * 

wieder  die  Eigensdiaft»  dafs  jede  die  Torbergehenden  als  Teilmengen 
entliSll  Ist  jetzt  9^  m  tn,  gehörender  punktfreier  Bereteh,  so 
folgert  man,  wie  S.  81,  dafs  die  Bereiche  tf„  *  *  •  gegen  einen 
Bereich  d,^  oder  gegen  einen  Punkt  convergiren,  und  jeder  dieser 
Punkte  ist  ein  Stetigkeitspunkt  von  F(xy  y).    Also  folgt: 

XI.  Ist  eine  Function  F(x,ff)  überall  stetig  nach  der 
einen  Variablen,  und  Hings  einer  ü])erall  dichten  Gerad^n- 
schar  nach  der  andern,  äu  ist  sie  in  beiden  Variablen 
höchstens  punktweise  unstetig, 

10.  Baire  hat  auch  die  allgemeine  Analyse  der  punktweise  un- 
stetigen Fonetionen  einen  Sehritt  weiter  gefflhrt').  '  Oben  wurde 
wesentUoh  die  allgemeine  Natur  der  ünstetigkeitspunkte  und  ihre 
Verteilung  in  Betracht  gesogen;  aufserdem  kann  aber  auch  noch  der 
besondere  Wert,  den  die  Function  an  der  Unstetigkeits- 
stelle  hat,  Gegenstand  der  Erörterung  werden.  Von  diesem  Wert 
hängt  es  nlimlich  ab,  ob  sich  die  Function  als  Folge  stetiger  Func- 
tionen darstellen  lälst  oder  nicht  (Cap  7V  Die.s  ist  der  Gesichts- 
punkt, von  dem  aus  Haire  auf  die  Frage  geführt  wurde.  Der 
Erfolg  seiner  Untersuchung  beruht  durchaus  auf  der  Ausdehnung 
des  Stetigkeitsbegriffes  aul^  beliebige  nirgends  dichte  Mengen. 

Es  sei  f{x^  ^,  . . .)  =  /^Q))  eine  in  einem  Bereich  H  definirte 
punktweise  unstetige  Function  und  K  die  Menge  der  Unstetigkeits- 
punkte  CO  >:  ft.  Diese  Menge  ist  dann  notwendig  nirgends  dicht 
in  //.  Es  kann  nun  vorkonunen,  dafs  die  Menge  K  einen  perfecten 
Bestandteil  K^^  enthält.  Ist  dies  der  Fall,  so  betrachten  wir  jetat 
die  Function  F(p)  nur  bezüglich  der  perfecten  Menge  K^'.  Alsdann 
sind  an  sich  wieder  drei  Fälle  möglich;  es  kann  F{jp)  besttglich  K^^ 

1}  a.  a.  0.,  S.  26. 
2)  a.  a.  0.,  8.  46  C 
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stetig,  total  unstetig  oder  punktweise  unstetig  sein.  Ist  F(j>)  be- 
züglich K^^  nicht  stetig,  so  sei  die  Menge  ihrer  Unstf^tig^.f  its- 
punkte  w  ^  A"  bezüglich  K'^.  Falls  nun  überall  dicht  bezüglK  h 
JT-^  ist,  80  ist  mit  idcutiseli;  alsdann  ist  F(j))  in  K  total 
unstetig,  und  die  Betamchtung  hat  ein  ihide.  Ist  dagegen  die  Menge 
nicht  überall  dieht  beifiglieh  f^,  so  serfUlt  H  resp.  jK^  in  eine 
endliche  oder  abzählbare  Menge  von  Teilgebieten,  so  dafs  in  jedem 
von  ihnen  JTj  entweder  überall  dicht  oder  nirgends  dicht  ist.  Es 
genügt  demgemäfs,  ttir  das  folgende  anzunehmen ,  sei  nirgends 
dicht  bezüglich  K^.  Enthält  nun  Äj  wieder  fin^n  p»^rfecten  Be- 
standteil K^y  80  betrachte  man  F(p)  als  Function  m  Aj-;  ist  A', 
die  Menge  ihrer  ünstetigkeitspunkte  co  >  A*  bezüglich  /T^,  su  Mnd 
wieder  nur  die  zwei  Fälle  zu  berücksichtigen,  dafs  in  K^^  überall 
dicht,  also  mit  idoitisch  ist,  oder  dafs  nirgends  dicht  be- 
zQglich  £p  ist  Im  leisten  FaU  kann  wieder  einen  pafeoten 
Bestandteil  entiialten,  und  man  hat  die  Function  beifiglich  KP 
ins  Auge  zu  fassen.  So  kann  man  weitergehen,  solange  F{p} 
Unstetigkeitspunkte  bezüglich  der  nach  und  nach  oonstruirten 
perfecten  Mengen  K^^,  Ä'f^,  Aj^,  •  •  •  besitzt  und  in  Bezug  auf  keine 
von  ihnen  total  unstetig  ist.  Nun  ist  aber  die  Menge  £^  Teilmenge 
von  ir^^,  ebenso  ist  Teilmenge  von  E^^  u.  s.  w.,  und  daraius 

folgt,  dafs  iiich  unser  Verfahren  so  weit  fortsetzen  läfst,  als  die 
Coiistruction  von  Teilineugeu  dieser  Art  ausgeführt  werden  kann. 
Diese  Frage  ist  aber  oben  bereits  erledigt.  Wir  sahen  dafs  diese 
Teilung  iwar  bis  su  transfiniten  Zahlen  ausdehnbar  ist,  dafii  aber 
die  Teilmengen  nur  in  abzählbarer  Menge  auftreten  können.  Es 
giebt  also  eine  Reihe  von  Mengen 

Ä«.  Ki',  Af,  ••    Äf,  •••  JTf,  •••  Kj,', 

die  mit  einer  bestimmten  transfiniten  Zahl  ß  notwendig  ein  Ende 

erreicht,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dafs  die  Function  in  entweder 

p 

stetig  oder  total  unstetig  ist,  oder  aber  so  pimktweisc  unstetig,  dafs 
die  Punkte  a  >  /.-  eine  endliche  oder  abzählbare  Menge  bilden.  Was 
übrigens  die  Mengen 

selbst  anbetrifft,  so  kann  jede  von  ihnen  eine  abgesohlossene  Menge 
allffemeinster  Art  sein,  und  im  allgemeinen  enth&lt  also  Ka  aufser 
K^  noch  eine  abslhlbare  Menge,  wie  wir  dies  firflher  allgemein 

erörtert  haben  (8.  78). 

Verbinden  wir  dieses  Resultat  mit  der  oben  angeAlhrten  Be- 
merkung, da(s  H  resp.  K^^  in  eine  endliehe  oder  abzählbare  Menge 
von  Gebieten  serf allen,  so  dafs  in  jedem  von  ihnen  K^  überall  dicht 

1)  Vgl.  S.  80  dieaes  Berichts. 
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oder  nirgends  dicht  bezüglich  K^^  ist,  iind  beachten,  dafs  dies  analog 
für  jede  Menge  li'a  der  Fall  sein  kann,  so  erhalten  wir  ecblieCslich 
folgendes  Bestdtat: 

XII.  Ist  eine  in  iT  punktweise  unstetige  Function, 
und  ist  K  die  ifenge  ihrer  ünstetigkeitspunkte  «^X^j  bo 
serfftllt  H  in  eine  endliche  oder  abs&hlbare  Menge  von 
Teilgebieten,  so  dafs  in  jedem  eine  perfecte  Menge 
existirt,  die  Teilmenge  von  K  ist,  und  bezüglich  deren  die 
Function  F(p)  stetig  oder  total  unstetig  ist  oder  nur  eine 
endliche  resp.  abzählbare  Menge  Ton  Unstetigkeitspunkten 
(0  ^  Ä;  enthält. 

Drittes  Capitel. 
Die  AUeitnDgen  der  monetoDea  FuetieiieB. 

Die  irage  nach  den  Ableitungen  einer  reellen  Function  soll 
hier  nur  insoweit  zur  Erörterung  gelangen,  als  ne  durch  die  Theorie 
der  Pnnktmengen  gefordert  worden  ist^).  Ich  muls  daher  natur* 
gemftTs  darauf  Terzichten,  über  den  reidien  Inhalt  des  Dini' sehen 
Werkes  über  reelle  Functionen  einer  Variablen  ansfthrlicher  berichten 
zu  wollen.  Die  Analyse  der  inneren  Eigenschaften  einer  Function, 
die  erforderlich  sind,  damit  in  gewissen  Punkten  eine  bestimmte 
beiderseitige  oder  einseitige  Ableitung  exi'^tirt  oder  fVhlpn  kann,  ins- 
besondere die  FrriL''»^,  wl^-li^r  Art  alsdann  die  Ableitungswerte  in 
den  Nachbarpunkteu  sind,  tiudet  sich  dort  der  Sache  nach  eingehend 


1)  Histurigch  bemerke  ich  ganz  kurz  das  folgende:  Bekanntlich  gab 
Kiemann  das  erste  Beispiel  einer  stetigen  Function,  diu  nicht  llberall 
Al>]oitnn«ren  licsitzt;  während  Hankel  mittelst  der  Verdichtung  der 
HingulahUiten  die  erste  allgemeine  Methode  zur  üerstellung  solcher 
Functionen  erdachte.  (Vgl.  auch  Cap.  7.)  Darboux  gab  alsbald  eine 
geometrische  Analyse  dieser  Methode.  Auch  die  Ableitung  der  Sätze  über 
Reihenconvcrgcnz,  die  der  HankeTpchen  Methode  als  Grundlage  dienen, 
bat  Darboux  iii  exacter  Form  zuerst  treliefert;  er  ist  wohl  auch  derjenige, 
der  zuerst  darauf  hinwies,  dafs  die  Integrale  der  punktweise  unstetigen 
Functionen  ebenfalls  stetijje  Functionen  liefern,  die  nicht  fit  prall  eine  Ab- 
leitung besitzen.  (Vgl.  Cap.  6.)  Das  erste  Beispiel  einer  nirgends  differeuidr- 
baren  Fnnetion  stammt  bekanntlich  von  Weier  straf«.  Auch  Darbon  z 
bat  bald  darauf  ein  Beispiel  dieser  Art  construirt;  er  gab  auch  schon 
früh  ein  Beispiel  einer  stetigen  Function,  deren  Ableitung  eine  punktwe  ise 
unstetige  Function  ist,  und  swar  eine  solche,  die  an  allen  rationalen 
Stellen  einen  Sprung  hat,  Ann.  de  l'Ec.  norm.  (9)  Bd.  4,  8.  lOO.  Eine 
allgemeine  Methode  zur  Darstellung  nirgends  differenzirbarer  Functionen 
gab  alsbald  Dini,  Ann.  di  Mat.  /i)  8.  121.  Eine  ia  jedem  Tntervall  nicht 
differenzirbare  Function  hat  fnihzeitif^  auch  H.  A.  Schwarz  {gegeben.  Vgl. 
Ges.  Abb,  II,  S.  269,  sowie  auch  J.  Thomae,  Einleitung,  S.  26.  An 
Weierstrafg  ansehliefsende  Beispiele  gab  insbesondere  M.  Lerch,  z.  B. 
Joum.  f.  Math.  103,  S.  126.  Vgl.  endlich  auch  Cell^rier,  Bull,  des  Sc. 
math.  14,  S.  102. 
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corörtert»  wom  auch  in  der  formalen  Aussage  der  einxelnnt  Sfttze 
die  Hengenbegriffe  nicht  rar  Anwendung  kommen. 

Überhaupt  sind  wir  Uber  das  Werk  Dini's  kaum  erheblich 
hinausgekommen.  Die  Untersuchung  der  GesetEe,  denen  die  Ab- 
leitungen in  den  einzelnen  Punkten  unterworfen  sind,  ist  deshalb 
subtiler  und  schwieriger,  weil  man  es  hier  nicht  mit  abgeschlossenen 
Mengen  zu  thmi  hat;  darauf  }>«niht  es  auch,  dafs  die  meisten  Re- 
sultate, voü  denen  hier  zu  berichten  ist,  von  abschliefsender  Trag- 
weite nicht  sind.  Sätze  allgemeinerer  Art  sind  nur  zwei  zu  erwähnen-, 
der  eine  geht  auf  König  zurück,  der  andere  auf  Breden;  beide 
beriehen  sidi  auf  Functionen,  deren  Ableitungen  an  mner  flberall  dichten 
Menge  unendlich  sind.  Im  llbrigen  beliehen  sich  die  su  erwUmenden 
neuerlich  gefundenen  Besultate  auf  spedelle  Functionen  oder  Functions- 
Uassen. 

Betrachtungen  über  gesetsmärsige  Verteilung  von  Besonderheiten^ 
die  die  zweiten  und  höheren  Ableitungen  betreffen,  liegen  bislang 
nur  wenige  vor.  Im  wesentlichen  hnt  sich  nur  Harnack  nüher 
mit  ihnen  beschäftigt*).  Was  von  beiuen  Resultaten  hier  anzufühlen 
wäre,  ist  höchstens  der  evidente  Satz,  dafs  die  Stellen,  an  denen 
ein  zweiter  oder  höherer  Differentialquotient  bestimmten  oder  unbe- 
stimmten Zeichens  enstirt,  nicht  isolirt  sein  kOnnen  und  daher  immer 
eine  in  sich  dichte  Menge  bilden. 

ünter  den  stetigen  Functionen  einer  reellen  Variablen  pflegt 
man  drei  Hauptklassen  zu  unterscheiden:  die  Function  kann  im 
Intenralle  a •  •  •  &  monoton^  und  nirgends  constant  sein,  sie  kann 
in  ihm  unendlich  oft  oscilliren,  also  unendlich  viele  M;\xima 
und  Minima  besitzen,  sie  kann  schliefslirh  imf^ndlich  viele  Invaria- 
bilitütszüge  oder  Constanziutervalle  aufweisen.  Es  ist  weiter  klar, 
dafs  wenn  eine  Function  f{x)  keiner  dieser  Hauptklassen  angehört, 
das  Intervall  a  '  '  •  h  so  in  eine  höchstens  abzählbare  Menge  von 
TeUinter?a]]en  zerftllt,  dalh  die  Function  in  jedem  Teilintenrall 
einer  der  drei  genannten  Kategorien  entspridit.  Freilich  ist  diese 
Einteilung  nur  eine  formale;  sie  ruht  nicht  auf  inneren  charakte- 
ristischen Untersdiieden.  Man  verdankt  Dini  die  Einsicht,  dafs  eine 
monotone  nirgends  constante  Function  durch  Subtraction  einer  Linear- 
funetion  ar  ~\-  v  in  eine  unendlich  oft  oscillirende  Function  übrrrr,  hm 
kann,  und  da5?  gleiche  gilt  von  jeder  Function  mit  unendlich  vielen 
ConstanzintervaUen.    Demzufolge  ist  es  schiiefslich  nur  die  zweite 

1)  Math.  Ann.  23,  S.  264.  Bezuglich  der  Arbeiten  Harnack^t  in 
Math.  Ann.  19  u.  23  ist  zu  bemerken,  dafs  sie  nicht  in  allen  Teilen 
cnTTect  -iind,  und  dafs  Harnack  in  Math.  Ann.  24  einen  Teil  von  ihnen 
gelbst  richtiggestellt  hat.  In  diesen  Arbeiten  finden  sich  übrigens  auch 
analoge  BetvMhtnngen  Uber  den  mittleren  Differentialquotienten. 

2)  Monoton  bedeutet,  wie  rl1)Iic]i,  niemals  wachsend  oder  niemals  ah* 
nehmend.    Vgl.  auch  S.  1-21  dieses  Heriihts. 
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unserer  FunctioiuklMieD,  die  fBr  das  durdiAiis  iiiir^e]mft£Bige  Ver- 
halten  der  Ableitiiiigeii  eine  nrsflcUiehe  Bedeatang  hat. 

Praktiaoh  ist  es  DatQrUoh  sweckm&Iisig,  die  drei  FnnotiensUasseii 

gesondert  zu  behandeln,  zumal  fiir  ihre  Stmctur  durchaus  ver- 
schiedene Bildungsgesetse  und  Formeln  maXsgebend  sind.    Ich  be* 

schriLnke  mich  zunächst  auf  die  erst^^  Klasse,  die  ich  kurz  als  monoton 
bezeichnen  will.  Die  allg-omeine  Aulgabe,  die  man  sich  hier  gestellt 
hat,  geht  dahin,  die  innere  Structur  der  Function  so  zu  beein- 
flussen, dafs  an  Mengen  bestinmiter  Art,  sei  es  abzählbaren, 
sei  es  nicht  abzählbaren,  ein  vorgegebenes  Verhalten  der 
Function  besAglioh  ihrer  Ableitungen  eintritt.  Dabei  wvd 
die  Function  immer  sunftchst  nur  Hbr  eine  IlberaU  dichte  Menge  U 
definlrt,  und  dann  in  der  oben  angegebenen  Weise  auf  die  Gesamt- 
menge erweitert.  Mit  Aufgaben  dieser  Art  hat  sich  insbesondere 
T.  Brod4n  eingehend  beschäftigt.  Der  Erfolg  seiner  Methode  be- 
steht besonders  darin ,  dafs  die  Punkte  von  Ug  eine  beinahe  er- 
staunliche Fülle  von  Klassen  der  merkwürdigsten  Typen  lipfoni,  und 
dafs  sich  imter  ihnen  Pimktkliissen  beliebig  unregeimäi^igen  Ver- 
haltens im  allgumeinen  immer  finden  lassen. 

1.  Ich  setze  zun!i(  h?;t  die  auf  du  Bois-Reymond  zurückgehende 
Definition  des  allgemein *"ren  Ableitungsbegrilfes  hierher,  die  auf  be- 
liebige Functionen  Bezug  nmimt,  im  folgenden  jedoch  nur  für  stetige 
Functionen  in  Betracht  gezogen  wird.  Ist  y  =  f{x)  eine  im  Inter- 
vall a  •  •  •  b  stetige  Function,  z  ein  beliebiger,  aber  fsstor  F^mkt 
dseses  ibitervalls  und  d  ein  m  o;  beginnendes  TeilinterTaU,  so  hat 
der  Differenzenquotient 

flir  alle  Werte  «|  des  Intenralls  d  eine  obere  Grenze  g  resp.  eine 
untere  Grenze  h.   Sind  jetet 

dr,  dr,  dr',  '  *  '\  d*,  J?,  dj  ,  •  •  • 

Intervalle,  die  von  rechts  re8|>.  links  gegen  x  convergiren,  und  sind 

9ri     9r%  ' '  'i  rcsp.  gif  git  gti  •  •  • 

die  zugehörigen  Werte  von  ^,  so  conTergiren  diese  Werte  gegen  je 
«neu  (unteren)  Grenzwert  yr  und  yi^  und  ebenso  conTeigiren  die 
zugehörigen  Werte  tou  Ife,  nlmlich 

kry  Kl  K\  ■  •  ,  resp.  fr/,  Ä'/',  fr/',  •  ■  • 

gegen  jf  einen  (oberen)  Grenzwert  v-r  und  x?.  Diese  vier  Greisen, 
die  für  jede  Function  f{x)  existiren,  üiud  von  du  Bois^)  unter  dem 

1)  Antrittoprogramm  Freibmg,  S.  S.  Der  Begriff  der  ünbestinmttfaeits* 
grenzen  ist  freilich  allgemeiner. 
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Namen  der  ünbestimratheitsgrenzen  eingeführt  worden.  Später 
haben  sie  von  Schee  ff  er  ^)  den  zweckmursigeren  Namen  der  vier  A.b- 
leit«]ig«]i  erhalten,  und  zwwt  heifsea  ft  un^  *t  hintere  obere 
refp.  nntere  Ablaitiiiig,  dagegen  fr  nnd  «r  TOrdere  obere  rMp. 
untere  Abieitimg.  Im  Anechlufs  an  Schee  ff  er  bezeichne  ich  die 
beiden  vorderen  AUeitimgen  durch  Z)+/'(jr)  resp.  D+/*(a:),  ebenso 
die  beiden  hinteren  Ableitungen  durch  D~f{x)  resp.  D-.f{x).  Ist 
n  X/,  so  PTistirt  eine  linke  Ableitung  f'_{x)\  ist  =  tr,  eine 
rechte  Ableitung  /"^(z);  sind  endlich  y,  =  =  =  »rj  so  hat 
fix)  im  Punkte  x  eine  einzige  bestimmte  Ableitung  f  {x).  Ich 
werde  im  folgenden  eine  in  a  -  •  •  6  überall  dichte  Menge  wie  früher 
durch  X»  \  xit]  beceidmen  (8.  79)  und  C«*  X-f*  eetien,  so 
daCs  Xp  die  Complementirmenge  TOn  X  beKfigliefa  a  •  *  •  t  ist 

Bie  ▼onkehenden  DeAnitiones  setxen  nicht  Toraus,  dalb  der 
Bereich  der  Variablen  x  ein  oontinniilicher  ist.  Aus  den  oben 
8.  116  angegebenen  Gründen  lassen  auch  sie  sich  auf  jede  unendliche 
MpTi<?e  P  ausdehnen,  insbesondprf»  aber  wieder  auf  perfect«  und 
iiiiu  nds  dichte  Mengen  T.    i'ür  eme  Function  die  für  eine 

soiche  Menge  T  definirt  ist,  giebt  es  dann  in  jedem  Punkt  von  T| 
resp.  Tr  nur  hintere  resp.  vordere  Ableitungen;  in  jedem  Punkt  von 
Tf  hingegen  sind  alle  vier  Ableitungen  begrifflich  vorhanden  Mit 
dem  Begriff  der  Ableitung  laaeea  eich  auch  die  im  folgenden  abzn- 
leitenden  Bitee,  bei  deren  Erürterong  ioh  mich  im  Interesie  der 
Daistellnng  wieder  auf  Functionen  einer  stetigen  Variablen  be- 
schränke, auf  Functionen  llbettragen,  die  für  niigmsds  dichte  Mmgen 
definirt  sind.  Für  einirro  dieser  Sfttae  hat  dies  kOizlich  B.  Baire 
sehr  eingehend  ausgetührt*). 

2.  Man  kann  die  Functiouen  f{x)  zun&chst  danach  scheiden,  ob 
ihre  rechtsseitigen  und  linksseitigen  Ableitungen  eine  stetige,  punkt- 
weise unstetige  oder  total  unstetige  Function  bilden.  Wird  von  der 
allgemeinen  Stetigkeit  abgesehen,  so  ist  der  einfachste  Fall  der,  dafii 
die  beiflgliche  Ableitung  von  f{x)  eine  punktweise  unstetige  Funotion 
danteilt.  Solche  Functionen  werden  einerseits  durch  die  Integrale 
▼on  punktweise  unstetigen  Functionen  geliefert,  wie  zuerst  DarbouX 
bemerkt  zn  haben  scheint.  Man  hat  aber  auch  eine  Reihe  von 
Beispielen  solcher  Functionpn  direct  construirt,  insbesondere  solche, 
bei  denen  die  Ableitung  eme  überall  einwertige  oder  zweiwertige 
Function  in  dem  oben  genannten  Sinn  darstellt*). 

Von  Hesultateu  allgemeinerer  Ai  t,  die  hierher  gehören,  erwähne 
ich  folgende  8fttze  von  Bini  resp.  Baire: 

1)  AcU  math  6,  8.  62. 

2)  Ann.  di  mat.  (8)  3,  S.  113  ff. 

8)  Hierher  gehört  eine  Reihe  von  Functionen,  die  durch  Verdichtiuur 
der  Singuiarit&ten  entstehen;  vgl.  z.  B.  Dini,  Grundlagen,  8.  IMit 
Vgl.  ferner  die  Anm.  anf  8. 144  dieses  Berichte. 

10* 
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L  Fflr  eine  stetige  monotone  Funotioni  die  sieh  nicht 
durch  Sttbtraction  einer  Linearfunction  pkX'\-  v  in  eine 
unendlich   oft   oscillirende  Function  verwandeln  IftJtst, 

existirt  sowohl  die  linke,  wie  die  rechte  Ableitung  und 
bildet  eine  stetige  oder  eine  solche  punktweise  unstetige 

Function,  die  überall  höchsteTis  zweiwertig  ist*). 

II.  Wenn  die  Function  fix]  im  Intervall  a  •  •  b  überall 
eine  bostimmte  Ableitung  /'(./i  besitzt,  so  ist  /"(»)  eine 
höchstens  punktweise  unstetige  Function*). 

£s  sind  ferner  zwei  Sätze  /u  erwähnen,  die  sich  auf  Functionen 
mit  total  unstetigen  Ahldtungen  beziehen  und  folgendennaGwn  lauten: 

HL  Wenn  fflr  die  stetige  Function  f(x)  im  Intervall  a  •  •  •  & 
an  einer  flherall  dichten  Menge  eine  anendliche  Ableitung 
unbestimmten  Zeichens  existirt,  so  giebt  es  eine  überall 
dichte  Menge  dieses  InterYalls,  so  dafs  die  Ableitung  in 
den  Punkten,  in  denen  sie  bestimmt  ist,  den  beliebigen 
Wert  c  hat,  und  in  den  Punkten,  wo  die  Derivirten  ver- 
schieden sind,  c  zwischen  ihnen  enthalten  ist. 

IV.  Wenn  für  die  stetige  Function  f'{x)  an  einer  überall 
dichten  Menge  M  eine  der  Derivirten  positiv  oder  negativ 
unendlich  grofs  ist,  so  giebt  es  stets  eine  Menge  sweiter 
Kategorie  der  gleichen  Eigenschaft. 

Jede  Function,  die  den  Bedingungen  dieser  Sätze  entspricht, 
ist  eine  ftberall  oscillirende  Function.  Ich  verschiebe  daher  den 
Beweis  des  ersten  Saises,  der  von  König  stammt*),  auf  das  nächste 
Capitel. 

Um  den  ^iweiten,  von  Broden  gegebenen,  iSutz^j  zu  beweisen, 
denken  wir  uns  die  Function  /*(.r)  wieder  durch  ihre  Werte  an 
einer  überall  dichten  Menge  X  =  {u:^j  bestimuil  und  nehmen  ins- 
besondere an,  dafs  die  Punkte  der  Menge  X  =  [xs]  zugleich  der 
Menge  M  angehOren.  Ist  in  Xn  insbesondere  die  Tovdere  Ableitung 
unendlich,  so  l&bt  sich  ein  grdfstes  Intervall  wir*  •  finden, 
so  dafs,  falls  ff  beliebig  angenommen  wird, 

I  f(x^)  -  f(x')  I  -  99' 

ist.  Nimmt  man  also  eine  Reihe  ins  unendliche  wachsender  Oröfsen 
5^1  <  .72  <  *  •  <  //»  <  •  •  •  beliebig  an,  so  giebt  es  auch  ein  grölstes 
Intervall  xji  -  ' '  x"  =  s'\  so  dafs 

  I /(*")-/■(«*)  i-ft«" 

1)  Grundlagen  etc.,  S.  291.  Den  Beweis  findet  man  ebenda. 

2)  Ann  di  mat  f3i  3,  8.  108.    Für  den  Beweis  Vgl.  Oap.  6. 

3)  Monat-h.  f.  Math.  u.  Phys.  1,  S.  7. 

4)  Acta  Univ.  Luud.  8,  S.  31.  Für  ein  Bpecielles  Beispiel  hat  Brod<5n 
diesen  Satz  auch  in  Öfvers.  af  Vet  Akad.  FOrhandl.  Stockhoha 

Nr.  9  bewiesen.  Er  beweist  übrigens  nur,  dafs  m  *  c  ist. 
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ist,  u.  8.  w.  Zu  der  behaupteten  Menge  M  iweiter  Kategorie  ge« 
langen  wir  niu  folgendermaben:  Da  in  jedem  Piin'kt  Xjr  fiSr  ge- 
gebenes ff  ein  bestimmtes  Literrall  s  gebOrt,  so  bestimmt  die  Ge- 
samtheit dieser  Intervalle  eine  BoreTscbe  Menge  ^)  G  solcher  Punkte, 
die  nicht  innere  Punkte  eines  Intervalles  s  sind  (S.  110),  wahrend 
jeder  Punkt  der  Complementärinenge  von  G  innerer  Punkt  mindestens 
eines  solchen  InterTalles  ist.  Gehören  nun  zu  gu  9%^ '  *  *  9*^ '  *  *  die 
Mengen 

Grij        •  •  •        •  •  •, 

so  bilden  sie  eine  Menge  erster  Kategorie  ( 6r> ) ,  deren  Complementär- 
menge  die  Menge  M  ist.  Jeder  Punkt  dieser  Menge  M  ist  nftmlich 
innerer  Punkt  mindestens  eines  Intervalles 

s',  s",  • "  •  •       •  •  • 

und  daraus  folgt  leicbt,  dafii  in  ihm  nicht  beide  vorderen  und 
beide  hinteren  Ableitungen  endlich  sein  kdnnen. 

8.  Da  jede  im  Intervall  a  -  -  -  b  stetige  Function  durch  ihre 
Werte  an  der  Menge  X  =  {x^\  bestimmt  ist,  so  könnte  man  jeden 
möglichen  Typus  stetiger  Functionen  dadurch  erhalten,  dafs  bei  fest- 
gehaltener Menge  X  die  zu  den  Punkten  7n£fehörigen  Fuuctions- 
werte  auf  alle  zulässigen  Arten_  vorgeschrit  l>en  werden.  Natürlich 
wird  eine  so  gewählte  Menge  X  für  das  Studium  jeder  einzelnen 
Function  oder  Functioiisklusse  nicht  in  gleicher  Weise  geeignet  sein; 
für  die  hier  Yorliegenden  Betrachtungen  ist  aber  die  allgemeine 
Wahl  Ton  X^{xs]  durchaus  zweckmäfsig.  Man  denke  suäi  llbei^ 
dies  jede  der  beiden  Variablen  x  und  jf  auf  einer  beliebigen  Oeraden 
dargestellt,  und  es  möge  dem  Intervall  a  •  •  •  &  «  s,  in  dem  sidi  x 
bewegt,  das  Intervall  c  •  -  -  d  =  t  als  Ort  von  y  entsprechen,  und 
der  Menge  X=[xy)  entspreche  die  Menge  Y=[i/y].  Diese 
Merifre?!  bestimnieTi  w'\r  jetzt  naher  durch  folgende  Formeln.  Gemäfs 
den  frühereu  Bezeichnungen  (S.  79)  zei-falle  5  =  a  •  •  •  6  durch  den 
Punkt  in  die  Intervalle  a  -  •  -  x  und  5^  =  a;  •  •  •  6  und  werde 
gesetzt 

Pezner  ist  ein  Punkt  innerhalb  8^  und  »j.  ein  Punkt  innerhalb  Sj, 
so  daJjs  in  und  ^^j,  ebenso  8^  in  8^^  und  Sn  zerfUlt,  und 
wir  setzen 

hQ  =  I  (1  +  ^1).  hl        I  (1  ^  O- 

1)  Dieser  Meage  braucht  sunftchst  kein  Pmikt  ansagehftren;  mit 
wachsendetn  ff  müssen  aber  Mengen  dieser  Art  auftreten. 
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Ist  allgemein  S/f  eines  der  2*  Intervalle  xnit  v  Indioos,  90  Vit  Xs 
ein  Punkt  im  Innern  dieses  lutenraUs,  der  «jr  in  f^^o  ^ir,i  MT- 
legt,  und  es  sei 

0)  «ir.o  — T*^U +  «^)'     «Äi  — y»iir(l  — e/r). 

Alsdann  ergiebt  sich  allgemein  für      der  Wert 

(a)        -  ^(1  ± «)  (1  ±  *)  •  •  •  (1  ±  o*-!)  - 

WO     —  1  eine  Gnxppe  von  v —  1  Indioes  bedeutet,  die  Indices 

t,  •  •  •  der  rechten  Seite  mit  denen  Übereinstimmen,  die  in  K 
enthalten  sind,  und  die  Vorzeichen  von  den  Bidices  gemäUs  Gl.  (1) 
80  abhängen,  dafs  jeder  Index  0  ein  positives  und  jeder  Index  1 
ein  negatives  Zeichen  bewirkt.  Dabei  sind  überdif^s  alle  |  c^y^  |  <  1, 
die  ('N  selbst  können  aber  beliebig  positiv  oder  negativ  sein. 

Aualog  construiren  wir  die  Monge  1"=  {y^}  und  die  zugehöngeu 
Intervalle  1^.    Für  sie  mögen  folgende  Formeln  bestehen.    Es  sei 

(S)         <ÄQ  -  T       +  /»,     tn,i  - 1  /ir(l  —  fN), 

wo  /jr  ebenfiüls  poaiiiT  oder  negativ  sein  kann  und  |  /W  |  <  1  ist 
Ferner  wird 

(4)  tN^^(l±f)(^l±f,)  ...  (l±/ir-0«=5^^ir, 

wo  fttr  Indices  und  Vorzeichen  die  nämlichen  Regeln  gelten  wie 
oben.  Die  für  die  ej^  und  /V  angegebene  Wertbeschränkung  ist  nun 
noch  dahin  zu  erweitern,  dafs  die  Punktmengea  Xm:'lxjf\  und 
'^^[tfit]  liberfdl  dicht  werden,  was  erfordert,  dafii  iit  beiden 
Prodncte 

^Ejr  und 

fttr  jede  Indicesfolge  t,  ^  7,  •  •  •  mit  wachsendem  y  gegen  Null  con- 
Yergiren.    Es  können  also  Ejg  und  F/i  selbst  mit  wachsendem  v 

eventuell  aiicb  unendlich  werden. 

Falls  mit  wachsendem  v  flir  jede  Indicesfolge  ?,  A%  •  •  • 
limü^vr  =  0  und  zugleich  lim  fy  =  0  ist,  so  ist  t/  eine  für  die  Menge 
X  =  {Xif\  gleichmäfsig  stetige  Function  und  kann  daher  zu  einer 
auf  a  •  •  •  &  stetigen  Function  erweitert  werden.  Dies  geschieht  hier 
besonders  so,  dsA  fttr  jede  bestimmte  Indicesfolge  die  Intervalle 

(5)  Sit        *it*i  ■  •  •  ^if$         •  •  • 

einen  Pmüct  x  von  a  •  •  •  5  als  den  gemeinsamen  Qrenipnnkt  ihrer 
Endpunkte  bestimmen,  und  analog  die  entsprechenden  IntervaUe 
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dsran  Xadkes  mit  den  obenstobenden  ÜbereinHtiinman)  den  sngeliBrigca 
Punkt  ¥0n  c  -  - '  d  als  den  entepreehenden  FmustionBirert  y.  Sind 
TOm  tmua  bestimmten  Index  an  alle  folgenden  Indices  gleich  0 

oder  1,  so  liefert  die  Fol<Tf>  (i)  insbesondere  einen  Punkt  von  X 
selbst,  sonst  aber  einen  Punkt  Ton  und  das  gleiche  gilt  iur  die 
entsprechende  Folge  (6) 

Seien  nun  t/  und  Xr         ^  My  9^ 

mp.        und  ifr  irgend    '  >  ' 

iwei  Pmo«  6ntspre(^iider  ^ 
Wflitoi  80  luMn  sieh  die 

iBterralle  «■  «r, . . .  und  f ' » yi  < **  |^  wie  folgt  bestiiniiieii 
fFig.  3).  Wir  denken  uns  dam  iriedar  die  Menge  X^{xjr)  in  die 

X,  (x,),  (x.  i),  -  •  •  (x/i),  '  '  ' 

gesetzt,  so  dafs  (xy)  die  samtlichen  Punkte  mit  v  Indices  darstellt. 
Ist  dann  der  erste  Punkt  der  so  geordneten  Mengp,  der  in  das 
Intervall  fnllt,  ein  Punkt  Xy  mit  v  Indices,  m  ist  zunai  h«;t  klar, 
dais  es  nur  einen  solchen  Punkt  giebt.  Es  giebt  dann  wieder  emen 
ersten  Punkt  Xy  obiger  Menge  mit  v'  Indices,  der  dem  Intervall 
Xgf*  *  •  Xr  angehört,  ebenso  im  Intervall  xy  >  •  >  Xr  einen  ersten 
Pnnkt  xjf"  mit  iß*^  Indices,  so  dab  die  Punkte 

unbeschrankt  gegen  Tr  convergiren,  und  ebenso  erhalten  wir  im 
Intervall  Xf  '  •  Xj/  eine  analog  deünirie  Punktfolge 

die  gegen  Xt  eonTergiri  Biaee  Folgen  sind  endlich  oder  nnandlidi, 
je  nachdem  xt  tmp.  Xr  der  Menge  X  angeh&rt  oder  nicht.  Nim  iet 
nach  den  obigen  Baaeichnnngen  Xtf*Xg'  ein  Intervall  5^',0i  ebenso 
Xg'  •  •  •  xjy"  ein  Intervall  «jr",»*  dagegen  Xm  —  ein  Intervall  SM\t  ii.s.w. 
Wir  erhalten  also,  wenn  noch  das  Intervall  Xm  '  •  •  xs^  ffiM  ge- 
setzt wird,  _        ,  _ 

wo  die  Summen  sich  über  alle  Gruppen  N^^N'\  •  •  •  resp.  M\M  \  ■  •  • 
erstrecken.  Die  nämliche  Formel  güt  aber  nun  für  das  entsprechende 
Intervall  t'\  es  wird 

tMN*^  Xitf',9  +  ZtjfW 

Diese  Formeln  gelten  ganz  allgemein,  aus  üineu  folgt  noch 

»»Jf  .V  =   =   — ,  -«7  1 


1)  Fafät  man  das  von  den  Punkten  {x,  y)  bestimmte  analytische  Caxvea« 

bild  in«  Auge,  so  bestimmen  die  Punkte  {jc^,  j/y)  fdr  gegebenei  »  je 

einen  Polygonsng,  der  mit  wachaeodem  y  in  die  Öurve  abergeht 
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und  dieser  Quotient  ist  es,  dessen  Grenswert  oder  Grenswerte  fUr 

die  Bestimmung  der  Ableitungen  in  Frage  k<mimen.  Bei  der  grolsen 
Unbestimmtheit  dieses  Quotienten  dürfte  es  kaum  möglicfa  sein,  ^on 

ihm  aus  zu  Besnltaten  allgemeinerer  Natur  zu  gelangen,  und  dem- 
gem&fs  hat  sich  auch  Broden  darauf  beschränkt,  das  Verhalten  der 
Punctionon  bei  gewissen  einfachen  Bildungsgesetzen  zu  discutiien 
Er  nimiiif  an,  dal»  alle  /V,  die  die  uämliche  Zahl  von  Indices  ent- 
halten, emauder  gleich  sind,  und  ebenso  alle  £'^,  und  dafs,  ialls  noch 
fg  fy  und  en  =«  gesetet  wird,  /V  —  >  0  ist  Diese  letite 
Bedingung  hat  eine  ein^uhe  geometrisdie  Bedentimg;  sie  besagt, 
dafo  der  CiUTenpmikt  (»jv^  jfir),  der  dem  Wert  a?jr  entspridit,  immer 
je  auf  derselben  Seite  der  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Curven- 
punkie  liegt,  die  den  Endpunkten  des  Intervalls  Sjt  entsprechen. 
Selbst  für  den  hier  beschriebenen  einfachsten  Fall  ist  die  Zahl  der 
möglichen  Functionsbestimmungen  noch  auJserordentlich  mannigfacher 
Natur. 

Zur  Abküizung  setzen  wir  noch 

■p  — ■  m^,  - —  —  i»jr,o»  - —     »»A.x  > 
SO  wird  jetst,  gemftfs  den  8.  150  abgeleiteten  Formeln  (1)  und  (3) 

1  +  1  -  /; 

Man  setxe  nun  noch 
so  dals 

ist,  also  «V  und  beide  positiy  sind.  Alsdann  hängen  die  Werte 
der  Quotienten  fiijv;o  und  mir,i  von  dem  Verhalten  der  unendlichen 
Producta 

IT— JI(1  — i;.) 

ab,  und  es  Iftfot  sieb,  je  nachdem  deren  Werte  endlich  und  von 
Null  Yorsdiieden  sind  oder  gegen  Kuli  resp.  Unendlich  convergiren, 
Qin  mannigfaches  Verhalten  der  Ableitungen  in  den  Punkten  von  X. 
resp,  Xg  erreichen.   Es  kann  sich  hier  nur  darum  bandeln,  an  einem 

1)  Hierfür  leistet  (Vr  TTilfasatz  noch  gute  Dienste,  dafs  man  sich  auf 
solche  Punkte  als  Endpunkte  der  InterraUe  beschränken  kann,  die  der 
Punktmenge  {Xjf\  angehSren  (vgL  Joum.  f.  Math.  tl8,  8.  6).  Man  Tgi 
auch  eine  Abhandlung  Brodeu's  ülier  Grenzwerte  von  Sammenquotientoi, 
Bih.  Svenak.  Vet  Akad.  HandL  SS,  1,  Nr.  8  (U97). 
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Beispiel  die  Art  der  Brod^n'schen  Überlegungen  zu  kennseidmen; 
seh  besdnftiike  mieh  auf  den  Fall,  dals  U  endlidt  ist,  aber  F  — '  0. 
Dies  liefert  für  tind  die  folgenden  mit  einander  vertrSglichen 
Bedingangiiiy  dafii  lim  Uy  =  0,  lim  9»  0  iet  und  überdies  Zup 
oonvergire,   Zf\  und  diyergire,   doch   eo,  dal» 

lilll(tf,  :       =  0  ist  \). 

Handelt  es  sich  nun  zunächst  um  die  Ableiiungcn  in  einem 
Punkt  Xif  von  X,  so  vereinfacht  sich  der  obige  Quotient  m^s  ^^hr 
wesentlich;  für  die  vordere,  resp.  hintere  Ableitung  kommen  ersicht- 
lichenreise  nor  die  Grenzwerte  der  beiden  leichter  sa  beurteflenden 
Quotienten 

in  Betracht.    Nun  ist  im  vorliegenden  Füll 

und  daraus  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  die  über  U  und  V  ge- 
machten Annahmen  folgende  Resultate.  Da  U  endlich  und  von 
Null  verschieden  ist,  so  wird  auch  tnj:  gegen  einen  bestimmten  end- 
lichen   und    von   Null    verschiedenen   Grenzwert   convergiren;  und 

hieraus  läfst  sich  folgern,  dafs  für  Xs  eine  vordere  Anleitung  (x^) 
existirt,  die  endlich  und  nicht  Null  ist.  Da  andererseits  F  =  0 
ist,  so  convergirt  auch  m~  ppgen  Null,  und  es  existirt  in  Xjf  eine 

hintere  Ableitung:  /'  (xs)j  die  den  Wert  Null  hat. 

An  den  Punkten  von  X,j  hingegen  sind  sehr  mannigfache  Ab- 
leitungswerte möglich.  In  diesem  Falle  knüpfen  wir  an  den  Wert 
von  mjr  direot  an.  Ist  «  ein  Punkt  Ton  Xp,  so  wechseln  die  Werte 
der  in  (5)  und  (6)  eingehenden  Indices  t,  it,  -  •  *  unanfhörliob  ab, 
und  man  kann  das  Gesets  dieser  Indiceswerte  so  bestinmen,  dais  fttr 
die  Ableitungen  ein  sehr  verschiedenes  Verhalten  eintritt.  Hierauf 
beruht  die  bereits  oben  erwihnte  Möglichkeit,  Punktklassen  in  der 
Menge  X.j  so  zu  findfii,  dafs  sie  vorcregebene  ünregelmäfsigkeiten  be- 
sitzen. Es  genü^^  hit  r,  don  zur  Indicesfolge  i,  Ä*,  •  •  •  gehörigen 
(.Quotienten  mjti  resp.  semen  ürenzwert  ins  Auge  zu  fassen.    Man  hat 

wo  die  Voneichen  davon  abhSngen,  ob  die  beillglichen  Indicee  den 
Wert  Null  oder  Eins  haben.  Falls  also  die  Zahl  dieser  Indices 
unbegrenit  wichst,  so  werden  in  dem  Wert  von  mjf  Factoren  von  IT 


1)  Ein  Beispiel  hierfOx  bilden  folgende  Werte  (a.  a.  0.,  S.  89): 

 1_  r  -f-  1 
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und  Factoren  Ton  V  ebai&Us  in  imbfgniistar  Fdge  enthalten  sein, 
und  der  Grenswert  von  fM/r  liiagi  offmber  TOn  der  Art  ab,  in  dar 

diese  Factoren  aufeinanderfolgen.  Man  kann  insbesondere  diejeni^n 
Factoren,  die  aus  dem  Product  V  stammen ,  so  wählen,  dals  sie  ein 
von  Null  verschiedeneB  Produet  darstellen,  andererseits  aber  aoeh 

so,  dafs  sie  ein  Product  vom  Wert  Null  bilden. 

Um  dies  in  aller  Form  darzuthun,  veriährt  man  folgendermafsen: 

Wird 

log  (1  —  iv)  —  —  I, 

gesetzt,   so   ist  £1^   eine   divergente  Reihe   mit  der  Eigenschaft 

lim  /,  =  0.  Ist  nun  cc  ein  beliebiger  positiver  echter  Bruch,  so 
kann  man  wegen  Um    =  0  eine  unendliclie  Teiheüie 

r  —  Ir,,  l"     1^,  . . .     —  z,^ 
so  bestimmen,  dafs 

r  <  «r,  r  <  «r,  • .  •      <     . .  • 

ist,  und  es  wird  ET'^'>  eine  convergente  Reihe  sein.  Wird  jetzt 
andererseitä  festgesetzt,  daXä  in  der  Reibe  (5)  nur  diejenigen  Indices 
den  Wert  1  haben,  die  den  Stellenzahlen 

»'n  "f»       •  •  »'e»   •  • 

entsprechen,  so  wird  der  Grenswert  von  m^i  endlich  und  von  Null 
verschieden  sein;  dagegen  ist  er  Null,  falls  die  bezügliche  in  ihn 
pingohende  Teilmenge  von  Factoren  von  V  einer  divergenten  Teil- 
reihe von  El,  entspricht.  Broden  zeigt  nun,  dafs,  faUs  lim /«>•  =  0 
ist,  eine  bestimmte  Ableitung  f  (x)  existirt,  die  den  Wert  Noll  hat; 
ist  d  anregen  lim  mjy  >■  ü,  so  existirt  zwar  eine  bestimmte  vordere  Ab- 
leitung, wfthrend  eine  bestimmte  hintere  Ableitung  nicht  Toibandin 
ist  Die  Punkte,  die  jeder  dieser  beiden  Klassen  angehören,  haben 
übrigens  die  Micktigkelt  t  und  liegen  überall  dickt  Ist  ninolieh 
SJ^f^  eine  convwgente  Reihe,  so  ist  auch  jede  imendliche  Teilreihe 
davon  eine  convergente  Beihe,  und  die  Mächtigkeit  dieser  Teilreihen 
ist  nach  S.  9  u.  23  gleich  C;  und  da  die  zu  einer  convergenten  Teilreihe 
von  Elf  gehörige  Restreihe  divergent  ist,  so  haben  auch  die  diver- 
genten Teilreiben  die  Mächtigkeit  c.  Endlich  ist  auch  klar,  dafs 
beide  Punktmengeu  überall  dicht  liegen,  denn  man  kann  die  VVeii.« 
einer  beliebig  gi-oisen  Reihe  von  consecutiven  Indices  i,  Ar,  •  •  •  wiU- 
kdrlicb  Torsofareiben. 

ISne  noch  grSbere  Teilung  der  Pnnkte  x  in  Klassen  Terscliiedener 
Stmctur  tritt  ein,  falls  IT  «>  od  nnd  F 0  ist  Han  siebt  leidit, 
dafs  man  in  diesem  Fall  für  die  Art,  wie  bei  den  Indices  ^,  A*,  2,  •  *  • 
die  Werte  0  nnd  1  der  Beihe  nach  abwechseln,  solche  Qesetae  vor^ 
schreiben  kann,  dafs  m/f  mit  wachsendem  v  nicht  mehr  gegen  einen 
festen  Grenzwert  convergirt,  sondern  dauernd  zwischen  beliebig  vor* 


Digitized  by  Google 


Die  onendlich  oft  oacilUrendea  u.  d.  sfcreckeiiweise  const  Functionen.  155 

gegebenen  GrMiMii  lohwenkt  FOr  Pnnkte  dieeer  Art  stellen  aiob 
ntodnnii  swei  venehiedene  Tordere  Ableitungen  sowie  eoeii  swei  yer- 

sdiiedene  hintere  Ableitungen  ein.  Noch  mannigfaltigere  Eigen- 
ediiiften  der  Funetkm  f{x)  ergeben  sich,  &Us  die  Pkoducte  U  resp. 
V  oscillirend  angenommen  werden,  n.  s.  w.  n.  s«  w.  Wir  ecfalieieen 
mit  dem  Satz: 

"V.  Man  kann  die  Strnctur  einer  stetigen  monotonen 
Function  mittelst  der  Formeln  (l)  uiid  ^^3)  auf  die  maunig- 
iaciiste  Weise  80  bestimmen,  dals  ilire  Ableitungen  total 
unstetige  Functionen  derstellen. 

Viertes  Capitel. 

Die  oeBdli«li  •!!  oieillinndeM  md  die  Btmkemwdse  mBtaiiei 

Nflf .  liseirei  Fuetfeiei. 

Die  anendlich  oft  resp.  Uberall  oscillirenden,  sowie  die 
«treckenweise  eonstanten  oder  linearen  Functionen  sind 
bisher  nur  beil&ufig  zur  Erörterung  gelangt,  meist  nur  zu  dem  Zweck, 

um  för  sie  eine  Art  Ausnahmestellung  zu  betonen.  Sie  sind  eg 
zumal,  an  denen  die  mannigfachen  Sätze  über  das  unregelmäfsige 
Verhalten  der  Ableitungswerte  am  greifbarsten  und  deutlichsten  in 
■die  Erscheinung  treten*).  Da  sie  aber  hierüber  hinaus  eine  enge 
Beziehung  lu  wichtigen  Fragen  allgemeiner  Tragweite  besitzen,  so 
scheinen  sie  mir  eine  selbständige  Behandlung  zu  verdienen.  Ich 
habe  daher  Tcnucht,  den  hier  Torliegenden  Stoff  von  seinem  lu- 
iKlligen  Cbamkter  tu  befineien  und  Ton  den  Einseliesultaten  sn  einer 
allgemeineren  Üntersnchungsrichtung  su  gelangen. 

Zu  den  überall  oscillirenden  Functionen  gehOrt  die  grö&te  Zahl 
4er  nirgends  differenzirbaren  Functionen,  die  bisher  zur  Kenntnis 
gelangt  sind.  Dies  ist  auch  der  Gesichtspunkt,  von  dem  aus  man 
diese  Functionen  bisher  fast  ausschlierslich  betrachtet  hat-).  In  n*^uester 
2eit  hat  man  begonnen,  der  Untersuchung  dadurch  eme  allgemeinere 
Wendung  zu  geben,  dafs  man  die  Functionen  bestimmten  Zwecken 
gemufs  zu  türmen  gesucht  hat.  Hiermit  hat  sich  insbesondere 
Broden  unlängst  beechAftigt;  er  bildet  Functionen,  die  an  gewissen 
PunldUassen  Ableitungen  besitsen.  Formeln,  die  aUe  Functionen 
dieser  Art  umfassen,  lassen  sieb  leicht  aufstellen  (4);  sie  liefern 
zugleich  Beispiele  für  die  zuerst  von  Kopeke  aufgefundene  und 
höchst  merkwürdige  Klasse  überall  oscillirender  Functionen,  die  in 
jedem  Punkt  eine  bestimmte  Ableitung  besitzen  (.')).  Auch  habe 
ich   die  allgemeinste  Verteilung  der  Extrema  einer  unendlich  oft 

1   Man  vgl.  besonders  Cap  11  u.  12  der  Grundlagen  etc.  von  Dini. 
2)  Über  die  allffemeinen  Eigenschaften  dieser  Functionen  vgl.  auch 
Dini^  Grundlagen  etc.,  8.  168 ff. 
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oder  auch  flberall  osdllirenden  FonctioD  su  beitimtuMi  gosnoht  und 
teile  sie  hier  mit  (1).  Sie  liefert  sugleich  einen  einfiMhen  Beweis 
des  Kdnig' sehen  Theorems  (3). 

Als  streckenweise  constant  resp.  linear  bezeichne  i^  stetige 
Functionen,  die  in  jedem  Intervall  einer  überaU  dichten  Menge  D  » ( d } 
constant  resp.  linear  sind,  ohne  doch  selbst  constant  oder  linear  zu 
sein  (6  ).  Diese  Functionen  sind  allprdin[r^  schon  häufiger  in  dem  Buch 
Dini's  und  in  den  anschlieisenden  Ai-beiten  erwähnt  worden,  aber 
doch  iinmcr  nur  sehr  beiläufig.  Was  zumal  die  streckenweise  con- 
stanten  Functionen  betrifft,  so  ist  das  durch  sie  gelieferte  Funcüons- 
bild  gsr  kein  anderes,  als  dasjenige  einer  monotonen  punktweise  un> 
stetigen  Function,  die  nur  eigentliehe  SprOnge  besitat,  und  ftr  dio 
also  jede  Menge  K  der  Punkte  mdlidi  ist.    üm  den  Ober- 

gang von  der  einen  zur  andern  Auffassung  zu  vollziehen,  hat  man  nur 
die  unabhängigen  Variablen  zu  vertauschen.  Die  Verschi^enheit  der 
Auffassung  dürfte  aber  für  manche  Fragen  zweckmäfsig  sein  So 
sehwindet,  um  nui'  einen  Punkt  herrorzuheben,  jede  Besonderheit  il  iran, 
dals  man  in  neuerer  Zeit  ITir  die  bezütrlicheit  punkt wei.se  unstetigen 
Functionen  eine  Bogenlänge  dehuirt  hat 5  man  hat  es  ja  hier  mit 
einem  Begriff  zu  thun,  der  vom  Coordinatensjstem  imabhangig  ist 
und  Ar  die  stareckenweise  constante  Function  ak  durchaus  natur* 
gem&fs  erscheint  Die  theoretische  Bedeutung  dieser  Funetionen 
Uegt  aber  in  ihrer  Beziehung  som  sogenannten  Fundamentalaatt  der 
Integralrechnung,  worauf  zuerst  Harnack,  Scheeffer,  Hölder 
ziemlich  gleichzeitig  hingewiesen  haben.  Für  diesen  Satz  spielen  die 
Werte  der  Ableitungen  in  den  Punkten  der  perfecten  Menge  T.  die 
durch  die  Menge  7)  bestimmt  ist,  und  in  zweiter  Linie  der  Inhalt 
von  T>  die  eutticheidende  Rolle.  Ich  habe  demperaSfs  die  Frage, 
wie  beide  Eigenschaften  miteinander  verknüpft  sind,  zu  untersuchen 
begonnen  (7)  und  teile  die  bezüglichen  Resultate  hier  mit  Aller- 
dings sind  sie  nicht  yon  abschliersender  Tragweite,  wie  ja  auch  fOr 
die  damit  verwandte  Frage  nach  der  Qeltong  des  obengenannten 
Fundamentalsatzes  abschlieCBende  Resultate  noch  nicht  Torliegen.  Ich 
verweise  hierfür  auf  das  sechste  Capitel. 

Die  vorstehend  charakterisirten  Functionsklassen  lassen  sich  auf 
mehr  als  eine  Variable  ausdehnen  und  zeigen  alsdann  die  analogen 
Eigenschaften  (*»). 

Die  Bedeutung  der  stetitren  streckenweise  linearen  Functionen 
liegt  in  ihrem  Zusammeuhung  mit  der  Theorie  der  trigonometrischen 
Reihen,  Hier  interessirt  insbesondere  die  Frage,  ob  es  Functionen 
dieser  Art  giebt,  die  in  jedem  Punkt  eine  bestimmte  Ableitung  be- 
sitzen.  Diese  Frage  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  su  bejahen  (10). 
Übrigens  kann  die  Theorie  dieser  Functionen  als  identisch  mit  der 
Theorie  der  für  eine  beliebige  abgeschlossene  Kenge  Q  stetigen 
Functionen  f{sR^Q)  betrachtet  werden. 
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1.  Ist  x^l  dine  Stelle,  an  (tor  die  stetige  Fimotion  f{x)  ein 
IfftTirnnm  oder  Minimwm  (Extremum)  beeitit,  so  kann  es  einen 
gröfaten,  duitsli  die  Punkte  |t~{ — und  begrensten 
Beretch  geben,  so  daTs  ftr  alle  inneren  Punkte  x  diese«  Bereichs 

f{x)  <  f[i)     resp.     fU)  >  /X^) 

ist.  In  diesem  Fall  soll  |  ein  eigentliches  Extremum  heifsen. 
Das  so  bestimmt«  Intervall,  dessen  Läqge  0/  -j-  =  ^  beträgt, 
htiirse  der  zu  |  gehörige  Extrembereich.  Falls  |i  oder  nicht  mit 
a  resp.  b  zusammenföllt,  ist  zugleich 

wie  aus  der  Stetigkeit  der  Function  unmittelbar  folgt. 

Falls  ein  Bereich  9"  der  genannten  Art  nicht  ezistirt,  so  existirt 
jedenfalls  ein  analoges  ^tervall  |j  *  *  *  |f  Ton  der  Art,  dab  für  jeden 
inneren  Punkt  x 

(2)  f{^)^m   resp,  f(x)^m 

ist.  Alsdann  soll  |  ein  uueigentliches  Maximum  oder  Muimium 
(Extremum)  heifsen;  es  giebt  dann  in  jeder  NUhe  von  |  Punkte  x, 
so  dals  f{^)  =  f(^)  ist^).  Auch  in  diesem  Fall  mofs,  wenn  |i  nicht 
mit  a  und  ^  nidit  mit  b  suBammenftUt,  die  Gl.  (l)  beetehen.  Die 
beiden  so  definirten  Punktklassen  folgen  einer  wesentlich  Terscbiedenen 
Qesetim&fingkeit.  Die  eigentlichen  Extrema  bilden,  wie  wir  sofort 
zeigen  werden,  eine  höchstens  abziihlbare  Menge,  während  die  un- 
eigentlichen  aui  b  die  Mächtigkeit  c  besitzen  können. 

Sind  nämlich  |'  und  |"  zwei  eigentliche  Maxima,  so  ist  zunächst 
klar,  dafa  nicht  jeder  innerhalb  des  dem  andern  zugehörigen  liereichs 
liegen  kamii  sonst  mülste  ja  zugleich  t\^  ')<if{^')  und  /(§')</(§  0 
sein.  Nun  sei  wieder  >  >  oj,  >  •  •  •  >  a».  >  •  •  •  eine  Beihe  un- 
begrenst  gegen  Null  abnehmender  Zahlen,  und  es  sei  Jfy  die  Henge 
der  Maximumspunkte ,  für  die  sugleich 

^       und    0r  ^ 

ist,  so  mufs  di»'so  Menge  endlich  sein.  Denn  sonst  hätt»^  sie  einen 
(Irenzpunkt  g,  und  welches  aii'-h  der  Wert  von  (ly  sein  mag,  so 
\\ii)-i[e  von  je  zwei  Maximunispunkien  |'  und  deren  Entfernung 
von  5  kleiner  als  ist,  jeder  innerhalb  des  dem  andern  zugehörigen 
Maximnmsbereiches  liegen,  was  luunögUch  ist  Ist  nun  Mv  endlich, 
so  ist  auch  M,  —  Jf»— i  endlich;  und  es  bilden  daher  auch 

itfi,  3f},  *  * '  Jtfv,  *  * ' 

1)  Hier  kann  ||  oder  |^  mit  {  soeammenfiktlen.   Es  kann  übiigeaa 

auch  für  einen  eigentlichen  Mazimumspnnkt  einen  Bereich  9  geben,  in 
dem  die  Ol.  (S)  exlalit  ist 
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eine  abslhibare  Menge.  AndereneitB  srolb  jeder  Masmnmispiuikt 
notwendig  einer  dieser  Mengen  angehftren.    Denelbe  güt  fltar  die 

Der  Beweis  l&fst  sich  ohne  weiteres  auf  Functionen  mehrerer 
reeller  YeräULlerliehen  übertragen.  Es  hnnrlplt  sich  nur  darum,  den 
Extrftnbercicb  0  iür  eine  Stelle  (r,  ?/  •  •  •)  in  geeigneter  Weise  zu 
deüniren.  Geuckieht  dies  in  der  Weise,  wie  es  fiir  die  Theorie  der 
Punktmengtiu  auf  ö.  81  dieses  Beriehtä  eingehend  ausgeführt  ist,  so 
entspricht  z.B.  jeder  Stelle  (£,13)  einer  stetigen  reellen  Function  fix^y^ 
in  der  ein  eigentliches  Extremum  stattfindet,  ein  reefateekiger  Bereich 
dessen  Seiten  vom  Punkt  («,  y)  die  Entfernungen  O^,  be* 
sitien  mdgen.  Auch  jetst  gilt,  daCi  (|,  «;)  nicht  innerhalb  0'  und 
sogleich  (I',  1}')  innerhalb  &  liegen  kann,  und  dafs  die  Menge  3fy 
endlieh  ist,  wenn  so  bestimmt  ist,  dafs  jedes  ^1  ^  m  ist  &at 
i  w  1 ,  2,  3,  4,  woraus  der  Satz  folgt.    D.  h. 

T.  Die  öigentlichen  Maxima  oder  Minima  einer  stetigen 
nirgends  constanten\)  Function  beliebig  vieler  reellen 
Variablen  bilden  eine  endliche  oder  abzählbare  Menge. 

Liegen  die  Extremn  IlbeEnll  dicM  im  Intervall  a  •  •  •  (,  so  wer- 
den, je  diefater  sich  da«  Intenrall  mit  den  Pmikten  der  Mengen  Jf, 
bedeckt,  die  sageli<frigen  Bereiclie  ^  immer  kleiner  nnd  kleiner. 
Ist  £*— {4}  die  von  ihnen  gebildete  Ponktmenge,  so  ist  ein  Punkt 
von  Sg  kein  Maximums-  oder  Minimumspimkt,  obwohl  er  Häufungs- 
stolle solcher  Punkte  ist;  je  näher  die  Punkte  |  an  ihn  heranrücken, 
um  so  kleiner  werden  die  /iiccli^riiTen  Bereiche  ^*).  Das  analoge 
gilt  ftir  Functionen  von  mehreren  Variablen. 

2.  Die  uneigentlichen  Ertrema  stellen  nicht  etwa  den  com- 
pUdrteren,  sondern  vielmehr  den  trivialeren  Fall  dar. 

Sei  nBffilicfa  |  ein  uneigentiieher  Mazimnmspnnkt,  nnd  wieder 
0  der  sngehAige  Bereicb;  femer  sei  f{i)  A.  Es  giebt  dann 
inneibalb  ^  in  jeder  Ulbe  von  (  Punkte      so  dab  auch 

i<?t,  )ind  demnach  auch  |'  ein  Maxiniumspunkt  ist.  Allo  Punkte  |', 
dit  innerhalb  -fr  liegen  und  der  vorstehenden  Gleichung  genügen, 
büden  eine  Menge  von  der  Art,  dafs  jeder  isolirte  Punkt  ein 

eigentlicher  Maxuiiuiuspuukt  ist  und  jeder  Grenzpunkt,  der  innerhalb 
Hegt,  ein  ttneigentlicher  ¥aximnm^»nnkt  Denn  sind  |i,  |i, 
Mittimwmspwnkte  iunerbalb  d,  so  dab  ihr  Grenipnnkt  !•  ebenfiüla 


1^  Eine  Function  von  x  und  y  soll  nirgends  eoustant  heifien,  wenn 
es  keinen  Flächentojl  gicbt,  für  dessen  g&mUiche  Punkte  sie  constant  ist. 

t)  Diese  Erscheinung  ist  ganz  analog  zu  den  Eigenschaften  der  punkt- 
weise nDstetigen  Functionen  mit  einer  abzählbaren  und  überall  cQchten 
Menge  von  Unstetigkeitastellen,  bei  denen  ebenfalls  der  Uustetigkeitsgiad 
bei  Annäherang  ui  einen  Stetigkeit^unkt  unter  jede  Urenze  skikt 
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mamh$iSh  ^  iMgt,  so  besteht,  cla  f(x)  stetig  ist,  notwendig  die 
OlMcbimg 

mi)-rtst)----/'(w-m«), 

woraus  die  Behauptung  folgt.  Die  Endpunkte  von  d  brauchen  je- 
doch keine  Maximuinspuiikte  zu  sein. 

Sei  nun  4i  uneigeutlicher  Maximumspunkt,  der  auTserhalb 
liegt,  flo  ^tSk  sneh  « A  ist,  so  bedingt  er  ein  Intervall  das 
von  9  notwendig  getiinmt  ist,  und  in  ibm  eine  Menge  M^g  von 
Ifaximiiinspunkten  /*(!)  »  Die  Zahl  dieser  Intervalle  kann  un- 
endlich sein,  so  dafs  ihre  Endpunkte  gegen  gewisse  Grenzpunkte 
convergiren.  Da  aber  die  Endpunkte  der  Intervalle  nicht  notwendig 
Hazima  liefern,  so  gilt  es  auch  von  den  Grenzpunkten,  und  es  folgt: 

TT.  Tst  h  ein  Functionswert,  der  einem  uneigentlich^n 
Maximum  von  f(x)  entspricht,  so  gehört  zu  ihm  eine  nirgends 
dichte  Intervallmenge  ö  e=s  { 0  j ,  und  in  jedem  Intervall 
eine  abgeschlossene  Menge  M^^  so  dafs  —  eventuell  abgesehen 
Ton  den  Endpunkten  der  IDiterfalle  nnd  deren  6reiiapttiilrte&  — 
jeder  isolirte  Punkt  dieser  Menge  ein  eigentlicher  und 
jeder  Grenzpunkt  ein  nneigentUcher  Maximumspunkt  ist 

Der  gleiche  Sati  gilt  flbr  die  Minima.  Was  jede  einzelne  Menge 
If^  betrifft,  so  kann  sie  sehr  wohl  perfect  aein  oder  einen  petfeeten 
Bestandteil  besitsen^). 

Man  kann  noch  leigen,  dals  die  Werte  /f,  die  den  Maximums- 
punkt*^n  entspr^^flipp,  fin«  höchstens  abzahlbare  Menge  bilden.  Bei  wie- 
der 6  ==  { d )  dio  ZM  h  gehörige  Intervallmeiige  und  ^  eines  ihrer 
Intervalle.  In  ihm  können  ebenfalls  Maxima  liegen;  eines  geh^^re 
zu  dem  Wert  h\  wo  notwendig  h'<ih  ist.  Dieser  Wert  //'  bestimmt 
auf  %  Intervalle  ^\  und  es  folgt  aus  der  Stetigkeit  von  f{x)^  dab 
die  Grense  dieser  Intervalle  nach  links  nnd  rechts  von  den  End« 
punkten  von  0  Terschieden  ist.  Hieraus  schlie&t  man  leicht,  dals 
aueb  die  Menge  der  Werte  ^,  endlich  oder  abzählbar  ist.  Da 
nun  die  Menge  der  eigentlichen  Mazxma  ebenfalls  höchstens  abifthl-^ 
bar  ist,  so  folgt: 

in.  Die  Menge  aller  Werte,  die  eine  unendlich  oft 
oscillirende  Function  in  ihren  Extrempunkten  annehmen 
kann,  ist  endlich  oder  abzählbar*). 

1)  Ein  triviales  Beispiel,  in  dem       perfect  ist,  erhalt  man  iblgender- 

mafsen.  Sei  D  »  {^}  eine  IntervaUmenge,  die  «Ine  perfeeto  Menge  T 
bestimmt,  so  errichte  man  über  jedem  Intervall  9  ein  rechtwinkliges  gleich- 
schenkliges Dreieck  und  gebe  der  Function  in  allen  Punkten  von  T  den 
Wert  Null ,  so  ist  jeder  Puiüct  von  T  ein  uneigentlicher  Minimumspunkt. 

Daft  dieie  Menge  bei  nicht  stetigen  Functionen  die  Mftehligkeit  t 
haben  kann,  beweist  das  S.  187  gegebene  Beispiel.  Die  obigen  Sat/.o  gab 
der  Yerfasser  in  den  Schriften  d.  phjs.  ftkon.  Ges.  zu  Königsberg,  Bd.  41. 
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Auob  dieser  Safac  Iftbt  sieb  auf  Fonctioaeii  mehrerer  Variablen 
flbertragen. 

3.  Um  eine  Anwendung  der  soeben  eingeführten  Begriffe  su 
geben,  beweise  ich  mit  ihrer  Hilfe  den  oben  (S.  148)  genannten 
Satz  von  König.  Aus  der  Voraussetzung  des  Satzes  folgt  zunächst, 
tli^fs  jrtlr>r  Pnnkt  der  Menge  G  eigentlielipr  Kxtrenipunkt  ist^). 
Hieraus  iafst  sich  folgern,  dafs  es  in  jedem  Teiiintervall  a  •  •  •  /3  von 
a  '  •  '  b  mindestens  einen  Wert  tj  giebt,  der  an  unendlich  vielen 
Stellen  des  Intervalls  von  der  Function  angenommen  wird.  Ist 
nBmIiob  £  irgend  ein  Marimumapunkt  der  Function  innerbalb  «  *  •  •  |3, 
und  9  der  zugehörige  Bereich,  so  sei  dasjenige  von  |  aus  be- 
ginnende TeilinterraU  von  ^,  dem  das  absolute  Minimum  der  Function 
inneihalb  &  angehört,  und  der  andere  Teilbereich.  Dann  wähle 
man  innerhalb  einen  Maxim umspunkt  |i  beliebig  aus,  so  liegt  im 
Intervall  O'  jedenfalls  ein  Punkt  ^i',  so  dafs  fC^^  )  =  ist.  Nnn 
sei  t>j  der  Maximunisbereich  von  |j ,  der  nai  Ii  S  157  notwendig 
innerhalb  {>  enthalten  ist.  Mit  ihm  kann  man  ebenso  verfahren, 
wie  eben  mit  ^;  es  aerlallt  dadurch  in  die  Bereiche  O''  tiod  ^i' , 
und  es  giebt,  falls  als  Mazimumspunkt  in  ^t'  beliebig  gewählt 
wird,  innerbalb  der  Intervalle       4^"  je  einen  Punkt  la,       so  dafs 

ist.    So  kann  man  weitergehen,  woraus  jetzt  die  Behauptung  leicht 

folgt.  Sind  nämlich  ^i,  §2,  I3,  •  •  •  die  so  definirten  Punkte  inner- 
halb O'',  so  sei  ein  zu  ihnen  gehöriger  Orenzpunkt,  und  es  folgt 
nun,  da£s  für  die  so  innerhalb  O',       •  •  •  detioirten  Grenzpimkte 

AÜ)  -  fiü)  -  fiü)  AS-) 

ist,  wenn  l«  Grenxpunkt  der  Menge  {|[^^}  ist;  also  ist  audi 

^(tf  ~* 

woraus  der  Sats  fOr  e  »  0  folgt  Da  nun  f(s)  —  e«  ebenfalls  den 
Voraussetsungen  des  Satses  entspricht,  so  folgt  er  damit  auch  fOr 

beliebiges  c. 

4.  Da  di»^  nneigpntliehf'Ti  Fxtrema  den  trivialen  Fall  darstellen, 
so  beanspruchen  nur  diejenigen  Funrtionoii  besonderes  Interesse,  die 
tiberall  oscüliren  und  deren  Extrema  allü  eigentlich  sind.  Um  die  be- 
setze ilirer  Ableitungen  zu  erforschen  oder  ihren  Ableitungen  besiiumite 
Eigenschaften  aufzuprägen,  nimmt  man  zweckmäTsig  als  diejenige 
Punktmenge,  ftlr  die  man  die  Functionswerte  gleichmUGng  stetig  TOr- 
scbreibt)  die  Menge  «ST«  ||)  der  Extrema  selber,  oder  doch  wenigstens 

1)  Tiiter  (liesiT  Yorausset/.unu'  l^^^t  auch  K5poke  den  Säte  bewiesen, 
Mitt.  d.  üamb.  Math.  Ges.  UI,  üeft      S.  876. 
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eine  überall  dichte  Teilmenge  von  S.  Man  läfst  dazu  dafi  Intervall 
in  eine  ungerade  Zahl  von  Intüiviiileü  zerfallen,  jedes  .9,  in 
eine  ungerade  Zahl  von  Inttirvalleu  iL  8.  w.;  bestiuiiut  mau  als- 
daan  die  Fimctloii  00,  dafii  cUo  den  einselneii  Inteirallen  entsprechenden 
Functionsdiffereuen  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind  und  gleich« 
m&fsige  Stetigkeit  erzielt  wird,  so  erglebt  sich  eine  stetige  Functionf 
die  in  jedem  Punkte  von  S  ein  Maximum  oder  Minimum  besitzt. 
In  dieser  Weise  ist  die  Frage  von  Broden  und  Steinitz  kttrzlich 
behandelt  wortlon.  BrodonM  benutzt  insbesondoro  einen  «fppcicüpn 
Fall  fortgesetzter  Dreiteilung  nn<l  Kf^timn.t  f^ic  Fiintini:  so,  dafs 
sich  tlir  jede  Maximumsstcll*'  und  jede  Mmiinumssteile  eine  bestimmte 
vordere  resp.  hintere  Ableitung  entgegengesetzten  Zeichens  Mn«t<»llt, 
iüi-  je  eine  überall  dichte  Menge  der  Mächtigkeit  c  eine  bestimmte 
Ableitung,  die  Null,  gröfser,  resp.  kleiner  als  Null  ist;  endlich  giebt 
es  aber  auch  analoge  Mengen,  für  die  zwei  vordere  resp.  hintere 
Ableitungen  existumt  Steinitz*)  hingegen  hat  diese  Art  der  Funo- 
tionsbestimmung  nur  benutzt,  um  damit  Fundionen  zu  bilden,  die 
in  den  Punkten  von  S  entweder  zwei  verschiedene  unendliche  odeir 
•endUche  Ableitungs werte  besitzen. 

Die  von  Brodln  und  Steinitz  eonstniirten  Functionen  stellen 
mehr  oder  weniger  tjpecielle  Füll»'  dieser  Fuuctionsklas.se  dar;  es 
scheint  mir  daher  nützlich,  Fürmein  mitzuteilen,  die,  alle  stetigen 
Functionen  dieser  Art  umfassen. 

Dies  ist  jeden£all8  so  möglich,  dafii  man  sich  auf  eine  fortgesetzte 
Dreiteilung  beschrinkt,  so  daCs  s  zunftchst  in  Sy,  zerf&llt, 
jedes  9i  in  Sie,  sni  ^/tt  allgemein  jedes  s/r*)  in  Siro,  «j^i«  «irt,  und 
dies  ao,  dals  alle  entstehenden  Teilpunkte  der  Meim«  S  der  Extrem- 
werte angehören.  Werden  die  zugehörigen  Functionszuwaehse  wieder 
durch      ^ty  t»f  rssp.  tjr9,  'j^i*  tst  bezeicibaet,  so  setze  man 

«jro " i «jr (1  —  tm) »  'jri Sjr (l — s/n) ,  $i,imm^s/f (syo + «jr»), 

tjfo  =  {  /a'  ( 1  -|-  <p vo) '  '.V2  =  I  'a'  ( 1  -|"  Va's) ^       =  —  l^y  (<Pao  +  (Pm\ 

und  zwar  darf  uul)eschadet  der  Allgemeinheit  angenommen  werden, 
dals  tyQ  und  f  das  gleiche  Zeichen  haben  wie  ^.v,  dagegen  ^vi  und 
ty  entgegengesetztes  Zeichen,  so  dafs  mit  f,vo  ~|~  *A'a  auch  gc  yo  ~f-  <r.v3 
stets  positiv  ist.  Es  entspricht  alsdann  der  erste  Teilpunkt  von  .s,v 
msum  Mfc^mmn^  fnQs  >  0  ist,  uud  einem  Uiaimum,  falls  <  0 
ist^).    Setzen  wir  nun  noch  zur  Abkürzung 

1)  Joum.  f.  Math.  118,  S.  51. 

2)  Math.  Ann  52,  S.  ödif.  Steinitz  benutzt  im  wesentlichen  Teilui^ea 
der  efaizelnen  IntewaUe  in  mehr  ab  drei  TeOe,  die  «ich  periodisoh  gletch- 
aitig  fortsetzen. 

8)  Die  Bezeichnung  int  der  früheren  (8.  14Ü)  analog. 

4)  Die  Stetigkeitsbedingung  Um     =  0  und  lim        0  erlordert  auch 

hier  nur,  dab  der  Quotient  au«  den  unendiidum  ProiAucten  der  Faetoren 

Jilireabarielit  d.  D«ttlMh«&  lIat1iaiii.-V»Nlalgtuif .  Vm,  S,  11 
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80  hat  man  allgemein 

(4)  mji  «=  ^    =  Oiaikcciki  •  •  •  a^—  — '  ^^~» 

wo  die  Indices  i,  Ä\  •  •  •  mit  denen  der  Indicesgruppa  N  Überein- 
gtimmeii.  Diese  Quotienten  sincI  es,  die  ftr  die  Werte  der  Ab- 
leitungen in  etster  Linie  in  Frage  kommen.  AuJser  ihnen  sind  noch 
diqenigen  Quotienten  su  beaohtent  die  den  Entfernungen  irgend  eines 

auf  .V  V  liegenden  Punktes  s  Yon  den  Endpunkten  von  v  v  entsprechen* 
Ein  jeder  solcher  Punkt  x  mrd  bestimmt  durch  eine  Folge 

mit  bestimmten  Indices  i,  Ä-,  Wird  nun  Sy  =     •  •  •  |r  ge- 

setzt, und  werden  di^  Tritfrvallp  1?  •  •  •  x  und  r  •  •  ■  durch  resp. 
Sr  bezeichnet,  so  gilt  lür  die  Werte  von  uud  das  tblc^rde. 
Liegt  .r  in  Syi^  so  tritt  in  dem  tili-  Si  sich  ergebenden  Simimen- 
ausdruck  ^.yo  als  Summand  auf,  ebenso  Sy^  in  dem  Summeuausdruck 
für  Sr-  Liegt  dagegen  x  in  syo^  so  treten  nur  in  Sr  Summanden 
auf,  und  zwar  syi  -f-  syi^  und  Hegt  x  in  syj^  so  treten  nur  in  si 
Summanden  auf,  und  zwar  Sj^oH"  ^jri. 

Diese  Angaben  sind  fflr  das  Folgende  ausreichend.  In  weitere 
Einzelheiten  einzugehen,  ist  hier  nicht  der  Ort,  es  genügt  die  Be* 
merknng,  dafs  die  Wei-te  der  Quotienten  (3)  von  dem  ConTetgena- 
Charakter  der  Producte  Ay^  sowie  von  den  Gröfsen  f,v  und  tpy  ab- 
hilngen,  und  es  können  durch  geeignetf  Wnlil  dircrr  (Jrf'ifsr'n  die 
verschiedensten  £igeuschait6u  der  Ableuungiwerte  er/u  Ii  v,  i  rden, 
insbesondere  auch  diejenigen,  die  Broden  und  Bteinit/-  belumdelt 
haben  Auch  hier  wird  man  zweckmäfsig  die  aus  den  ayQj  resp. 
den  ttj^i  und  den  ay%  gebildeten  T^producte  ins  Auge  fassen,  die 
den  (8. 152)  eingeführten  Prodncten  U  und  V  analog  sind,  und  kann 
dadurch  su  ihnli^en  Besultaten  gelangen,  wie  oben.  Von  all- 
gemeinerem Interesse  scheint  mir  nur  noch  der  Hinweis  auf  gewisse 
Klassen  von  Punkten  von  Sft  die  sozussgen  eine  Art  singulären 
Charakters  besitaen« 


(1  —  f  y\  ^1  +  <Pjv)  u.  B.  w.  und  2*^  den  Grenzwert  Null  hat,  nicht  die 
Producte  selbst.  Vgl,  oben  S.  160.  Man  kann  auch  hier  die  Wert- 
bestimmung  so  voraehmen,  dafs  die  Bxtrema  allen  rationaleD  SteUeo  ent> 

s}>rechen  und  in  ihnen  die  Fuuctionswert«  selbst  rational  sind.  Dies  ist 
auch  für  die  ditt'orenzirbaren  Functionen  dieser  Art  möglich.  Diese 
Functionen  selbst  sind  dann  sicher  uicbt  rational.  Vgl.  .S.  121  und  die 
Anmerkung  auf  S!  137. 

1)  Vgl.  auch  noch  S&tse  von  Harnack  in  Math.  Ann.  28,  8.  S68. 
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Höge  nftmlich  in  der  Indicesfolge  /,      ^  •  •  •>  die  den  Punkt  x 

bestimmt,  von  einpr  bostinimt«n  Stelle  an  der  Indpx  1  nicht  mehr 
auftrf'fpn,  also  nur  O  iind  2.  Ist  z.  B.  der  vtc  Index  eine  Zwei,  so- 
k'  iMu  u  alle  folgenden  Tndico.s  bis  zur  v'ten  Stelle  eine  Null  sein^ 
und  ebenso  können  von  der  leiten  bis  zur  t'iten  Stelle  alle  Indices  (> 
sein  XL.  s.  w.   Alsdann  hat  der  oben  für  wj  gefundene  Wert  die  Form 

 ^  _  '.vo  +  «,vi  +  h'o  +  ^^v'  1  +  •  •  •  . 

~  *l  ~  *NQ+  ^Nl  +  **'0  +  *A'  I  H  ' 

es  iBt  aber  ffir  den  Punkt     aneli  der  Quotient 

ägjkm   .  ,  »M^^Bl^B 

ein  solcher,  der  für  die  linksseitige  Ableitung  in  Frage  kommt,  und 
dn  bei  der  hier  vorausgesetzten  lutei-vallteilung  (yo  und  tyi  ver- 
schiedenes Vorzeichen  besitzen,  so  bedarf  dieser  Fall  stets  einer  be- 
sonderen Aufmerksamkeit.  Während  nämlich  das  Zeichen  des  ersten 
Zählers  von  dem  Verhältnis  von  tyi  :  tjfo  abhängt,  so  ist  dies  für 
den  zweiten  ZlUer  das  Yerfatiinis  Yon  i^i :  (yo^  und  es  laum  ja 
die  Differenz  v'  —  v  beliebig  groJSi  werden  und  mit  wachsendem  v 
selbst  Aber  jede  Grenze  wadisett.  Die  bier  angedeutete  Uöglieh* 
keit  ist  es,       den  besonderen  Charakter  dieser  Punkte  bedingt. 

5.  Die  wichtigst«  Anwendung,  die  ich  von  den  obigen  Formeln 
machen  will,  betritit  die  von  Kopeke  entdeckte  Thatsathe,  dafs  es 
überall  oscillirende  Functionen  giebt,  die  in  jedem  Funkte  eine 
eigentliche  Tangente  besitzen.  Dini  hatte  der  zunächst  höchst 
paradoxen  Vermutung,  dafs  es  solche  Functionen  geben  kann,  bereits 
gelegentlich  Auädmck  gegeben^).  Kopeke  hat  aber  das  Verdienst, 
hierzu  ein  specielles  Beispiel  ersonnen  zu  haben*).  Er  geht  von 
einem  Uber  dem  Intervall  8  stehenden  Kreisbogen  aus,  dessen 
Oleiehung  y (x)  sei,  und  teilt  dieses  Intervall  in  soviele  Teile  «i, 
dafs  in  jedem  die  S<^Wimkung  der  Tangente  unterhalb  einer  GrÖdae 
k  liegt.  Nun  constniirt  er  über  jedem  Teilintervall  5,-  einen  Polygon- 
zug,  dessen  Seiten  mit  der  x-Achse  Winkel  a,  so  bilden,  dafs  einer- 
seits |tga,.{<C/:  ist  und  andererseits  fib-  die  mittlere  Seite  des 
Polygonzuges  tga  =  —  k  ist,  und  schleift  diesen  Polygonzug  an 
den  Enden  durch  Kreisbogen  ab,  die  das  Intervall  in  den  End- 
punkten berühien.  Ist  dann  y  =  {x)  die  Gleichung  der  Gesamtheit 
aller  dieser  Poljgonzüge,  so  Besitgst  die  Oarre 

1)  Grundlagen  etc.,  S.  383,  Du  Bois-Reymond  hatte  dies  für  un- 
möglich gehalten.    Joum.  f.  Math.  79,  S.  32. 

2)  Math.  Ann.  34,  S.  161  und  85,  S.  104.  In  der  zweiten  Abhandlung 
wird  ein  in  der  ersioi  vorhandener  Irrtum  corrigirt.  Vgl.  auch  Festschr. 
d.  Hamb.  Math.  Ges.  1890,  S  t-2s,  wo  eine  analytische  DamteUung  dieser 
(etwas  modificirten)  Function  gegeben  wird. 

11* 
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über  jedem  Intervall  Si  bereits  mindestens  ein  Maximum  und  ein 
Mimmmii.  Teilt  man  jetzt  jedes  Intervall  s,  wieder  so  in  Teile, 
daüs  in  jedem  Teilintervall  die  Schwankung  der  Tangente  der  Ciii*re 
y  =  ^j(ic)  unterhalb  liegt,  fügt  tilifnllcs  nüp  Punkte  von  ,'piU), 
in  denen  ^i(-r)  =  0  ist,  den  Teilpuiikttu  bin^u  und  roiistruirt  zu 
jedem  «?o  gebildeten  Teilintervall  S;k  einen  analogen  Polygonzug  wie 
oben  und  tahrt  so  fort,  so  genügt  die  so  gebildete  Function 

0 

den  Forderungen.  Der  Beweis  beruht  darauf,  daül  für  die  spcciollen 
von  Kopeke  benutzten  Z;»blen\verte  l\  k^,  •••  diese  Keihe  alle 
Eigenschaften  besitzt,  unter  denen  sie  eine  ditierenzirbare  Functi<»i 
darstellt.  Es  ist  andererseits  klar,  dafs  die  so  detinirte  Function  in 
jedem  Teüpunkt,  der  bei  fortgesetzter  Teilung  erhalten  bleibt,  ein 
Eiütiiiim  und  in  ihm  eine  horisontale  Tangente  beaitaEt  Daa  hier- 
But  oonstmirte  Beispiel  ist  kttnUch  von  Pereno^)  veninfiMiit  worden. 

Um  die  Bediitgnngen  sn  finden,  noter  denen  die  Eomeln  (8) 
zu  Fonotionen  dieser  Art  fllliren,  und  damit  sngleich  eine  ganze 
Klasse  solcher  Functionen  zu  gewinnen,  kann  man  so  verfahren*). 
Da  fi,vi  <0  i.st,  so  folgt  aus  Gl.  (4),  dafs  für  jede  Indicesfolge,  die  den 
Index  1  nncndlieh  oft  onthölf,  \un.Ay'**=0  sein  mufs,  und  dies  kann 
dadurch  bewirkt  werden,  dais  jedes  aus  unendlich  vielen  Factoren  c(mi 
bestehende  Product  Null  ist.  Es  würde  penüy^en.  Hm  a^vi  <  1 
nehmen;  spätere  Bedingungen  füluen  sogar  aui  iiuiKM=«0.  Soll 
zweitens  in  jedem  Endpunkt  eines  unserer  Intervnlle  S/f  eine  hori' 
lontale  Tangente  Toriianden  sein,  so  maSi  fttr  ihn  YOrdere  lud  hintere 
Ableitung  Null  sein,  und  dies  yerlangt,  dnb  fttr  jedes  IntervaU  sg 
die  beiden  seinen  Endpunkten  zugehörigen  Froduote 

Null  sind.  Es  müssen  daher  in  jedem  dieser  Produete  unendlich 
viele  Factoren  ay<.  1  enthalten  sein^  die  die  Convergenz  gegen  Null 
bedingen.    Setzt  mau  z.  B. 

so  dafs  —  6v)  ==*  0  ist,  wählt  Qberdies,  was  das  einfachere  ist, 
CiVu  >  0,  ejri  >  0,  also  9jr><  0,  tp/f^  >  0,  so  dafs  a/r  >  0  ist«  und 
seUt  noch 

1)  Gioni.  di  mat.  86,  S.  18«. 

2)  Für  die  au^^führliche  Darstellung  vgl,  eine  dernnilchBt  er.'icheinende 
Arbeit  des  VerfaaserR  in  Math  Ann.  H<1.  ö.'J.  Auch  Hrotldn  hat  kürzlich 
Functionen  dieser  Art  cou«>truirt,  Ufr.  af.  Vet.  Ak.  Förb.  Stockholm  WOO,  S.  743. 
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« 

so  wird  »lie  Eigenschaft  der  horizontaJen  Tangente  in  alleu  Punkten 
von  St  durch  die  Bediugungea  gewährleistet^  daXs 

ist,  \m(^  ihnen  ist  durch  geeignete  Wahl  der  /t,  }>,  b  uihI  so 
zu  genügen,  daTs  die  verlangten  Convergrii/.t  li^jeuscha^ften  ix  >t .  lien^). 
Dies  läfst  sich  ftlr  jedes  zu  Orunde  gelegt^'  i'ioduct  /7(l  —  />,  1  wirk- 
lich erreichen,  mit  anderen  Worten,  es  lassen  sich  den  Intervallen  Ss 
die  Gröfsen  hft  0Ö  zuweisen,  wie  es  die  Gleichungen  A^^  =  0, 
=  ()  und  die  Bedingung,  dafs  lim  A^^  immer  endUch  und  be- 
stimmt ii>t|  erfordern.    Dies  kann  z>      so  geschehen}  dais 

gwetai  wircL  Duut  ist  jedoch  die  Bediagwag,  dal«  fOr  einen  Punkt » 
Ton  £1^  Bugleich 

lim  -  «  lim  —  «  lim  -  -  lim 

ist,  noch  nicht  von  selbst  eifEUH.  Wenn  nKmUeh  der  Punkt  x  ein 
solcher  Ptinkt  Ton  fiy  ist,  wie  wir  ihn  obra  betruchteten,  m  dessen 
Indieesfolge  also  l&ngere  Folgen  von  Nullen  oder  Zweien  auftreten^ 
so  mufi  noch  bewirkt  werden,  daft  auch' 

lim-7  —  limil^,   resp.   Jim  ^  Um.^ir 

ist  Ist  nun  limiliv^O,  so  ist  hieil^  noch  zu  Terlangen,  daC^ 
welche»  auoh  v  und  v'  sein  mdgen,  doch  immer 

Um  z —  ^  0    und    lim  i — • 0 

ist  Dies  ist  nun  wirklidi  trotz  der  groCsen  Beliebigkeit  von  v  und 
v'  möglich,  und  zwar  deshalb,  weil  doch  wieder  die  Werte  v,  v' 
dadurch  beschränkt  sind,  dals  die  ieilproducte  der  v'  —  v,  Vi  —  vi,  •  •  • 
FMstnren 

ein  von  Kull  TerscfaiedeHes  C^amtproduct  A'Al  •  •  •  geben.  Dieser 


1)  Mau  hat  patflrHch  auch  den  Fall  ins  Auge  zu  Cuseu,  daas  «r^^y  > 
ajf0<  1  sein  kann,  was  gaas  analog  sn  erledigan  ist. 
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Umstand  ertnöglicht  es,  die  gestellte  Bedingung  tu  erfüllen^).  Wir 

schliefsen  mit  dem  Satz: 

IV.  Es  giebt  stetige,  überall  oscillirenfle  Functionen, 
die  in  jedem  Punkte  eine  eigentliche  Tangente  besitzen, 

6.  Ist  eine  stetige  Funetiou  T{x)  auf  zwei  Intervallen  ö'  und 
6"  cüustant,  die  einen  Endpunkt  gemein  haben,  so  ist  sie  auch  auf 
dem  Gesamüntervail  6'  6"  constant.  Dieser  Schlufs  gilt  aber 
nicht  allein  heim  Übergang  von  v  zu  v  -\-  1^  sondern  auch  heim 
Übergang  T<m  {v\  zu  ».  Sind  nimlich  x\  x'\  x*"  irgend  welche 
Punkte  auf  den  hesflglichen  Intervallen  ^\  d",  •  •  *,  so  folgt 
durch  Schlufs  von  v  auf  v  -|-  1«  dals 

(6)  7'(.  ' )      r(0  —  =  T (x«  +  »)) 

ist.  Wenn  nun  ;r,.,  der  Grenzpunkt  der  Intervalle  d^*')  ist,  so  wird 
gemiifs  der  Stetigkeit  der  Wert  von  T^x^^  durch  die  Folge  (^G)  für 
lim  V  »  oo  dargestellt,  woraus  die  Behauptung  folgt.  Also: 

V.  Ist  eine  stetige  Function  auf  allen  Intervallen 
einer  Menge  D^jd)  constant,  so  ist  sie  immer  dann  eine 
Constante,  falls  i>  eine  abzfthlbare  Punktmenge  Q  bc 
stimmt. 

Um  streckenweise  constante  stetige  Functionen  T(|)  zu  erhalten, 
müssen  wir  daher  von  vom  herein  annehmen,  dafs  die  Intervalle  der 
Menge  7)  =  { d  {  eine  perfecte  Menge  T  bestimmen.  Alsdann  giebt 
es  aber  auch  Functionen  dieser  Art,  wie  das  Folgende  zeigt. 

Um  dies  zu  begründen  und  zugleich  voti  der  Mächtigkeit  der 
Punctionsklasse  jr(|)  eine  VorsteUuug  zu  geben,  beweise  ich  fol- 
genden Sats: 

VI  Die  Menge  aller  Functionen  7(1),  die  derselben  im 
Intervall  a...5  liegenden  Intervallmenge  i>  fd}  zu- 
gehören, läfst  sich  eineindeutig  der  Menge  aller  im  Inter* 
vall  a  .  .  ,h  stetigen  Functionen  zuordnen. 

Dieser  Sat/  ist  eine  einfache  Folge  davon,  dafs  eine  stetige 
Function  Jf^i^x)  dui 'h  ilire  Werte  an  einer  überall  dichten  Menge  be- 
stiimnt  ist.  Wir  wühlen  als  überall  dichte  Punktn)enge  die  mehr- 
fach benutzte  Menge  X={ja'}  und  beziehen  (S.  79)  eine  Menge 
1)  =■  \  eineindeutig  auf  die  Menge  X.  —  \  x^\^  indem  wir  jedem 
Punkt  %g  das  Intervall  djr  zuweisen,    üm  die  Beziehung  zwischen 

1)  Pfir  den  Fall,  dafs  n(l  —  6^)  =  n(l  —  l,g  ist,  habe  ich  die 

Vntersuchnn::  o.  au.-^führlich  durchgeführt.  Ein  einfaches  Beispiel 
bilden  in  diesem  Fall  lolgende  VV'erte: 


-wo  für  die  zu  jeder  Indexgruppe  "K  gehörigen  Werte  ft  ein  Qeaeti  be* 
Bteht,  80  dafs  y  <  |i  <  (i  -|.  e)'  ist,  für  0  < 
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T{i)  und  der  aMigeai  Function  F(x)  heniuteUen,  interpretiren  wir 
jetat  diese  Abbildung  so,  daCi  wir  dem  Punkt  «j^  alle  Punkte  von 
Sif  zuweisen.  Sind  dann  x  und  §  irgend  zwei  entsprechende  Punkte, 
und  definiren  wir  die  Funetion  T(fy  durch  die  Gleichung 

F(s)  -  r(i), 

80  ist  damit  T[^)  als  stetige  streckenweise  conslaute  Function  im 
Intervall  a  •  •  *  &  definirt  Halten  wir  nun  die  Mengen  D  und  X 
ftet,  80  entspricht  jeder  stetigen  Funetion  F{x),  die  nicht  selbst 
stre^enweise  constant  ist^  eine  und  nur  eine  Function  T  (§).  Diese 
Entstehung  von  T($)  aus  F(»)  Iftbt  sich  kflner  so  definiren^  daft  man 
an  jeder  Stelle  von  x  den  bezüglichen  Wert  der  Function  F(m)  tilgt  und 
statt  seiner  ein  beliebiges  Constanzinterrall  d  einschaltet  so  dafs  der 
bezügliche  Funttionswcrt  diirrh  das  ganze  Intervall  beibehalten  wird. 

Die  Construction  einer  Function  ^(|)  mittelst  einer  Menge  T 
findet  sich  znerst  bei  Cantor'jj  im  übrigen  ist  das  durch  sie  de- 
finirte  Functionsverhältnis  unter  anderem  Gesichtspunkt  in  der  Ana- 
Ijsis  längst  bekannt,  wie  es  überhaupt  mannigfacher  Auffassung 
ftbig  ist  Die  Function  stellt  mnlchst  einen  specieUen  Tjpus 
einer  in  T  stetigen  Function  f(x^  T)  dar.  Ist  sie  insbesondere 
monoton,  so  stellt  sie  bei  Vertanschiing  der  nnabhftngigen  Variablen 
eine  punktweise  unstetige  Funrtiun  dar,  die  nur  SprOnge  besitzt. 
Anch  die  Functionen,  die  bei  der  Peano'schen  Abbildung  sowie  bei 
jeder  Abbildung  des  Continuums  auf  eine  nirgends  dichte  Menge 
auftrefpo,  ^inrl  ^ril^be  Fuuctionon.  ruicli  eben  benutzte  Abbil- 

dung des  üontmuunis  mittelst  der  Mengen  A'  =  {.r.Y}  "nd  J}=[dy\ 
führt  zu   einer  Function  wenn  man  jedem  Intervall  ds  den 

Wert  Xu  als  Fuuotionswert  zuweist,  wie  auch  umgekehil  g  als 
Function  von  x  eine  Function  ist,  die  an  jeder  Stelle  Xa  einen 
Sprang  von  der  QrO&e  in  bat'). 

1)  Vgl.  auch  S.  175  dieses  Berichts.  Man  kann  übrigen-  He  Ein- 
schaltung auch  80  vornehmen,  dafs  mau  von  einer  überall  oscillirendea 
Function  F{x)  ausgeht  und  an  jedem  Extremnm  ein  Interrall  9  «nfSgt 

Auf  den  Begriff  der  streckenweise  constanten  Functionen  ist  übrigens 
kürzlich  auch  R.  Baire  geführt  worden,  gelegentUeh  des  Problems,  die 
Differentialgleichung 

dx  '  dy 

für  den  Fall  ra  integriien,  dafs  man  sich  vai  das  Beeile  beschrftnkt  und 

von  den  in  ihr  auftretenden  Pifferentialquotienten  nur  die  Exist<'n7  in 
jedem  Pnukt  voraussetzt.  Ann.  di  mat.  (3)  3,  S.  101.)  Der  Satz  V  nimmt 
bei  ihm  die  Form  an,  dals  eine  Function  constant  ist,  wenn  sie  punkt- 
weise variabel  ist  für  jede  perfecte  Menge. 

2)  Acta  math.  4,  S  387.  Vgl.  auch  Volterra,  Giom.  di  mat.  19,  S.  838, 
Harnack,  Math.  Ann.  24,  S.  22ö,  sowie  Scheeffer,  Acta  math.  ö,  S.  287. 

3)  Auch  die  Peano'tclieii  Zisemffesetze  (8.  64)  sind  Functionen  dieser 
Art  Ein  derartiget  Beispiel  gab  kOrdicb  auch  aravtf,  C.  B.       S.  1005. 


Digitized  by  Google 


168 


A.  Sobowflie»,  Btticlit  Ober  die  Ifengenlelive. 


7.  Di©  AUeitungen  einer  Functioii  T{i)  werden  einerseits  von 
den  AbleitTin^n  der  Punetion  F{ß)^  andererseits  von  der  W'aiil  der 
Menge  JJ  —  \  d  '  insbesondere  aber  auch  von  ihrem  Inhalt  abhängen. 
Mau  hat  in  der  That,  falls  i\  |"  und  x\  x"  irgend  zwei  ent- 
sprechende Wertepaare  sind, 

r(|")  —  T(i')      Fix")  -  Fix')  x"  —  x' 

Falls  man  also  die  Ableitungswerte  von  F{x)  als  gegeben  betrachtet, 
80  handelt  es  sich  nur  um      Betrachtung  des  Differenzenquotienten 

ytm  stellt  aber  %  selVst  eine  monotone  niemab  nbnehmende  Function 
dar,  80  dab  es  genügt,  die  monotonen  Functionen  dieser  Art  ins 

Auge  fas«»en,  insbe«»i>T)»lHre  diejenigen,  die  niemals  abnehmen.  Die 
im  tblgepfV-n  abzAileitf nden  Sät^p  L'f'Urri  deshalb  auch  fiir  die  punkt* 
weise  unstetigen  Fnncrtionen,  die  höchstens  zweiwertig  sind. 

über  die  Ableitungen  der  Functionen  Tit,)  liegen  nur  gelegentliehe 
Bemerkungen  von  Harnack^j  und  Scheeft'er')  vor.  Diejenige 
Harnaek's  g«lft  dahin,  dafii  kt  dem  ▼OB  Onn  cointndrteii  elnfiMlieB. 
Beispiel  die  becttglidien  Ableitungen  in  allen  Ponkten  too  T  Tm- 
endHcb  grofs  seien.  Dies  ist  jedoch,  wie  sidi  zeigen  wird,  nicht 
der  Fall. 

Wir  benutzen  die  S.  149  eingdUurten  Bezeichnungen,  beseidmen 
also  das  Intervall  n  -  •    }>  durch      und  a  '  ■  ■  ß  durch  t,  lassen  den 

Intf^i-Ynllen  Sjr  die  Intervalle  t.y  ent.sprechen ,  und  bedienen  uns  der 
oben  (^S.  150)  für  abgeleiteten  Formein.  \S  ir  bedürfen  noch  einer 
geeigneten  Darstellung  der  Strecken  r^y.  Wir  haben  hier  zunächst 
(8.  76) 

to  +  ti  — t  — d  — t(1  — 

und  setzen  demgemäls 

-  |t(1  -  i)(l  +  »),  T,  -  -J  t(X  -  X)  (1  —  y); 

ebenso  ist  allgemein 

fN,0  -|-  tN,l  ™  »AT  djy  «  Tjf  (1   Iji)  , 

und  wir  setzen 

t.V.O  =  '  T.v  (1  —  A,v)  (1  +  TA- i  =   *  T.v(l  —  h)  (1  —  SPidt 

alsdann  wird 


Math.  Ann.  24,  S.  227  und  S30.  Vgl.  auch  S.  171  Anm. 
Acta  math.  6,  S.  201. 
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As=^{l—  A)  (1  —  ki)  •  .  •  ^1  —  kx-i), 

^Jr—  (1  ±  9^)(1  ±      •  •  •  (1  ±  VJf^i), 

nnd  swar  h&ngen  die  Voneicheii  so  von  den  Ihdioea  i,  A:,  . . .  ab» 
dafs  dem  Index  0  mn.  positiTee  und  dem  Index  1  ein  negatitres 

Vorzeichen  entspriclii  Diese  Formeln  gestatten  ein  Urteil  über  die 
Werte  der  Ableitungen.  Auch  hier  sind  es  wieder  die  oben  (S.  152) 
eingeftbrten  Quotienten  tny,  w,v,o  ^ind  ^eren  OrenTrwprte  für 

diese  Werte  in  erster  Linie  in  Frage  kommen.    Wir  erhalten 


mj, 


dabei  unterliegfii  die  rroducte  Jh'y  und  «b'n  S.  150  für  Fy  und 
JJy  angegebraen  Bedingungen,  wUlirend  der  Wert  von  vom  Inhalt 
der  Menge  T  abhängt.  Man  ersieht  hieraus  einerseitä,  daTs  die 
Discussion  dieser  Formeln  sich  in  Analogie  setsen  I&Jst  mit  der 
DiscQSsion  deijenigen,  die  wir  a.  a.  0.  für  nirgends  conitante  monotone 
Fonctionen  aiügesteQt  haben;  es  mag  daher  genftgen,  hier  auf  diese 
Analogie  hingewiesen  an  haben.  Wie  dort,  kann  man  auch  hier 
durch  specielle  Annahmen  die  Stmctur  der  Function  T(^)  in  der 
mannigfachsten  Weise  beeinflussen.  Andererseits  zeigt  das  Auftreten 
von  v/a'i  <^öfs  aueli  der  Inhalt  von  T  von  wesentlichem  Einflufs  auf 
die  Werte  der  Ableitungen  sein  wird,  was  wir  sofort  dos  nälieren 
bestätigen  werden.  Nur  auf  eiueu  Umstand  besonderer  Aii  soll  noch 
hingewiesen  werden.  Falls  wir  n&mlich  das  Intervall  x'  bestimmen, 
das  einem  beliebig  gewählten  Intervall  s'  entspricht,  so  entspricht 
aadi  jetzt  jedem  Inter?aU  8jf\Q  und  8m',i  ein  Intervall  r^.o  resp. 
viVfif  es  entspricht  aber  «uiheidem  dem  auf  # '  liegenden  Punkt  Xjr  noch 
da«  ganze  Intervall  djc,  ebenso  jedem  Punkt  «jr  ein  Interrall  dir 
und  jedem       em  Intervall  ims  ^  dafii  sich  £Bir  %'  der  Wert 

t'  —      +  £{xx',o  -\-  6ff  )  -\-  £{rM',i  +  djT') 

ergieht.  In  dem  hier  auttretenden  Intervall  liegen  die  Besonder- 
heiten begründet,  denen  wii-  bei  den  Functionen  ^  (sj  begegnen 
werden.   Ss  besteht  nlnüich  der  8ais; 

TU.  Für  jede  monotone  Function  T(|)  giebt  es  je  eine 
in  Bexng  auf  T  ttherall  dichte  Teilmenge  von  von  der 
Hftchtigkeit  c,  in  deren  Punkten  eine  vordere  oder  eine 
hintere  Ableitung  oder  auch  eine  vordere  und  hintere  Ab* 
leitung  den  Wert  Null  hat*). 

1)  gie1>t  tilio  bei  jeder  punktweise  unstetig*  n  FnnetioiiniitSprihigett 
solche  Funkte,  in  denen  eine  Ableitung  unendlich  ist 
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Diese  Meng«  könnte  als  Menge  zweiter  Kategorie  constniirt  wer- 
ilen.  Ich  gebe  hier  einmal  eine  etwas  abweichende  Bestimmung, 
um  dabei  zugleich  die  grofse  Beliebigkeit  und  Mannigfaltigkeit  der 
möglichen  Ableitungswerte  hervortreten  zu  lassen. 

Es  möge  zunächst  ein  Punkt  1^  von  Tg  im  Intervall  tj/  so  be- 
stimmt werden,  dafs  für  ilni  pinr  vorflore  Ableitung  y)^7'(|p)  =  0 
ist.  Den  entsprechendeu  Punkt  Xg  denken  wir  uns  wie  oben  (S.  151) 
als  Grenzpunkt  der  Punktfolge  Xj^y  xy^  '  '  *i  80  daJjs  sich  fOr 

das  Intervall  Xg '  -  '  Xg  der  Wert  ergiebt 

*iir»e  +  «*",e  +  «/r"',o  +  •  •  •  •  £^/r'»o* 
Es  ist  dann  sicher 

*'  —  dir  +  £{tit,9  +  djr') 

dn  entsprechendes  Intervall^).  Da  nun  mit  wachsendem  v  gegen 
Null  Gonvergirfe,  so  kann  man  Zahlen  v\  v\       •  •  •  so  bestimmeB,  £üs 

sa"  <  ss-  <  k"  ös  y    ss-  <  /•;'"  Ss'  i  •  •  • 

ist,  wo  Ii  <  h"  <  Ä •  •  •  ist  und  lim  Ä^*"^  =  0  ist;  alsdann  ent- 
spricht dem  so  bestimmten  Punkt  x,j  ein  Punkt  1^,  der  die  verlangte 
Eigenschaft  besitzt.    £s  ist  nämlich  s'  <^Sji'  und  daher 

r-<i;<''' 

werden  also  die  Strecken  ■  •  •  x^^  y  %  •  •  •  » •  •  •  durch  s"\  •  •  - 
heseichnet,  und  die  entsprechenden  Strecken  t\  f •  •  *  analog  an* 
genommen,  so  convergiren  die  Quotienten 

^'1  pj»  ^'"»  •  •  • 

gegen  Null,  woraus  die  Behauptung  folgt.  Analog  folgt  die  Be- 
hauptung Är  eine  hintere  Ableitung,  und  man  sieht  leicht,  daXs 
man  die  Oonstruction  des  Punktes  auch  so  ausfuhren  kann,  dab 
eine  Yoidere  und  eine  hintere  Ableitung  Null  ist  Wird  nlndich 
1^  als  gemeinsamer  Grenxpunkt  der  Intervalle 

tas  t.v.,-,  t,v..*,  •  •  • 

betrachtet,  so  be«^timme  m;in  diV  Indices  7.  •  •  •  so,  dafs  zunäflT't 
für  v'  dieser  Iiiterviille  der  letzte  Index  1  ist,  dann  sei  er  für  fi'  Inter- 
valle 0,  dann  wieder  1  ftir  v"  Intervalle  •  •  •,  %o  v\  u\  v",  •  •  • 
wie  oben  bestimmt  sind.  Alsdann  ist  ein  Punkt,  für  den  sowohl 
D+  T{^g)  <  }(<^\  sls  auch  D-Ti^g)  <  A-t^>  ist.  Dieses  Verfahren  zeigt 
augleich,  dafs  die  Mächtigkeit  der  so  bestimmten  Punkte  ^g  gleich  c 


1)  Auch  jedes  Intervall  t'  »  +  ^^ir,9  +  ^^n'^  wo  0  S  jt  <  1« 
stellt  ein  entsprechendes  IhtervaU  dar. 
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ist  Anstatt  nftmlich  die  Bestimmung  der  ZaUen  v  und  ^  ab- 
wechselnd Tonunelmien,  kann  man  dies  auch  in  Jeder  andern  Beihen- 
folge  bewirken;  jedem  unendlichen  dyadischen  Bruch  entspricht  ein 
Punkt  1^,  indem  man  die  Reihenfolge  der  und  v  deqenigen  der 
Ziffern  0  und  1  entsprechen  läfst.    (Vgl.  S.  154.) 

Tm  alliremeinen  werden  übrigens  in  den  so  bestimmten  Punkten 
1^  beide  vorderen  und  beide  hintereu  Ableitiinyen  ver.scliiedeu  sein. 

Ist  in  jedem  Intervall  xx  die  obere  («ren/.e  aller  Abieitunf^en 
der  Function  gleich  so  wird  es  überdies  möglich  sein,  indem 
man  die  Grüfsen  /;',  A  ",  k"\  •  •  •  so  wählt,  dafs  limÄ:**^^  =  <i  9 
ist,  Punktmengen  der  Hfichtigkeit  c  au  consfaruiren,  in  denen  eine 
▼ordere  oder  hintere  oder  beide  Ableitungen  den  Wert  ff'  haben.  . 
Hiermit  wird  das  obige  Ednig'sche  Theorem  auf  Functionen 
/(or,  T)  ausgedehnt,  die  fflr  die  perfecte  Menge  T  monoton 
und  stetig  sind. 

Diese  Resultate  reigen,  dafs  für  gewisse  Punkte  durchaus  un- 
erwartete Ausnahmen  eintreten  können;  sie  sind  zugleich  geeignet, 
die  Vorstellung  von  der  Natur  des  Contiuuums  und  von  der  Mäcli- 
tigkeit  der  in  ihm  enthaltenen  ebenfalls  nicht  abzählbaren  Punkt- 
klasseu  zu  klären  und  zu  vervoUkomiunen.  üieraut'  hat  man  bisher 
kaum  genügende  Büeksicht  genommen.  Ich  erwShnte  schon,  dafs 
Harna  ck  sich  dahin  ausgesprochen  hat,  dafs  die  TOn  ihm  eonstruirte 
Function  7(|)  in  allen  Punkten  Ton  T  eine  bestimmte  unendliche 
Ableitung  besitze,  während  es  leicht  ist,  Punkte  anzugeben,  die 
dem  vorstehenden  Satz  entsprechen*). 

8.  Der  Einflufs,  den  der  Inhalt  .7(7')  von  T  auf  die  Werte 
der  Ableitungen  hat,  spricht  sich  in  folgenden  Sätzen  aus: 

Vm.  Ist  die  Menge  T  der  monotonen  Function  T(|) 
«nausgedehnt,  so  giebt  es  eine  in  Be7ng  auf  T  überall 
dichte  Teilmenge  2\  zweiter  Kategorie,  au  der  eine  vordere 
resp.  hintere  Ableitung  unendlich  wird. 

Ist  nAmlich  Yjr  ^    *  *  *  I"  «in  beliebiges  Intenrall,  das  seiner^ 
Seite  wieder  in  die  Intervalle 

verftllt,  wo  N'  eine  Gruppe  von  v'  Indices  bedeutet,  und  sind  ^'y 
und  lir'  die  Endpunkte  von  t^v  «  so  kann  nicht  für  jedes  dieser 
InterTalle  ttr' 

1)  Vgl.  fBr  diese  Function  die  Angaben  auf  S.  102.  Dosn  Ist  noch 
SU  fttgen,  dafs  Sj^  —  ^  ist.  Man  setse  femer  ^  «  10,  f»'  «  SO,  SD, 

V,'  »  60,  Ii"  =  60,  B  120  u.  8.  w.,  80  erhält  man  ein  Beispiel.  Dini 
be^'^ichnet  die  Frage  nach  den  Ableitungen  in  den  Punkten  von  Tg  resp. 
die;jenigc,  die  mit  ihr  äquivalent  ist,  ausdrücklich  sAa  eine  offene.  Vgl. 
Qnmdlagen  sie.,  8.  SOS,  wo  die  hierhergehörige  Riemann *sche  Function 
betrachtet  wird. 
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bleiben,  wie  auch'6r  gewählt  sein  möge.  Denn  sonst  folgte  diucii 
Summatioii  Aber  alle  diese  Intenralle  xjf- 

Ist  aber  J(T)  =  0,  so  kann  mim  v'  so  grofs  wfthlen,  dafs  Ziy 
beliebig  klein  wird,  womit  die  letzte  Ungleichung  im  WidfMsprueh 
steht.  Es  giebt  &lso  miudesteas  ein  Intervall  f/i'  =  x  ,  su  dafs 
in  ihm 

ist.  In  diesem  Tntervall  t'  gicbt  es  wiedc»r  mindestens  ein  analogei 
Intervall  t"  u.  s.  w.  Die  so  gefundenen  Intervalle  i',  t",  t", 
convergiren  nun  entweder  gegen  einen  Punkt  yon  2|  resp.  JV  oder 
gegen  einen  Punkt  yon  Tg.  Ist  es  ein  Punkt  ^  von  Trt  so  ist  in 
ikm  eine  vordere  Ableitung  uueadlieh  grols,  ist  es  ein  Punkt  ^ 
von  Tj,  80  dne  hintere.  Convergiren  aber  die  Intervalle  gegen 
einen  Punkt  ^  von  Tg,  so  hestebt  von  den  beiden  Belationen 

notwendig  mindestens  eine;  es  wird  daher  auch  mindestens  eine 
vordere  oder  eine  hintere  Ableitung  in  |^  unendlich  grofs. 

Die  so  gefiindene  SCenge  liegt  jedenÜBdls  flberaU  dicht  in  21 
Sie  ist  daher  eine  Menge  der  zweiten  Kategorie.  Dies  folgt  nun- 
mehr aus  dem  Sats  von  Broden,  der  auf  Functionen  übertragen 
werden  kann,  die  fQr  eine  Menge  T  definirt  sind,  t  l)ngen8  kann^ 
auch  wenn  J{T)  =»  0  ist,  doch  eine  tlberall  dichte  Teilmenge  von 
Tr  resp.  Ti  existiren,  an  der  eine  bestimmte  vordere  oder  hintere 
Ableitnng  den  Wert  Null  hat  oder  endlich  ist  ' ).  I)ie  ullgenielne 
Möglichkeit  hiervon  erhellt  daraus,  dafs,  wie  aus  dem  obigen  folgt, 
welches  auch  der  Wert  von  Ay  sei,  dmeh  geeignete  Wahl  vuu  JK.v 
und  Oy  die  Structur  der  Function  so  beeinÜufst  werden  kann,  dafs  sie 
jedenfÜls  an  einer  abzShlbaren  Menge  von  Stellen  ein  willkttrlich 
vorgeschriebenes  YerfaalteB  aufweist 

Der  Sate  VnX  stellt  jedocb  keine  auBSchliaMicbe  EigOBaobaft 
dar  Function  ti  T(X)  dar,  fCu-  die  J{T)^0  ist 

Ist  für  die  Menge  T  im  Intervall  a-  -  ß  ttberaU  J(T)  >  0,  so 
kann  es  immer  noch  Punkte  von  T  geben,  in  denm  eine  Ableitung 

1)  Ein  Beispiel  dieser  Art  liefern  die  Werte 

*         »  f*r  I  —  f*r 

80  dafs  Qiift  •  '  '  Qw  g^g^^  convergirt. 
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uuendiicii  wird,  und  diese  können  sogar  auch  überall  dicht  in  lie2U|^ 
tof  T  liegen^).  Die  Werte  der  Allleitungen  können  aber  awdi  in 
aUeo  Punkten  von  T  endlich  bleiben*).  Auf  ein  Beispiel  dieser 
Art  ist  bereits  von  Sebeeffer')  hingewiesen  worden«  Man  sieht 
leldxt,  daA  die  Qritlhen  X^g  und  lg  (S.  96)  mit  waefasendem  y  gegen 

Noll  coDTSigiren  mttisen,  doeh  ist  diese  Bedingung  allein  noch  nieht 
hinreichend.  Man  kann  die  Menge  T  insbesondere  so  wählen,  daib 
die  vorderen  Ableitungen  in  den  Punkten  von  7V  ^i^id  die*  hinteren 

AhleitiiTigr'»n  in  d*^n  Punkten  von  T,  den  "Wei-t  1  erhalten,  was  zu 
einer  intoresKanten  Folgerung  führt.  Fafst  man  nämlich  jetzt  eine 
beliebige  Function  ^(1)  ins  Auge,  die  aus  irgend  einer  st^tig^en 
Function  'F{t)  mittelst  der  Menge  1)  durch  Einschaltung  der  lie- 
züglicheu  lutervalle  abgeleitet  ist  (S.  167),  so  stimmen  die  Ableituugeu 
von  F{x)  in  den  Punkten  von  X  mit  denen  fon  T{i)  in  den  Punläen 
?on  Tt  resi».  TV  ttberein,  und  dies  ist  augensebeinlicli  gana  unab- 
hängig TOB  den  absoluten  Lingen  der  Intemlle  d.  Die  hientu  not- 
wendige Bedingung  lautet  vielmehr,  dafs  für  jedes  Teilinterrall 
T  —  d  ^  c  ist,  wo  d  ist,  und  diSse  ist  bei  der  bezügliebsn 

Einschaltungsart  immer  erf&Ut  Doch  mag  es  mit  diesen  Andeutungen 
hier  genügen. 

Nnr  eine  Yy^m^  allgemeiner  Art  soll  hier  noch  gestreift  werden. 
Man  kann  fraijen,  w  ie  die  ümkehnme  des  Satzes  VIII  lautet,  unter 
welcheu  Bediuguugeu  mau  -dX^o  Kiciiiiersen  kanu,  daTs  T  unausgedehnt 
ist  Wir  sahen  soirt>en,  dafs  auch,  wenn  J (T)  >  0  ist»  die  Ableitungen 
an  einer  besfigUch  T  Überall  dichten  Teilmenge  unendlich  sein 
können.  Hieraus  folgt  nun  aber  nach  dem  Satx  Ton  Brodln,  dafo 
t)  C  ist;  diese  Eigenschaft  ist  also  nicht  hinreichend,  damit 
T  unausgedehnt  ist.  Soweit  meine  Untersuchungen  reichen,  wird 
man  diesen  Schlufs  machen  können,  wenn  es  Teilmengen  Tj  der 
Mächtigkeit  C  giebt,  in  deren  Punkten  sowohl  eine  vordere  wie  eine 
hintere  Ableitung  unendlich  ist;  ich  bin  aher  nicht  im  stände  zu  be- 
weisen, dafs  dies  ftir  jede  Function  T(x)  zutiifft,  ftir  die  J\^i')  =  0 
ist,  obwohl  dieser  Satz  sehr  wahrscheinlich  ist. 

9.  Der  Begriff  der  streckenweise  constanten  Function  Iftfiit  sieh 
auf  mehrere  Variable  Übertragen,  da  auch  für  sie  die  Beziehungen 
zwischen  der  flberall  dichten  Bereiehmenge  J)^\9]  und  der  sn- 

i)  £in  einfaches  Beispiel  dieser  Art  liefern  die  Werte 


gie  bewirken,  dafs  in  allen  Punkten  von  eine  vordere  Ableitung  un- 
endlich ^Tolt^  ist. 

2)  Dies  tritt  s.  B.  für  X^i^  ^  ip^»  Q  ein. 

S)  Vgl.  AeU  matb.  ft,  8.  S91. 
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gehörigeu  perfeeteu  Menge  w  aimliclier  Weise  vorhanden  sind  wie 
im  linearen  Geliiet  Audi  hier  gilt,  daft  eine  Function,  die  auf 
und  6"  constant  ist,  immer  auch  auf  6'  +  d*'  consfcant  ist,  fiüls  die 
Qrensen  von  d'  und  S"  irgend  einen  gemeinsamen  Punkt  besitzen, 
und  daXs  daher  für  eine  bereich weise  constante  stetige  Function  ff) 
nur  solche  Mengen  D  { d }  in  Frage  kommen,  die  wieder  eine  per- 
fecte  Menge  T  bestimmen^).  Es  hat  keinerlei  Sch^vierigkeit,  die  Con- 
struction  einer  solchen  Function  T(^j  rf)  an  der  Hand  der  oben  (^8.  81) 
gegebenen  Analyse  der  ebenen  perfecten  Mengen  wirklich  vorzunehmen. 

10.  Sei  Q  eine  abgeschlossene  Menge,  die  zu  der  IntervallmeDge 
J)  =  [d]  geh(5rt,  und  F((r,  Q)  eine  für  Q  definirte  Function  von  o;, 
die  in      stetig  ist.     Deßuirt  man  nun  die  Function  so,  dafs 

sie  in  jedem  Punkt  von  Q  mit  F(x^  Q)  übereinstimmt  und  lings 
jedes  Intervalle»  d  linear  yerlluft,  so  ist  F^(x)  eine  streckenweise 
lineare  und  stetige  Function  der  continiiirlicben  Variablen  jr. 
Umgekehrt  ist  auch  klar,  dais  jede  streckenweise  lineare  Function, 
deren  Intervallmenge  D«"[d}  eine  Menge  Q  bestimmt,  eine  in  Q 
stetige  Function  darstellt;  so  liefert  z.  B.  auch  jede  Function  T{^) 
eine  in  T  stpfi^e  Function  F(xy  T).  Die  in  Q  stetigen  Functionen 
sind  also  mit  den  streckenweise  linearen  Functionen  identisch,  und 
die  Resultate,  die  für  die  eine  Gattung  gelten,  finden  auf  die  audere 
sinngemäfse  Anwendung.  Die  Menge  Q  braucht  hier  übrigens  nicht 
perfect  zu  sein,  sie  kann  sogar  auch  endlich  sein. 

Wir  fragen  nun  insbesondere,  ob  es  streckenweise  lineare 
Functionen  X(|)  geben  kann,  die  in  jedem  Punkt  eine  bestimmte 
Ableitung  besltxen.  Ist  dann  zunächst  Q  abzihlbar,  so  aeigt  man 
leicht,  dafs  X(|)  selbst  linear  ist.  Wenn  nSmüch  JD(|)  fOr  d'»|^  •  •  • 
und  d^'  =  I2  '  '  *  ^  linear  ist,  und  in  L  vordere  und  hintere  Alh- 
leitung  einander  gleich  sind,  so  ist  auf  6' -\- 6"  linear,  und 

dieser  Schlufs  gilt  auch  von  v  auf  v  -}-  1  Fr  gilt  aber  auch  von 
{v}  auf  0).  Haben  nämlich  die  consecutiven  intervalle  6\  6'\  d'",  ••• 
resp.  ihre  Endpunkte  Ig,  •  •  •  Ir,  •  •  ■  den  Grenzpunkt  §«0,  und  ist 
Lid)  diejenige  lineare  Function,  die  auf  6  mit  L(Q  übereinstiumit, 
so  hat  man 

und  daiaus  folgt  wegen  der  Stetigkeit  Ton  dafii  auch 

sein  mufs.  Wenn  sich  nun  an  |ai  das  Intervall  d^  =  Iw  •  •  *  Iw-f-i 
anschliefst,  so  ist  die  Function  einerseits  auf  |i  •  •  •  andererseits 
auf  I«,  •  •  •  im+i  lineai-,  und  die  Existenz  einer  bestimmten  Ableitung 
in  |(„  bewirkt  wieder,  da&  Z(|)  aucb  auf  |i  -  •  la^+i  linear  ist  tt.s.w. 

1)  Übrigens  bmnchen  nicht  je  swei  Bereiche  getrennt  zu  sein  (S.  85). 


Digitized  by  Google 


Die  uneadlicii  oft  osciiUrenden  u.  d.  streckenweise  coust  Fonctionen.  175 

Die  vorstehende  Thateache  wui'de  lu  ihrem  ersten  Teil  von  Heine') 
geltend  gemacht,  in  Onrem  nreiteii  Toa  Cantor*),  und  wurde  von 
ütnai  für  dk  Zweoke  der  trigoBometriacheii  Beihen  abgeleitet').  Es 
folgt  also: 

IX.  Ist  eine  stetige  Function  auf  jedem  Intervall 
einer  Menge  D  =  {d]  linear,  so  ist  sie  eine  lineare  Function, 
falls  sie  in  jedem  Punkt  eine  bestimmte  Ableitung  besitzt, 
and  die  Menge  D  eine  abzählbare  Menge  Q  bestimmt. 

Streckenweise  lineare  Functionen,  die  in  jedem  Punkt  eine  be- 
stimmte Ableitung  besitzen,  können  also  nur  so  existiron,  dafs  Q 
eine  porfeete  Menge  T  ist.  Es  fragt  sich,  ob  dies  uiich  ^nrklich  der 
Fall  sein  kann.  Diese  Frage  ist  zu  bejahen,  wie  unmittelbar  daraus 
hervorgeht,  daCs  das  Integral  einer  jeden  streckenweise  con- 
stanten  stetigen  Function  T(ß,)  eine  solche  Function  liefern 
mufs*).  Man  kann  aber  die  Existens  solcher  Fnactionen  audi  unab- 
hl&ngig  vom  Integralbegriff  und  seinen  Eigenschaften  nachweisen,  und 
es  scheint  mir  n1ltKli<^  dies  für  onen  einfachen  typischen  Fall  hier 
aussufähren. 

Dazu  gehe  man  von  einer  im  Intervall  n  ■  -  •  h  monotonen 
diflferenzirbaren  Function  f(x)  aus,  und  es  sei  auch  ihre  Ableitung 
f' (x)  monoton  und  stetig,  und  nirgends  constant.  Xini  werde  auf 
a-'-h  eine  überall  dichte  Punktmpnp-e  [x]  angenommen,  80  kann 
man  sich  vorstellen,  dafs  für  jeden  einzelnen  dieser  Werte  r  der 
Zusammenhang  der  Gurve  gelöst  und  ein  geradliniges  Stück  eingefügt 
wird,  das  die  Richtung  der  Onrventangente  hat;  dann  wird  die  Aufgabe 
gelost  sein.  Dieser  Idee  l&fst  sich  in  folgender  Weise  dne  prftdse 
Darstellung  geben.  Sei  T  eine  im  Intervall  a  •  •  gelegene  überall 
ausgedehnte  perfecte  Menge  und  J) [dy]  ihre  Intervallmenge. 
Ein  beliebiges  Intervall  8y  «=  •  •  l.v  zerlegt  T  in  zwei  Teilmengen, 
von  denen  die  eine  in  dem  Intervall  a  ■  ■  •  enthalten  ist.  Diese 
bezeichnen  wir  durch  Ty.  Es  ist  dann  der  Voraussetzung  nach 
auch  Tjf  eine  ausgedehnte  Menge;  und  es  möge  £y{d)  die  Summe 
deijenigen  Intervalle  6  bedeuten,  die  zur  Menge  Tji  gehören,  so  dais 

J{Tj,)  —  i -  «  —  27jr(d) 

ist.  Nun  ordne  man  wieder  jedem  Intervall  djr  sinen  Punkt  Xjr 
innerhalb  a  •  •  *  Oi  so  zu,  dals 

gesetzt  wird|  dann  ist  die  Menge  X     {^n}^  wie  man  Ittcht  sieht» 


1)  Joum.  f.  Math.  71,  S.  369. 

2)  Math  Ann.  5,  R  131.   YgL  auch  Hölder«  Math.  Ann.  24,  S.  1U4. 

3)  Vgl.  auch  noch  Cap.  7. 

4)  So  veiAhrt  s.  B.  Grav^,  vgl  Anm.  S  auf  8. 167. 
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Uberall  dicht,  und  es  ist  dadurch  wifdanun  jedem  Punkt  TOa  T,  «n 
Punkt  von  Xg  zugeordn«t 

Um  nun  noch  di«  Wertbertiuimung  von  amrafBhrm, 

denken  vnr  uns  auf  der  7}-Axe  im  Inteirall  ß  •  •  •  ßi  eine  perfocte 
Menge  die  su  einer  IntervaUmenge  Ss^{9jf\  gehOrt,  und  zwar 
40,  dals 

ist)  und  99  Bn  8jf  diejenige  Teilmenge,  die  Tjr  entgpticht  Alsdann 
mögen  die  Werte  toü    —  X(|)  dunsh  die  Gleichungen 

n.'i          ß  =  Hü  +  +  f  iV 

gegeben  sein,  w&bxend  von  7;^  bis  ?|,V  linear  zunimmt,  eo  ist 
damit  Z(^)  eine  Function  der  verlangten  Beschaffenlieit.  Sic  ist, 
vfie  umuittclbar  ersichtlich  ist,  eine  stetige  Function  und  hat  auch 
üb<=»rall  eine  eigentliche  Ableitung.  Es  mag  genügen,  dü&S  für  einen 
Punkt       von  Tg  nachzuweisen.    Man  hat  dann 

wo  27' (c)  und  die  Intenrallsummen  bedeuten,  die  swischen  ig 

und  I',  reep.  iwisefaen  %  und  ff,*  liegen.  Wenn  nun  gegen  ^ 
eouTergirt,  so  conveirgirt  auch  x'  gegen  «p,  und  anf  Grund  der 
obigen  Gleichungen  convergiren  daher 

und  5-^ 

gemeinsam  gegen  f  (x^).  Damit  ist  die  Behauptung  enviesen.  E))enso 
folgt  sie  fik  die  Werte  und  ^jv-  Wir  gelangen  demnach  au 
folgendem  Sats: 

X.  Hat  die  Function  f(x)  eine  stetige  Ableitung  r(')i 
80  kann  man  streckenweise  lineare  Functionen  so  bilden, 
dafs  sie  überall  eine  Ableitung  besitzen  und  die  Werte 
ihrer  Ableitungen  in  den  Punkten  von  T  mit  denjenigen 
von  f  (x)  übereinstimmen. 

Die  für  den  Bewei?;  txemaclite  Annahme,  dafs  (x)  monoton 
sein  sollte,  ist  nämlich  fiii*  den  S;itz  nicht  we-f-ntlicb.  Wird  f  (x) 
zunächst  als  überall  endlich  anj^'Piiomraen,  so  kann  man  sie  durch 
Addition  einer  geeigneten  Lineaifunctiuu  in  eine  monotone  Function 
Torwandeln,  dasu  bestinmien,  und  dann  die  bezügliche  Linear- 
fnnction  wieder  subtrahiren.  Ist  f'(x)  nidit  äberall  endlich,  so 
zerflUlt  doch  das  Intervall  a  •  •  •  6  in  Teilintervalle^  für  die  die  Be- 
trachtung gilt,  und  man  gelangt  ebenfalls  mm  Ziel;  die  Zahl  der 
Intervalle  kannte  sogar  unendlich  sein.    Dagegen  haftet  der  vor* 
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«Iahenden  Methode  eine  Beschrftnkiing  anderer  Ali  an;  sie  seist  T 
.resp.  jede  Teilmenge  T/r  ^Üb  ausgedehnt  voraus,  wfthrend  der  Integral- 
.begriff  aus  jeder  beliebigen  Function  eine  Function  Xr(£)  hervor- 
gehen läfst.  Inwieweit  hier  ein  tieforer  Unterschied  zwischen 
beiden  Functionsaiien  zu  Grunde  liegen  mag,  vermag  ich  nicht  zu 
beurteilen 

Da  der  IJe^Titf  der  AVdeitting  auch  filr  Functionen  dctinnhnr 
ist,  die  nur  für  nirgends  du  lit»?  abgcscldossene  oder  pert'ecte  Mengen 
existiren,  so  führen  die  vorsttjUenden  Resultate  unmittelbar  zu 
Sätzen  und  Eigenschaften  für  Functionen  F(a:,  Q)  resp.  F(Xf  T)  und 
ibre  Ableitungen« 

Fünftes  GapiteL 
Das  bestimmte  lute^al. 

Auf  die  Stttze  der  Integralrechnung  ist  die  Theorie  der  Punkt- 
mengrn  von  wesentlichem  Einflufs  gewesen;  haben  doch  die  Be- 
infUinngen,  den  Bcn^iff  des  bestinnnten  Integrals  festzulegen  Uüd 
entscheidende  Kriterien  für  die  Int^grirbarkeit  einer  Function  zu 
finden,  ganz  besonders  7Mt  Ausgestaltung  der  Theorie  der  Punkt- 
mengen beigetragen.  Audi  hier  ist  bekanntlich  liiemaun  alä  der- 
jenige zu  nennen,  an  den  die  moderne  Entwicklung  angeknüpft  bat 
In  directem  Anschluß  an  ihn  hat  Hankel  als  erster  den  Yersndi 
unternommen,  diesen  Dingen  metbodiscb  gerecht  zn  werden,  doeb  er- 
scheint erst  bei  Harnaek  und  Volterra  die  Abhängigkeit  der 
Integrirharkeit  von  den  ünstetigkeitspunkten  in  der  Gestalt,  die  an 
den  Inhalt  der  Punktmengen  anknüpft  (l).  Dafs  der  Wert  einer 
Function  /'(./■  i  in  eiir/.elnen  und  sogar  unendlich  vielen  Funkten  ah- 
geändcrt  werden  kann,  f>hne  dafs  das  Tntegial  mcIi  ändert,  hat  ein- 
gehender wohl  zuerst  Diui  in  Betracht  gezogen;  die  Erkenntnis, 
wie  dies  in  allgemeinster  Weise  möglich  ist,  geht  aber  wieder  erst 
auf  Harnaek  inrflek.  Am  deutlichsten  wird  übrigens  die  Bar^ 
Stellung  dieser  Yerbftltnisse,  falls  man  von  der  Function  f{x)  sa 
der  zugehlfoigen  möglichst  stetigen  Function  (p{x)  übergeht.  Nur 
die  Stetigkeitsponkte  von  f{x)  sind  es,  die  den  Wert  des  Integrals 
beeinflussen,  während  man  an  den  ünstetigkeitspunkten  von  <p{x) 
der  Function  irgend  einen  Wert  des  zugehörigen  ünstetigkeitsintervalls 
bei h 'Jen  darf.  IHe  Auffassung,  von  vom  herein  <p\jc)  an  den  üu- 
steligkeitspunkten  als  nicht  einwertig  anzmiehiuen ,  erscheint  gerade 
für  die  Zwecke  der  Integralrechnung  als  besoudert»  vorteilhaft. 

Falls  die  Function  fix)  im  Intenrall  a . . .  &  nicht  mehr  inner^ 
balb  endlicher  Sdiranken  bleibt,  sei  es,  dals  sie  in  einem  Funkte  | 


1)  Man  kann  audli  die  Fonneln  von  8. 108  rar  Bfldong  der  Fancti(men 

benutzen. 

J«brMb«rlohl  d.  Dratteliw  ll«tb«iii.<V«r«iaigasv.  Vin,S.  18 
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VeiMimmt  uneadlicii  iat,  oder  «ach  nur  bei  AaoBAhmag  an  Um  im^ 
ibegrenkt  i?idi8t|  «o  Temgt  muMce  Dafisübiaii  des  beflitittiBtoii  Integrdta» 
Bs  loffiii  aber  belmattliflli  inBglidi  flein,  «luAi  in  dfeson  'Ml  «faM 
*«BdHcben  6Mii£frert  als  -WMt  des  Integrals  zu  d«fiiiiren,  und  rvmt 
kann  das  Tntegnil  Bach  einer  von  P.  du  Bois-Reymond  herrührenden 
Unterscheidung  unbedingt  oder  bedingt  convergent  p^in.  Ob 
ein  derüftiger  endlicher  fJ renzwert  ^xistirt  oder  nicht,  hängt  in  erster 
Linie  davon  ab,  von  welcher  Ordnung  die  Fimetiun  f{T)  in  eiuem 
Punkte  ^  unendlich  wird.  THes  "erörtern,  liegt  auiserhalb  des 
RaiimeQs  dieses  Berichts j  hier  soll  viehnebr  nui  die  principiellexte 
Frage  beliaiiddt  werden,  wie  die  Menge  ^  \i\  der  UneadMefa- 
keitsponkte  beschaffen  sein  darf,  damit  sich  ein  Litegral  ttberbaupi 
definiren  llfst  Den  Fall,  daft  die  Hange  [i )  endlidi  isli,  hal  bereita 
Cauobj  eriedigt  Du  Bois  nnd  bald  nadi  ibm  Dini  sind  wohl 
die  ersten  gewesen,  die  unendliche  "Mengen  ins  Auge  fafsten; 
b<»ide  beschrSnlcten  sich  ril)er  noch  auf  ^reii^ren  erster  Gattung  (3). 
Die  allgemeinste  Ausdehnung  dieses  uneigentliohen  Intogralbegriffs 
ist  erst  in  neuester  Zeit  vou  A.  Harnack  und  später  von 
de  1«  Vallee  Poussin  gegeben  worden  (4).  Beide  treffen  von  vom 
herein  die  Festsetzung,  dais  die  Menge  imaosgedehnt  sein  soU; 
doch  ist  an  bemerkata.,  dafe  sich  diese  YoTaassetkcing  aas  der 
DefiaitioB  de  la  Vall^a  Ponasin's  als  Folganmg  ableiten  UUst» 
so  'dafe  diese  Befiaition  als  die  logisdi  beste  anfnifassen  ist  (5). 
Für  bedingt  convergente  Integrale  hat  sich  übrigens  de  la  Vallea 
Poussin    auf  abzählbare  Mengen  beschränkt,  während  eine 

solche  Unterscheidung  bei  Harnack  nicht  auftritt  und  auch  nicht 
dnrfh  die  Sache  geboten  ist  (6  ).  Freilich  bat  man  in  neuerer  Zeit 
ongofaugen ,  den  bedingt  convergenten  Integralen  die  Eristonz- 
berechtigung  ganz  und  gar  abzusprechen.  Von  den  allgemeuieu 
lutegraloigenschaften  bleiben  nämlich  für  sie  noch  weniger  in  Kiaft» 
als  Air  die  unbedingt  omvaifenten,  insbesoadape  «schwindet  aber  fttr 
sie  eine  Bigensehaft,  die  nun  als  -gmndlegend  betrachten  maOi  (12). 

Bie  T-onMendeii  Thatsaehen  haben  ihr  Aaalogon  in  der  Theosie 
4es  Doppetintegrals  und  der  mehrfachen  Integrale  (8),  ohne  hier 
neue  Betrachtungen  principieller  Art  zu  bedingen;  ruhen  sie  doch 
sämtlich  auf  Begriffen  und  Methoden,  die  für  das  ebene  und  räum- 
liche (icbiet  elien'^o  in  Geltung  sind,  wie  füi*  das  lineare.  Gerade 
die  Theorie  dtä  Doppelintegrals  ist  in  den  letzten  Jahrzehuten  von 
4en  verschiedeusteu  Seiten  eingehend  behandelt  worden;  sie  hat 
sich  aUinähfiidi  dem  Eznfiufs  dnr  Theorie  der  Ponktmengen  anter^ 
siehen  ufissen,  ohne  sich  doch  bisher  gans  «anf  den  Boden  dieser 
Theorie  zn  steUen.  «Der  Qnuid  kann  nur  der  sein,  ^dab  eine  Analjs» 
der  ebenen  abgeschlossenen  Mengen  bisher  gefehlt  hat,  und  ich  hoffe 
durch  diesen  Bericht  zu  zeigen,  dafs  diese  Analyse  in  der  That  die 
natnrgemiUse  Grandlage  fOr  die  Theorie  des  Doppelintegvals  darstellt. 
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Auch  die  im  ebenen  Gebiet  neu  auftretende  Frage  nach  der  Ersetz- 
iMurkeit  das  DoffteUategrak  dvroh  «in  .  gyfliinftligeH  imd  tupogekehrt 
Brillit  durch  die  .allgememen  Sfttxe  Uber  Pnnktmeiigoa  eme  einfaebe 
Antwort  (9),  zumal  wenn  man  flberdies  durehgehends  Ton  dc|^ 
Fnnetion  f(xyy)  zu  der  zugehörigen  möglichst  stetigen  Function  ^(Xfji) 
tibetgebt.  Einen  besonderen  Vcurteil  bat  mir  die  Einfübmng  Ton 
^(r,  f/)  in  der  Theorie  der  uneigentlichen  Doppelintegrale  geliefert, 
wo  sie  den  Satz  von  der  Krsrt/harkeit  des  Doppelintegrals  durch 
zweimalige  Integrale  auf  fast  elementarem  Wege  liefert.  Auch  hier 
ist  es  wieder  die  Definition  de  la  Vallee  Poussin's,  die  sich  für 
die  einschlägige  Theorie  als  die  am  meisten  uatmgemäiäü  erweist. 

Iiine  «ingehende  Behandlang  hat  das  Boppelintegral  noch  ^ganz 
kttnÜQh  in  dem  Lehrbuch  yon  StoU  gefunden.  Gegen  den  von 
Stola  gewihlten  Bntwiclcalnngsgang  habe  ich  jedoch  Bedenken,  die 
ich  nicht  zurilckhalten  milchte.  Seine  Betrachtungen  machen  das 
Dreieck  und  Viereck  oder  gar  das  Vieleck  zur  Grundlage  der  Inbalta- 
behandlung ^).  Aber  wohin  würden  wir  geraten,  wenn  wir  diesen 
Weg  auch  im  Raum  und  in  hölif^rpn  Manuigfaltigkeiten  einschlagen 
wurden?  Die  natürliche  Basis  des  Inhaltsbegritfes  ist  meines  Er- 
achtens in  der  Ebene  das  Parallelogramm,  im  Raum  das  Parallele- 
j)^)edon,  sei  es  nun  schiefwinklig  oder  rechtwinklig,  und  ich  halte 
es  für  dine  natflriiehe  Aufgabe,  jeden  Inhalt  80  auf  Summen  solcher 
JElementarbestandteile  surflcksufBJuen,  dab  diese  Summen  nidlit  nur 
formale  Bedentpng  haben«  sondern  znr  Grundlage  der  Ent- 
Wickelungen  gemacht  werden  können.  Dies  habe  ich  bei  der 
Analyse  der  ebenen  und  i^omlichen  Mengcpi  angestrebt,  nnd  diesem 
Umstand  wäre  es  zu  danken,  wenn  es  mir  dadurch  gelungen  wäre, 
den  einfachen  geoni  frischen  YQrstellun^en  wieder  zu  ihrem  natiir- 
lichen  Eecht  zu  vtiheiten. 

1.  Die  neueren  Formulirungeu  des  Integra Ibegri Iis  gehen  be- 
Jiauntlich  davon  aus,  zunächst  die  beiden  verschieden  detinirten  und 
immer  vorhandenen  Uronzwerte  ins  Auge  zu  fa^en,  die  das,AnaIogpn 
des  äulseren  und  inneren  Inhalts  bei  Funktmengen  bilden,  lai  f{x) 
.eine  im  Intemall  a,*.Jf  endliche^)  jß^melion,  und  wird  das 
laterrall  a  f  in  die  Teilintei;^^e 

zerlegt,  so  convergireu  die  ^Summen 
 ö     («1  — a)^o     («I—  «i>tfi  4-  •  H-    —  «i)Sf* 

1)  „Die  wählen  Elemente  einer  Fl.iche  sind  die  Dreietjke."  Grund- 
Bflge  in,  S.  40. 

2)  Dies  bedent«  ^.  dafa  f(x)'  unterhalb  einer  angebbftren  Zahl  bleibt. 
Die  f^nzoien  neuuen  nach  C.  Jordan  die  Function  fonction  bocnee. 
Ei  ioheint  mir  des  natOilidiste,  dem  Wort  j,endUch»*  ebeafiUls  diese  Be- 
dentong  sa  geb«(i,  was  saefalich  und  sprachlich  solRsBjg  ist. 

12* 
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und  • 

L  =  (V^  —  «)  ^0  +       —  ^i)  ^  H  h     —  ^y) 

wo  yi  die  obere  und  /,  die  unt^ire  Grenze  von  f{x)  auf  t,  ist,  für 
lim  V  =  oo  und  limT,  =  ü  gegen  zwei  teste  Grenzwerte,  die  als 
oberes  und  unteres  Integral  bezeichnet  werden^).  Sind  sie 
einander  gleich,  so  ist  ihr  gemeinsamer  Wert  J  das  bestimmte 
Integral  Ton  /*(!-),  und  es  heilst  f{x)  integrirbar  auf  a . .  ,h. 
Hieraus  folgt  sofort  die  Integrirbarkeitsbedingung  von  f(x)  in  der 
Form,  die  auf  Bie mann  zmttckgeht;  nach  ihr  ist  die  Function  f{x) 
im  Intervall  a  .  .  .h  immer  nnd  nur  dann  integrirbar,  falls  bei 
Teilung  des  Intervalls  in  eine  endlich»  Zuhl  von  Teilen  r,-  die 
Summe  derjenigen  Teile,  in  denen  die  SchwnnknnL^  /1,  =  Qi  —  /, 
oberhalb  einer  gegebenen  (nrnzo  c  liegt,  beliclnkT  klein  gemacht 
werden  kauu.  Es  folgt  hieraus  zunächst,  dafs  jede  auf  a  ,  .  .h 
stetige  Function  integrirbar  ist,  und  dals  andererseits  eine  auf  a  . . .  5 
total  unstetige  Fonotion  nicht  integrirbar  sein  kann.  Es  bedtirfen 
daher  nor  die  punktweise  unstetigen  Functionen  einer  nftheren 
üntersttohung.  Aber  auch  ßir  sie  führt  die  Riemann 'sehe  Be- 
dingung einfach  zu  dem  besflglichen  Besultat,  nSmlich  su  dem 
folgenden: 

T.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Integrirbarkeit  der  endlichen  Function  f{x)  im  Inter- 
vall a  . . .  b  besteht  darin,  dafs  für  jfMlos  Ä*  die  Stellen,  deren 
Unstetigkeitsgrad  ut^k  ist,  eine  uuuusgedehute  Menge  K 
bilden. 

Der  Beweis  dieses  Sataes  beruht  im  wesentlichen  auf  der  That- 
sache,  dab  ein  InterraU  t,  das  einscUiefslich  der  Endpunkte  von 
Punkten  m^k  frei  ist,  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilintervallen 
zerleg^t   werden  kann,  in  denen  die  Schwankung  J  der  Function 

unterhall)  /•  lit  ^ff-V  Tst  nun  K  eine  unausgedehnte  Menge,  imd  ist 
jD  =  [d,\  die  Menge  der  der  Gröfse  nach  geordneten  pnnktfreien 
Intervalle,  so  ei-setze  man  zunächst  jedes  Intervall  d,  durch  ein  gtinz 
in  seinem  limem  liegendes  Tntervall  6-.  das  d,  bfliehitr  nahe  kommt. 
Alsdann  kann  mau  eine  endliche  Auzaiii  dj,  ö|,  ...  dieser 
Literralle  so  bestimmen,  dafs 

^d;<s 
  1 

V'  Dies»-  Formulirung  erscheint  zru'iHt  hei  Darboux  (Ann.  de  TEc. 
Norm.  (2)  Bd.  4.  S.  79),  vgl.  auoli  St.  Smith,  Proc.  of  the  Lond.  math. 
Sog.  G,  S.  162  (1875),  sowie  Aj^coH,  Mem.  dell'  Acad.  dai  LLucei 
n,  S.  863  (1875). 

2  Dieser  für  di»-  vorli(';.''*'i)dtMi  Anwendungen  wichtige  Satz  kann  als 
unmittelbare  Folge  de»  H eine- Bor cl' sehen  Theorems  von  S.  51  be- 
trachtet werden,  da  ja  jedem  Ponkt  auf  a  . . .  &  ein  endliches  Intervall 
entspricht,  in  dem  J  <  «  ist. 
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ist,  Avo  f  beliebig  gegeben  ist.  Diese  Intervalle  lassen  sieh  nun 
wieder  dem  obigen  Satz  gemäis  in  eine  enrlliche  Zahl  vun  Intervallen 
teilen,  in  denen  J  <i  k  ist.  Durch  Tilgung  der  Intervalle  d,  bleibt 
alsdann  auf  v  eine  endliche  Anzahl  von  Interrallen  6i'  übrig,  in 
denen  ^  ^  Ji; .  ausfallen  kann,  und  deren  Summe  ist  kleiner  als  s. 
Damit  ist  bewiesen,  daüs  die  Bedingung  hinreiohend  ist  DaCs  sie 
notwendig  ist,  ist  ohne  weiteres  klar'). 

Der  vorstehende  Satz  ist  seinem  wesentlichen  Inhalt  nach  schon 
lange  bekannt  und  in  den  einschlägigen  Darstellungen  verschiedent- 
lich zu  finden*).  In  der  vorstehenden  Form,  die  den  Inhaltsbegriff 
benutzt,  findet  er  sich  zuerst  bei  Harnaok')  und  Volterra*).  Wie 
oben  erwähnt,  hatte  ihn  auch  Hankel*)  zu  erreichen  gesucht,  jedoch 
Tergeblich;  er  glaubte  beweisen  zu  können,  dals  jede  punktweise 
unstetige  Function  integrirbar  sei*'). 

2.  Aus  dem  vorstebenden  Satz  flielst  eine  Beihe  wichtiger 
Folgerungen. 

1)  Sei  sunSehst  (2;)  eine  auf  a . . .  6  integrirbare  Function, 
die  an  allen  Stetigkeitspunkten  den  Wert  Null  hat,  so  folgt  sanächst, 
dafo  ihr  unteres  Integral  gleich  Null  ist,  und  damit  auch  das  Iii- 

t^gr&l  selbst. 

2)  Jalb  f(jß)  eine  beliebige  punktweise  unstetige  und  integrirbare 
Function,  so  setzen  Wir  wieder 

/'(«)«v(«)  +  ^(ap), 

wo  (p  {x)  die  zu  f(x)  gehörige  möglichst  stetige  Function  ist  (S.  184). 
Alsdiann  ist,  wie  a.  a.  0.  bewiesen,  k^^h  und  jfc,  und  es  sind 
daher  q>(x)  und  ^(jjs)  ebenfalls  integrirbar.  Nun  ist,  wie  eben  er* 
wfthnt,  das  Integiid  von  ^(x)  gleich  Null,  also  folgt: 

5  » 

J*f(x)dx  — J* f(»)dx\   d.  h. 

«  a 

n.  Das  Integral  einer  integrirbaren  Function  f{x)  ist 

1)  Man  sieht,  dafs  hier  nur  derjenige  Tnhaltsbegriff  in  Frage  kommt, 
der  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Teiliiitervallen  opeiirt  und  die  Grenz- 
punkte  einer  Menge  ihr  hinzorechaet.   Vgl.  die  AnafOhrungen  auf  S.  88. 

:^  Für  die  bevQgliohe  Litfcerator  verweiae  ich  auf  Dini,  (Grundlagen, 

330,  Amn. 

8)  Die  Elemente  etc.,  S.  262;  vgl.  auch  Math.  Ann.  19,  S.  242. 

4)  Giom.  di  mat.  19,  S.  888. 

5)  Math.  Ann.  20,  S.  87. 

6^  Die  meisten  bislang  bekannten  Beispiele  unstetiger  integhrbarer 
Functionen  sind  wiche,  bei  denen  jede  Menge  K  der  Punkte  <»  >  X;  end- 
lich ist.  Man  vgl.  z.  B.  Dini,  Grundlagen  etc.,  8.  844,  VolterräT,  Giom. 

di  mat.  10,  S  333,  Darboux,  Ann  de  TEc.  norm.  f2^  Bd,  4,  S.  92  ff.  Dini 
bemerkt  auch,  dafs  die  Unstetigkeiten  belanglos  sind,  wenn  sie  eine  Menge 
erster  Gattung  bilden  (a.  a  0.  S.  888  n.  888). 
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gleich  dem  Integral  der  zu  ihr  gehörigeii  möglichst  stetigea 
Function  (p(x). 

Die  in  diesem  Satz  ausgesprochene  evidente  Thatsache  i*t  jedoch 
nicht  der  eigentliche  Zielpunkt  des  Ssties.  Es  steht  nun  aber 
MditB  im  Wege,  die  Fancttoii  wieder  M  anfniikBieii  (6. 1B4\ 
^äh  de  an  eitfer  ITiittetigkeitMrteUe  melirweitig  oder  naead" 
lieh  yieldentig  ist,  indem  mm  ihr  dort  irifond  emen  Wert  deF 
UnstetigkeitMtnieke  ic'  boQegt,  nnd  es  scheint  mir  ntttclicb,  von 
vornherein  diese  Auffassung  eimuMhren.  Einerseits  ist  es  ja  für  dea 
Integralwort  gleicligiltig,  w^lehen  dieser  möglicheTi  "Worte  wir  der 
Function  q>{x)  beilegen,  andercrsfMts  besitzt  aber  diese  Festsetzung 
f&r  verschiedene  Betrachtungen  einen  gewissen  formalen  Vorzug. 
Der  Sache  nach  ist  sie  auch  bereits  bei  anderen  Autoren  da  zu 
finden,  wo  sie  sich  als  eine  natumotwendige  Festsetzung  von  selbst 
eingestellt  ich  terw«i«o  hierfBr  B.  auf  da  BoU^%  HOldor^ 
und  Arselk*). 

9)  Die  ente  der  obigen  Folgerungen  Uiet  ndh  umkehren. 
Wenn  ninüitdi  f&r  jedes  g  im  Interrall  « . . .  d 

Jf(x)dx  =  0 

a 

ist,  so  ist,  wenn  %  nnd     beliebige  Pimkte  des  Intervalls  sind,  anch 

J.f{x)dx  «  0. 

Hieraus  folgt  nun,  dafs  (p{x)  —  0  ist  für  jedes  r,  wo  wieder  rp{r) 
die  zu  fix)  gehörige  möglichst  stetige  Function  ist  Denn  wäre  in 
einem  Stetigkeitspunkt  x'  etwa  (p(.'p')  >  0,  so  gäbe  es  auch  ein  x' 
umgebendes  Interrall  ar^  .  .  .  a*,,  so  dafs  in  ihm  ^{x)  >•  0  wäre,  was 
der  obigen  Gleichung  widerspricht.  Es  ist  also  f{x)  eine  Null- 
fimotion.  Nennen  wir  noch  eine  Fonction  fix).,  wie  die  eben  be- 
trachtete^ eine  fnnotion  yom  Integral  Null  oder  eine  integrir- 
bare  Nallfnnotion,  nnd  beachten,  dsüs  die  Fonction  diese 
Eigenschaft  behält,  wenn  mm  ihre  Werte  an  den  Unstetigkeits- 
punkten  durch  die  entgegengesetzten  ersetzt,  so  folgt: 

III.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dafs  die  Function  f{x)  auf  n  .  .  .h  ein  überall  ver«?oliwin- 
dendes  Integral  besitzt,  besteht  darin,  dafs  die  Punkte, 


1)  z.  B.  Joum.  f  Math.  94,  S.  271^279. 

2)  Math.  Ans.  24,  3.  186. 

S)  Hem.  deU*  Acc.  di  Bologna  (5)  Bd.  2,  S.  US. 


Digitized  by  G() 


Pas  bedtitiuule  luu^grai,. 

w  denoiii        |  ^  ^  Ut^  ffir  jetdM  k  oUe  He^i^e  Tom  Inhalt 

KuU  bilden^). 

Auf  die  Bedeutong  dieser  Ftmctionen  für  das  bestimmte  In- 
tegral hat  zuerst  Dini  und  nach  ihm  Harnack  hingewiesen*).  B«i 
ihnea  findet  sich  auoib  bereits  die  weitere  Folgerung,  dafs  zwei 
Functionon,  die  anf  a  ,  ,  .  b  dasselbe  Integral  liefern,  sich  nui-  um 
eine  iütegnrbare  Nullfunction  unterscheiden  können,  und  umgekehrt*). 
Dies  gilt  übrigens  auch  für  das  oh&re  und  untere  Integral,  da  es 
■eine  allgemeine  Eigenschaft  eiaes  aus  Summanden  bestehenden  Grenz- 
-werts  ist,  nnabh&ngig  davon,  was  dieser  Grensweit  bedeaiet^). 

4)  Ans  dem  Sats  I  flieben  andi  einige  specieUere  Sttia»,  die 
ich  anführen  will'^),  und  zwar  die  folgenden: 

IV.  Eine  Function  /"(x),  die  in  einem  Intervall  a  .  .  .  b 
nur  gewöhnlicheUnstetigkeiten  oder ünstetigkeiten  zweiter 
Art  nur  links  oder  rechts  besitzt,  ist  integrirbar 

V.  Wenn  im  Intervall  a  .  .  h  die  Stellen,  an  denen  die 
▼  ordere  (oder  hintere)  vSehwingung  von  /"(.r)  oberhalb  k 
liegt,  eine  uuausgedehute  Menge  bilden,  so  ist  die  Function, 
integrirbar. 

Der  erste  8aii  stammt  Ton.  Dini*)  nnd  ist  eine  Folge  der 
Formel 

wo  S  perfect  ist.  Eine  perfecte  Menge  enthält  nämlich  sowohl  linke 
als  rechte  Grenzpunkte,  es  mulb  daher  im  vorliegenden  Fall  S  ^ 
«ein,  woraus  folgt,  dab  die  Menge  K  Ar  jedes  h  aba&hlbar  ist  und 
daher  den  fiihalt  Nnll  hat  Ein  speeiellev  Fall  von  ihm  besagt, 
dafs  f(x)  integrirbar  ist,  falls  überall  ein  vorderer  (oder  hinterer) 
Grenzwert  existirt  Der  zweite  Satz  findet  sieh  bei  Pasch^;  er  iwt 


1)  Vgl.  Ascoli,  Ann.  <Vi  inat  (2)  7,  S.  2*il,  ub4  PajBcb,  Math.  Ann.  30, 
S,  löl.  Ein  Satz  von  du  Bois  besagt,  dafs  wenn  /"(o?)  eine  Function  vom 
Integral  Knll  iit,  auch  g(x)f(x)  es  ist,  wenn  g(x)  überall  eniÜich  und 
das  Protbict  intef^rirbar  ist.  In  der  That  bilden  die  Stetij^keitepunkte  von 
fix)g{x)  eine  Teilmenge  deijeuigen  von  fix)^  und  da  iu  ihnen  /(x)  0 
ist,  so  ist  es  auch  das  Product.    Vgl.  Math.  Ann.  16,  S.  302. 

2)  Beispiele  solcher  Functionen  finden  rieh  aneh  frOher  tehon;  vgl. 
a.  Bv  Tbomae,  Einleihinc:  S  14  ff. 

8)  Die  oben  (S.  141  Anm.;  erwähnte,  von  Volterra  eisf^Ohrte  Function 
der  SprOnge  ist  von  ihm  nr^rOn^lich  ftbr  die  Zwecke  der  lhteg|ralreehnmur 
con.^itruirt  worden.  Mit  ihrer  Hilfe  nimmt  der  ohigQ  Satz  den  Ausdruck 
an,  diifs  /"(./;  und  ihre  Function  der  Sprünge  auf  «...  b  zugleich  integrirbiur 
-oder  nicht  integrirbar  .sind.    Vgl.  üioru.  di  mat.  19,  S.  ö2. 

4)  Vgl.  hierzu  auch  Volterra,  Giom.  di  mat.  19,  S.  333 ff.  (1881). 

ri)  Ich  erwähne,  dafß  nu 'h  Sn:T.mf>  v.v.d  Product  intocfrirbarer  Func- 
tionen integjnrbar  sind.  Einen  ailg&meiueren  äatz  dieser  Art  gab  du  Bois, 
Mß»h.  Aul  1«,  8.  11»  n.  20,  8.  m. 

6)  Grundlagen  etc.  §  187,  4. 

7)  Vgl.  Math.  Ann.  30,  S.  148  (188T). 
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eine  unmittelbare  Folge  des  obigen  Hanptaaties.    Ist  nftmlich  für 

einen  Punkt  x  die  vordere  oder  hintere  Schwingung  grttfser  als  /.-, 
80  ist  fOr  ihn  sicher  auch  die  Menge  dieser  Fonkte  x  ist 

daher  nur  eine  Teihnengo  von  K. 

3.  Wenn  die  Function  f{x)  in  einem  Punkt  |  bestinunt  un- 
endlich ist  oder  doch  bei  Annäherung  an  ihn  über  alle  Orenzoa 
wächst,  so  soll  er  als  ein  Unendlichkeitspunkt  oder  als  Un- 
stetigkeitspunkt  tu  —  r%j  bezeichnet  werden.  Da  jeder  Grenz- 
punkt von  Punkten  o  =  cx>  selbst  ein  solcher  Punkt  ist,  so  haben 
wir  zunächst  den  Satz: 

VI.  Die  ünstetigkeitspunkte  iwobOO  einer  Ftin et ion  /(o;) 
bilden  in  jedem  Intervall  eine  abgeschlossene  Menge. 

Der  Inhalt  der  von  Canehy  stammenden  Formnlirnng,  die  den 
IntegralbegrifT  auf  Fini  ti  nen  fix)  mit  Punkten  o)  =  oo  auBSudehneu 
gestattet,  ist  der  folgende.  £s  sei  f{x)  innerhalb  des  IntarvaUs 
a  ...?)  =  d  überall  endlich  und  integrirbar.  während  die  Punkte 
a  oder  h  oder  auch  beide  Unendlichkeitspankte  sind,  und  man  setse 
zur  Abkürzung 


(1)  J fix)  dx  «  J{x\  X,)  =  Jiä'U 
wo  9'  das  Intervall  x' ,xi  bedeutet;  femer  sei 

(2)  6\  d", 

eine  Fundanieutalreüie  von  JLutervalleu,  die  von  innen  gegen  6  eon* 
vergiren.    Falls  dann  die  Ibitegrale 

(8)  J{d'), 

für  jede  Reihe  (2)  eine  und  dieselhr«  Fundanu  iitalreihe  bilden,  so  definirt 
man  den  durch  sie  dargestellten  Grenzwert  JiJ&)  als  uneigent- 
liches Integral  und  setzt 

h 

(4)  J(6)  == Jt\x)  dx. 

a 

Femer  bezeichnet  nuiu  nach  du  Hois  das  Integral  als  absolut 
convergeut,  falU  aucli  die  Fuuelion  \f{x)\  ein  uneigentliches 
Integral  besitzt,  hingegen  als  bedingt  convergent,  ialls  dies  nicht 
der  Fall  ist^). 

Wir  nehmen  nun  an,  dafs  auch  innerhalb  des  Intervalles  a  ...h 

l)  Joum.  1"  Math  ('9,  S  7.^,  Aimi  Die  singulären  Integrale  Cauchy's 
bleiben  kier  aul'ser  lietraclit.  Auch  beschränke  ich  mich  im  folgenden 
durchweg  auf  endliche  Intervalle  a  .  .  .  b.  Über  die  Ausdehnmig  wS  un- 
endliche Intervalle  vgl.  besonden  de  la  Valläe  Ponssin/Jonin.  de 
math.  (4)  iid.  8,  S.  401. 
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Fniücte  fl»  00  enthalten  sind,  und  fragen,  welcher  Art  die  vbn 
ihnen  gebildete  Menge  sein  darf,  damit  von  einem  bestimmten 
Integral  noch,  die  Bede  sein  kann.  Dies  soll  naeh  zwei  Tersehiedenen 
Methoden  untersucht  werden;  ich  erwähne  sie  beide,  da  die  ihnen 
entsprechenden  Integralbegriffe  nicht  durchweg  die  gleichMi  Eigen- 
schaften besitzen  'S.  213). 

Man  kann  zunücbst  so  vorgehen,  dafs  nian  die  obige  Definition 
allmühlich  auf  >fengen  höheror  Art  ausdelmt;  zunächst  so,  dal.s  innor- 
halb  a  .  .  .  b  noch  ein  weiterer  Punkt  a>  —  oo  liegt.  Teilt  er  das 
Intervall  d  ia  und  d^,  und  existiren  die  Litegrale  J(j5i)  und 
J{6^)i  so  existirt  auch  ilü«  Snmme,  und  wir  defiuben 

Dieser  Definition  gemärs  ist  der  Wert  J(d)  davon  anabhängig,  in 

welcher  Weise  die  Intervalle  d'f^  gegen  d,  resp.  die  Intervalle  d,'*^ 
gegen  3^  eonvorgiren.  Sie  gf^stattef  ü1»erdi^»^  'Ii"  Anwendung  des 
Schlusses  von  v  auf  v  \.  Sie  gestattet  aber  auch  die  Anwendung 
des  Schlusses  von  \v]  auf  w,  resp.  von  {ccr]  auf  a^,.  Falls  nämlich 
zuniichst  die  Menge  nur  einen  einzigen  Grenzpunkt  y  besitzt, 
so  umgeben  wir  ihn  mit  einem  kleinen  Intervall  und  es  sei  d< 
das  Bestiniervall  von  a . . .  b  d.  Bieees  IntemJl  enthält 
nur  eine  endliohe  ZaU  Ton  Punkten  der  Menge  f«,  und  es  Iftfkt 
sich  danraf  die  obige  Definition  anwenden.    Sind  nnn  wieder 

(5)  *i,  «s,  «s»  •  •  •  fn  •  •  • 

Intervaüo,  die  gegen  yeonvergiren,  und  convergiren  die  Integrale^) 

^(^i),  «^(^i),  ^W.  . . .  . . . 

fUr  alle  möglichen  Folgen  (5)  gegen  einen  festen  Grenz- 
wert Ju,{S),  so  definiren  wir  ihn  als  das  besflgliche  be- 
stimmte Integral,  so  dafs 


ist  6o  kann  man  weitergehen  und  die  Int^graldefinition  auf  jede 
Menge         ausdehnen,  die  abzählbar  ist;  man  erhält  immer  die 

Möglichkeit   eines   schlierslichen  Tntegralwerte<?  J„((i).  Anderer- 
seits reicht  aber  auch  dieses  Verfahren  über  abzählbare  Mengen 
nicht  hinaus. 

Die  Möglichkeit  von  Integralen,  bei  denen  die  Menge  nicht 
endlich  ist,  sondern  bereits  Ureuipunkte  erster,  zweiter  oder  v-ter 
Ordnung  besitzt,  dfirfte  meist  da  Bois*)  in  Betracht  gezogen  haben^ 

1  X  it  Hrlich  ist  vorauszusetzen,  dafs  jedes  Integral  /(d^  ezistirt. 
8)  Vgl.  Jonm.  f.  Math.  7»,  8.  86  n.  46  (1876). 
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«i»  priUase  Banielliing,  die  bbü  Atm  ¥oivMioadett  in  der  8m1m 
1&b<MinstiiiiiQi,  fijidat  sicli  jedodi  enfc  im  lahfhiMh  Dini'a»  Allar* 
4o]ig8  ist  aach  Dini,  wie  er  dies  auoh  soort  vielfihck  thut,  über 
Vaatgat  enter  Gattnag  (S.  60)  nicht  hinausgegangen.  Übiigpoi 
grtton  die  getroffenen  Festsetzung»  sowohl  für  absolut  conTergei^, 
wie  für  hodingi  convergonto  Integrale  Integraldpfinitionf^n  für 
<^pn  Fall,  dafe  nicht  abzahlbar  ist,  haben  exwi  Harnack  und 
spater  de  la  Vallee  Poussin  gegeben.  Auch  C.  Jordan,  hat 
ihneQ  in  s^em  Cours  einen  breitereu  Spielraum  eingeräumt 

4.   Die  Definition  Harnack 's  lautet^): 

Ist  die  Menge  u  n  an sgedehnt,  ist  J>  •=  |  j  die  /u 
ihr  gehörige  Intervallmenge,  ist  6^  •  '  •  xi'  ein  inner- 

halb dr  gelegenes  Teilintervall,  so  besteht  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz  eines  un- 
eigentlicben  Doppelintegrala  darin,  dafs  die  Summe 

während  unabhängig  von  einander  jedes  dp  gegen  dr  und  v 
gegen  oo  oonvergirt,  einen  festen  endlioben  Grenzwert 
besitzt 

Ans  dieser  DefinitioB  folgt,  dafs  auch  für  jedes  einielne  Intervall 
dy  ein  uneigentliohee  Integnl  existirt;  und  darnns  eisiebt  man 
leichty  dafs  sie  die  TOrfaer  gegebene,  die  sieb  auf  abz&hlbare  Mengen 

bezieht,  als  speciellen  Fall  enÜUÜt    Die  Definition  ist  überdiee 

ideutiscli  mit  der  Fests;etznng,  dafs  auch  die  Summe  derjenigen 
Integrale  gegen  den  Grenzwert  ronvergiren  sol],  die  nach  Ausschlufs 
der  Punkte  von  durch  beliebige  Teilititi  i-valle   vom  Gesamt- 

intervall übrig  bleiben*).  In  dieser  Form  tindet  sich  die  Definition 
bei  C.  Jordan,  nur  fehlt  bei  ihm  die  Bedingung,  dafs  unaus- 
gedehnt ist,  was  auf  einer  zufälligen  Unterlassung  beruhen  dürfte*). 

1  Beispiele  bedingt  convergenter  Tntcgra^?  pr^\'Iihnt  AhcoH,  Mem. 
dell'  Acc.  dei  Lincci  (8)  2,  S.  610  ff.  und  Ann.  di  mat.  (^t)  6.  Ö;  41.  Vgl.  auch 
8.  90^  dieses  Btfrichta,  Anm.  1. 

2)  Math.  Ann.  24,  S.  SSO. 

3)  Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken,  dafs  die  Beiträge,  die  den 
Umgebungen  der  Funkte  von  entsprechen,  gegen  Null  convergiren; 
vgl.  Dini,  Qmndlagen  etc.  8.  418.   Die  Gleichwertigkeit  aller  dieser  Be- 

stimmungeu  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Grundeiseuschafteu  der 
Fundnmentalreihe  Ein  ausführlicher  Nachweis  dieses  Thatbestandea  ist 
von  Stolz  gegeben  worden;  Her.  d.  Wien.  Akad.  Bd.  107,  S.  207  (1808). 

4)  Vgl,  cours.  etc.  S.  60.  Dagegen  ist  die  bezügliche  Bedingung  bei 
der  Definition  uni'i«:^ent]icheD  I  k)])peHntef?ral8  vorhanden  imd  steckt 
in  der  Forderung,  daüs  das  Integratiousgebiet  mefsbar  sein  soll  i^a.  a.  O. 
B.  76).   Die  Jordanische  Defimtion  hat  auch  Stolz  übernommen.  Die 
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Auf  wesentlich  anderer  Grundlage  ruht  der  Grenzprocefs,  vor- 
möge dessen  de  la  Vallee  Poussiu^j  das  UQBig&atUcbe  Integral 
4«finiri  Er  setzt  zunitohst  ebenfalls  fest,  dalis  J(K^)  0  ist,  nnd 
Mnirt  aladutt  folgnteBiAfbm: 

Bildet'  waa  an«  f{x)  eine  Vnactioa  fi{x),  indem  ma& 
ftberall,  wo  f(x)  <  —  Jf^  ist,  f(s)  darch.  ersetzt, 
ebenso  überall,  wo  f(x)  >'-N"j  ist,  /*(*)  durch  iSTj,  und  hat 
daAB  die  für  limilfv«>»oo  und  MmlT,  ^oo  geJ>ildete  Beibe 

die  Eigenschaft,  dafs,  wie  aach  und  gegen  oo  con- 
Tergiren,  jedes  fr(x)  integrirbar  ist,  und  die  zugehörigen 
Integrale  eine  Folge  bilden,  so  heifst  f{x)  integrirbar. 

WUirend  also  die  Definition  Harnack's  den  Grenzübergang 
so  vondnimt,  dafs  die  Function  unverändert  bleibt,  während  die 
Intervalle  convergiren,  so  wird  hier  das  Intervall  festgehalten, 
während  man  die  Function  durfh  eine  gegen  sie  selbst  convergirende 
Folsjo  ersetzt.  Übrigens  gelangt  man  auf  diese  Weise  nur  zu  den 
unltpdingt  eoüvergenten  Integralon.  Da  nämlich  Jlf,  und  N,.  unab- 
hängig voneinander  unendlich  werden  dürfen,  so  hat  auch  [f{x)\ 
ein  Integral. 

5.  Aus  der  Definition  de  la  Vallee  Poussiu's  kann  die 
Eigenschaft  von  A',,  unau.sgedehnt  zu  sein,  gefolgert  werden. 
Hierin  erblicke  ich  einen  wesentlichen  Vor^eug  dieser  Dehnitiouj 
man  mn6  auch  yeriangen  USnnen,  da&  eine  so  notireadige  Sigen- 
aohaft  des  Integralbegriffs  in.  der  Definition  von  selbst  ewthaltsn 
Ist,  imd  niciit  ent  einer  besondeceii  Festsetsong  bedad  De  la 
Tallee  Ponssin  hat  dies  allerdings  selbst  nicht  bemerkt,  da  auck 
er  von  vornherein  als  unausgedehnt  vorschreibt;  bei  der  metho* 
dischen  Wichtigkeit  des  Sachverhalts  glaubte  ich  jedoch  darauf  hin- 
weisen zu  sollen  und  lasse  einen  kurzen  Bcwfis  hier  folgen. 

Die  Definition  besagt,  dafs  jedes  fr(x)  integrirbar  ist,  und  dafs 
die  Integrale  eine  Folge  bilden.    Wird  noch 

gssetst,  so  ist  Menni  bdnreiehend  und  notwendig,  dafs 

lim  Ck\{ai)d»^0 

ist,  und  hieraus  folgt,  dafs  auch  das  obere  Integral  von  Fy{x)  gf^gen 
Null  convergirt.    Ist  nun  die  Menge  T  ausgedehnt,  so  kann  ;^war 

Bedingung  J{K^)  =  0  fehlt  übrigens  auch  in  dem  bezüglichen  Artikel 
der  Encykl.  d.  math.  Wie«.  II,  1,  8.  148,  der  die  Jordan  Wie  Definition 
äbemommen  hat. 

1)  Jonm.  de  matii.  (4)  8,  8.  497  n.  468. 
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jedes  /V(x)  integrirbar  seut,  aber  das  obere  Integral  ron  i^t  (^)  con- 
Tergirt  nicht  gegen  Knll.  BeschrSnkt  man  skh  sunAebrt  auf  den 
Fkll,  dalk  fviß)^,  also  auch  Fr{x)  flberall  poniiY  ist,  und  wird  das 
Intervall  a  .  .  .  h  =  t  irgendwie  in  TeilintervaUe  vi,  Vf «  . . .  zer- 
legt, so  bat  die  Schwankung  von  Fr(x)  in  jedem  Intervall  Ti,  in 
dem  ein  Punkt  |  von  lif'gt,  -stets  den  Wert  N^^i  —  K,.  Sind 
nun  xlj  T*,  ...  t'a  diejenigen  Intervalle,  die  keinen  Punkt  von  T 
enthalti^n,  und  r[\  Ts',  .  ■  .  ri'  die  übrigen,  so  ergiebt  sich  für  das 
obere  In tegial  von  F^(x)  die  Relation^) 

jFy(x)dx  =  (xi'  +  ri'  +  . . .  +  ,  —  N,), 

Falls  nun  T  ausgedehnt  ist  und  den  Inbalt  c  bat,  so  ist  immer 
<  (W  H"  *  *  *  ~l~  ^0  ™^  damit 

woraus  die  Behauptung  folgt.  Ganz  ebenso  wird  der  Beweis  ge- 
führt, talLs  f  (x)  auch  negativ  imeTidlich  werden  k&nn,  da  ja  und 
unabhängig  von  einander  wat  lisen  düi-fen. 

Die  Haruack'sche  Detüiitiou  gestattet  diese  Folgerung  nicht*). 
Umgekehrt  sieht  mau  leicht,  dafs  die  in  ihr  geforderte  örenzeigen- 
sehaft  bei  den  bier  erörterten  absolnt  oonvergenten  Integralen  eine 
Folge  der  Definition  de  la  Yall^e  Poussin'a  ist. 

Je  nachdem  die  Menge  JT«  absShlbar  ist  oder  niebt,  soll  das 
uneigentliche  Integfral  als  solches  erster  Art  oder  zweiter  Art 
bezeichnet  werden.  Beide  Integralarten  weisen  wesentliche  Differenz- 
punkte  auf  (S.  214). 

6.  Da  de  la  Vallee  Poussin's  allgemeine  Definition  niir  m 
den  unbedingt  oonveigenten  Integralen  führt,  so  muTs  er  sich  für 

die  bedingt  convergenten  auf  die  erste  Art.  der  "Definition  beschränken, 
die  nur  zu  abzählbaren  Mengen  Kj,  führt;  dabei  wird  f(^x)  auf 
jedem  Intervall  6p  integrirbar  oder  auch  absolut  couvergent  voraus- 
gesetzt. 

Wir  werden  sehr  bald  zu  erörtern  haben,  ob  es  überhaupt  an- 
gängig ist,  die  bedingt  convergenten  Integrale  beizabebalten.  Tbnt 
man  dies  aber,  so  wird  eine  derartige  prindpielle  ünterBcbeidiuig 
zwiecben  den  absolnt  und  bedingt  convergenten  Integralen  dnrch 
die  Natur  der  Sache  meines  Erachtens  nicht  verlangt  Besitzt 
nftmÜGb  die  Function  f{w)  anf  a» ,  ,h  ein  bedingt  oonveigentes 

1)  Die  Bezeichnung  J*  eulnelinie  ich  Peano 

2)  Ist  2'  auagedehnt,  und  wird  f\x)  so  bestimmt,  dafs  Qx)  -»  oo  in  T 
und  f(jx)  SS  0  in  jedem  andern  Punkt,  so  hat  der  bezügliche  Harnaek'sehe 
Greniwert  immer  noeh  den  Warfe  Null. 
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Integral,  so  kauu  man  sich  den  Zuäammeniiaüg  der  Intervalle  Sy  an 
alleii  Stellen  von  zerschnitten  denken  und  die  Intervalle  in 
anderer  Weise  zuBammensetien,  so  daX^  sie  eine  ebenfalls  abslbl- 
bare  Menge  JT«  bestimmeii.    Wenn  man  dabei  die  IWctionswerte 

in  jodera  inneren  Punkt  jedes  LiterraUes  6,  nngeändert  lälBi,  so  hat 
die  Function  f(x)  ihre  Form  geändert,  aber  ihr  Integral  ist  un- 
verändert geblieben.  Nichts  bindert  aber,  die  Intervalle  öy 
sogar  so  zuzuordnen,  dafs  sie  eine  im  Intervall  n  .  .  .  b 
liegende  unausgedehute  perfecte  Menge  bestimmen, 
üm  dies  ganz  einwandsfroi  zu  bewirken,  kann  man  von  einer  Menge 
ausgehen,  deren  Inlialt  Null  ist,  und  die  zu  ihr  gehörigen 
Intervalle  dann  so  aneinanderfügen,  dafs  ihre  Endpunkte  in  einem 
Intervall  a' . .  ,b'  eine  abz&hlbare  Menge  bestinunenf  wo  dann 
n  .  . .  6  a'  —  5'  ist.  Falls  nnn  eine  Function  f(x)  auf  a\  . .  6' 
ein  bedingt  convergentes  Integral  besitzt,  so  liegt  kein  Gmnd  vor, 
derjenigen  Function  /\  (jr) ,  die  sich  aus  f(x)  durch  ümlagerung  der 
Intervalle  crgiebt,  die  f^xistenz  eines  Integrals  auf  alle  Fälle  vor- 
enthalten zu  wollen.  Es  scheint  dies  um  so  weniger  geboten,  als 
die  i>etinition  von  de  la  Vallee  Pniissin  sich  so  abändern  liefse, 
dafs  sie  den  vorliegenden  Fall  nlitulnt'af^te  und  ebenfalls  die  Fiigen- 
schaft  »/(if«,)  =  0  aus  ila-  gefolgert  werden  könnte;  sie  müfste  aller- 
dings 80  erweitert  werden,  dab  man  die  Existenz  des  Ditegrala  auf 
jedem  d»  voraussetzt,  da  dies  hier  nicht  mehr  als  Folge  ans  dar 
Definition  abgeleitet  werden  kann.  Allein  da  vnr  die  Existenz  des 
bedingt  convergenten  Bitegrals  später  ganz  und  gar  in  Zweifel 
ziehen  mtlssen,  so  nehme  ich  davon  Abstand,  dies  noch  weiter  aus- 
zuführen. 

7.  Die  einzelnen  Eigenschaften  des  bestimmten  Integrals  lassen 
sich  nur  teilweise  auf  die  uneigentlichen  Integrale  übertragen. 
Jedenfalls  gilt  dies  aber  von  der  Ersetzbarkeit  der  Function  f(x) 
durch  die  zugehörige  Function  gti^gc).    Setzt  man  wieder 

80  ist  nftmlieh 

lim  ^,(«)  —  v(flf), 

vrie  unmittelbar  daraus  folgt,  dab  es  für  jeden  Stetigkeitspunkt 
TOn  f(x)^  resp.  ip{x)  ein  bestimmtes  v  giebt,  so  dals  er  zugleich 
Stetigkeitsponkt  von  fv{x)  resp.  tpr(p)  ist  und  es  ffir  alle  folgenden 
Functionen  der  Folge  (6)  auch  bleibt.  Demgemft&  folgt,  dafs  nicht 
allein 

b  b 
Jf{x)dx  =  j  ip{x)dx 

ist,  sondern  dals  auch  die  Litegraie 
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gBgoi  Iniegnü  -ynrn  f(x)  convtcgiMn.  iuBch  hior  art  m  iriete* 
nOtsfich,  i&r  ipr(x)  nnd  Bedingung  der  ausnidimsleetfi 

lEinwertigkttt  aufzubeben  tmd  an  den  Unstetig^eitsstellen  jad^o 
Wert  der  zngebörigen  Unstetigkeitastrecke  als  Wert  dkaer  f^UM- 
tioBsn  znsabissen.        folgt  xiiin  weiter,  dafs  e«eb 

Jim  ifp(x)  —  t|;(a;) 

ist,  und  es  ist  daher  aucb  eine  Nullfunction ,  deren  Integral 

gleich  "Null  hf.    F»  rrier  bestehen  auch  Mer  zwischen  Ä,  und 
die  S.  133  anpegobenon  Beziehungen. 

Was  die  besonderen  liitegralsätzr  betrifft,  so  sind  die  meisten  von 
ihnen  bereits  im  Work  von  Dini  eingehend  dargestellt  worden'). 
Sie  sind  überdies  zumeist  eine  ziemlich  unmittelbare  Folge  der 
Integraldefinition  und  bieten  zu  Fragen  principieller  Natur  keine 
Teranlassung.  Der  Satz,  dafs  das  Prodnot  zmer  integrirbaren 
Tunetioiien  f{x)  und  q>{x)  selbst  integrirbar  ist,  bleibt  Ittr  die  ab- 
solnt  conTergeaten  Ibtogiale  immer  in  Kraft,  IelUs  beide  Functionen 
keine  gemeinsamen  Unendlichkeitspunkte  besitzen.  Für  bedingt  con- 
vergente  Integrale  existirt  jedoch  ein  solcher  Satz  allg^einerer 
Tragweite  überhaupt  nicht  mehr.  Hier  braucht  er  selbst  dann  nicht 
mehr  erflQlt  zu  sein,  wenn  eine  der  beiden  Functionen  stets  endlich 
ißt*).    Ahnlich  steht  es  mit  dem  Mittelwertsatz. 

Was  deu  Fall  der  teüweiseu  Integration  betrifft,  so  können 
schon  in  dem  Fall,  dafs  fix)  und  fp{j:)  eigentlich  integrirbar  sind, 
Formeln  aultreteu,  die  uneigentliche  Integrale  enthalten.  Hiermit 
haben  sich  Bini  und  de  la  Vallee  Poussin  eingehend  beschäftigt. 
Ich  beschifinke  mich  aof  'die  Heryorbebung  der  allgemeinen  Gesiebte^ 
punkte.  Ist  Df(x)  eine  Ableitung  von  /(a;),  so  ist  snn&cfast  not- 
wendig, dafs  Df(8i)  eine  integrirbare  Function  ist,  aus  der  durch 
Integration  wieder  f(x)  hervorgeht,  und  analog  für  cpU).  Wir' 
werden  sehen  (8.  210),  dafs  dies  nicht  immer  der  Fall  zu  sein  braucht, 
und  selbst  dann  nicht,  wenn  die  Ableitung  J)f(x)  eine  stets  endliche 
Function  ist.  Ist  aber  diese  Bedingung  für  irgend  eine  Ableitung 
erfüllt,  so  gilt  sie  für  jede,  und  wenn  überdies  auch  q^{x)Mfix) 


V  Vgl  besonders  §  2'J6tr  Vgl  auch  Ascoli,  Mem.  dell'  Acc  €lei 
Lincei  (3;  Dd.  2,  S.  61  Off.,  sowie  Holder,  Math.  Ann.  24,  S.  203. 

9)  Ist  Jf{x)  ein  bedingt  convergenteB  Integral,  so  entsteht  |  A^)  1 

durch  HTdBplication  von  f{x)  mit  einer  Function  vom  Wert  ~h  1 «  die 
integrirbar  ist,  während  |  f{x)  \  nidit  integrirbar  ist.  Vgl.  s.  B.  das  S.  S06 
erwähnte  Beispiel. 
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(fiel  ab€*r  f(jt)  D(p(x)  TTitegrirbaTü  Fimctionpu  sind,  so  lafet  sich  die 
i'orinel  d»r  teilweisen  lutegraiiou  anweadeii  ^j. 

Audi  die  Frage  der  Substitution  neuer  YariAblw  ist  Tan  den 
iNÜden  gwwnmtm  Awfcewn  a.  a.  0.  .sinfllhrliek  Miandelt  worden*). 

8.  Die  im  zweiten  Abschnitt  in  Kürze  dargestellte  Theorie  der 
ebenen  resp.  lilumliclien  abgeschlossenen  Mengen  erlaubt  es,  die  vor* 
stehenden  Erörterongen  oline  weiteres  anf  Doppelintegrale  und  Tiel« 
fache  Integrale  anssadelmen.  Beruht  doch  dar  IntegralbegiüF  aollBer 
auf  der  Zerlegung  eines  Gebiets  in  eine  endliche  unbegrenzt  wachsende 
ZaM  einfacher  Bereiche  nur  noch  auf  den  allgemeinen  Eigenscbaftea 
des  einfachen  Grenzwerts und  der  Structur  und  den  Inhaltseigen- 
schaften der  Punktmengen.  Es  scheint  mir  sogar  gerade  eines  der 
wesentlichsten  Ergebnisse  der  Mengenlehre  zu  sein,  dafs  sie  die  in 
diesen  Dingen  vorhandene  Analogie  zwischen  dem  lineaieu  und  dem 
räumlichen  Gebiet  methodisch  sicherzustellen  vermocht  hat. 

Freilidi  sollte,  da  das  Integrationsgebiet  ein  beliebiges  Fliehen- 
stfick  oder  ein  beliebiger  Banmteü  ^sein  kann,  zuTOr  eine  mengen- 
theoretische  Analyse  der  geometrischen  GnmdbegriiTe  vorhanden  sein. 
Ich  hcße  eine  stAdie  bald  liefern  zu  können;  man  kommt  aber  auch 
ohne  sie  mit  einem  einfachen  Kimstgriff  zurecht  Beschränken  wir 
uns  für  das  Eolgenfle  auf  das  Doppelintegral  einer  Function  f(j\  u)^ 
80  «lenl^e  man  sich  das  Integrationsgebiet  §  in  einem  Rechteck  II 
liegend,  erteile  der  Funftion  in  allen  Punkten,  die  aufserhalb  5 
liegen,  den  Wert  Null  utnl  wälile  nun  H  selbst  filr  die  so  modifi- 
cirte  Function  /^(ar,  ^)  aia  zugehuiigcü  lutegrationsgebiet.  Es  ergiebt 
sidi  dann  anf  deoiselben  Wege  und  nuttelst  derselben  Schillsse,  wie 
ol>en  (S.  180),  4afii  die  notwendige  nnd  hinnsichende  Bedingung  fOr 
die  Enstens  -des  Doppeliniegrals  der  FunotioA  fi(dr,y)  dann  besteht» 
dafs  für  jedes  ^  >  0  die  Menge  JTj  der  Unstetigkeitspunkte  m  >  fk 
den  Inhalt  Null  hat.  Der  Menge  können  nun  allerdings  einige 
öder  alle  Punkt des  Umfang«?  von  ^  angehören  Wird  die^^er 
Umfang  als  Punktmenge  durch  L  bezeichnet,  und  ist  A'  die  Menge 
der  Punkte  -II»  ^ /p  für  /"(x,  y),  so  ist  jedenfalls  (S.  92) 

und  wenn  J(L)^0  ist,  so  ist  auch  J(K)  ^  J(K.).  Unsere 
Methode  ist  also  immer  dann  ohne  Einflufs,  wenn  J{L)  —  0  ist; 
eine  Bedingung,  die  Terbuigt«  dafis  das  Gebiet  ^  meisbar  ist,  nnd 


1^  Ist  es  das  eine  Product,  so  ist  es  auch  das  andere;  vgl.  Dini„ 
OrandlageD,  S. 

2)  Vgl.  auch  Harnack,  Math.  Ann.  24,  S  237. 

3  Die  .\nsdehnnng  der  Riemann'soben  Definition  atif  Doppel- 
integrale  erscheint  wohl  zuerst  bei  J.  Thomae,  Einleitung  in  die  Theorie 
der  be»tinunten  Integrale  1875,  S.  33,  sowie  Zeitschr.  fl  Math.  Sl,  B.  284» 
und  bei  8t.  Smith,  Froc.  of  the  Lond.  math.  Soc.  6,  8.  Iftfi  (1£75). 
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die  als  solche  hier  ansdracUich  eisgeführt  werden  muTs.  Sie  haltet 
aber  auch  sonst  dem  Integralbegriff  als  immanente  Bedingnng  an. 

Abo  folgt: 

VIT,  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingnng  dafür, 
dafs  die  überall  endliche  Function  fix,//)  in  dem  mcfsbaren 
Gebiet  %  ein  Doppelintcgral  besitzt,  besteht  darin,  dafs 
die  Menge  K  der  Unstetigkeitspunkte  a^k  für  jedes  k 
den  Inhalt  Null  besitzt. 

£s  ächliefüt  dies  natürlich  nicht  aus,  daff»  der  !Menge  A'  auch 
ganze  Gurren  angehdren  können,  ja  sogar  unendlich  viele,  und  selbst 
80,  dafs  ihre  Stenge  die  Mächtigkeit  c  hat  Es  lenchtet  überdies  ein, 
dafs  das  vorstehende  Resultat  auf  vielfache  Integrale  jeder  Art  aus- 
gedehnt werden  kann.  Es  wurde  zaerst  von  Harnack^)  und  später 
von  0.  Stolz^)  ausgesprochen. 

Auch  hier  kann  man  ^-iecler  7U  f(Xyy)  die  mc^glichst  stetige 
Fonction  <p{Xyy)  und  ^{x^y)  einführen  durch  die  Gleichung 

f{x,  f/)  =  9(a-,  y)  +  ^(«,  y), 

so  dafs  (p{x^y)  in  den  Stetigkeitspunkten  von  f(:'\>f  )  mit  f(x,,y)  über- 
em&timint  und  eine  Nullfunction  ist.    ALsdaun  gelten  hier 

die  i^lmlichen  Beziehungen,  wie  für  einfache  Integrale,  da  sie  ja 
sämtUch  vom  Dimensionsbegriff  unabhängig  sind.  Es  ist  insbesondere 
(8.  133)  k^<  k  und  k^,^k,  und  es  ist 

fjn^  y)dH  =Jj  \p{x,  jr)  dH,   ffn^  y)dH  -  0. 

9.  Eine  Frage,  die  noch  besonderer  Er5iterung  bedarf,  ist  die 

nach  der  Ersei/ung  eines  vielfochen  Integrals  durch  mehrmalige 
Integrale.  In  dieser  Hinsicht  erwähne  iäi  zunächst  den  folgen- 
den Satz: 

VTII.  Hat  die  Funetinn  f{x,  i/)  im  Recht  eck  Jf  ein 
Doppeliutegral,  so  existiren  auch  die  bezügliclien  zwei- 
maligen Integrale  und  sind  unter  sich  und  dem  Doppel- 
integral gleich. 

Diesen  Satz  hat  in  seiner  allgemeinsten  Tragweite  zuerst 
P.  du  BoiS'Beymond*)  als  richtig  erkannt  und  bewiesen,  auf  (hund 
allgemeiner  Betrachtungen  Aber  doppelte  Grenzwerte.  Dieser  Weg 
scheint  mir  jedoch  nicht  die  einfachste  Beweismethode  darzustellen^). 
Die  natürlichste  Grundlage  der  Schlüsse  ist  die  Benutzung  des 
oberen  und  unteren  Integrals;  auf  dieser  Grundlage  ist  der  Satz 


1)  Die  Elemente  u.  s.  w.,  S.  811. 
K)  Math.  Ann.  86,  8.  90. 

3)  Jonm.  f.  Math.  94,  S.  277  (1883). 

4)  Vgl.  die  Anmerkung  auf  S.  199. 
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mnt  ?€ii  Harnaok^)  «bgelfit«t  word«ji.  Bein  B«wfi9  kommt 
4utad  biiuras,  ^$Sb  das  ob«re  Integral  boi  sweunaliger  Ihtagration 
melit  grOleer  sein  kann  a]i  dae  obere  Dofipelintegral,  und  ebemo 
das  untere  nicht  kleiner  als  das  untere  Doppelintegral,  woraus  der 
Satz  anmittelbar  folgt.  Denselben  Beweis  gieht  anch  C.  Arzela^. 
Die  hier  ausgesprochene  prftoise  Fonnnlinug  findet  sidi  allerdings 
eist  bei  C.  Jordan^). 

üm  den  Satz  mit  den  Eigenschaften  der  Punktniengen  zu  er- 
weisen, schicke  ich  zunächst  eine  allgemeine  Orientining  über  die 
Verteilung  der  Punkte  to^k  einer  Menge  K  voraus.  Sei  x  ein 
beliebiger  Punkt  der  Sdte  von  B  nnd  die  TeOmenge  Yon 
iT,  die  auf  der  durch  x  parallel  vor  y-Axe  gehenden  Geraden  liegt. 
Es  ist  dann,  da  ein  Doppelintegral  existirt,         «  0,  und  wir  setsen 

Wird  dann  a  beliebig  vorgegeben,  so  ist  gem'afs  Satz  YÜI  von 
S.  96  die  Menge  Xa  =  {xa}  derjenigen  Punkte,  für  die  der  Inhalt 
Jk{x,i)  >  0  ist,  notwendig  unausgedehnt.  Dies  können  wii-  kurz  so 
aussprechen,  dafs  '/^{x)  eine  int«grirbare  Nnllfanction  ist,  und  zwar 
gilt  dies  für  jedes  k.    Xun  denke  man  sieh  eine  Keihe  von  Grüfsea 

h>  fii>  f6t>  •••>&»>••• 

mit  lim    »  0,  nnd  es  seien 

Jt(x)y    Jiix),    fh{x),    .  .  .  Jy{x),    .  .  . 

die  zugehörigen  eben  definirten  Nullfunctionen ,  so  wird  die  zur 
Gesamt  menge  3H{Xrt}  gehörige  ComplementSrmenge  a  =  ||}  nun- 
mehi'  dadurch  ausgezeichnet  sein,  daXs  auf  jeder  durch  einen  Punkt  | 
gehenden  Geraden 

</.  U)  — /.(^*)  0 

ist  füi'  jedes  Av.  Setzt  man  also  noch  \imJr{x)  =  J{x)^  so  ist  /(.t) 
eine  integrirbare  Nullfunctiun  allgemeinster  Art*).  Damit  haben  wir 
ein  hinreichendes  Bild  der  bezüglichen  Punktverteilung  gewonnen. 

Um  nun  den  Üeweis  des  Satzes  zu  liefern,  betrachten  wir 
aonSehst  wieder  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Seite  h^^  so  beeitst 
auf  der  durch  ihn  gehenden  Geraden  1^  die  Funotion  ({x^y)  ein 
oberes  Integral  0(af)  nnd  ein  nnteres  Integral  ü{^*  Wird  dnrch 
JP(x)  irgend  ein  Wert  bezeichnet,  der  zwischen  beiden  enthalten  ist, 
so  ist  zu  zeigen,  dafs  F{x)  in  dem  oben  (8. 182)  angegebenen  Sinn 

1)  Vgl.  Haruack  s  Ausgabe  der  Differential-  und  Integralrechnung 
von  Serret,  Bd.  2,  S.  282  (1885). 

2)  Mcm.  deir  Ist.  di  Bologna  T»^  H,  S  133. 

3}  Joum.  de  matii.  (i)  Bd.  8,  ^.U,  sowie  coozi  ete.,  Bd.  I,  B.  49. 
Des  n&mliehen  Beweis  giebt  Pringsheim,  Ber.  d.  Mfinch.  Ak.  88,  S.  69. 
4)  Dies  ist  ein  besonderer  Fall  von  Sats  n  auf  S.  226. 

l«1iMi1wrtdit  d.  DratadwB  ll«tliMii.>V«i«teleBa|r.  ▼IXI|  I.  18 
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tÖBß  ptmktweiBa  unstetige  integrirbare  Ftmctioii  ist  Zim&diBt  ist 
nacli  dem  Torig«ii  Uar,  dab  f{sf^  y)  auf  jeder  Geraden  integrirbar 

und  damit  eindeutig  ist.    Wird  weiter  k  und  a  beliebig  ge- 

wSlilt)  ist  Xa  wie  eben  die  zugehörige  unausgedehnte  Menge  und  z' 

innerer  Punkt  eines  zu  ihr  gehörigen  Intenralles  öp^ 

so  ist  Rlr  die  zugehörige  Teilmenge  7f'  der  Vor- 
aussetzung gemäfs  J(K'  )  <C  c.  Wir  haben  jetzt 
nur  nötig,  die  Ausfülirungea  von  S.  9<>  in  wieder- 
holen (Fig.  4).  Sei  also  wieder  K  =  [^^]  die 
zu  K'  gehürige  Interv^alinienge,  so  bestimme  man 
fi  Intervalle  f/,  so  daTs  bei  vorgegebenem  tf' 

«i  +  «t  H  h  «ii  >   —  *  —  ^' 

ist  Zu  jedem  inneren  Punkt  p  von  c.'  giebt  es 
dann  wieder  einen  rechteekigen  Bereich,  in  dem 
die  Schwankung  too  f{xttß)  unteriialb  h  liegt» 
und  es  muTs  auch  hier  die  Breite  dieser  Bereiche  für  die  Funkte 
aller  ^  Intenralle  tl  eine  von  Null  Tcrscliiedene  untere  Grenze 
haben,  da  sie  sonst  einen  Punkt  von  K  enthielten.  Diese  unteren 
Grenzen  ^/  und  bestimmen  dann  wieder  zu  x'  ein  endliches 
Intervall  x  —  ■  ■  ■  x'  -\-  ^r-  Wird  nun  die  MaximaLschwankung 
von  f(x^  p)  in  7/  mit  A„.  bezeichnet,  so  ist,  wenn  jr^  und  zwei 
innere  Punkte  des  Intervalls  x'  —  &i  -  -  •  x'  -j-  sind, 

J  . \F(xt)  —  F{Xi)  I  <  *A,+  (ff  + 

Ein  solches  Intervall  existirt  aber  am  jeden  inneren  Punkt  eines 

Intervaües  8^.    Wählt  tuan  nun  wieder  v  so,  daXs 

^1  +  dj  +  •  •  •  +  d^  >  Äi  —  üi 

ist,  so  kann  jetzt  die  Seite  hi  in  eine  endliche  Zahl  von  Intervallen  tt 
so  zerlegt  werden,  dab  bei  yorgegebenem  7^  die  Summe  deijenigcn, 
in  denen  ^<if  ist,  ihrerseits  unter  einer  GrOJGse  %  liegt'}.  Dies 
heifst  aber  in  der  lliat,  dafs  in  dem  obigen  Sinn  (8. 182)  F{x) 

eine  integrirbare  Function  ist,  und  es  bilden  insbesondere  noch 
die  Punkte  von  S'={||  die  Stetigkeitspunkte  der  Function'). 
Damit  ist  zunächst  die  Existenz  dos  zweimaligen  Integrals  bewiesen. 
Die  Gleichheit  des  zweimaligen  Integrals  und  des  Doppel- 


1)  Es  genagt  z.B.,  Ä,*<|,  9k^<^.  •'*«<4»  •i<ili  m  wÄhlen. 


8 


Die  erste  Belition  bestimmt  die  Menge      die  zweite  X^,  die  dritte  und 

vierte  regeln  die  Werte  von     und  f,  und  damit  die  Zahl  der  Intervalle  v^. 

2)  Einen  speciellen  Fall  des  obigen  Satzes  giebt  C.  Severin i.  Sr 

zeigt,  dafs  F{x^  stetig  ist.  wenn  J(K*)  0  ist  für  jedes  k  und  jedes  x* 
Bend,  di  Palermo  13,  ä.  7  ^1699). 


üiyiiizeQ  by  GoOgle 


Das  bettimmte.  Integral.  195 


Integrals  zu  erschliefsen,  hat  nunmehr  keinerlei  Schwierigkeit  und 
bedarf  kaum  einer  näheren  Begründung.  Der  Erfolg  unserer  Be- 
trachtung besteht  ja  darin,  dafs  wir  einerseits  Gebietamengen  auf 
constructivom  Wege  hergestellt  haben,  die  die  Übereinstimmung 
der  für  das  Doppelintegrai  und  das  sweimalige  Integral  in  Betracht 
kommenden  Elementarsommen  direct  in  Evidenz  setsen,  und  dafs 
andererseits  die  diesen  Gebietsmengen  entsprechenden  Elementar- 
snmmen  sowobl  dem  Wert  des  Doppelintegrals  wie  aach  dem  des 
zweimaligen  Integrals  beliebig  nahe  gebradit  werden  kdnnen.  Damit 
ist  die  Bebauptong  erwiesen.    Wir  dfürfen  also  setzen: 

%  Ii  *i 

a  ab 

Nunmehr  können  wir  noch  die  Änderung  einführen,  duis  wir  wieder 
von  der  Function  F{x)  zur  zugehörigen  Function  0{x)  übergehen, 
SO  dafs  die  Function  0{x)  durch  die  Werte  von  F{x)  an  den 
Stetigkeitsstellen  |  bestimmt  ist;  alsdann  ist 


Ith  lasse  ein  einfaches  Beispiel  folgen.  In 
einem  Quadrat  über  der  Längeneinheit  fFig.  5) 
definire  man        t/)  so,  dafs  in  allen  Funkten 


4 

6 

r 

4 

• 

r 

,  1 

PI«.  6. 


f(jt^y)  =  1  ist,  sonst  aber  y)«0,  so  ist  das  Doppelintegral 
Null,  wie  die  Figur  unmittelbar  veranschaulicht.  Alsdann  ist  die 
Integi-alfunction  eine  überall  eindeutige,  integrirbare  Nuli- 

fuuction,  so  dals 

ist,  und  es  ist  0(x)  =  0.  Wird  jetzt  /  (V, so  abgeändert,  dafs 
/'(oE^^)  SB  1  nur  an  demjenigen  der  obigen  Werte  ist,  wo  ff  rational 
istt  so  wird 


0<WÜLi:J\<l 


da  an  diesen  SteUen  das  untere  Litegral  U(x)  »  0  ist,  das  obere 
0(x)  —         Xncfa  jetzt  aber  ist  0(x)     0,  und  also  ist  aneh  das 

zweimalige  Integral  Null.  Es  ist  eben  ansschliefslich  die  Function  <I>(x\ 
auf  die  es  für  die  Ermittelung  des  Integral  wert  es  ankoTiimt.  Diesem 
Tbatbestand  hat  übrigens  auch  Arzela  Ausdruck  gegeben,  der  sich 

13* 
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ebeul'ailä  mit  der  Existeiixiiage  lux  Doppelintegrale  und  das  zweimalige 
Integral  bceohiftigl  l»t  Er  aptiobi  sidi  dahin  aus,  dafit  0{x) —  U(x) 
«ine  Fimotion  Tom  Integral  Nnll  und  U(x)  integrirbar  sein  mfiaae, 
damit  dae  Doppeliniegral  etistiren  kann.  Allerdings  ist  diese  Be- 
dingung, wie  der  folgende  Sats  aeigt,  und  auch  Arsela  angiebt, 
nicht  hiurexohend. 

Harnack  hat  in  seiner  ersten  Dai-stellung  des  Satxes  den 
Ausdruck  gebrauclit,  dafs  bei  jedem  Doppeliniegral  die  Gesamt- 
mengen ( Xa }  selbst  eine  unaosgedelmte  Menge  liilden,  was  ja  aber 
keineswegs  nötig  ist.  Stolz*),  der  dieses  Verseben  bemerktt^,  be- 
schränkte sich  deshalb  darauf,  den  Satz  unter  der  ausdrücklichen 
Bedingimg  abzuleiten,  dafi  audi  J{Xo]^0  ist;  was  jedodi  ein 
zn  enges  Resultat  eiigiebt.  Auf  das  Monitum  von  Btolz  bin  hat 
alsbald  Harnack*)  seine  Ausdmcksweise  richtig  dahin  eorrigirt,  dafs 
J(Xo)  0  für  jedes  a  sein  müsse,  und  dem  Satz  seinen  allgemeinen' 
Inhalt  jedenfalls  für  den  Fall  gesichert,  daCs  das  Gebiet  H  TOn 
jeder  Parallelen  zu  den  Axen  in  zwei  Punkten  getroffen  wird. 

Ich  möchte  bei  dieser  Gelegenheit  erwähnen,  dafs  auf  mancher 
Seite  dem  Satz  gegenüber  eine  gewisse  Englu  rzigkeit  obwaltet, 
mindestens  in  Bezug  auf  den  Sprachgebrauch.  M:ni  findet  raehrfarh 
die  Ausdrucksweise,   dals  das  zweimalige  Integral  vorhanden  sein 

könne,  nhup  dafü  da.s  einfache  Jntegral  F(ß)  ~  j  f{  J\  y)dy  exisiire. 

Ich  halte  diesen  Sprachgebranch  nicht  für  zweckmäfsig;  er  schwindet 
bei  der  hier  gewählten  Begritfsbestimmung  von  sell)st,  und  ich  darf 
hinzufügen,  dafs  diese  Auffassung  auch  bei  den  meisten  Autoreu  vor- 
huiden  ist,  die  sich  mit  dem  Gegenstand  beschäftigt  haben,  allo^gs 
nicht  flbenül  Ich  erwähne  dies,  weil  Stolz^  so  weit  gegangen  ist, 
den  BegrüF  des  sweimaligen  Integrals  in  diesen  Fällen  gar  nicht 

snzulassen,  zamal  die  Funkte  «,  fttr  di«  ff{x^y)dff  niciit  erklärt  sei, 

Uberall  dicht  liegen  köonten*).  Aber  die  ttberall  dichte  EtfUIung 
ist  belanglos,  da  ja  die  Differenz  0{x)  —  U{x)  eine  integiirbare 
Nullfdnetion  allgemeinster  Art  sein  kann,  wie  auch  hei  Arzela 

au  lesen  ist. 

Es  fragt  sich,  wann  der  Satz  VlU  umkehrbar  ist.  Diese  Frage 
läfst  sich  auf  Grund  der  früher  bewiesenen  Sätze  über  den  Inhalt 


1)  Math.  Ann.  26,  iS.  93. 

2)  Math.  Ann,  26.  8.  S66. 

3)  Grundzüge,  lu,  8.  88,  140.  Das  Beispiel,  auf  das  Stols  sich  he- 
Ttifit,  lautet 

f(«,y)--far«-.-ii^,  y  

sonat  aber  f{x^  j/'  =  0    Vgl.  auch  du  Boi?.  Tnnrn.  f  Matii.  '.»4.  S  278. 

4)  Auch  Priugisheim  folgt  dem  oben  bemängelten  Sprachgebrauch; 
z.  B.  Ber.  d.  Münch.  Ak.  S9,  S.  89. 
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6lMner  Hffigan  leicbt  beuitworteiL  Ans  diMen  Sltsen  folgt  nimHch 
munittelbar: 

IX.  Gestattet  die  Function  f{x^y)  im  Rechteck  M  ein 
zweimaliges  Integral  erst  nach  y  und  dann  nach  .r,  und 
ist  iT'  die  Menge  der  Punkte  a  ">  k  für  irgend  eine 
Parallele  zur  //-Axe,  so  besitzt  f(^,tf)  stets  ittmI  nnr  dann 
ein  Doppeliutcgrul,  wenn  die  Gosnnituieuge  lA'J,  die  zu 
allen  den  genannten  Paraileieu  gehört,  für  jedes  k  ab- 
geschlossen ist. 

Ist  nämlich  die  Menge  ( JT'  \  abgeschlossen,  so  folgt  aus  Satz  IX 
Ton  S.  96  unmittelbar,  daft  ihr  Inhalt  Null  igtw  Penn  wird  snmftchst 
h  und  damit  K  beliebig  gewShlt,  so  bewirkt  die  Existenz  des  zwei- 
maligen Integralsy  dafs  die  in  dem  bezüglichen  Satz  benutzte  Menge 
X„  für  jedes  a  unausgedehnt  ist,  und  da  [Kg]  abgeschlossen  ist, 
so  besagt  dieser  Satz,  dafs  J{K'\  =  0  ist  Dies  gilt  aber  für 
jedes  A:,  woraus  der  obige  Satz  folgt. 

Dafs  CS  Mengen  [  A'"^ }  geben  kann,  die  nicht  abgeschlossen 
sind,  wiurde  bereits  S.  97  erwähnt.  Man  kann  also  solche  Mengen 
auch  so  ponstruiren,  dafs  ein  zweimaliges  Integral  existirt,  wahrend« 
ein  Doppeliiitegral  nicht  vorhanden  ist,  und  zwar  derart,  dais  die 
Menge  [  A'' )  als  ebene  Menge  einen  von  Null  Terschiedenen  Inhalt 
besitzt,  wihrsnd  jedes  einzelne  K'  den  Inhalt  Null  hat^).  Es  beroht 
dies  daranf,  dafii  beim  Inhalt  der  ebenen  Menge  alle  ihre  Grenz- 
pnnkte  in  Frage  kommen,  für  den  Inhalt  jeder  einzelnen  Menge 
nur  di^enigen,  die  auf  den  Geraden  liegen.  Beides  kann  aber 
sehr  verschiedenen  Erfolg  haben'). 

Mit  dem  soeben  bewiesenen  Satz  hängt  anch  die  FrniTf^  nach 
der  Vertauschbarkeit  der  Integrationsordnung  zusammen,  obwohl  sie 
mit  ihm  nicht  identisch  ist.  Es  können  nämlich  die  ^[engen  K* 
eine  solche  Verteilung  im  integrationsgebiet  haben,  dafs  auch  die 
simtlifthen  Mengen  abgeschlossen  sind,  während  es  die  ebenen 
Mengen  K  nicht  sind.  Ein  derartiges  Beispiel  hat  Fringsheim 
angegeben*).  Im  übrigen  kann  die  theoretische  Frage  nach  der 
Yertauschung  der  Integrationsordnung  allgemein  nur  dahin  beant- 
wortet werden,  daCs  sämtliche  Mengra  den  allgemeinen  Bedingungen 
der  obigen  Sätze  genügen  müssen,  ebenso  wie  die  Existenz  des 


1)  Ein  Rolehes  erstes  Rei6]>iel  gab  Thomae,  Zeitschr.  1'.  Math.  23, 
8.  67.  Er  setzt  f{x,y)  »  1  für  ralioualeä  x  und  /\^,     sa^2y  für  irrationale» 

«.  Hier  ^d  alle  Meii|ren  —  0,  aber  Ar  kein  k  ist  J{K)  —  0. 
Vgl.  die  Beispiele  auf  S  97 
8)  Ber.  d.  Münch.  Ak.  Bd.  29,  S.  50.  Man  stelle  .r  und  y  als  djadisohe 
Brüche  dar  und  setze  die  bezügliche  Menge  aus  allen  Wertepaareu  x,  y 
susammen,  die  mit  einer  endliob^  Zahl  Stellen  tmd  überdies  mit  gleich 
vielen  gebildet  sind;-  a.  B.  «—0,0101,  y  — 1011.  Hier  ist  jede  Menge  JE* 
and      endlich,  wührend  E  ans  allen  Punkten  des  Quadrats  besteht 
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Doppelintegrals  trotz  der  Existenz  der  zweimaligen  Integrale  nur 
daim  gesidiert  ist,  wenn  alle  ebenen  Mengen  K  inhalteloe  sind^). 

10.  Eb  ist  scbliefiiliGli  noch  fibrig,  aueh  Uber  die  Theorie  der 
nneigentHdIen  Doppelintegralo  zu  berichten.  Nach  den  ausführlichen 
Darlegungen  über  das  uneigentliche  einÜBche  und  das  eigentliche 
Doppelintegral  kann  ich  inicli  hier  aber  wesentlich  kürzer  fassen. 
Beschränkt  man  sich  zunHclist  nuf  die  unbedingt  couvcrgent^n  Integrale, 
so  bleiben  ersichtlicher  is.  allo  die  Ausführungen  bestehen,  die 
oben  über  den  Charakter  und  das  gegenseitige  Verhältnis  der  einzelnen 
Dehuitiunen  gemacht  worden  sind.  Insbesondere  lälst  sich  die  De- 
finition Von  de  la  Yallle  Poussin  auf  Fimciäonen  mehrerer 
Variablen  ausdehnen,  nnd  es 'folgt  aueh  hier  ans  ihr,  dafs  t7'(^«)»0 
ist,  nnd  daüs  das  Integral  überdies  auf  jedem  Gebiet  der  zn 
gehörigen  Gehietsmenge  D  s  { |  absolut  convcrgent  ist  nnd  damit 
auch  auf  jedem  Teilgebiet  von  H.  Es  folgt  auch  weiter,  dafis  die 
Summe  der  Integrale,  die  sich  über  j'  Teilgebiet«  öl,  (T^,  .  .  .  Sl  er- 
strecken, mit  'hsendem  v  selbst  eine  Folge  bildet  und  gegen  den 
Wert  des  Doppelintegrals  convergirt,  so  da£s  der  Integralwert  auch 
von  der  Menge  D  urialibüngig  ist. 

Uiermit  ist  das  Analogen  der  Eigenschaft  erreicht,  auf  die  sich 
Harnack's  Definition  des  uneigentlichen  einfachen  Integrals  stützt;  sie 
ist  es  zugleich,  die  die  Grundlage  von  C.  Jordan 's*)  Definition  des 
nneigentlichen  Doppelintegrals  bildet,  und  die  auch  Stolz")  für  seine 
Darstellung  zum  Ausgangspunkt  gewählt  hat*).  Nur  tritt  bei  Jordan 
und  Stolz  die  Modification  auf,  dafs  sie  einen  unbestimmten  Fliiclieu- 
begriö*  ii,  benutzen,  der  die  Menge  ausschliefst  und  sieh  der  Ge- 
samtflache //  immer  mehr  nlihert,  während  hier  der  ganzen  Anlage 
des  Berichtes  nach  die  Gebiet«  ö,.  die  Grundlage  der  Gebiets- 
convergenz  bilden.  Die  Bedingung  J(K^)  kommt  dabei  in  der 
Weise   zum  Ausdruck,   dafs   die  Flächen  lüi-  die  man  da.s 

Doppelintegral  betrachtet,  der  Gesamtfläche  II  sich  so  nähern  sollen, 
dafs  H  —      beliebig  klein  wird. 

Was  nun  die  Beziehung  zwischen  dem  absolut  oonTergenten 
Doppelintegral  und  den  zweimaligen  Integralen  belarLfft,  so  ist  hier 
die  gegenseitige  Ersetzbrnlo  it  i  rnmer  gestattet,  vorausgesetzt  natürli^, 
dafs  aufser  auch  j  de  andere  Menge  K  der  Punkte  »^k  un- 
ausgedehnt ist.    Dies  folgt  hier  bereits  aus  den  analogen  Sätzen 


1)  Ein  gpecieller  Satz  hierüber  hudet  sich  bei  Arzela.  Er  laut«t, 
dafs  die  Vertauschbarkeit  immer  gestattet  ist,  wenn  f  {x,  y)  nach  x  und  y 
bis  je  auf  eine  nnausgedehnte  Men^e  gleichmSTsig  integnrbar  ist.  (Mem. 
deU'  Acc.  di  Bologna  (ö)  2,  S.  133 ff.) 

2i  CouTB  etc.,  II,  S.  75. 

3)  Grundzüge  etc.,  III,  S.  IM. 

4)  Übrigen«  erscheint  diese  Idee  auch  schon  bei  du  Bois,  Joum.  f. 
Math.  94,  S.  S81  (1888);  es  fehlt  dort  freilich  die  Bedingung  J{K»)  =  0. 
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über  das  eigentliclie  Doppelintegral  in  Verbindung  mit  dor  all- 
gemeinen  DefimtioB  de  la  ValUe  PousBin'«.  Ist  nlmlich  U{x^y) 
irgend  eine  Fimctioii  der  zu  (6)  analogen  Beihe,  und  ist  JT  für  fix^tf). 
Kr  für  y)  die  Menge  der  Punkte  «  ^  ür,  flo  ist,  welehes  andli 
der  Wert  Yon  k  sei, 

und  daher  J(iL^)  =  0,  falls  J{K)  0  und  J{K^)  0  ist  Es 
genügt  daher  jedes  fy{x^y)  den  Bedingungen  Ton  Sats  VII,  und 
nach- Sats  viii  ist  daher  fOr  jedes  U{x,y)  das  Doppelintegral 
durt  h  (las  sweimalige  Integral  ersetzbar.  Gemäfs  unseren  Annahmen 
Über  die  Mengen  E  und  ist  aber  nach  Sats  IX  auch  das  um- 
gekehrte der  BUl.    Von  den  beiden  Reihen 

(9)  J^^'^J  h{^^y)dy^    f^^^S *  * '  / ^^J^f*(.^if)^tfi'- 

bildet  also  die  zweite  eine  Folge,  wenn  die  erste  es  thut,  und  die 
erste  bildet  eine  Folge,  wenn  die  zweite  es  thut.  Wir  baben  es  ja 
nur  mit  zwei  einfachen  Fundamentalreihen  bestimm ler  Zahlgröfsen, 
oder  falls  man  das  Integral  ebenfalls  durch  ein  Grenzverfahren  auflöst, 
mit  vorgeschriebener  Reihenfolge  der  Grensflbergänge  su  thun^). 

Das  hiermit  erreichte  Besnltat  hat  noch  nicht  diejenige  ein- 
fachste Form,  in  der  es  inglMch  den  praktischen  Ansprüchen  zu 
genügen  vermag,  üm  diese  zu  erhalten,  nehme  man  f(x,  y)  überall 
positiT^),  denke  sich  die  Fun  ti(3ii  ftix^y)^  die  man  für  festes  x 
ins  Auge  y.w  fassen  hat,  durch  die  zugehörige  möglichst  stetige 
Function  9v(dc,jr)  ersetzt,  und  setze  alsdann 


wo  Fy(x)  in  dem  oben  angegebenen  Sinn  für  gewisse  x  audi  eine 

1)  Die  obige  (r  irlilang'  zeigt,  data  es  für  Fülle,  in  denen  man 
es  mit  Torgesciiriebeuer  Folge  von  Qrenzübergäugen  zu  thxm  hat,  nicht 
sweckndUng  «dieint,  jedeBmid  die  Doppelaumme  sn  Grande  zu  legen. 
Diese  Bemerktmif  trifil  übrigens  auch  die  von  du  Bois  resp.  Pringsheim 

gege>)enen  Beweise  für  den  Satz  YIII.   Will  man  übrigens  die  Analyse  der 
rrenzprocesse  weiter  treiben,  so  beruht  der  obige  äatz  darauf,  dafs  für  die 
Funeaenen  f^{x,y)  auch  die  im  Beweis  von  SatilX  anftretend^  GhrOfsai 

J\o  -\-  o')k^dx  eine  Folge  bilden,  und  zwar  eine  solche,  die  gegen  NuU 

eonvergirt  Die  Zahl  der  Teile,  mit  denen  man  dabei  operiren  mnls,  wird 
natOrlich  mit  wachsendem  v  ebenfalls  beliebig  grofs. 

2)  Es  ist  klar,  dafs  dies  keine  wesentliche  Beschränkung  ist 
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mdirwertig«  Fuaotion  8«in  kaiia,  aber  jedenftüls  eine  Integrir^ 
bar«  Fimetioii  yob  S  irt.  Diese  Function  ersetz«  mui  nun.  ebeoftUt 
diircib  die  ihr  ent^reehende  Fnnctioii  <^»(«),  so  ist  scUie&lidi 

dx  j  fr{x,  y)dy=-J  0y{x)dx, 
ab  » 
und  es  bilden  jetzt  auch  die  Integrale 

(10)  ^ Oi(^x)dx^  J* a>g(a:)dx, . .  .  J* 0t{x)dx^ , . . 

die  n&mliche  Folge,  wie  die  Integnle  Toa  (8)  imd  (9).  Diese  Folge 
besitxt  nun  aber  den  Charakter,  den  die  Definition  (8.  187)  des 
nneigentlichen  ein&chen  Integrals  Ttflangt.  Eiatens  bilden  die 
Functionen 

(11)  01{X),  Oi{x),.,.0y{x),... 

eine  solche  Functionemeihe,  wie  sie  der  Detiuition  entspricht.  Wenn 
namUch  für  irgend  ein  x  die  Relation  A  +  i  (^u:,  i/j  ^ y)  besteht, 
80  folgt  daraus,  da&  auch  O^^iix)  ^  0^.{x)  ist,  und  dämm  wieder 
leicht  die  Yorstehende  Behanptong.  Zweitens  haben  aber  auch  die 
Fnnctionett  A«(«)  dSe  Eigenschaft,  dafs  jede  von  ihnen  integriibar 
ist,  und  dafs  ihre  Integrale  f'vnp  Folge  bilden.  Damit  sind  alle 
I  •<  lingungen  der  Definition  erfüllt,  und  es  convergirt  die  obige 
Reihe  gegen  fO{x)dXy  wo  snnichst  <P(x)  »  lim  <f>y(jB)  ist  Wird 
nun  noch 

JP(a;)««limJ'„(«) 

gesetst,  so  ist  jetxt  auch 


j  Fid)dx  «  C 0(x)dx, 


da  4>{x)  und  F(x)  in  jedem  Stetigkeiteimnkt  übereinstimmen  müssen. 
Für  jeden  Stetigkeitspnnkt  von  F(x)  giebt  es  n&mlich  ein  be- 
stimmtes V,  SO  dafs  er  auch  Stetigkeitspunkt  eines  gewissen  Fy(x) 
ist,  also  auch  Ton  ^»(jc)  ist,  und  daraus  folgt  nun  endliofa,  dafs 
die  Gleichung 

f  j  fi^y}t)dU  = jdx J'fix,p)dy 
in  der  Weise  gilt,  dafs 
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gesetzt  werden  kann.    Dieses  Eesultat  läfiit  sich  uiuuuciir  folgeuder- 

X  Der  Wert  eines  abiolat  coliTergenten  uneigent- 
liehen  Deppelintegrals  ist  gleicli  jedem  der  beiflglichen 

xweimaligen  Integrale,  nnd  umgekehrt 

Die  Bedingong  des  Satzes  besteht  nur  darin,  daXs  sich  die 
Intppjation  über  ein  mefsbarcs  Gebipt  erstreckt  und  alle  Mengen  K 
unausgedehut  sind.  Praktisch  bedeutet  er,  dafs  ein  fiidlicber  Wert 
dfiS  Doppelintegrals  immer  und  nur  dann  existirt,  wenn  die  zwei- 
malige Integration  eine  Folc?o  liefert,  die  ein  endliches  Resultat  ergiebt. 

11.  Zu  dem  hiennii  erreichten  allgemeinen  iiesnltat  ist  man 
nur  allmählich  gelangt.  De  la  Yallee  Poiissin,  dem  man  ja  die 
gründliche  und  definitive  Behandlung  der  uneigentlichen  Integrale 
▼erdankt,  hat  den  Satz  in  seiner  ersten  Arbeit  nur  für  den  Fall 
der  sogenannten  regelmftfsig  eonvergenten  Integrale  abgeleitet, 
imd  xwar  nennt  er')  das  Integtal  regelmlUsig  conTergent,  w^nn  bei 
▼orgegebenem  c  die  Belation 


zwar  nicht  fttr  jedes  aber  dodi  fttr  alle  »'  mit  Aosnahme  einer 
nnansgedehnten  Menge  Zo»(j(a}  dnreh  geeignetes  v  resp.  durch 
geeignetes  Jf»  nnd  Nv  erreicht  werden  kann.  Dem  gegenüber  ist 
aber  zu  bemerken,  dafs  der  Satz,  gerade  wenn  man  die  Definition 
de  la  Vallee  Poussin's  zu  Grunde  legt,  weder  von  der  gleich- 
müfsigen ,  nnch  -  der  regelmäfsigen,  noch  ;m  h  sonst  irgend  einer 
bestimniteu  Art  der  Convergeuz  abhängen  kann,  weil  ja  jedes  zwei- 
malige Integral  der  Reihe  (9),  wie  bereits  erwähnt,  nui-  scheinbar 
durch  einen  Boppellimes,  und  in  Wirklichkeit  durch  einen  einfachen 
OrenzproceTs  definirt  ist^.  Es  ist  auch  leicht,  Beispiele  herzustellen, 
in  denen  die  Torstehende  Relation  für  jedes  Torgcgebene  <r  ftlr  eine 
ttberall  dichte  ICmiige  X  »  [»]  nidit  eifBllt  ist,  und  bei  der 
Wichtigkeit  des  Gegenstandes  ftthie  Ich  ein  solches  Beispiel  hier  an. 
Zu  diesem  Zweck  definire  man  f(x^if)  in  einem  Quadrat  über  der 
Längeneinheit  wie  oben  (S.  19'>'.  nur  mit  dem  Unterschied,  dafs 
jetzt  /'(v, //)  =  ^  ist,  wo  früher  t'{x^y)  ==  1  ^var.  Alsdann  besitzt 
die  Function  ein  Doppelintegral  5,  das  den  Wert  Null  hat.  Denn 
es  ist,  wie  dib  Gebietsmenge  D=={6\  unmittelbar  lehrt,  J(K^)~0^ 

1)  Jonm.  de  math.  (4)  8.  S.  436. 

2)  Dagegen  kann  die  Art  der  Convergens  aehr  wohl  auf  gewisse 
Eigentchanen  des  Int^tak  yon  Einflnfs  leiii,  ako  b.  6.  die  Stetigkeit  der 

Fumction  F{z)  bewirken.  Dem  entsprechen  die  Sfttze  vou  de  la  Yallee 
Poussin.  Ebenso  gehört  hierher  der  oben  ^S.  194)  erwähnte  Satz  %on 
C.  Severini,  liend.  d.  Talermo  DU.  13,  S.  20  (18Ü9),  der  auch  für  un- 
dgentliche  Integrale  Qeltang  hat. 
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und  es  folgt  in  diesem  FaU  bereits  ans  der  Jordan'schen  Definition, 
dais  S^O  ist  Dagegen  kann  die  obige  BeUtion  fttr  keinen  ratio- 
nalen Punkt  der  or-Axe  durch  irgend  einen  Wert  yon  v  befriedigt 
werden.   Anderereeite  ist  fOr  jedes  v  das  iweimalige  Integral 


für  alle  Werte  a:,  und  es  liefert  die  Folge  den  richtigen  Wert 
FQbrt  man  hingegen  die  zweimalige  Integration  in  umgekehrter 
Beihenfolge  aus,  so  ist  das  beaflgliehe  zweimalige  Integral  sogar 
gleiehm&Csig  conTergeni  Wenn  man  nun  aber  der  Function  ^) 
auch  in  allen  Punkten 

ff  =  —  *' — ,       X  < 

den  Wert  oo  erteilt,  so  ist  keines  der  beiden  zweimaligen  Integrale 
regelmäfsig  convergent,  und  doch  gilt  der  Satz,  und  das  Integral 

ist  Null. 

Für  die  Anwondiin,£rf»n  nnd  die  pralctische  Auswertung  wird  niiui 
zweckmUfsig  eine  überall  dichte  Menge  X  =  {x,}  auswählen,  Üu 
die  man  die  Function  0{x)^  resp.  tpix^y)  beherrscht.  In  dem  o))igea 
Beispiel  ist  insbesondere  die  Menge  X  irgend  eine  überall  dichte 
Teilmenge  der  irrationalen  Werte  a",  und  in  jedem  dieser  Punkte  ist 
f  t\x*^  y)dy  —  ^>  8.uch  0{x)  =  0  und  daher  auch  das  zwei- 

malige IntegraL 

Das  hiermit  gewonnene  Resultat  deckt  sich  dec  Sache  nach  mit 
deijenigen  Fassung,  in  der  kttrzlicb  de  la  Vallee  Poussin  den 
bezflglichen  Satz  ausgesprochen  hat^).    Er  sdureiht 

jy>(r,  i,)dJI     /  'dxj Mf{x, 

wo  Mfi.r.  lo  (lif>  niifpn^  <Jrf'nze  von  /"(.r,  _?/)  mit  Bezug  auf  ein  doa 
Punkt  .r, //  umgebendes  kleines  Gebiet  bedeutet.  Das  Beweisvertahren, 
das  er  wälilt.  ist  jedoch  eineraeits  nicht  einwaudsfroi " j,  andererseits 
aber  sehr  complicirt,  weil  er  bis  zum  SchluXsresultat  mit  den  ver- 
schiedenen Grenzwerten  operirt,  die  dem  oberen  und  unteren  Integral 
entsprechen*). 

1)  Joiirn.  de  matb,   5)  Bd.  5,  S.  202  (IM^O  . 

2)  Das  a.  a.  0.  anter  11  ausgesprochene  Theorem  trilffc  nicht  zu,  was 
man  avaek  einfiM^e  Beispiele  belegen  kann. 

3)  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerke  ich,  da  Ts  ein  Satz,  wie  der  Satz  IX, 
auch  bestehen  kann,  falls  für  eine  Function  f^:i\  y)  ein  conver<rontes  oberes 
und  unteres  Integral  ao  cxistirt,  dafä  beide  verschieden  niud.  Ks  ist  dies 
immer  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  fOr  irgend  ein  k  der  Inhalt  J(K}  >■  0 
ist   Es  ist  dann  auch,  falls  k'  >  k  ist^  /(JE")  >  0,  und  in  der  Beihe  (8) 
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Einen  selbständigen  Beweis  des  obigen  Safses  bat  anoh  C.  Jordan 
in  seinem  conrs  gegeben;  er  enthalt  jedocb  eine  beschrftnkende  Be- 
dingung, die  fOr  ihn  nicht  notwendig  ist').  Der  Beweis  bedarf 
nSmlieh  der  Annahme,  dals  die  Menge  der  Unendlichkeitspmikte 
kein  Stück  einer  Geraden  enthalten  kann,  die  einer  Axc  parallel  ist, 
während  ihr  ein  Geradenstück  anderer  Eichtling  oder  gar  ein  Curven- 
«tück  sehr  wohl  angehören  könnte.  Für  den  einfachen  Fall,  dafs 
Punkte  von  nur  auf  doni  Umfang  von  U  liegen,  ündet  sich  der 
Satz  auch  bei  Stolz  bewiesen*). 

Die  vorstehenden  Erörterungen  lassen  meines  Erachtens  die 
Definition  de  la  Vallee  Poussin's  als  die  ebenso  natur- 
gemäfse,  wie  zweckmäfsige  Grundlage  für  die  Behandlung 
der  uneigentliehen  Integrale  erkennen.  In  der  Thai  dfbflen 
die  YorsQge  dieser  Definition  durch  die  ein&che  Art,  wie  man  mit 
ihnen  die  Theorie  des  Doppelintegrals  behandeln  kann,  am  besten 
ins  Licht  treten. 

13.  Cauchy')  hat  wohl  zuerst  bemerkt,  dafs  bei  einem  bedingt 
oonvergenten  uneigentliehen  Doppelinte^n  al  der  Satz  VITT  nicht  zutriflft, 
sondern  das  Resultat  der  zweimaligen  Integration  von  der  Reihenfolge 
abhangig  ist.  Du  Bois^)  hat  sodann  diesem  Ühelstand  durch  kritische 
Begrenzung  der  Punkte  von  Tif»  abhelfen  wollen,  doch  liat  diese 
Idee,  die  an  Cauchy's  Begritf  der  singulären  Integrale  anknüpft, 
keinen  Anklang  finden  können.  Präcise  Sätze  über  bedingt  con- 
vergente  Doppelintegrale  hat  zuerst  de  la  Yall^e  Poussiu  auf- 
gestellt^), unter  besonderen  Bedingungen  Rir  die  Menge  IT«.  Doch 
darf  es  unterbleiben,  auf  sie  nfther  einzugehen;  denn  C.  Jordan  hat 
in  seinem  conrs  den  Sats  aasgesprochen,  dals  es  bedingt  con- 
Tergente  Doppelintegrale  gar  nicht  geben  kann^).  Anderer« 
aeits  haben  wir  die  Existenz  bedingt  convergenter  ein&cher  Integrale 
zugelassen,  freilich  mit  einem  Hinweis  auf  eine  spätere  Erörterung, 
^s  fragt  sich,  worin  denn  hier  der  Unterschied  zwischen  beiden 
Gattungen  von  Integralen  begründet  ist. 

Hat  die  Function  f(.i\,  >/)  ein  uneigeutliches  Integral  im  Gebiet  i/, 
so  kann  man  die  Forderung  steilen,  dafs  diese  Function  auch  über 
jedes  Teilgebiet  Ji'  von  H  ein  Integral  besitze.    In  diesem  all- 


sind von  einem  bestbnmten  v  an  das  obere  vnd  untere  Integral  verachieden. 
Dann  stellen  die  Reihen  (8)  resp.  (9)  je  zwei  verschiedene  Folgen  convergenter 
Werte  vor,  für  je  zwei  entsprechende  besteht  aber  wirder  die  Oleichheit. 

1)  Cours  etc.  (2;  II,  S.  67  u.  88.  Die  oben  erwaiiute  Bedingung  .ist 
in  %  86  miter  Nr.  8  enthalten.  Übrigens  am&fst  der  Beweis  Jordan*« 
auch  den  Fall  eines  unendlich  grofsen  Gebiets. 

2)  Grandzügf.  TTT.  S  13-i. 

H)  OeuvTes  (1;  Bd.  1,  S.  'M  L 

4)  Jonm.  f.  Math.  94,  S.  280. 

o)  Jonm.  de  Liouv.  (4)  Bd.  8,  S.  4&6ff. 

6)  Cours  etc.  (2)  H,  S.  87. 
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gemeinen  ITmfluig  ist  die  Fordening  allerduigB  auch  {Qr  ein&che 
bedingt  conTergente  Integrale  nieht  erfüllt.  Wenn  dagegen  das  Teil* 

gebiet  H'  als  einfach  zusammenhängend  angenommen  wird^  so 
ist  die  Forderung  für  das  einfache  Integral  erftillt,  für  das  Doppel* 
integral  jedoch  nicht,  und  dies  bewirkt  die  bei  beiden  auftretende 
Versc'hiedenbeit.  Um  diesen  Sachverhalt  in  präciser  Form  zum 
AiT^flnv^k  7Tt  bringen,  '_'o}it  man  z"weckmüfsig  wieder  anf  gewisse 
Gel)i»*isniengen  zmück,  die  zu  der  Function  f{x^y)  gehören,  und 
zwar  folgendermafsen. 

Ist  p^  ein  Stetipkeitspunkt,  so  dafs  f{pi)  >  0  ist,  so  läfst 
sich  um  ein  endlicher  quadi-atischer  Bereich  legen,  so  dafs  auch 
für  alle  seine  inneren  Paukte  /*  >  0  ist  Dieser  Bereich  möge  sicili 
in  derselben  Weise  ansdehneo,  wie  dies  oben  (8.  61)  bewirkt  wurde. 
Dabei  soll  es  belanglos  sehn,  wenn  auf  seinem  Umfang  einzehie 
Ponkte  anftreten,  ffir  die  ist  Es  giebt  aber  für  das  Wachstum 
jeder  Seite  eine  obere  Grenze,  so  dafs  auf  ihr  kein  Intervall  vor- 
handen ist,  in  dessen  sämtlichen  Punkten  <  0  ist  Der  so  um 
bestimmte  Bereich  sei  Liegen  aufserhalb  6*  noch  andere  Stetig- 
keitspunkt« von  /'i  j',  //),  in  fb  nf  n  f  >  0  ist,  und  ist  einer  von 
ihnen,  so  ronstmiron  wir  um  ihn  einen  aualügen  Bereich  (5,t,  u.  s.  w. 
Wir  erhalten  so  eine  Gebietsmenge  Z;"^  =  |  | ,  und  es  sei  I\  die 
Gesamtheit  der  Punkte,  die  im  Innern  oder  auf  dem  Umfang  aller 
Bereiche  liegen.  Mit  den  Stetigkeitspunkten /"(x,  <  0  können 
wir  ebenso  eine  Gebietsmenge  { Sf^ )  und  eine  Ponkbnenge  P. 

definiren.  Es  kOnnen  nun  noch  Punkte  resp.  Gebiete  vorhanden 
sein,  in  denen  f(x^  y)  »  o  ist;  in  diesem  Fall  Ähren  sie  zn  einer 
Menge  D*a~(d?}  und  einer  Punktmenge  P^.  Die  Mengen  D*,  D*, 
Jfi  müssen  nun  aber  das  Gebiet  II  überall  dicht  bedecken,  und  zwar 
so,  dafs  jeder  innere  Punkt  von  H  entweder  einer  der  drei  Mengen 
P^,  P_,  Pj,  nngehört,  oder  aber  Grenzpunkt  niindfstens  zweier 
dieser  Mengen  ist.  Hiennit  habeu  wir  die  für  die  weiteren  Sebluss« 
nötige  (iruudlage  gewonnen^).  Man  kann  nämlich  jetzt  Ueügebiele 
der  l'unktniengen  P_  und  P^j  so  ins  Auge  fassen,  dafs  sie  im  Verein 
mit  der  rünktmenge  P^  oder  einem  Teil  von  ihr  ein  einfach  zu- 
sammenhEngendes  Gebiet  H*  bilden,  und  da  das  Doppelintegral  nnr 
bedmgt  convergirt,  so  kami  dies  sogar  so  geschehen,  dafs  das  be- 
sttgliche  Doppelintegnil  in  H'  nnendHcfa  grofs  ist 

Für  einlkcbe  Integrale  hingegen  ist  dies  nicht  mehr  mOglich. 
Die  Intervallmengen  i)***,  D",  2^  existiren  allerdings  auch  hier;  wenn 
man  aber  Teilintorvalle  so  wählt,  dals  das  Aber  sie  erstreckte  Iktegzal 
einen  unendlichen  Wert  liefert,  so  müssen  diese  Intervalle  immer 
sttmtlich  getrennt  von  einander  liegen.  Dies  ist  der  Grund,  ans  dem 


1)  Fiir  die  genauere  Analyse  der  geometrischen  Begriffe  auf  Grund* 
läge  der  Mengeutheorie  verweiHu  ich  auf  den  vierten  Abschnitt. 
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C.  Jordan  zu  dem  Schlufs  gelangt  ist,  dafs  es  bedingt  convergente 
■uneigentliche  Doppelintegra  1  o  nicht  giobt.  Man  sieht  aber 
zugleich,  dafs  wenn  man  die  Forderimg  dos  einfachen  Zusammen- 
hangs fallen  iSfst,  die  gleiche  Auffassung  den  bedingt  conyergenten 
em&chem  Integralen  gegenüber  PUts  greift^).  Dieser  AnffMSung 
bat  kOxzlicb  0.  Stolz  Ansdrack  gegeben  und  infolge  davon  auch 
die  Ezistens  des  bedingt  convergenten  einfaoben  Integrals  Temeinen 
zu  sollen  geglaubt*).  Mit  anderen  Worten:  Verlangt  man  nicht 
allein,  dafs  anf  jedem  6,  ein  Integral  existirf,  was  bereits  oben  als 
eine  notwendige  Ergänzung  der  Definition  für  das  bedingt  con- 
Tergento  Inteprral  erkannt  wrirde,  sondern  dafs  anoh  auf  jeder  be- 
liebigen Gruppe  von  Teilintervallen  der  d,  ein  Integral  existii-t,  so 
gclang-t  man  auf  Grund  dieser  Forderungen  nur  zu  dem  absolut 
convergeuten  einfachen  Integral.  Das  absolut  convergente  Integral 
besitzt  aber  auch  andererseits  alle  die  einfachen  Kigeuschaften,  die 
den  eigentlidien  Integralen  eigentfimlich  sind,  was  einer  näheren 
AosflUimng  nicht  bedarf*). 

Bal^  die  vorstehenden  Betrachtungen  über  das  Doppelintegral 
ohne  Ausnahme  anf  vielfache  Integrale  übertragbar  sind,  ist  evident, 


1)  Ein  einfaches  T3*'is|iiel  ist  Jas  folgende.  Man  gehe  von  einer  linearen 
Menge  T)  [  ]  aus,  die  im  Intervall  a  .  . .  h  liegt,  und  bestinmie  inner- 
halb jedes  fS^  eine  Function  f{x)  folgen dermafseu:  Man  teile  von  der 
Mitte  aus  in  Intervalle  von  der  Länge 

Bf  i 

80  dafs  ihre  Summe      beträgt,  und  gebe  f(x)  anf  ihnen  die  Werte  l, 

—  2,  -|-  3,  •  •  •  i  /i,  •  •  •,  80  existirt  für  jedes      ein  bedingt  convergente» 

Integral ,  dessen  Wert  2  e  lg  2  ist.  Nun  lasse  man  das  Intervall  a  .  .  .  b 
um  einen  Endpunkt  rotiren,  und  es  möge  /(x,  y)  auf  allen  Punkten  jedes 
so  entstehendna  Xreisee  denselben  Won  haben«  wie  f{x)  in  dem  besüg- 
liehen  Pimkt  von  a  .  .  h  Daun  kann  man  leicht  einfach  zusammen- 
hängende Gebiete  angeben,  in  denen  das  integral  unendlich  ist.  Giebt 
man  aber  den  Teflea  von  d^  die  Längen 

es  e 

so  erhält  man  absolut  convergente  Integrale.  Falls  Z>  eine  perfecte 
Menge  T  bestimmt,  so  existirt  für  das  Doppelinteinal  eine  perfecte  Menge 
von  Ejreisen,  die  die  Menge  darstdlen.  Man  kann  übrigens  die 
Fnnctionsbestimmung  leicht  so  abAadem,  dab  sie  aafier  in  iC«  übezail 
stetig  ist. 

2)  Gnmdzüge,  S.  144  und  Ber.  d.  Wien.  Akad.  Bd.  108,       S.  S34. 

Der  hierin  ausgedrückte  Gedanke  geht  auf  Wirtinger  zurück.  Auch 
F.  TToeevar  hat  schon  die  Unm?)<?lichkeit  der  Teilung  des  Integrals  in  be- 
liebige Teile  hervorgehoben,  Mon.  f.  Math.  4,  S.  177 

3)  Eine  ausfOhrliche  Darlegung  dieses  Thatbestands  giebt  Stols.  Ygl 
Gnmdxiige,  Teil  m,  Cap.  XTUI  and  Anhang,  Gap.  n. 
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da  dies  von  alleu  den  Begrilfeu  und  Öützeu  gilt,  auf  denen  ihre 
Beweise  rohen. 

Ebenso  begnüge  idi  mich  mit  dem  Hinweis,  dafs  durch  die 
Theorie  des  Doppelintegrals  nnd  der  mehrmaligen  LitegnJe  auch  die 

Differentiation  oities  Integrals  nach  einem  Parameter  in  mengen- 
theoretischer Hinsicht  erledigt  ist^). 

Sechstes  Capitel. 
Der  Fandamentalrots  der  Inte^alrechsim^. 

Der  Gmndsatz  der  hüheren  Aualysis  drückt  sich  darin  aus, 
dais  im  allgemeinen  differenmen  und  intogriren  umgekehrte  Ope- 
rationen sind.  Dies  trifft  in  vollem  Umfang  nicht  mehr  zu,  falls 
man  beliebige  Functionen  in  Betracht  zieht  Erstens  kann  der  Satz, 
dafs  das  Integral  F(x)  einer  integrirbaren  Fnnetion  f(x)  wiederum 
f(x)  als  Ableitung  besitst,  Ausnahmen  erleiden  und  ist  durch  den 
zutreffende  Sachverhalt  zu  wsetaen  (1).  Zweitens  erleidet  aber  auch 
der  Satz  gewisse  Ausnahmen,  da&,  wenn  F{x)  die  Function  f{x) 
als  Ableitung  besitzt,  aus  /(a:)  bis  auf  eine  Constante  immer  wieder 
F(x)  durch  Integration  hervorgeht.  Dieser  sogenannte  Funda- 
mentalsatz der  I  ntf  ^ralrechnung  wird  naturgemäfs  dann 
illusorisch,  wenn  die  Ableitung  fix)  nicht  iutegrirbar  ist  (3),  er 
kann  aber  auch  dann  versagen,  wenn  /\x)  integriibar  ist. 

Es  ist  du  Bois-Keymond,  der  das  Bedilrfnis  empfand,  eine  ge- 
naue PrAfong  dieser  VerhSltnisse  eintreten  zu  lassen,  zumal  im  ffin- 
hlick  darauf,  da&  die  Ableitung  von  F(x)  nicht  in  allen  Punkten 
bestimmt  zu  sein  braucht.  Er  bewies  zuent,  dafe  der  Fundamental- 
satz  immer  gilt,  falls  in  jedem  Punkt  eine  vordere  und  eine  hintere 
Ableitung  besteht  und  diese  integrirbar  ist  Bald  darauf  hat  sich 
auch  Dini  in  seinem  Lehrbuch  mit  dem  Satz  Ijeschäftigt  und  das 
Resultat  du  Bois'  auf  beliebige  Functionen,  deren  Ableituugswerte 
immer  endlich  und  integrirbar  sind,  ausgedehnt j  so  dals  der  Satx 
für  jede  derartige  Ableitung  erfallt  ist  (2). 

Anders  liegen  die  Dinge,  wenn  die  Ableitung  f(x)  auch  un- 
endlich wird,  so  dab  f{x)  nur  ein  uneigentlichee  Litegral  F(x)  be- 
sitzen kann.  Hier  besteht  das  hemerkenswerte  Besultat,  dafii  sich 
die  heiden  oben  gegebenen  Definitionen  des  uneigentlichen  Integrals 
dem  Fundamentalsatz  gegenüber  durchaus  verschieden  yerhalten.  Er 
gilt  nur  für  die  uneigentlichen  Integrale  erster  Art,  d.  h.  also,  wenn  die 
Menge  der  Unendlichkeitspunkte  abzählbar  ist,  wie  durch  Arbeiten  Ton 

1)  Vel.  hierüber  insbesondere  de  la  Vallee  Poussin,  Ann.  de  la 
Soc.  8C.  de  Brüx.  XVlb,  150  (1892),  sowie  Hossenfelder,  Programm, 
StmTsbiirg  i.  Wesipr.,  1891. 
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Holder  und  Scliecffcr  nachgewiesen  worden  ist  (5).  ilarnack 
hatte  den  ursprünglich  auf  jedes  uneigentliehe  Integral  aus- 
zudehnen Tenmdit,  hat  dies  aber  im  Ansflhlwfa  aa  die  eben  genannten 
Unteranchimgen  selber  riehtiggesteUt.  Es  sind  die  streckenweise 
Constanten  Functionen,  die  hier  eine  Bolle  spielen,  und  auf  deren 
Existenz  Harnaek  gerade  bei  dieser  Gelegenheit  geflüirt  wurde 

Eine  neue  tfntersuchungsricbtung  ist  auf  diesem  Gebiet  von 
L.  Scheeffer  eingeschlapren  worden  (4).  Spricht  man  den  Funda- 
mentalsatz dahin  aus,  dal's  zwei  Functionen  und  die 
überall  dieselbe  endliche  Ableitung  besitzen,  sich  nur  um  eine  Con- 
stante  unterscheiden  können,  so  kann  man  tragen,  unter  welchen 
Bedingungen  dies  Geltung  behält,  wenn  von  den  beiden  Functionen 
F(^jc)  und  nicht  mehr  bekannt  ist,  daüs  sie  in  allen  Punkten 
dieselbe  endliche  Ablettnng  besitien,  wenn  vielmehr  eine  Menge  Xr 
von  Ausnahmeponkten  ezistirt,  für  die  diese  Bedehung  nicht  mehr 
erfUllt  oder  nicht  bekannt  ist  (5).  Wie  Scheeffer  gezeigt  hat» 
bleibt  der  Satz  besteben,  falls  die  Menge  L  abzahlbar  ist  (6),  aber 
nicht,  falls  sie  die  Flüchtigkeit  c  hat.  Ist  L  insbesondere  eine  nirgend* 
dichte  Menge  der  Mächtigkeit  c,  so  braucht  die  Differenz  beider 
Functionen  wiederum  keine  Constanto  zu  sein,  sondern  kann  eine 
streckenweise  constaute  Function  bilden. 

Dem  obigen  Fundamcntalsatz  gehen  die  Sätze  von  Schwarz  ■ 
und  du  Bois  parallel,  die  ein  Kriterium  autstellen,  wann  eine  stetige 
Function  eine  lineare  Function  ist  (7).  Auch  hier  kann  mau  iragen, 
wann  dieser  Satz  durch  Ausnahmemengen  nicht  beeintrSehtigt  wird^ 
Diese  Frage  hat  msbesondere  fttr  die  Theorie  der  trigonometrischen 
Beihe  Wichtigkeiti  ihre  teilweise  Beantwortung  ist  bereits  im  Schiulis 
des  vierten  Capitels  enthalten.  Ebenso  lassen  sich  die  obigen  Frage- 
stellungen auf  mehrmalige  resp.  mehi&che  Integrale ,  insbesondere 
auf  Doppelintegrale  flbertragen  (8). 

1.  Es  werde,  wenn  f(x)  irgend  eine  eigentiich  oder  nneigent- 
lieh  integiirbare  Function  ist, 

a 

gesetzt,  so  folgt  aus  der  Integraldefinition,  welche  Function  /(de)  auch 
immer  sei,  daia  F(x)  eine  stetige  Function  von  x  ist.    Ist  auch 

fix)  eine  stetige  Function,  so  besitzt  die  Intcgralfunction  F{x) 
eine  zweite  grundlegende  Eigensehaft:  '^ii"  hat  in  jedem  Punkt  X  eine 
bestimmte  Ableitung  F'{x\  deren  Wert  gleich  f{x)  ist.   Diese  Eigen- 


1)  Dies  iat  auch  der  Grund  dafür,  daCs  mehrere  der  von  Ilarnack 
in  den  Math.  Ann.  19  u.  SS  ausgesprochenen  Sätze  nicht  zutreffen;  vgl. 
S.  145  dieses  Berichts.  Diea  trifft  auch  seine  Resultate  Aber  die  trigono- 
metrische Beihe. 
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schalt  kann  Jedooh  niofat  mehr  bwtohMi  bleiben,  wenn  9Üie  be- 
liebige {nrnktweise  mutotige  Function  ist.  Wird  nämlich  wieder  die 
mGgUchet  stetige  Function  ^(x)  herangezogen  (S.  184),  alio 

gesetzt,  so  liefern  gemUfs  S.  181  f(x)  und  (p(x)  dieselbe  Intogral- 
function  F(.r),  und  hioi-aus  folgt  dfntlich,  dais  in  diesem  Fall  der 
obige  Satz  über  den  Wert  der  AbU'itung  von  F(x)  durch  eine  all- 
gemeinere Fommlining  zu  ersetzen  ist.  Andererseits  erhält  di^e 
FornuiliiTing  durcli  Einführung  der  Function  fp(oc)  ihren  einfachsten 
Ausdruck,  In  der  Tbat  kommt  ja  für  die  Ableitungawerte  nur  ^(x) 
in  Frage,  wSbrend  die  in  if(x)  eingebenden  ftufinrlichen  Unstetig- 
keiten  in  dieeer  Hinsieht  belanglos  sind.  Auf  Qrond  der  gewtibn- 
lieben  Betraohtongen,  die  anf  dem  Ifittolwertsatz  beruhen,  folgt  mm 
sofort,  daXs  F(x)  in  Jedem  Stetigkmtspnnkt  von  p(x)  eine  bestimmte 
Ableitung 

besitzt,  in  jedem  Punkt,  wo  ein  Grenzwert  9(^6  0)  resp.  g)(x  —  0) 
existirt,  eine  bestimmte  vordere  oder  hintere  Ableitung 

F:^  (x)  =  ip{x  +  Oj,    Fl.  ix)  =  q>{x  0), 

wenn  dagegen  ein  solcher  Grenzwert  fehlt,  so  ezistiren  zwei  vordere 
resp.  zwei  hintere  Ableitungen,  die  durch  die  bezüglichen  Un- 
bostimmtheitsgrensen  von  (p(or  -\-0)  resp.  ^(x  —  0)  dargestellt  werden. 
Durch  EinfOhning  von  g>(x)  gelangt  man  also  zu  den  wirklichen 

Werten  der  Ableitnngen. 

Fassen  wir  nun  \\'ioder  die  Function  (p{x)  an  den  Unstetigkeits 
punkten  als  mehrwertig  auf  und  erinnern  ans,  dafs  das  Integral 
von  <p{x)  sich  nicht  ändert,  wenn  man  den  Wert,  den  man  der 
Function  an  einer  ünstctigkeitsstelle  erteilt,  auf  der  zu  x'  ge- 
hörigen ünstetigkeitsstreeke  »'  (8. 132)  beliebig  w&hlt,  so  folgt  so- 
fort, daTs  fOr  jede  Ableitung  DF(x)  die  Gleichung 

I  DF(x)  =  = J* f(x)dx  =  F(x) 

besteht,  und  es  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

I.  Ist  f{x)  eine  integrirbare  Function  und  F(x)  ihre 
Integra  1  fnnrtion,  so  !?ind  die  vier  Ableitungen  von  F(t) 
ebenfalls  intcgrirbar  und  liefern  wieder  F{x)  als  Integral* 
function. 

Man  kann  tibrigens  diesen  Satz  oinfacber  dahin  nti!;?5preehen, 
dafs  die  Differenz  f(x)  —  J)F(x)  eine  integrir))are  Nuiituiictiou  ist, 
und  zwar  für  jede  der  vier  Ableitungen  I)F{x), 
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Die  vorstehend  abgeleiteten  Beziehnnercn  zwischon  einer  inte- 
grirbaren  Fmicdun  f{x\  ihrer  lutegi'aliimttiuu  i'Xit)  und  deren  Ab- 
leitungen dürften  wohl  zuerst  in  den  einschlägigen  Darstellungen  von 
Thomae  und  Dini  auftreten;  Übrigens  findet  ach.  an  dieaen  Stellen 
insofern  eine  üngenatdgkelti  als  behauptet  wird,  dab  an  einem  Fnnkt, 
wo  f(x)  links  oder  redits  eine  Unstetigkeit  zweiter  Art  besitzt,  das 
Integral  eine  bestimmte  Ableitong  nicht  besitzen  kann^),  und  diese 
Bemerkung  ist  auch  von  den  spftteren  Autoren,  die  über  diesen 
Gegenstand  gearbeitet  )i?\tfcn,  nicht  corrigirt  worden*).  Solche  Stellen 
können  aber  sehr  wohi  StctigVt-itsstellen  von  ^(x)  sein  und  damit 
eine  bestimmte  Ableitung  zulassen. 

Ich  bemerke  endlich,  dufs  die  vorstehenden  Satze  sowohl  für 
eigentliche,  wie  für  uneigentliche  Integrale  Geltung  haben,  da  sie 
nur  auf  dem  Mittelwertaats  und  auf  der  Enstons  der  Fmiction  <p{x) 
bemhen,  die  ja  auch  bei  den  uneigentlichen  Integralen  eztstirt 

2.  Falli  die  stetige  Function  ^'(/)  in  jedem  Punkt  eine  be- 
stimmte endliche  Ableitung  f{x)  besitzt,  so  giebt  es  einen  dritten 
für  den  Integralbegriff  grundlegenden  Satif  der  in  der  Gleichung 

m 

(1)  F{x)  —  F{a)^J f(x)  dx 

a 

seinen  Ausdruck  findet.  Falls  die  Ableitung  von  F{x)  nicht  mehr 
bestimmt  ist,  g^lt  dieser  Satz  in  allgemeinerem  Sinn  für  jede  Ab- 
leitung DF(x)  von  falls  diese  endlich  und  integrirbar  ist, 
d.  h.  es  besteht  das  Theorem: 

n.  Ist  die  Function  F(x)  im  Intervall  a  *  <  •  &  stetig,  und 
ist  eine  ihrer  Tier  Ableitungen  stets  endlich  und  integrir- 
bar,  so  gilt  es  von  allen,  und  jede  dieser  vier  Ableitungen 
liefert  wieder  F(x)  als  Integralfunction. 

Diesen  Sats,  der  im  wesentlichen  von  du  Bois^  stammt,  kann 
man  folgendermafsen  beweisen.  Man  nehme  auf  a  •  •  •  d  die  Teil- 
punkte     x^'  • "  Xv  beliebig  an,  alsdann  ist  offenbar 

F{b)—Fa)^{x^  —  a)    '^^^g-^  +  fa-^)    l,-^^  +" 


Thomae,  Einleitung  etc  ,  J5  17;  Dini,  Grundlagen  etc.,  S.  369. 
Thomae   selbst  hat   allerdings  später  in  einem  Falle  auf  die 
mögliche  Existenz  einer  Ableitung  an  sülchen  Punkten  hingev^desen  (Gött. 
Nachr.  1893,      098),  ohne  jedocli  die  obige  Formnlining  zu  erreichen. 

3)  Abb.  (1.  Münch.  Ak.  XIT.  I,  S.  161  (1876);  sowie  Math.  Ann.  16, 
8.  116  (1880).  Vgl  auch  Dini,  Grundlagen  etc.,  S.  378  (1878),  sowie  Pasch, 
Math.  Ann.  SO,  8. 168. 

JahtwlMridit  d.  DMttaelMn  ll*UMiB.>y«rtbdB«aff.  Vnt,  S.  14 
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Nun  sei  DF{t)  wieder  irgend  eine  der  vier  Ableitungen  von 
alsdann  ist  bekäimüich  ^) 

wo  g  die  untere  Grenze  und  /  die  obere  Grenze  von  DF{p)  im 
Intervall  a  •  •  •  jCj  darstellt.    Daraus  folgt  aber  solort 

und  da  nun  DF(x)  als  integrirbor  angenommen  wurde,  so  conyei> 
giren,  Mls  die  Punkte  Ihtervall  a  •  •  >  d  Überall  diclti 

angenommen  werden,  G  und  X  gemeinsam  gegen  das  besttgliche 
IntegraL   Wird  nun  noch  b  dorch  «  ersetst,  so  folgt 

(2)  j*DF(,)'^Fix)-F{a). 

Es  giebt  also  auch  in  diesem  Fall,  von  einer  Conötanten  abgesehen, 
nur  eine  einzige  Integralfunction. 

3.  Dnr  vorstehende  Satz  schlierst  zunilchst  den  Fall  aus,  dafs 
die  Ableitungen  JjF(x)  emer  Function  F(x)  überall  endlich,  aber 
nicht  mehr  integrirbar  sind,  sei  es,  dafs  sie  eine  total  unstetige  oder 
eine  punktweise  unstetige  Function  darstellen,  tur  die  bei  gewissem  k 
der  Inhalt  /(£)>0  ist.  Die  Frage,  wie  die  Function  F(x)  von 
ihren  Ableitungen  abh&ngt,  bleibt  natflrlioh  bestehen,  sie  ist  aber 
mittelst  des  Iniegralbegriffes  nioht  iQsbar,  doch  önd  in  dieser  Biehtong 
nur  wenige  Schritte  nntemommen  worden*).  Es  lassen  sidi  aber 
jedenfalls  grofse  Klassen  von  Functionen  angeben,  für  die  dieser 
Sachverhalt  zutrifft.  Dies  gilt  natürlich  zunächst  von  den  streckenr 
weise  constanten  Functionen,  für  die  / {T)  >  0  ist,  andererseits  aber 
auch  von  allen  überall  oscillirenden  Functionen  und  denen,  die  sich 
auf  solche  reduciren  lassen.  Für  eine  überall  oscillireude  Function 
ist  nämlich  in  jedem  Intervall  <  0  und  l  >  0,  also  auch  G  <C  0 
und  X  >  0,   und  da  es  stets  Intervalle  a  •  •  •  d  giebt,   so  dais 

1)  Der  bezügliche  Sat?  wiurde  von  Dini  zuerst  ausgesprochen,  Atti 
deir  Acc.  dei  Lmcei  (3)  1,  S.  131  (1877)  und  Grundlagen,  S.  SM.  VgL 
auch  du  Bois,  Math.  Ann.  16,  S.  119  (18S0> 

S)  FOr  die  nicht  integrirbaiie  Ableitung  F'(x)  l&fet  sich  jedenfalls  ein 
oberes  Integral  0(t)  und  ein  unteres  U(j^}  definireu  V>r'v.lc  >md  stetige 
Functionen  der  oberen  Grenze  und  besitzen  ähnliche  Eigeuschafteu  wie 
dBS  eigentliche  Integ^raL  Man  kann  z.  B.  zeigen,  dafs  in  den  Stetigkeits- 
punkten von  F'(x)  sowohl  0(x)  wie  U(x)  den  Functionswcrt  F'(x)  als  Ab- 
leitung besitzen.  Fem*»r  zeigt  man  loi^ht,  dafs  F{x)  —  F-f^''  Tiwiachen 
0{x)  und  U{x)  enthalten  ist;  im  besondem  kann  0{x)  —  U(x)  eine  »treokeii'* 
weise  oonsteaAe  Fenoliea  sein  n.  §.  w.  Diese  Sitae  gab  Tolterra,  (Kom. 
di  met  19,  8.  840 ff.  (1881).  Sie  leesesi.sidi  ansdehnen  «ef  den  Ful,  dab 
eine  Ablettong  F'{m)  nicht  eiisturt. 
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JF(p)^F{a)  ist,  so  ist  damit  die  Behauptung  erwiesen.  Dieser 

schon  von  Dini  bemerkte  Umstand^)  ftthrt  2su  folgendem  Satz: 

HI.  Die  Ableitungen  einer  überall  oscillirendexi  func* 
tion  F(x)  sind  niemals  integrirbar. 

Daraus  darf  man  jedoch  nicht  schliefseu,  dafs  diese  Ableitungen 
immer  total  unstetige  Functionen  darstellen.  Wir  haben  jii  bereits 
erwiihut  (S.  148),  dafs,  wenn  die  Function  J^x)  in  jedem  Punkt 
eine  bestimmte  Ableitung  F'(x)  besitzt,  F'(x)  eine  punktweise 
unstetige  Fnnotioii  isi  Wir  KhUeCben  daher  wsiiBr,  da&  es  fOr  de 
Werte  k  geben  mnb,  so  daTs  fttr  die  Menge  K  der  Punkte  «  ^  jb 
der  InhaH  J(K)  >  0  ist*). 

Dagegen  folgt  aus  dem  Satac  I  Ton  S.  148,  dafs  wenn  eine  mono- 
tone Function,  die  nicht  aus  einer  unendlich  oft  osoillirenden  Functicii 
entstanden  ist,  in  jedem  Punkt  eine  bestimmte  vordere  oder  hintere 
Ahkitang  besitzt,  die  AUeitiuig  stets  inti^nrbar  ist 

4.  Der  Bttta  II  eehliefst  femer  auch  den  Fall  aus,  dafs  F(x) 
eine  integrirbare  Ableitung  besitzt,  die  nicht  mehr  überall  endlich 
ist,  nnd  es  fragt  sieb,  wie  weit  alsdann  sein  Geltungsbereich  geht. 
Vm  dies  ins  rechte  Licht  zu  setzen,  ist  es  zweckmHfsig",  der  Unter- 
suchung eine  Wendunt'  m  geben,  die  nnf  Scheeffer  zurückgeht. 
Unser  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  dem  sogenannten  F  und  amental - 
satz  drr  Integralrechnung,  der  in  seiner  einfachsten  Form 
besagt,  dafs  zwei  in  einem  Intervall  a  •  •  -  b  stetige  Functionen  F(xy 
und  ^(^))  die  überall  den  gleichen  endlicben  Differeatialquotieaiea 
beaitBan,  sich  nur  um  eine  Ccmstante  nutersofaeiden  kdnnen.  Nnn 
sei  eine  Menge  L  von  AnsnahmepunlEten  TOiiianden,  fOr  die  di» 
Endlichkeit  nnd  Oleicbhett  der  Ableitungen  nicht  mehr  behauptet 
werden  kann,  sei  es,  dafs  man  über  die  Differentialqnotienten  nichts 
weiTs,  sei  es,  daft  sie  aieirt  endlich  sind  oder  gar  nicht  existiren,  BO 
ist  die  Frage,  ob  resp.  wann  der  Schlnfs  auf  die  Oonstane  TOn 
F{x)  —  0(x)  dann  noch  gestattet  ist.  Hifrauf  läfst  sich  freilich 
eine  abschliefsende  Antwort  noch  nicht  geben.  Wie  bei  der  Dis- 
cussion  über  den  Wert  der  Ableitungen  liegt  aiK*b  hier  die  Schwierig- 
keit di^riu,  dais  man  es,  der  Natur  der  Sache  nach,  mit  Mengen  za 
thun  hat,  die  nicht  abgeschlossen  sind. 

Ifit  Seheeffer  sott  die  Untennehiing  Ton  rnnherein  io  teiv 
angemeinert  irerden,  daft  stsrtt  der  Diffimsitiahifiotianten  irgend  ein« 

1)  Grundlagen  etc.,  S.  383. 

2^1  Ein  Beispiel  einer  nicht  inte^prirbaren  Function,  für  die  überall 
eine  oestiiiiinte  Ableitiiag  F*(x)  existirt,  giebt  aach  Yoi terra  ^oni.  di 

mat.  19,  S.  33.5).  Er  setzt  Über  jedes  Intervall  d  ciurr  Menge  T,  fHr  die 
0  ist,  von  links  und  rechts  ein  .Stück  einer  Function  der  Gat- 
tung y  *=  .1*  sin  und  zwar  vom  Punkt  x  =  0  bi«  zum  ersten  Maxi- 
iniuü.  Für  diese  Function  ist  F'  ( r)  =^  0  in  jedem  Punkt  wn  T,  nad  sonst 
überall  F'{x)  endlich,  doch  ist  F'lx)  nicht  integrirbar. 

14* 
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der  vier  Ableitungen  in  Betracht  gezogen  wird.  Auch  für  sie  be- 
steht im  einfaehen  Fall  der  Fimdmentabatz  nneingeschtttnkti  nftm- 
lich  der  8ats: 

IV.  Hat  für  zwei  im  Intervall  a^x^h  stetige  Func- 
tionen F(x)  und  0{x)  irgend  eine  der  vier  Abloitungon  in 
jedem  Punkte  von  a  -  -  h  den  nämlichen  endlichen  Wert, 
so  können  sich  F(x)  und  nur  am  eine  Constante 

unterschoi  f1  on 

Da  dieser  Satz  ^ ;i  undlegend  üür  das  folgende  ist  .  teile  ich 
den  Beweis  Scheeiter  s  hier  mit.    Wir  betrachten  die  Function 

=  c(»  —  a)  +  F(x)  —  0(x)  —  {F(a)  —  0(a)), 

und  es  seien  DF{x),  DO{x)^  DW{x)  die  bezüglichen  Ableitongen. 
Wird  znn&chst  e  als  positiye  Constante  Torausgesetst,  so  beweist 

man  zunächst,  dafs  ^(x)  im  Intervall  a  ■  ■  ■  h  nirgends  negativ  sein 
kann.    Wäre  nftmlich  |  ein  Wert  des  Inter\allos  a  •  •  •  6,  so  dals 

^(X^  <  wiire,  so  giebt  os  pine  in  a  •  •  •  ^  enthaltene  obere  Grrenze 
I'  aller  derjenigen  Werte,  für  die  'I^(x)  nicht  negativ  ist,  und  es 
folgt  aus  der  Stetigkeit  von  ^(flc),  dafs  notwendig  ^(1)  =  0  ist. 
Es  ist  also  |'<  und  es  müCste  für  jeden  Wert  ^"  des  IntervaUes 
die  Kelation 

bestehen.  Daraus  würde  aber  weiter  DV(|')<CO  folgen:  da  aber 
andererseits  D<P{x)  und  JJW[x)  beide  überall  endlich  smd,  so  ist 
leicht  ersichtlich,  dafs  D^^(t)  =  c  ist  für  jedes  x.  Damit  ist  be- 
wiesen, dafs  ^{x)  nirgeuds  uegativ  sein  kami,  und  da  dies  für  be- 
liebiges (  gilt,  so  folgt  weiter,  dafii  auch 

F(x)  —  0{x)  -  [F{a)  -  <D(a)] 

nirgends  negativ  ist.  Ebenso  beweist  man,  daDs  diese  Differenz 
nirgends  positiv  sein  kann,  d.  h.  es  ist 

•  F(x)  —  0{x)  —  F(a)  —  0(a), 

womit  der  Sats  bewiesen  ist. 

5.  Sei  nun  die  Menge  X  der  Ausnahmepunkte  zunächst  nirgends 
dicht,  so  bestimmt  sie  eine  Menge  D { ^ )  punktfreier  Intervalle 
nnd  damit  eine  abgeschlossene  Menge  in  Besng  auf  die  L  fibec^ 
all  dicht  ist.  In  jedem  Intervalle  d  besteht  dann  der  Sats  IV  in 
der  Weise,  dab  die  Differenz  F(x)  —  0{x)  fOr  jedes  innerhalb  d 
gelegene  Teilintervall  f  eine  Constante  ist,  und  man  scblieTst  nun  ans 
der  Stetigkeit  von  F(x)  —  ^(x)t  dafs  dies  auch  für  d  selbst  der 
Fall  hi.  Oemäfs  den  Betrachtungen  von  S.  166  ist  daher F(x)  — 
entweder  eine  Constante,  oder  eine  streckenweise  constante  stetige 
Function.  Das  erste  ist  notwendig  der  Fall,  wenn  i  —  a  ist;  das 
zweite  kann  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  1  »  c  ist    Also  folgt: 
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V.  ist  für  zwei  stetige  Functionen  F(x)  und  ^{jc)  die 
Endlichkeit  und  Gleichheit  entsprechender  Ahleitungen  bis 
auf  eine  Menge  X  erfüllt,  so  ist  die  Differens  F(x)  —  <D(«) 
immer  dann  eine  Consiante,  wenn  die  ICenge  L  nirgends 
dicht,  und  die  durch  sie  bestimmte  abgeschlossene  Menge 
abz&hlbar  ist. 

Nimmt  man  nun  insbesondere  wieder  an,  dafs  die  Ableitungen 
in  L  überall  unendlich  sind,  so  fliefst  hieraus  sofort  die  Thatsadie, 
dafs  der  Satz  m  gilt;  d.  h. 

YI.  Ist  F{x)  eine  stetige  Function,  für  die  irgend  eine 
ihrer  Ableitungen  f(x)  intogrirbar  ist  und  ein  uueigent- 
liches  Integral  erster  Art  bildet,  so  gilt  die  Gleichung 

J f(x)  äx  ^  F(x)  —  F(a), 

a 

Ist  zweitens  die  Menge  L  nicht  abzBhlbar,  so  genflgt  es,  die  in 

Q  enthaltene  perfecte  Teilmenge  T  ins  Auge  zu  fassen.  Wenn  mm 
T  den  Inhalt  Null  hat,  und  man  weifs,  dafs  die  entsprechenden  Ab- 
leitungen T)F(x)  und  T)0(x)  ftberall  endlich  sind,  so  gilt  der 
Fundanientalsatz.  Dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes  IL 
Wird  nämlich 

W{x)  =  F(x)  —  0(x) 

gesetzt,  so  ist  DW(x)  eine  integrirbare  Function  mit  verschwindeu- 
dem  Integral,  nnd  nach  unserem  Satz  resp.  nach  Gl.  2)  folgt  jetzt 

X 

J DW(x)  —  V(x)  —  W(a)  «  0, 

womit  die  Behai^tong  erwiesen  ist.   Also  folgt: 

Vn.  Sind  für  zwei  stetige  Fnnctionen  F(x)  und  0{x) 
zwei  entsprechende  Ableitungen  DF(x)  und  D0{x)  in  allen 
Punkten  des  Intervalles  a"*h  endlich,  und  ist  ihre  Gleich- 
heit bis  auf  die  Punkte  einer  Menge  L  bekannt,  deren 
Inhalt  Null  ist,  so  ist  in  a  •  •  •  ^  die  Differenz  F(x)—0(x) 
eine  Constante. 

Derselbe  SchlufÄ»  gilt  übrigens  aus  densplbcii  (rriinden  auL-h 
dnnu  noch,  wemi  die  tTbereinstimrauiig  der  Ableitungen  nur  so  be- 
kannt ist,  dafs  die  möglichen  Ditferenzen  eine  integrirbare  NuU- 
function  allgemeinster  Art  bilden^). 

Sind  dagegen  die  Ableitungen  in  den  Punkten  der  niig«ids  , 
dichten  Menge  L  nicht  mehr  Qberaü  endlich,  oder  ist  /(X)  >  0,  so 
hört  die  Anwendbarkeit  des  Fundamentalsatzes  wirklidi  auf.  In 

l)  Ygl.  Ascoli,  Bend,  dell'  Ist.  Lomb.  (8)  12,  S.  216. 
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diesom  Fall»  kann  die  Diflbras  F(x)  —  0(p)  mSgHehorweiw  auch 
dae  streekenwelM  oonttania  Fonction  seia.  Die  Ameinaadersetzongan 

Ton  Cap.  4  lehren  nnn  aber,  dafs  dieser  hier  nur  als  mögHch  w- 
fcaoate  Fall  nuch  wirklich  zutrefifen  kann.  Denn  wir  haben  (S.  171) 
gesellen,  dafs  jede  streckenweise  constanto  Function  T(x),  für  die 
J(T)  =^  0  ist,  eine  Menge  flor  Mächtigkeit  c  besitzt,  an  der  eine 
vorflpre  odor  hintere  Ableitung  unendlich  grofs  ist;  wir  haben  weiter 
gesehen,  dafs  es,  falls  J{T)  >  0  ist,  Fonetioiirn  gcbeü  kann, 

die  in  allen  Punkten  von  T  endliche  Ableitungöwertc  be^itaen.  Bs 
sind  also  die  dortigoi  Besultate  in  Übereinatimmnng  mit  d^  hier 
gefiindepep.  Aneh  hier  aber  iet  sm  sagen,  daß»  die  faulieDgeii  ünier- 
soohungen  in  hi&veieheiideii  KxiterieD  ftr  die  GUtigkeit  dee  Fund»' 
mentaf^tiee  noch  nieht  geführt  haben  und  tUber  die  frOhersn  Besul* 
täte  nicht  hinausführen.    Wir  schliefsen  mit  folgender  Anssage: 

"VlUU  Ist  -j^C^)  e»ine  stetige  Function,  für  die  eine  ihrer 
Ableitungen  f(x)  integrirbar  ist  und  ein  uneigentliches 
Integral  aweiter  Art  liefert,  so  gilt  die  Belation 

X 

J'fQc)  dx  -  FQ,)  —  F(a)  +  T(x)  —  T{a), 

a 

WO  T(9)  eine  gewisse  streckenweise  constante  Fanction  iei. 

Hierin  findet  der  TTnterschied  swisoheii  den  beiden  Gattungen 
nneigentlicher  Integrale  seinen  einfadisten  Ausdruck. 

6.  Es  ist  endlich  noch  der  Fall  m  erledigen,  dab  die  Uenge  X 
flberall  dicht  ist  Für  ffiesen  Fall  ist  bisher  nur  ein  einziger  Sats 
bekannt^  und  swar  der  folgende: 

IX.  Ist  die  Henge  L  der  Ausnahmepunkte  abs&hlbar, 
und  weifs  man,  dafs  von  den  beiden  Ableitungen  DF(9) 
und  D0(x)  an  jedem  Funkt  von  X  mindestena  eine  end- 
lich ist,  so  gilt  der  Fundamentalsatz. 

Zum  Beweise  führen  wir  eine  Fonction  ^e(^)  ^  durch  die 
GÜfiichung 

—     +  F(t)  —  0(jr), 

wo  zunächst  wieder  c  positiv  soin  luögo.  Es  tolgt  itunächst,  daüs  für 
jeden  Punkt  r,  der  nieht  zur  Menge  L  gehört,  DWe(x)  ^  C  ist. 
Wir  nehmen  nun  wieder  an,  es  gäbe  einen  Wert  |,  so  dals 

Fii)  -  0(Q  -  (F(a)  —  0{a))  «  -  m 

wäre,  wo  m  >  0  isti  und  bestimmen  jeiat  c  so^  dab  für  m>fi>0 

Vc®  —  V.(a)  — — a)— m<  — » 

ist,  was  stets  moglieli  ist.  Tin  Intervalle  n  •  •  •  |  giebt  es  nun  wieder 
eine  obere  Grenze  derjenigen  Werte  Xf  für  die  Wc{x)  —  ^c(^)  ^  —  a 
ist,  und  es  folgt  wie  oben,  da£s  wegen  der  Stetigkeit  von  ^^(x) 
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ist.  Daraus  folgt  wiederum  D'P<r(Sc)^0,  und  dies  ist  mir  so 
möglich,  rlaf-      ©in  Punkt  der  Menge  L  ist. 

Hält  man  m  und  w  fest,  so  kann  man  die  Conbtantt'  r  inner- 
halb eines  gewissen  continuirlicben  Bereichs  beliebig  variiien.  c' 
ein  anderer  Wert  von  ilir,  so  gebort  dazu  ein  Wert  gc  i  ^ür  den  die 
Oleidmug 

9'.'(fc,0  —      (a)  ^  n 

•  bestehen  mflfste,  und  von  dem  man  leicht  beweist,  dafs  er  von 
Terschieden  ist.    Die  Menge  L  =^  [i^c\  uiüTste  also  die  Mächtigkeit  c 
b«rit»ap,  wilii«ibd       doch  absSidbu  ist   Damit  isi  dargvttum,  da(s 
die  Aimahmn  m>0  nnsaUisig  ist;  ebenso  seigt  mea  die  ünmlkssig* 
Iceit  fOB  ii»<0,  wofans  der  Sais  wiedemm  älgt 

Dieser  Satz  hat  eine  bemerkenswerte  praktisdhe  Gonsequesa. 
Es  folgt  aus  ihm,  dafs  der  Schlufs  auf  die  Constanz  der  Diflferens 
F{x)  —  <P(aj)  immer  dann  zulässig  ist,  falls  die  Gleichheit  ent- 
sprechender Ableitungen  für  alle  irrationalen  Punkte  eines  Inter- 
valls bekannt  "Dapt  L^on  ist  er  nicht  mrhr  erlaubt,  falls  diese 
Übereinstimmung  uui  tiii  alle  rationalen,  lesp.  jede  andere  überall 
dichte  und  ab<:iiiiib;iiu  Menge  besteht.  Um  dies  nachzuweisen,  hat 
man  nur  zu  zeigen,  dafs  man  jeden  rationalen  Punkt  als  inneren 
Pniikt  einet  Interrallee  einer  Menga  D  { d )  betnoltoi  kann, 
die  eiaa  perfeeta  Menge  T  bettmuaft;  denn  alsdaan  wird  die  Differens 
<fr(jB)  eine  sn  dieser  Menge  gehAtige  sireckenwease  oonstanto 
Fimction  sein  können.  Eine  solche  Intervallmenge  wird  aber  durch 
das  firtther  erörterte  Beispiel  einer  Borersohen  Mengt  dargetteilt 
(Ö.  104).  • 

Scheeffer  knüjtft  hieran  die  RpTtirrkung,  dafs  dir  Silt/p  dfr 
Intetrralrecbnung  fehlerhaft  sein  wiii-deu,  wenn  man  als  Beirii  h  drr 
xmabliaiigigen  Variablen  die  rationalen  Zahlen  %u  Grunde  legte,  wie 
dies  den  Tendenzen  Kronecker's  in  ihrer  strengeren  Form  ent- 
sprechen würde.  Falls  man  dies  aber  doch  thut,  mllfote  man  wieder 
den  Begriff  der  gUictai&igtn  Differeiiairbaiktit  tinittlizea,  in  Ana- 
logie mit  dam,  was  wir  oben  fUr  den  Stttigkeittbtgriff  dct  nlhtrtn 
ans jjr. führt  haben  (S.  120). 

Die  hiennit  fttr  einen  speciellen  Fall  berührte  Möglichkeit,  dafs 
die  Ausnahmemenge  L  überall  dicht  und  nicht  abzahlbar  ist»  hat 
eine  Behandlung  aUgeweiner  Tragweite  noch,  nicht  erfahren. 

7.  Die  wichtige  Benehong,  die  zwischen  dem  FnndamentalsatK 

•  der  Integralrechnung  und  den  strecJienweise  constanten  Functionen 
besteht,  Cibertrftgt  sich  anf  di^nigen  dem  Fnndamentalsatz  analogem 
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Biltse,  in  denen  höhere  Ableitungen  anftreten.    Hier  ist  in  erster 

Linie  der  Satz  von  Seh-warz*)  zu  erwähnen,  dafs  eine  stetige 
Function  Ji'ix)  eine  lineare  l'unction  ist,  iails  überall  der  Grenzwert 

den  Wert  Null  hat,  sowie  die  verallgemeinerte  Form  des  Satzes, 
die  auf  du  Bois  zurückgeht*).  Um  '^i'^  klarzustellen,  führt  man 
zweckmäfaig  fiir  jede  Stelle  x-  die  L'nbcstimmtbeitsgrenzen  0(^r) 
und  U(x)  des  obigen  Quotienten  ein  und  definirt  eine  Function  f{x) 
so,  dafs  sie  überall  einen  zwischen  0{x)  und  U(pc)  liegenden  Wert 
hat  Wenn  dann  diese  Function  f{x)  überall  endlich  und  integrir- 
bar  ist,  was  immer  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Differeox  * 
0(x)  —  U(x)  eine  Integrirbare  Nullfunotion  darstellt,  so  kann  sich 
gemftls  dem  Sata  von  dn  Bois  das  sweimalige  Integral  TOn  f(wy 
Ton  der  Function  F(x)  nur  um  eine  lineare  Function  unterscheiden. 
Dieser  Satz  hat  bekanntlich  für  die  Theorie  der  trigonometrischen 
Eeihe  Wichtigkeit.  Er  hat  durch  0.  Hölder^)  eine  neue  und 
zwingend»^  "Renriindung  erfahren. 

Man  kann  wieder  fi-agen,  inwieweit  diese  Sätze  Geilung  be- 
halten, falls  eine  Menge  L  von  Ausnahmcpunktcu  existirt.  Für  den 
Fall,  dafs  die  Menge  nirgends  dicht  ist,  läJOst  sich  die  Antwort  leicht 
geben.  Znnäehrt  mnlb  cUe  Fonction  auf  jedem  zur  Menge  L  ge- 
hörigen Intervall  d  linear  sein.  Daraus  allein  l&Tst  sich  aber  ein 
weiterer  Sehloüs  hier  nicht  siehen,  selbst  wenn  die  Menge  L  endlich 
ist.  Der  Fall,  der  hier  allein  intereirairt,  ist  derjeiii„o,  dafs  die  Func- 
tion in  jedem  Punkt  eine  bestimmte  Ableitung  besitzt;  dieser  Fall 
hat  aber  .schon  früher  seine  Erledigung  gefunden.  Nur  wenn  L 
abzUhlbar  ist,  liefs  sirh  jT'nTiiif«  Satz  IX  von  S.  175  schlielsen,  d&Cs 
die  Function  im  <    :>amtmiervall  linear  ist. 

Der  Fall,  dais  die  Menge  X  überall  dicht  ist,  ist  noch  nicht 
behandelt  worden. 

Die  YOTstehenden  Betrachtungen  lassen  'sich  anch  auf  mehr- 
malige Integrale  und  höhere  Dlfferentialqnotienten  Ubertiagen,  ohne 
jedoch  zu  neuen  Fragestellungen  prindpieller  Natur  Veranlassung 
SU  geben^). 

8.  Die  Benehnngen  zwischen  einer  Function  f{x)  und  ihrer 
Integralfnnction  F(x)  lassen  sich  auf  Functionen  mehrerer  Variablen 
ausdehnen;  einige  Andentungen  hier&ber  dfizften  genügen. 

1)  Joum.  f.  Math  78,  8.  141. 

2)  Abh.  d  Münch.  Ak.  XH,  S.  141  ff,  {1879\  Ascoli  beweist  den  Sats 
für  den  Fall,  dafs  0(.r)  und  U{.i^  integrirbare  Nidlfanctionen  sind.  (Ann. 
di  mat.  (2)  7,  S.  290.)   In  diesem  Fall  ist  der  Satz  erident. 

3)  Math.  Ann  24,  S.  188.   Vgl.  auch  Harnaok,  Math.  Ann.  24,  8.  S4I. 

4)  Diese  Ausdehnung  hat  Harnack  durchgeführt,  Math.  Ann.  88, 
S.  270  und  24,  S.  247.    Vgl.  übrigens  die  Anm.  1  auf  S.  146. 
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ZwoA/ohsk  wird  es  wieder  iweekm&Ibig  sein,  die  Fnnctioii  f(x,  y) 
durch  die  zugehörige,  möglichst  stetige  Function  ^(jß,  ff)  zu  eisetaeii, 
die  sich  ergiebt,  wenn  man  die  Function  f{x^y)  nur  fÖi  die  Stetig* 
keitspunkte  definirt  denkt  und  sie  dann  auf  das  Gesamtgebiet  er- 
weitert, so  dal's  f{x^y)  und  tp{x^y)  sich  nur  um  eise  integrirbare 
Nalifanctiou  unterscheiden  können.    Akdann  ist 


tt  b  ab 

und  es  bestimmt  daher  auch  in  diesem  Fall  die  Function  qpfr,  ff)  die 
wirklichen  Werte  der  Ableitungen  von  F(x^  y).  Insbesondere  ist  iu 
jedem  St^tigkeitspnnkt  von  (p(x,  tf)  eine  partielle  Ableitnnsr  nach  or, 
eine  nach  y  und  eine  einzige  uucb  x  und  y  stets  vorhanden.  An 
den  ünsteligkeitepimkten  yon  tp^x^  y)  hingegen  unterliegen  die  Ab- 
leitungen Ton  F{Xj  y)  andon  Oesetien,  die  von  der  Art  der  ün« 
Stetigkeit  abhlagen^). 

Man  kann  andi  hier  Betrachtongen  anstellen,  die  denen  über 
den  Fundamentalsatz  parallrl  gehen,  insbesondere  wieder  fragen, 
wann  der  Schlufs  auf  die  Constanz  der  Differenz  F(x^  y)  —  <2>(jr,  y) 
bestehen  bleibt,  vorausgesetzt,  dafs  im  allgemeinen  F(i\y)  und 
<I>(a;,  y)  die  gleichen  partiellen  Ableitungen  besitzen,  und  dafs  diese 
bis  auf  eine  Menge  L  von  Ausnahmepunkten  den  bezüglichen  fun- 
damentalen Sätzen  genügen.  Ist  diese  Menge  zunächst  nirgends 
dicht,  so  kommt  es  auf  die  abgeschlossene  Menge  ^  an,  die  durch 
die  sa  X  zugehSrige  Qebietsmenge  D  =  [6]  bestimmt  wkd.  Ist  sie 
abslhlbar,  so  mfissen  gemftHs  8.  85  immer  zwei  Bereiche  d'  und  d'' 
benachbart  sein,  nnd  der  Schlufs  bleibt  in  Kraft;  ist  sie  nicht  ab- 
zählbar, so  kann  wiederum  F{x^y)  —  <Z>(x,  y)  =  T(jB,y)  sein,  wo 
T(x,y)  eine  gebietsweise  constante  Function  darstellt. 


Siebentes  OapiteL 
Die  CoiYergeni  der  Reihen  und  die  PmietioDsfolgen. 

IHe  BestimmutiL'  einer  Function  durch  eine  Fundamentalreihe 
oder  Folge  von  Functionen  bildet  eine  der  fnndaraentalsten  Definitions- 
methoden der  gesamten  Analjsis.  Wii-  begegnen  ihi-  vielfach  auch 
da,  wo  sie  als  Grundlage  der  DarsteUungsweise  nicht  so  unmittelbar 
SU  Tage  tritt  Zonftchst  weise  ich  auf  die  Tiel&ch  benutzte  Methode 
hin,  Functionen  mit  Ausnahmeerscheinungen  dadurch  su  bilden,  daHi 


1)  Freüicli  kann  der  ünstetigkeitscharakter  von  a  (x,  y)  ein  weit  mannig- 
faltigerer sein,  als  der  einer  Ftmction  einer  Variablen.  Vgl.  S.  ISÖ. 
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man  den  Orenzwert  geeigneter  Fimciionisusdrücke  in  Betracht  zieht 
Dieselbe  Darstellungsweise  ist  es  aber  waßk,  die  im  der  Bestimmung 
einer  Function  durch  eine  überall  dichte  Menge  vorgeschriebener  Werte 
zum  Ausdruck  kommt,  insbesondere  also  auch  bei  derjenigen  Corj- 
struction  stetiger  Functionen,  die  in  Cap.  III  und  IV  ausgeiiiiirt 
wurde.  Immer  handelte  es  sich  ja  darum,  die  Fnnctionswerte  au 
einer  Menge  X,  sich  mehr  und  mehr  hUutender  Punkte  so  vor- 
zuschreiben, dafs  die  Functioo,  die  dem  zugehörigen  Poljgouzug  entr 
fiprichtf  in  der  Ghrease  in  ebte  Vnnelioii  aiit  gewissen  Eigensoibafteii 
ftbergeht.  Dieser  einftche  Grondgedanke  ist  es  aoch,  der  in  dem 
Satz  TOD  Weierstrafs  zum  Ausdruck  kommt,  dafs  eine  stetige 
Fanction  f(x)  dntck  eine  Beihe  ganzer  rationaler  Ptmctionen  gleidh- 
mlUidg  approximirt  werden  kann.  Denn  da  sieh  ein  Intervall  a  -  -  -  b 
immer  so  in  eine  endliche  Zahl  von  Teilen  aeilegen  ISM,  dafs  in 
jedem  die  Oesamtschwankting'  der  Function  unter  einer  Oröfse  ff 
bleibt,  so  kann  man  sich  einer  stetigen  Function  durch  ein  ihr  ein- 
geschriebenes Polygon  von  wachsender  Seitenzahl  gleichmiifsig  an- 
nähern; und  so  elementar  diese  Bemerkung  ist,  so  wichtig  scheint 
sie  mir  doch  durch  den  Umstand  zn  werden,  dafs  C.  ßunge*)  und 
ganz  kürzlich  0.  Lehesgue')  von  ihr  aus  auf  einfachen  und  fast 
elementaren  Wegen  zu  dem  analytischen  Ansdrack  geeigneter  ganzer 
Functionen  resp.  Polynome,  die  gegen  die  stetige  Function  f(x) 
convergiren,  gelangt  sind^). 

Bei  dieser  Anfihssnng  ist  zwischen  deijenigen  Definition  einer 
Function,  die  auf  Fizimng  ihrer  Werte  an  einer  abzfihlbaren,  flherall 
dichten  Menge  bemht,  und  denjenigen,  die  in  ihrer  Approximation 
durch  eine  abzahlbare  Menge  analytisch  gegebener  Fnuctionen  be- 
steht, kein  wesentlicher  Unterschied  mehr,  und  wenn  2.  B.  Bini  zu 
der  von  ihm  aufgestellten  Klasse  nirgends  differenzirbarer  Functionen 
dadurch  gelangt,  dafs  er  sie  durcli  eine  unendliche  Reihe  überall 
stetiger  und  differenzirbarer  Functionen  darstellt,  so  ist  dies  der ' 
Sache  nach  durchaus  die  uümliche  Methode  wie  diejenige,  die  den 
Betrachtungen  von  Capw  IV  zu  Grunde  liegt.  In  der  That  knüpft 
ja  auch  das  Besultat  Dini's  an  die  nSmlichen  Quotienten  syzijf  an, 
die  oben  in  erster  Linie  in  Frage  kamen. 

Diesen  Ausffthrungen  möchte  ich  gern  eine  Stelle  gew&hren,  da 
de  mir  geeignet  scheinen,  die  Wertschltxang  dar  dort  Ufar  die  Analyse 


1)  Vgl.  k  B.  Thomae,  Einleitung  etc,  S  4ff.,  du  Bois,  Math.  Ann. 
7  S'  *>il,  u.  a.  Eine  grofse  Zahl  solcher  Beispiele  enthalten  die  An- 
merkuiigen  zu  dem  Pringsheim'scben  Artikel  II,  A,  1  der  Encjklopädie 
4er  maSt  Witt. 

2)  Acta  math.  7,  S.  887. 

3)  Bnll.  (IcB  Scienc.  f5         22,  Ü.  27S 

A)  Die  obige  Überlegung  bildet  auch  den  AuHgau^spuokt  der  mehr- 
fach enrUmtea  Arbeit  von  Brodln  in  Jeurn.  i.  Halb.  Bd.  lU,  8. 1. 
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d«r  FAaetioiieii  m  Gnmde  gtlegten  DmtoUungsiiMfihodeii  xu  «rliOlieii. 
Was  ftbrigw  dieia  Hathoden  mit  der  Benutsoag  d«r  Fonctioauifolgen 
als  ilirs  wsseniliehe  Eigenschaft  ganMÜi  habse,  ist  der  Umstand,  dafs 
.  .  immer  mir  eine  absählboie  Menge  von  Vorsehriften  benatzt  wird, 
jaaA  dies  natürlich  so,  dafs  eine  endliche  Menge  solcher  Yorschriftra 
zur  Erlcennung  der  bezüg^liclien  GesetzmUfsigkcit  im  allgemeinen 
genügt,  in  den  einfachsten  Fallen  sof^ar  oino  oin^ipe^K  Weiter  auf 
die  Vorst (  liend  skizzirten  Probleme  euungeheo,  liegt  jedoch  aaDBer- 
iiaib  des  Kähmens  dieses  Berichts.  • 

Die  Darstellung  von  Functionen  durch  Reihen  kommt  hier  zu- 
nächst in  der  Hinsicht  auäfiihrlicher  in  Betracht,  dafs  man  mit  ihnen 
Fonctionen  bildet,  die  unendlich  viele,  selbst  überall  dicht  liegende 
«inguläre  EigsBsclMftefi  Inbea  (1).  Hftnksl  ist  es  bakaantliall,  der 
^sse  Aufgabe  soent  in  Angriff  nabm,  mit  der  ansgeqHrooheiien  Ab- 
«idtt,  das  T<m  Bis  mann  gegebene  erste  Beispiel  m  TeraUgememem. 
Das  von  ihm  zu  diesem  Behuf  erfundene  Prinoi|»,  das  den  Kamen 
desPrindps  der  Yerdicbtung  der  Singularitäten  trägt,  bat  einer 
Anregung  von  Weierstrafs  zufolge  durch  Cantor  eine  Form  er- 
halten, dnCs  p«;  auf  jede  abzilhlbare  Punktmenge  anwendVtar  und 
überdies  einwandsfrei  ist.  In  neuerer  Zpit  i'^t  das  Pinnip  von 
Breden  lienutzt  worden,  um  punktweii>e  unstetige  iSiüliunctionen 
durch  analytische  Ausdrücke  darzustellen,  und  zwar  mit  der  Modi-« 
hcatiou,  dafs  statt  der  Summenau^diücke  gleichwertige  I*roduct- 
aoadrücke  benntst  werden. 

Eine  zweite  IVage,  die  ieh  bier  bebaadle,  bcifanflft  die  PonUe 
ungleicbmftfsiger  ConTsigens  einer  Reihe,  insbesondere  ibre  Yer- 
teünng  in  dem  Eall,  dalii  die  Beibe  eins  ftbsrsll  stetige  ITunotion 
darstellt  (2).  Auf  diesem  Gebiet  waren  maneberlei  Gontroversen 
auszutragen,  ehe  m m  zu  eiawandfreisn  Besultaten  gelangt  ist.  Die 
letzte  Behandlung  der  Frage  verdankt  mSB  W.  F.  Osgood  (3);  er 
hat  auch  die  Integrirbarkoit  einer  derartigen  Reibe  geprüft  und  die 
vorher  vorhandenen  Trrtfimer  hen'chtipf  (4).  Die  von  ihm  erreir-hten 
Resultate  kihinen  als  dehnitiv  betrachtet  werden.  Die  wesmi liehe 
Grundlage  der  Schlüsse  besteht  darin,  dafs  auch  hier  abge.SL-hlüSsene 
nirgends  dichte  Mengen  das  Opcrationsobject  bilden  imd  damit  die 
Untersuchung  wesentlich  erleichtem. 

Aneh  der  allgsmeinsts  Fall  einer  Fmudamentaheihe  stetiger 
Fnnetionen  ist  ktolieh  Gegenstand  erfolgreicher  Behandlung  ge- 
wesen. Seitdem  der  Begriff  der  ungleicbmSfingon  Gonvergenz  durch 
Stokes  und  Seidel  eingeftthrt  wurde,  woilb  man,  dafs,  wenn  die 
durch  eine  unendliche  Reihe  dargestellte  Function  eine  ünstetigkeit 
aufweist,  der  Unstetigkeitspttnkt  ein  Funkt  ungleichmäfsiger  Con- 


1)  Vgl.  hierzu  auch  BrodL-n,  «lor  f^ich  allgemein  mit  der  Menge  der< 
artiger  Vorschriften  beschäftigt.    Acta  Lmv.  Lund.  8,  S.  1. 
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vergenz  sein  muTs.  Bis  yor  kurzem  besehrftnkte  dch  aber  iinBer« 
weitere  Eenntnifl  der  Darstellimg  von.  unstetigen  Functionen  als 
Folgen  stetiger  oder  auch  unstetiger  Functionen  weeentlich  auf  Bei- 
spiele resp.  auf  gewisse  Kunstgriffe  allgemeinerer  Traew  ito.  Ein 
Resultat  aUgemeineren  Inhalts  ist  erst  seit  kurzem  vorhanden  (6). 
Man  Tcrdankt  die  ebenso  oing-ohende  wie  weitausblickende  Behand- 
lung dieses  (lebiets  K.  Baire,  der  hier  durchaus  neue  Wege  ge- 
gangen ist.  Er  hat  die  Frage  in  Untersuchung  genouimen,  wie  eine 
punktweise  unstetige  Function  beschallen  sein  mufs,  um  durch  eine 
Folge  stetiger  oder  ganzer  rationaler  Functionen  darstellbar  zu  sein, 
und  gelangt  zu  dem,  Resultat,  da£s  sie  in  Bezug  auf  eine  jede 
perfecta  Menge  kOdistens  punjrtweise  unstetig  sein  darf;  umgekehrt 
ist  sie  aber  alsdann  auch  immer  durch  eine  solche  Folge  darstellbar. 
IHe  neuen  Ideen,  die  ihn  su  diesem  Resultat  geführt  haben,  hab«n 
es  sogar  ermöglicht,  auch  die  Darstellung  von  total  unstetigen 
willkürlichen  Functionen  durch  Folgen  und  zwar  mehrfache  Folgen 
stetiger  Functionen  in  Angriff  zu  nehmen  (8). 

Eine  unendliche  T^oihe  von  Functionen  lUfst  sich  auch  von  dem 
Gesichtspunkt  aus  betraciiten,  duls  man  die  Punktniengen  untersucht, 
an  denen  die  Convergenz  auf  lii'irt  (  9 ).  Diese  Mengen  sind  jedoch  nicht 
abgeschlossen,  und  daher  felilt  es  liier  noch  an  einfachen  Resultaten. 
Eine  sehr  bemerkenswerte  Keihi-ugaUuug,  bei  der  die  Divergenzstellen 
flberall  dicht  liegen  ^  während  die  ReUie  zugleich  ßkr  eine  dberall 
dichte  Menge  convergirt,  hat  Borel  angegeben  (10).  Im  ftbiigen 
ist  das  hier  bezeichnete  Problem  nur  in  der  Theorie  der  trigono* 
metrischen  Reihen  praiktisch  hervorgetreten.  Ihrer  habe  idi  daher 
ebenfalls  noch  kurz  zu  gedenken,  naturgemäfs  unter  Beschrftnkung  auf 
diejenigen  Probleme^  in  welche  die  Theorie  der  Punktmeogen  binein- 
spieltM.  "Mit  ihnen  haben  sich  insbesondere  Harnack  und  Holder 
beschäftigt,  insbesondere  vei*dankt  man  Holder  eine  ex:i'  tf  Erledigung 
des  Falles,  dafs  unendlich  vIpIc  Stellen  auftreten,  an  deneu  die  Reihe 
divergirt,  wilhrend  Harn  a  i  k  wesentlich  die  Stellen  endlicher  Oscüiation 
der  Reihe  in  Betracht  gezogen  hat  (11). 

1.  £s  seien 

(1)  Ui(x),  uj(ic),  •  •  •  u,{x),  •  •  • 

Functionen  im  IntervaU  a-^  x        und  es  werde 

(2)  Sr(x)  =  ui  (x)  -\-nt{x)-{  1-  t<,  {x) 

gesetzt,  so  dafs  die  Reihe 

(3)  «i(«)»«t(«),  --«.(x),... 

1)  Eine  historische  Darstellung  der  Entwickelung  der  Theorie  findet 
sich  bekanntlich  in  der  Dissertation  von  A.  Sachse  (QOtfeiilgeii  1879) 
und  Zeitschr.  f.  Math.  25,  S.  231  CErgünzungsband). 
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entsteht.  Wenn  diese  Reihe,  was  deu  eiut'achsteu  Fall  dai'stellt,  für 
jedes  a^x^b  convergirt,  so  soll  sie  ose  Folge  oder  Fanda- 
mentalreihe  von  Functionen  heifsen.  Sie  stellt  dann  eine  un 
Intervall  a  •  •  -  6  emdentige  Fiinotion  dar,  die  durch  Su{x)  bezeichnet 
werden  soll.   Die  Functionen  resp.         können  im  ttbrigen 

gans  beliebig  sein. 

Statt  einer  Folge  von  Ftinetionen  Sr{x),  die  durch  Gleichung  (2) 
definirt  ist,  kann  man  anrh  solche  Folgen  in  Betracht  ziehen,  die 
als  Producte  einer  unbegrenzt  zunehmenden  Zahl  von  Factoren  ihi^x) 
definirt  sind,  so  dafs  ' 

ist  nnd  lini|>»(a:)  =  ji^ip^). 

Die  erste  allgemeinere  Au^he,  die  man  hier  stellen  mag,  ist 

diejenige,  die  Hankel^)  durch  das  Princip  der  Verdichtung  der 
Singularitäten  gelöst  hat  Diese  Aufgabe  fordert,  Singularitäten 
irgend  welcher  Art  an  einer  überall  dichten  Menge  so  zu  häufen,  dafs 
sie  sich  gegenseitig  nicht  stören.  Wenn  fpdf  )  an  der  Stelle  y  «=»  0 
ein  singuläres  Verhalten  aufweist,  so  setzt  üankel 

» 

Uf  (x)  =  ^ 9  (sin  vn») ,   $p («)  ^^A^tp  (sin  vnx) 

und  unterwirft  die  der  Bedingung,  dafs  die  bezügliche  unendliohe 
Reihe  convergirt.     Die  so  definirte  Function  wird  danu  im 

allgemeinen  au  allen  rationalen  Stellen  eine  analoge  Singularität 
besitzen,  wie  fpiy)  im  Nullpunkt.  Dieses  sehr  fruchtbare  Fiiucip  ist 
spaLer  insbesondere  von  Dini')  näher  erörtert  und  strenger  formulirt 
worden. 

An  diesem  Princip  hängen  aber,  wie  Oantor')  ausgeführt  hat, 
drei  wesentliche  Mängel.  Erstens  ist  die  Punktmenge,  auf  die  äch 
die  Singularitäten  erstrecken,  nicht  hinreichend  hcdiebig;  iweitens 
irird  die  Singularität,  die  an  der  Stelle  x^piq  auftritt,  nicht 
aus  einem  einselnen  Glied  der  Keihe  stammen,  sondern  aus  unendlich 
Tielen,  und  es  bedarf  daher  in  jedem  Fall  der  Untersuchung,  ob 
diese  Singularitäten  sich  nicht  etwa  gegenseitig  zerstören*);  drittens 
legt  aber  auch  die  Einführung  des  Sinns  der  Function  unnötig 
Schwankungen  auf,  die  dem  ihr  zu  erteilenden  Verhalten  durchaus 
fremd  «;ind.  Demgegenüber  hat  Cantor  die  Hankel'sche  Methode 
aut  nacu;>tehende  Weise  verallgemeinert  und  zugleich  verciuiacht. 

•  1)  Math.  Ann.  20,  S  C-^. 
2  Onmdlagcn.  S.  157  tf.    Ypl  auch  Darl>Aiiv,  Ann.  de  l'Ec,  norm. 
{2j  i,  i).  92  tf.    Vgl.  auch  die  folgende  Anmerkung,  * 
8)  Math.  Ann.  19,  S.  588. 

4'  rh  Gilbert  hat  darauf  hingewiesen,  da^  dies  wirklich  eintreten 
kann.    (Bull,  de  lAc  de  Belg.  (2)  Bd.  23,  S.  428.) 
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Eb  sei 

a-Ä,  Ii.  I..  •••)-(!.> 

eine  beliebige,  abzlhlbare  Menge  von  Pmdcten,  ferner  wieder  9>(^) 
eine  Fonetion,  die  an  der  Stelle  y  «  0  eine  bestimmte  SingolaritSt 
beeitst;  bildet  man  dann  die  Fandion 

1 

in  der  die  Coefficienten  Ay  wieder  die  Convergeuz,  so^rie  ev<»ntuell 
andere  Eigenschaften  der  Function  bewirken  sollen,  so  hat  diese 
Function  an  allen  Stellen  |y  die  analoge  Singularität,  wie  qiijf)  an 
der  Nnlbtelle,  und  ea  ist  aocb  Idar,  dafs  in  dieser  Function  die 
Singularitftten  einander  niebt  stOren,  da  ja  an  jeder  Stelle  nur 
eine  Function  singulüres  Verhalten  seigi  Diese  Methode  besitzt 
übrigens  auch  den  Vorzug  gröfserer  geometrischer  Ansdiaulichkeit; 
sie  lagert  stet«  die  gleichen  Functionen  q>(x  —  |»)  übereinander, 
während  sich  die  Snpprposition  der  Functionen  qpfsin tttt),  besonders 
wcgfn  ^lif^r  ihnPTi  anhaftenden  Schwankungen,  der  Vorstellbarkeit  mehr 
oder  weniger  entzieht.  Mit  dieser  Methode  sind  Functionen  besonderer 
Art  in  grofser  Menge  von  verschiedeneu  Seiten  construirt  worden^). 

Brod4n*)  hat  kürzlich  das  Hankel-Cantor'sche  Princip  der 
Verdichtung  in  der  Weise  benutat,  dafo  er  unendliche  Prodncte  sor 
Darstellung  Tttwendet,  wie  dies  fOr  eomplexe  Functionen  geULufig 
ist  Er  hiä  nach  dieser  Methode  punktweise  unstetige  Knllfünctkmen 
dargestellt  Die  S&mmfanction,  die  er  zu  Grunde  legt,  ist  die 
ftinction 

9)(x)  =  a'c'-\ 

die  zugleich  mit  x  positiv,  Null  und  negativ  ist,  und  insbesondere 

einen  gegebenen  positiven  Wert  nur  fiir  pinen  Wert  von  x  annimmt. 
Mit  ihr  comhinirt  die  von  ihm  erdachten  und  oben  (S.  103")  er- 
örterten Zahlenmengeu ,  die  mit  den  Ziftem  ii,  2|,  /j,  •  •  •  gebildet 
sind.    Er  bildet  nämlich  das  Product 

wo  wieder  Lv  =  l^  .  .  .  h  ist,  und  zeigt,  dafs  f(x)  eine  Nullfono* 
tion  ist,  bei  der  die  VeHeilung  der  rnstetigkeit^unkte  TOn  den 
Werten  der  k  abhäugt    Seist  man  nftmlich 

—  I  j  ^  ^JS—fi^, 

1}  Man  vgl.  z.  B.  Dini,  Qrundiugeu,  S.  157  ff. 

S)  Math.  Inn,  61,  8. 299.  Vgl.  aniä  Reiff,  BOklen^e  matk  IGtt.  8, 8. 9«. 
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wo  also  B  =°  Ä  -j-  1  ist,  so  gelten  die  ivelatiüneu 

iBi4  «•  liltigt,  ww  UoM  «rtiditlkli,.  ä$r  Wert  toh  f{x)  Y<m  der 
UeteertD  der  beidtn  Gröfsen  «r,  und  ßr  ab.  Ist  X  m  { js^}  die  Menge 
d«r  durch  endliohe  Ausdrücke  diastellbaren  ZahUn,  so  dafs  wieder 
C     X  +  Xy  ist,  90  flUureii  die  Belaikioneii  fttr  «,  und      m  foN 

geoden  Ergebnissen: 

Es  ist)  welchps  aiK  h  dlp  Warte  von  sein  mögen,  immer  jede 
Stelle  der  abalünlbareu  Menge 

eine  Null  stelle  von  /"(r).  Ist  t>rnrr  jedes  h  ^  ffj  so  sind  auch  alle 
Punkte  von  Nullstellen,  wühi-eud  die  Unstetigkeitspunkte  nur 
durch  die  Menge  dargestellt  werden,  die  ComplemeutHnnenge  zu  Xj 
bezüglich  X  ist,  so  dafs  also       -f"  -^^a  i^^t.    Jede  Menge  Ky 

ist  endlich.  Ist  dagegen  lim  h  =^  oo,  so  erh&lt  man  eine  Null- 
ftmetioii,  für  die  jedenfUh  und  anfserdem  eine  fiberall  dichte 
Menge  Xu  der  Mächtigkeit  c  die  üastetigkeitastellen  bildet  Als- 
dann ist  fr  m  c 

Einfacher  wird  die  FragesteDnng,  wenn  man  sieh  auf  Functionen 
beschränkt,  die  stets  positiv  sind,  was  für  die  vorstehenden  nicht 
zutrifft.  Dann  kann  man  direct  mit  den  analog  gebildeten  Producten 
Xrco6^(2ffX»«)  opehren. 

2.  Durch  die  Theorie  der  Pnnktmengen  sind  ganz  wesentlidi 
auch  diejenigen  Probleme  geklSrt  worden,  die  die  ungleichmftrsige 
Gonvergeuz  der  Reihen  betreffen.  Sei  jedes  Uv(w)  und  damit  auch 
Jedes  5,  fj)  eine  im  Tntervall  a  ■  '  •  b  stetige  TSmction.  Wenn  dann 
die  dui'ch  sie  bestimmte  Function  .^.,(x)  nicht  mvhv  f\Sv  jede»--  x  stetig 
ist,  so  beruht  dies  darauf,  dafs  jede  Unstet igkcitssteile  von  Sto{x)  ein 
Punkt  ungleichmüfsi  ger  Convergenz  ist.  Diese  Erkenntnis 
geht  bekanntlich  auf  Stokes')  und  Seidel^j  zurück.  Es  dauerte 
aber  gerattme  Zeit,  ehe  man  an  weiteren  Besultaten  auf  diesem 
Gebiet  gelangte,  besonders  wohl  deshalb,  weil  es  lange  an  typischen 
Beispielen  ftr  die  hier  vorbandenen  Möglichkeiten  fehlte.  Seidel 
hat  die  Frage,  ob  sein  Saii  umkehrbar  ist,  ob  also,  wenn  3t,(x} 
stetig  ist,  die  Beihe  gleichmäfsig  onvergirt,  ausdrücklich  als  eine 
offene  beseichnet').    Stolz^  beaeiobnete  den  Sata  1875  als  um- 

1)  Trans,  of  the  Canibr.  Math.  Soc,  7,  S  5S3  (IUI), 

2)  Abb.  d.  Münch.  Ak.  II,  Bd.  7,  S.  3bl  (lti4»;. 

3)  Auch  Heine  'teilt  noch  diese  Meinimg.  (Jouin.  f.  Math.  71, 
S.  353,  1870.) 

4)  Ber.  d.  Innsbr.  natnrw.  Ges.  6,  8.  Sl  (1876). 
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Icehrbar;  es  wurden  iber  bald  darauf  tob  Barboux*)  und  du  Bois« 
Beymond')  Beispiele  constniirt,  die  darthun,  dafe  dies  irrig  ist.  Ein- 
fache Beispiele  sind  später  auch  von  Cantor^)  angegeben  worden :  wenn 
man  von  der  analytischen  Darstcllungsform  absieht,  so  kann,  wie  das 

folgernde  zeigen  wird,  die  Coustrnction  solcher  Beispiele  in  mannig- 
fachster Weise  ohne  Mühe  aii^froführt  werden.  Darbon  \  pnb  übrigens 
auch  ein  Beispiel,  in  dem  die  Function  eine  punktweise  unstetige 

Function  mit  überall  diclit  liegenden  Unstetigkeitstellen  ist*). 

Das  Darboux'sche  Beispiel  stellt  aber  auch  'die  äuü»erste 
Grenze  dessen  vor,  was  hier  möglich  ist  Es  besteht  nlnüiGh  der  Sats: 

L  Bind  alle  8v(x)  imInterTall  a  stetige  Functionen, 
so  ist  die  Function  8^(x)  eine  höchstens  punktweise  un- 
stetige Function. 

Diesen  Satz  führt  man  nach  dem  Vorgang  von  B.  Baire  auf 
einen  früher  abgeleiteten  Satz  über  Functionen  zweier  Variablen  zu- 
rück (S.  1421.  Hier/u  führt  eine  geometrische  Darstellung,  die  übrigens 
in  ihrer  allgemeinen  Form  schon  bei  du  Bois**)  und  Arzela^)  ent- 
halten i.st.  Man  denke  sich  eine  Schar  paralleler  Geraden  Äj,  ^<j,  •  •  •  Ay,  • 
mit  den  Gleichungen 

die  gegen  die  a;-Ajte  convergiren,  und  bilde  nun  —  und  darin  be- 
steht der  Baire'sche  KunstgriflF  —  eine  im  ganzen  Rechteck 
definirte  Function  f(x^  y)  in  der  Weise,  dafs  sie  auf  y  =  yv  den 
Wert  St,{x)  hat  und  sich  von  der  Geraden  7.\\  ?^-f  i,  d.  h.  von 
zu  By^\(x)  linear  ändert.  Dann  hat  fix^  y)  in  dem  ganzen 
Rechteck  die  Eigenschaft,  stetig  bezüglich  y  zu  sein,  und  ist  im 
ganzen  Bdchteck,  höchstens  mit  Ausnahme  der  x-Axe,  eine  stetige 
Function  von  x.  Es  sind  also  die  Yoraussetningen  des  genannten 
Satses  erfUlt)  womit  der  Sais  I  bewiesen  ist. 

Aus  ihm  folgt  nun  auch  ein  Beweis  des  Satses  II  Ton  S.  148. 
Wird  nämlich 

+  K)  -  m 

 1  —  A^l  ^^r)  =  Uix) 

gesetst,  und  beachtet  maUi  dalls  fOr  jeden  Wert  st  eine  bestimmte 
Ableitung  ezistiTen  soll,  so  ist,  welches  auch  die  Werte  ^  sein 
mögen, 

lim  h\x):=U{x)  =  f(x), 
was  dem  bezüglichen  Satz  entspricht 

1)  Ann.  de  TEc.  Norm.  (2)  4,8.  77  (1875). 

2)  Abb.  d.  Münch.  Ak.  n,  Bd.  1«,  1,  S.  180. 

3^  Math.  Ann.  16,  S.  26». 

4;  a.  a.  0,,  S.  80. 

6)  Joum.  f.  Math.  100,  S.  888  (1887). 

6)  Bend.  deU'  Acc.  dl  Bologna  1884,  8.  79. 
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llaa  kann  dia  Toretohenden  Betraohtimgeik  ist  d«r  Biehtojig 
«rwditern,  dab  man  die  Fonetionen  Uv(x)  resp.  Sy{x)  niobt  mehr 
.als  stelig  annimmt,  sondern  insbeeondere  als  punktweise  wwtetig. 
In  dieser  Hinsicht  begnüge  ich  mich,  den  folgenden  zuerst  Ton 

Volter ra^)  ausgesprochenen  Saia  anzofttliren : 

IL  Eine  gleichmftfsig  conyergcnte  Beihe  punktweise 
unstetiger  Functionen  stellt  ebenfalls  eine  punktweise 
unstetige  Function  dar. 

Die  Eichtigkeit  des  Satzes  ergiebt  sich  durch  die  Überlegung, 
dafs,  wenn  K,  die  der  Function  Uy(x)  entsprechende  Menge  von 
Punkten  co  ist,  es  nur  eine  endliche  Zahl  von  Functionen  Uy(x) 
geben  kann,  bei  denen  k,^k  ist,  bei  Yorgegebenem k.  Die  Punkte  m^k 
Yoa  s„(3c)  setien  sicli  also  aus  einer  endlichen  ZaU  Ton  Mengen  JE^ 
zusammen  und  bilden  dahor  eben&Us  eine  nirgends  dichte  Menge. 
Dies  gilt  für  jedes  fc,  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

3.  Es  möge  jetzt  angenommen  werden,  dals  ^a*(^)  eine  im 
ganzen  Intervall  a  -  -  -  b  stetige  Function  ist,  so  kann  man  fragen, 
welches  die  allgemeinste  Vertolung  der  Punkte  ungleichmftfsiger 
Conyergenz  sein  kann.  Biese  Frage  hat  eine  prScise  Antwort  kfizs- 
lieh  durch  Osgood*)  gefimden*). 

Für  die  Darstellung  ist  es  bequem,  den  Begriff  der  ungleich- 
mäfsigen  Convergenz  zunächst  an  die  Extremwerte  der  FonotioneiL 
9f{x)  SU  knüpfen  und  aufaerdem  die  Function 

einzuführen,  die  ebenfalls  stetig  ist  und  die  £igen8chaft  besitzt, 
dals  im  ganzen  Intervall  a  •  •  •  & 

ist   Nun  sei  a  '  •  -  h'  irgend  ein  Intenrall  innerhalb  a  •  •  •  und 

1)  Giom.  di  mat.  19,  S.  79  (1881).  Der  Satz  cplt  flbiigens  nack 
Yolterra  anch,  wenn  die  Aeihe  nur  einfach  gleifihinftfaig  conveigirt»  was 
ebenso  bewi^en  wird, 

9)  Am.  Jouni.  of  Malii.  19,  8.  166. 

3)  Auch  Arzela  hat  sich  eingehend  mit  der  Frage  beschäftigt,  wann 
gjx)  stetig  ist  (Rend.  di  Hologna  1888/84,  S.  79).    Sein  ßesultat,  das 

auch  seinen  weitereu  Untersuchungen  zn  Gründe  liegt,  verlangt  die 
„streckenweise  gleiehmafaige*'  Convergenz,  und  beruht  auf  folgeiider  An» 
nähme    Wenn  sn  jedem  x  das  erOfste  Intervall     bestimmt  wird,  so 

dafs  für  alle  v  von  einem  gewi^cn  v  an  die  Schwankung  von  ajx)  in 

diesem  Intervall  unterhalb  a  liegt,  so  soll  die  mit  Rücksicht  auf  alle 
Werte  x  betrachtete  untere  Grenze  von  nicht  Null  sein  (a.  a.  0. 
S.  81).  Dies  ist  jedoch  irrig,  und  darauf  beruhen  auch  die  weiteren 
irrigen  Schlüsse  von  Arzcl^i  auf  diesem  Gebiet.  Eiu  näheres  Eingehen 
auf  seine  B^riffe  und  äätze  scheint  daher  nicht  geboten  zu  sein.  VgL 
auch  S.  881. 

Jabiatbaiiolift  d.  SsvtadMA  ll>thsiD.»Vmlii1gn  ng.  vm,  s.  15 
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ein  Wert  d«e  Intarvallfl  a'  *  *  *  in  dem  SvQb)  ein  Sxtramuii 
besKst,  Bod  «s  mögen  die  Punkte 

In  ls>  ^a»  •  •  •  Im  •  •  * 

den  Puiikt      als  Gi  euzpunkt  haben,  und  zwar  so,  da£s  alle  Punkte 
rechts  vüu       liegen.    Sind  dann 

Jfj,  -Mj,  -ä^S,  •  •  •  ^r»  •  •  • 

die  zagehörigen  Extrema  der  Funotionen  89{x),  so  ist  |q,  ein  Punkt 
rechtsseitiger  gleichm&rsiger  oder  ungleichmäfsiger  Oon- 
▼ergcnz,  je  nachdem  diese  Extrema  gegen  Null  convergiren')  oder 
nicht,  nnd  zwar  naturir-auäfs  für  jede  Folge  li,  '  *  *  "  "  *'  ^® 
I«,  als  Grenzpunkt  besitzt.  Ist  du.-,  uicht  der  Fall,  so  besitzen  sie 
doch  eine  obere  und  untere  Unbustmiintheitsgrenze  Air  und  Nr-,  und 
analog  liegen  die  Dinge,  wenn  wir  Ton  solchen  Extremwerten  1»  auB« 
gehen,  die  sSmtliek  Ünks  von  ihrem  Grenzpunkt  liegen.  Wir  er- 
kalten dann  swei  analoge  QröÜMn  Jfi  und  Nt,  und  fkUs  beide  Nnll 
sind,  ist  Itt*  ein  Punkt  linksseitiger  gl  ei  chmftfsiger  Convergenz. 

Die  hier  eingeführten  GröiSien  sind  im  wesentlichen  identisch 
mit  denen,  die  Osgood  als  Indices  des  Punktes  1»  bezeichnet*), 
üm  auf  dem  hier  skizzirten  Wege  alle  Punkto  nngleichmäliBiger 
Ck)nvergen&  2U  erhalten,  genügt  es,  die  Ponktmengen 

^1       ft»  •  *  •  Äi  •  •  • 

ins  Ange  in  fassen,  wo  die  Menge  aller  Extrema  von 

8p(s)  im  Intervall  a  ■  ■  '  b  darstellt und  die  sämtlichen  Grenzpunkte 
der  von  allen  gebildeten  Menge  {5»)«  so  sind  in  dieser  Menge 
jedenfalls  die  Punkte  ungleiclimäfsiger  Convergenz  sönitlich  enthalten. 

Es  thnt  flf»r  Allgemeinlieit  der  Resultate  keinen  Abbruch,  wenn 
wir  für  das  toJgende  alle  Extrema  als  Maiima  annehmen  oder  aber 
nur  die  absoluten  BetrÄge  der  Gröfsen  M  und  N  ins  Auge  fassen  und 
deren  giöfsteu  durch  Sl  bezcichiieu.  Fallu  uuu  Sl  =  k  ist,  soll  k  als 
Grad  der  nngleichmftfsigen  GonTergeni  nnd  1«  als  ein  Punkt 
Sl^k  oder  als  Punkt  vom  Grade  h  bezeichnet  werden.  Definiren 
wir  dann  nodi  eine  ConTergenifunction  C{x)  dnrch  die  Gleidrang 

C{x)  —  Ä, 

so  dafs,  falls  x  ein  Punkt  gleichmäfsiger  Convergenz  ist,  C{x)  =  0 
zu  setzen  ist,  so  kann  das  Theorem,  das  diese  Fragen  beherrscht, 

einfach  durch  Iblgendeu  Satz  ausgediückt  werden: 

1)  Dafs?  'Ii'  s  mit  der  glcicbmärsigen  Convergenz  gleichbedeutend  ist, 
bemerkte  gelegentlich  6.  Cantor  (Math.  Ann.  16,  S.  113  u.  267). 

a.  a.  0^  S.  166.  Bei  Osgood  hat  jeder  Punkt  einen  Index  hier 
Inrancnt  dies  nicht  der  Fall  sn  lem,  da  |„  nicht  in  jeden  Punkt  gieich- 
rnftfeiger  Convergenz  zu  fallen  braucht 

d)  Hier  bedeutet  also  {^^)  eine  endliche  Menge. 
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*-  .r 

Pig.  «. 


m.  Die  Gonvergensfuietioii  ist  eine  punktweise  vn- 

stetige  NullfunctioB*). 

Den  Beweis  kann  man  im  AnschlnfB  an  den  Gedankengang 

von  Osgood  folgendermafsen  fahren.  Zunächst  folgt  ans  flf^r  Dofinition 
der  Punkte  ungleichmäfsigpr  Converyeüz,  daf?  alle  Punkte  Sl^  k 
notwendig  eine  abgeschlossene  Menge  Ck  bildt  n.  Es  ist  also  nur 
noch  zu  zeigen,  dafs  diese  Menge  nirgends  üic-iit  ist.  Hierzu  hat 
man  die  folgende  auf  der  Deünition  beruhende  Eigenschaft  der 
Punkte  Sl  za  benntsen.  Ist  |  ein  solcher  Punkt,  nehmen  wir 
sor  Kzirung  der  Begriie  |  als  Httnfbngspunkt 
von  Maximnmswerten  an,  nnd  wiid  ib'  < 
gewShlt,  so  giebt  es  stets  für  unbegrenzt  viele 
Werte  Vi»  Vg,  •  •  vi  •  •  je  ein  nahe  bei  |  liegendes 
Intervall  o5  =  §i  •  Ii',  so  dafs  fftr  jeden 
Punkt  I'  dieses  Intervalls  (Fig.  6) 

>  *' 

ist^  sogleich  müssen  diese  Intervalle  mit 
Waehsmdem  vx  gegen  |  und  Überdies  ihre  Breite  gegui  Null  con- 
Tergiren.  Dagegen  besteht  f&r  jeden  Pimkt  x  die  IHgensehaft,  dals 
es  keine  Beihe  wachsender  Z^len  v,  V|,  Vj,  *  *  •  v^,  geben 
kann,  so  dafs  x  sämtlichen  Intervallen 

die  zn  irgend  welchen  Punkten  Sl^k  gehtfren  mögen,  zugleich  an- 
gehdrte,  da  sonst  die  Fölge  (8)  fBr  »  nicht  gegen  Null  eouTergirt 

1)  Auf  die  Analogie  zwischen  der  V^erteilung  der  Punkte  gleich- 
mäXsiger  und  ungleichmäfsiger  Convergenz  und  der  Verteilung  der  Stetig- 
keitspiinkte  und  Unstetigkeitsimukte  wies  bereits  du  Bois  hin,  Joom. 
f  Math.  100,  8.  33Ö  Er  bezeichnet  die  Punkte  SI^ObIb  StetigkeitspUikte 
der  Convergenz,  a.  a.  0.  S.  386.    Er  setzt  nämlich 

wo  (f^{x)  das  Maximum  von  «„(x)  —  8^(ps)  für  jedes  p'  ist,  \9^{x)\^il  ist 
und  dem  Wert  1  beliebig  oft  nahe  kommen  soU,  und  bezeichnet  allgemein 
ff^(x)  als  den  Stetigkeitagrad  der  Convergenz.  Wird  dann  q^^^j:)  ==  q{v)  ^,  (x) 
gesetzt,  so  ist  die  Convergenz  gleichmäfsig,  im  Intervall  a  •  •  •  6,  falls  für 
jeden  Wert  dieses  Intervalls  q.  (x)  endlich  ist  (S.  342).  Die  Feetsetmmgen 
stimmen  der  Sachn  nach  mit  denen  des  Textes  überein 

Die  von  du  M  i  s  befolgte  Methode  ersetzt  s^(.t)  durch  eine  Functiou 

zweier  uubcsehntiikL  veränderlicher  Gröfseu  x  und  *  =  1  v,  die  sogar 
auch  für  negative  Werte  «  betrachtet  wird.  Die  hiergegen  vorhandenen 
Bedciikrii  luibe  ich  schon  erörtert  ^!>0  Anm  1\  Übrigens  ist  diese 
Methode  durchaus  nicht  identisch  mit  derjenigen  von  Baire  (S.  283),  der 
8^(x)  in  bestimmter  nnd  fitr  die  bezügliche  Aufgabe  zweckenttprechender 

Weise  ali  Fanction  sweier  Verfinderlichen  antieht,  waa  natOriich  eine 
ganz  andere  Auffassung  ist. 

%)  In  der  figur  iet  (  »  0  der  Funkt  uogleichmäliBiger  Convej^nz. 
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Ffir  jedes  x  giebt  es  daher  ein  gowinei  90  von  dieMm  v 
an  I  ^(2)  I  <     ist ,  für  beliebiges  0. 

Nnn  sei  x'  irgend  ein  Intervall  auf  •  •  und  in  ihm  |  ein 
Punkt  >  l\  so  giebt  es  sicher  eine  Zahl  so  ^afs  das  zu  i  ge- 
hörige Intervall  0»  ebenfalls  innerhalb  t'  liegt,  im  Intervall  sei 
alsdann  ^'  ein  Punkt  Ä  A',  so  ^ebt  es  eine  Zahl  v\  so  dafs  das 
;£u  ^  gehörige  Intervall  uuierhaib  liegt.  Innerhalb  0»'  nimmt 
man  dann  jan  Punkt  ans  der  Menge  der  Punkte  Sl^h  Am- 
ftlla  belielrig  an.  Fahrt  man  lo  fort,  so  erUQt  man  eine  Beilie 
einander  einseUiefaender  Intervalle 

^r»  ^r'i  •  • 

die  mindestens  einen  Punkt  x  bestimmen^  und  für  diesen  Punkt  x  wäre 

was  aber,  wie  wir  noch  eben  bemerkten,  nnmOgHch  ist  Damit  ist 
4er  Sats  bewiesen.    Als  Folgerung  ergiebt  noch: 

IV.  Für  jedes  k  bilden  die  Punkte  Sl'^k  eine  nirgends 
dichte   abgeschlossene   Menge    Ca,   während  die  Punkte 

gleichmilfsiger  Convergenz  überall  dicht  Hegen  und  eine 
Menge  zweiter  Kategorie  bilden,  die  die  M&chtigkeit  c 
besitzt. 

Mit  diesem  Resultat  ist  man  nun  im  stände,  sich  Functionen 
beliebiger  ungleichmälsiger  Convergenz  zu  construiien.  Mau  geht 
dastt  Yon  einer  nirgends  dichten  Menge  T  aus  und  construirt  ftr  das 
Intervall      von  D'^        eine  Function  Stui^)  mittelB  der  Folge 

von  der  Art,  lafs  die  Endpunkte  von  Punkte  unirlpiehraärsiger 
Convergenz  vom  Grade  Sl  =  k  sind.  Ebenso  construirt  man  all- 
gemein für  di,  eine  Function  mittelä  der  Folge 

s«(«) ,  sn^^i(x) ,  •  •  •  8it(x),  •  •  • , 

so  dafo  auch  die  Endpunkte  von  da  Punkte  Sl^k  sind.  Nunmehr 
setse  man 

—  «11 W  y    «f  («)  —  «it  W  +  «mW  » •  •  • 

Sy{x)  —  Su{x)  -|-  Si,\x)  -f-  •  h  ^»»C^)» 

so  ist  leicht  ei-siflitlirh,  dafs  dies  so  geschehen  kann,  dafs  jed%s 
Sr{x)  eine  stetige  Function  ist^j.    Zugleich  hat  die  so  bestimmte 

1)  Jedes  s^(x)  hat  nur  swei  Maxims  der  GfOfse  k  mehr  als  t^^iix); 

darauf  beruht  die  Behauptung.    Sin  einfaehes  geometriaeh  bestimmtes 

Beispiel  ist  das  folgende,  tner  d  »  £|  •  •  •  |^  errichte  man  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  von  *h>r  Höhe  1,  so  sei  dien  s^ix).  Dies  Pmiock  er- 
setze man  durch  ein  anderen  der  gleichen  Höhe,  dessen  Spitze  näher  an 
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Function  Sa,(x)  alle  Punkte  von  T  zxx  Punkten  Sl k.  Beispiele 
dMWcr  Art  smd  aaeh  bei  Osgood  a.  a.  0.  voxiiiiite,  rator  aadflim 
auch  solehe^  fllr  die  A  «  oo  ist 

4.  Die  wichtigste  Anwendung,  die  Osgood  von  dem  Satz  macht, 
betrifft  die  gliedweise  Integration.  Beispiele  dafür,  dals  eine  nicht 
gleidim&lsig  convergente  Belbe  die  gliedweise  IntegratioD  nicht  zu- 
Iftfrt,  daO)  also 


lam^S,{x)dx  und  ^S^{z)dx 


nicht  immer  dasselbe  Besi^tat  ergeben,  sind  zuerst  durch  Darboux 
mitgeteilt  worden^).  In  «Uen  diesen  Beispieleii  existurt  ein  Pimkt 
A  »  OD.  Es  besteht  nim  die  wichtige  fHiatsache,  dab  in  diesen 
Pimkten  die  einzige  Ürsache  der  möglichen  Verschiedenheit  beider 

Grenzwerte  zu  sehen  ist;  mit  anderen  Worten»  es  gilt  der  Satz: 

V.  Eine  nicht  gleichmafsig  convergente  Reihe,  die 
eine  stetige  Function  darstellt,  gestattft  dio  gliedweise 
Integration,  falls  die  zugehörige  Convergenzfunction  über- 
all  endlich  ist 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  resp.  der  Gleichheit  der  beiden  obigen 
Grenzwerte  ergiebt  sich  nach  Osgood  folgendermalsen.  Es  werde 
h  beliebig  gewählt»  xmd  es  sei  wieder  ]}^[6p\  die  sn  gehfirige 
Intervallmenge,  ferner  sei  J (C^)  —  f.  Man  bestimme  ann  sonldut 
wieder  f»  Interralle  di,  resi».  innerhalb  Ton  ihnen  die  Intervalle  d! 
so,  daJs 

di  +  df-f-'''  +  dji>»  —  y  —  * 

ist,  und  denke  sich  irgend  eine  Teflnng  des  Gesamtintervalles  t  in 
kleine  Teile  t«,  nnd  rwar  mOgen  der  Ein&ehheit  halber  alle  End- 
punkte der  fi  Interralle  di  den  Teilpnnkten  sngehOren.  Werden 
dann  diqenigen  ^tenralle  r.-,  die  auTserhalb  der  Intervalle  d|  Uegen, 
dnrch  vi,  vt»     •  <  *     beieiobnet»  so  ist 

1  1 

Aus  der  Definition  der  Hange  9R(C»}»({}  folgt  mm,  dals  es  für 


I,  genickt  ist,  nnd  errichte  über  dj  =  •  •  •  K  gleichschenkligea  Drei- 
eck, ebeufallä  mit  der  Höhe  1,  so  stellen  beide  zusammen  i^{x)  dar.  Lftlbt 
man  die  Spitie  des  ersten  Dvneciks  wieder  aUier  an  t,  ifiwn,  die  des 
sweiten  sieh  ^  nähern,  und  emcbtet  Aber  d,  ein  gleichschenkliges  Dreieck 

der  Höhe  1 ,  so  ist  dies  die  Function  (x)  u,  s.  w.  ;  nnd  es  hat  s^{3c)  in 
jedem  Punkt  der  rupfehörigen  Menge  T  ein  n  Punkt  Ä=  1.  Es  ist  auch 
nicht  schwer,  analoge  Functionen  durch  analytische  Vorschriften  her- 
snBtellen. 

1)  Ann.  de  V  Ee.  nonn.  (9)  4,  8.  84  (1876). 
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jed«ii  ihrer  Punkte  |  noiweiuBp  eine  erste  Zahl  l  giebt,  so  daTs 
von  diesem  X  an 

ist,  bei  beliebig  gew&Utem  a.  Nim  nehme  man  v  beliebig  an,  und 
es  sei  {^(*^M  diejcuige  Teihnenge  Ton  (I),  so  dab  für  jeden 

Pnnkt  1^')  TOm  Index  v  an 

ist.  Ist  dann  t,-  eines  der  obigen  k  Intervalle,  und  ist  in  ihm  ein 
Punkt  l^**)  enthalten,  so  kann  man,  wie  aus  der  Stetigkeit  der  Func- 
tionen Sr{x)  folgt,  ein  endliches  Intervall  t'  inner^lb  r/  wfthlen, 
SO  dab  fllr  jeden  Pnnkt  x  dieses  Interralls 

ist,  bei  beliebig  vorgeschriebenem  a'.  Ist  nun  N  die  obere  Orense 
aller  Punctionswerte  von  •S'.  f  r),  und  N'  die  obere  Grenze  derjenigen, 
die  auf  den  Intervallen  äi  liegen,  und  wird  noch  £r  =  £t'  £%" 
gesetzt,  so  folgt 

Falls  nun  v  nnbegreait  widist,  so  oonTergirt  JSt"  nach  Sats  rv 
Ton  B.  91'  gegen  Nnll,  während  N'  zuletzt  unterhalb  A-  bleiben  mnlk. 
Da  nun  aber  auch  k  beliebig  klein  gewählt  werden  kann,  so  ist 
damit  der  Satz  bewiesen.  Der  Beweis  zeigt  sogar  aucli,  dafs  die 
Integrale  gleichmäTsig  gegen  J'Scj(x)dx  convergiren;  er  beruht  über' 
dies  wfsentlich  darauf,  dafs  die  Menge       abgeschlossen  ist. 

Durch  Umkehrung  folgen  hieraus  analoge  S&tze  für  die  glied- 
wei2»e  Difi'ereutiation. 

Bei  der  Wichtigkeit  des  Osgood 'scheu  Satzes  teile  ich  noch 
einen  zweiten  elementaren  Beweis  mit,  der  auf  einem  Theorem  von 
Araela^)  beruht,  das  seiner  allgemeinen  Nütsliehkeit  halber  Uer  er- 
wfthnt  m.  werden  yerdient.    Es  mögen 

j'=  {S')^    j"^  {d"\  ,    .-  .^(*)=  {<i<'){ 

Intervallmengen  sein,  d^ren  jede  aus  einer  endlichen,  übrigens 
auch  unbegrenzt  wachsendeu  Zahl  getrennter  Intervalle  besteht,  die 
sämtlich  im  Intervall  a  •  •  •  6  =  t  liegen,  und  zwar  so,  dais  jede 
Intervallsumme  oberhalb  einer  GrÖfse  ij  liegt.  Alsdann  giebt  es  dem 
Satz  TOn  Arzelk  sufolge  mindestens  einen  Punkt  sc  des  Litervalls  r, 
der  in  unendlich  yielen  Intenrallen  der  obigen  Mengen  enthalten 
ist  Wird  nAmlieh  v  so  bestunmt,  dafs  vtj  >  t'  >  r  ist,  so  wird  es 
nach  Bedeckung  von  f  mit  den  Intärallen  der  Mengen  J\  A^^  *  *  •  A^^ 


t\  Bend,  di  Line.  (4)  1,  S.  687. 
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mindestens  ein  Inten^all  r^  endlicher  Gröfse  geben,  das  mindestens 
zwei  Intervallen  d  angehört.  Man  kann  daim  v^^  so  bestimmen,  dafs 
nach  weiterer  Bedeeknsg  toü  t  mit  den  Iater?iUen  der  Mengen 
j<H-i)^  . . .  ji^}  oundestene  ein  Litervall  Torhanden  ist,  du  in 
mindestens  drei  Intervallen  d  liegt  So  kann  man  weiter  sehUelsen, 
und  damit  ist  der  Satz  bewiesen.  Hieraus  folgt  aber  das  Theorem 
unmittelbar.  Ist  nämlicb  jetzt  J^*^  diejenige  Intervallmenge,  fOr  die 
St(z)  >  a  ist,  und  würde  ftlr  irgend  einen  Wert  von  0  die  Summe 
der  Tnfpj-valle  von  J^*^  für  imendlich  viele  Werte  von  v  oberhalb 
einer  Gröfse  jj  lieg'^n,  so  gäbe  es  jpt/t  notwendig  einen  Punkt  o:, 
der  in  unendlich  vielt  ii  Intervallen  läge,  und  es  würde  daher  die 
Relation  Sr(x)  >■  ü  fiii  unendlich  \  n  ie  Werte  von  i'  erfüllt  sein, 
waä  unmöglich  ist.  Daher  convergirt  die  Summe  der  Intervalle 
Ton  J^*^  mit  wachsendem  v  gegen  Null,  welehes  auch  der  Wert 
Ton     ist,  woraus  der  Sats  folgt. 

5,  Der  hiermit  bewiesene  Satz  ist  vielfach  Zielpunkt  der  Unt«r- 
suchimg  gewesen.  Bereits  Krouecker')  hat  sich  über  ihn  ge- 
legentlieh  gettn&ert,  indem  er  ihm  für  den  Ftoll  Gütigkeit  heilegte, 
dafs  die  Gesamtheit  aller  Mengen  { Ck }  den  Inhalt  Nnll  hat.  Für 
diesen  IUI  ist  der  Sata  sozusagen  evident;  einen  Beweis  hat  spKter 
Hossenfelder*)  gegeben,  dessen  Abhandlung  eine  Reihe  sweck- 
mäfsiger  Beispiele  enthält.  Auch  du  Bois  hat  sich,  wenn  auch  un- 
bestimmt, zu  dem  Satz  geäufsert;  es  findet  sich  bei  ihm  die  Bemerkung^ 
dafs  die  Pnnlrtf  51  =  o  überall  dicht  liPiron  müTsten,  ohne  dafs  er 
jedoch  den  Sai  livrrii.dt  vollstSndiß'  orkaniii  hätte').  Am  eingehendsten 
hat  sich  Arzelu')  mit  dem  Satz  beschält  igt.  Er  suchte  zunächst  ganz 
allgemein  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafs 
überhaupt  Sa,{x)  integrirbar  ist,  falls  jedes  Sp(x)  integrirbar  ist,  und 
glaubte  sie  darin  za  finden,  dab  einerBeits  ^e  Menge  der  Punkte 
Sl'^k  unansgedehnt  ist,  und  andersrseits  auch  die  Menge  der 
Ptankte,  die  von  einem  bestimmten  v  an  für  jedes  Sr(d;)  Punkte 
fl»y  >  X;  sind.  Er  zeigte  dann  weiter,  dafs,  wenn  eine  Punt^onsfolge 
diese  Eigenschaften  hat,  der  Satz  immer  und  nur  dann  besteht, 
wenn  8o,{x)  eine  stetige  Function  ist.  Daijs  diese  Bedingung  zu  eng 
ist,  ist  durch  den  Osgood 'schon  Rtitz  erwiesen''). 

Ich  mufs  hier  noch  eines  Irrtums  erwilhnen,  der  sich  bei  du 
Bois  tiudet,  und  an  dem  man  der  Autorität  des  Namens  wegen 
nicht  ohne  weiteres  vorbeigehen  darf.    Du  Bois  hat  a.  a.  0.  ein 

1)  Ber.  d.  Berl.  Ak.  1878,  S.  64. 

2   Prorrramm  Strafsburg  in  Westpreufsen ,  1891. 
a)  Ber^  d.  Bcrl.  Ak.  1Ö86,  S.  241.    Vgl.  auch  das  folgende. 
4)  Itend.  dell'  Ac.  dei  Lincei  (4)  1,  S.  321,  632,  666.    Vgl.  Anm.  8 
auf  S.  226. 

6)  Arzclfi  hat  sein  Resultat  spüt^r  noch  !?o  präcisiit,  dafii  jede»  A 
endlich  sein  müsne.   YgL  Bend,  di  Lmc.  (ö)  6,  Ö.  2iH>. 
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Beispiel  einer  Functioii  enijjestelltf  bei  der  die  Punkte  Ä  ™  cx) 
überall  dicht  liegen ,  was  nacli  dem  Satz  III  auBgesohloBsen  iat. 
Dieses  Beispiel  ist  das  folgende.    Wird  sunttcfast 

gesetzt,  so  ist  (p,Jx)  eine  Function,  für  die  jedt^r  rationale  Punkt 
ein   Punkt   ungleiehinillsiger  Convergenz    ist,    uiil    7,war   ist  jede 
Menge  Cjt,  wie  leicht  ersichtlich,  endlich;  für  alle  raüunaien  Zahlen 
der  Form  r/s  hat  Sl  den  nHinKchfln  Wert,  nämlich 
TSvai  Uldet  du  Bois  weiter  die  Fonotionen 

und  zeigt,  dafs  auch  die  DüFerenz  ^„{x)  —  Xa{x)  analoge  Eigen- 
schaften besitrt  wie  er  erbAlt  dies,  indem,  er  für  rationale 
Punkte 

setzt  und  nun  x  an  den  rationalen  Funkt  r/s  so  heranrücken 
läfst,  dafs 

sin^  TT^  =  yjf-' 

gesetzt  wird,  wo  eine  endliche  Gröfse  ist.  Insoweit  sind  die 
Bpträrhtiiugen  Ton  du  Bois  «inwandsfireL  £r  bildet  nun  weiter 
die  Function 

*•{»)  —  7=  

und  behauptet,  dafs  diese  Function  an  jeder  rationalen  Stelle  einen 
Funkt  A  »  00  besitze.  Er  schlielst  dies,  indem  er  den  Quotienten 

»>(*)  u+v 

setyi  und  von  ihm  nachweist,  dafs  diese  Zerlegung  immer  so  mög- 
lich ist,  dals  U  iüt,  und  V:  endlich  ist  Hieraus  schliefst 
dann  du  Bois  weiter,  da&  auch  die  Quotienten 

— T-.  und  —  T\ — ' 

niemals  unendlieh  werden,  und  da  ihre  Z&hler  und  Nenner 
einzeln  für  jedes  x  gegen  Null  oouYergiren,  so  gelte  dies  auch  von 

s^.(x).  Dieser  Schlufs  %v-arde  aber  in  zwingender  Form  nur  dann 
erlaubt  sein,  wenn  die  (Jröfse  V:  stets  unter  einer  endlichen 
Schranke  bUebe,  was  sie  jedoch  nicht  that;  ihre  obere  Grenze  ist 
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vielmelir  selbst  unendlich.  Hierin  dürfte  meines  Erachtens  der  Irr- 
tum des  Beispiels  enthalten  seiiu 

6.  Kann  auf  Grund  der  Osgood'scheu  ilrbeit  die  Frae»"  nach 
der  Darstellung  stetiger  Functionen  durch  Fundanientalreihen  stetiger 
Functionen  als  erledigt  gelten,  so  hat  Ii.  Baire  kiir/Uch  dab  gleich© 
für  die  Darstellung  punktweise  unstetiger  Functionen  durch  stetige 
geleistet  In  dieser  Bicfatiug  haben  vorher  so  gut  wie  gar  keine 
Vorarbeiten  allgemeineren  Charakters  vorgelegen.  Auf  eine  grofise 
Reihe  von  einselnen  Beispielen,  in  denen  punktweise  unstetige  Func- 
tionen durch  ungleichmäfsig  conver^ff  nte  Reihen  stetiger  Fnnctionen 
dargestellt  werden,  habe  ich  (S.  218)  bereits  hingewiesen.  Eine  all- 
geraeinere  Idee  zur  Bildung  solcher  Functionen  benutzt  Pringsheim^), 
indem  er  von  Reihen  ausgeht,  die  für  einen  gewissen  Wert  ^  der 
Variablen  nur  bedingt  convergireu,  und  die  Glieder  der  Reihen  um- 
ordnet; es  bleibt  dann  der  Wert  der  Reihe  überall  erhalten,  mit 
Ansnahme  der  Stelle  |,  an  der  eine  hebbare  Unstetigkeit  entsteht 
FOr  die  DarsteUung  von  Fonctionen  mit  einer  abiihlbaien  Menge  ein- 
&eber  Bprflnge  hat  0.  Lebesgne^  eine  einlkche  Methode  angegeben. 
£r  dehnt  die  Polygonappzoximation  (8.  218)  auch  auf  diese  Func- 
tionen ans,  was  ja  ebenso  zulSssig  ist  wie  bei  den  stetigen  Func 
tionen  und  auch  hier  zu  den  bezüglichen  Polynomen  führt,  die 
gegen  die  Function  convergiren.  Der  Vollständigkeit  halber  erwähne 
ich  endlich  eine  kürzlich  erschienene  Arbeit  von  C.  Severin!'). 
"Wenn  die  Gesamtmenge  der  Unstetigkeitspunkte  der  Function  f(x) 
unausgedehnt  ist,  so  läfst  sich  miUels  der  von  Weierstrafs  be- 
nuteten  Methode  der  Integraldarstelluig  nnmitt^liar  aeigen,  dab  man 
f(x)  längs  der  Intervalle  di,  ds,  •  •  •  dr  dnxoh  ein  Polynom  O-pix) 
approximiren  kann,  das  f(x)  in  diesen  Intervallen  beliebig  nahe 
kommt  Wenn  drän  die  Intervalle  dt  gegen  Öy  convergiren,  so 
convergirt  Gy(x)  gegen  eine  Function  die  aber  natorgemllk 

nicht  f{x)  zu  sein  braucht. 

R.  Baire's*)  allijpm'^ine  T  •ntersnehungen  gehprt  von  der  schon 
oben  erwähnten  geometrischen  Einkleidung  aus,  resp.  von  derjenigen 
Function  /"(or,  ;/),  die  für  =  mit  Sy(x)  übereinstimmt,  für 
y  =  ^r-f  1  Hiit  8p^i(jL)  und  sich  von  zu  j^y-f i  linear  ändert 
Bs  ist  also  allgemein 

und  die  Aufgabe,  die  Baire  sich  stellt,  geht  nun  darauf  aus,  eine 

1)  Math.  Ann.  26,  S.  167. 

2)  Vgl.  Bull,  des  Sc.  math.  (2)  22,  9.  278. 

8)  R«nd.  di  Palermo,  Bd.  14  (1900).    Severini  dehnt  seine  Unter- 
suchungen dort  auch  auf  Functionen  von  swei  Yariahlen  woa, 
4)  Ann.  di  mai  (8)  3,  8.  16  ff. 
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im  ganzen  Rechteck  in  Bezug  auf  x  und  y  stetige  Function 
f{x^  y)  80  XU  bilden,  dftft  sie  auf  der  x-Axe  eiae  gegebene 
pnnktweiee  unstetige  Function  g(x)  darstellt  L&bt  sidi 
f(x,  jf)  in  dieser  Weise  oonstmiren,  so  existiren  aneb  die  gesnobten 

Function rn  s^(x)y  für  die  fj(x)  die  Bedeutung  der  Funetton  Stufjr) 
besitzt.  Falls  sich  fOr  g{x)  auf  diese  Weise  eine  Fundamentalreilie 
st^^tif.'f^r  Functionen  8v(x)  finden  läfst,  oder  vielmehr,  falls  sich  eine 
innerhalb  des  Rechteclcs  stetige  Function  fix,  //)  construiren  lälkt, 
die  auf  der  i-Axe  den  \S  eit  g{x)  hat,  so  soll  g(x)  kurz  als  dar- 
stellbar im  Intervall  x  =  a  -  -  •  b  bezeichnet  werden.  Alsdann 
gipfeln  die  Untersuchungen  Baire's  in  folgendem  Satz: 

VI.  Die  notwendige  und  binreiebende  Bedingung  fftr 
die  Darstellbarkeit  einer  Function  g(x)  bestebt  darin,  dafs 
es  keine  perfecte  Menge  giebt,  in  Bezug  auf  die  die 
Function  total  unstetig  ist^). 

Dar  erste  Teil  des  Satzes  ist  durch  den  Satz  I  bereits  be- 
wies<»n,  denn  diospr  Satz  sagt  aus,  daff?  g(x)  immer  eine  pnrikt- 
weise  unstetige  I'uni  lion  ist.  Nun  gelten  aber,  worauf  immer  wieder 
hingewiesen  werden  mufs,  alle  unsere  Entwi  k 'Hungen,  die  auf  dem 
ßtetigkeitsbegriff  und  aui  dem  Wesen  der  Fuudamentalreihe  beruhen, 
fftr  die  nirgends  dichten  perfecten  Mengen  in  der  gleichen  Weise  wie 
fibr  das  CSontinuum.  Werden  daber  dra  'stetigen  Functionen  Sy{x) 
nur  für  eine  Men^  T  ins  Auge  gefafist,  also  als  Functionen  7), 
so  kann  aucb  g(x)  als  Function  ^(jr,  7)  in  T  nur  punktweise  un- 
stetig  sein,  woraus  die  Notwendigkeit  der  im  Bats  ausgesprochenen 
Bedingung  erbellt 

7.  Der  sweite  Teil  des  Satses  erfordert  eine  ausfttbrlicbe  und 
albiüUilidie  Betracht img. 

Zunächst  läfst  sich  leicht  zeigen,  daÜB  eine  Function  auf  einem 

Intervall  n  •  ■  ■  h  darstellbar  ist,  wenn  ein*^r  oder  beide  Endpunkte 
ünstetigkeitspunkte  sind.  Dies  kann  auf  ninnniL'^fache  Art  geschehen; 
hier  genüge  es,  eine  einlache  Methode  zu  wählen.    Sei  abah'  das 

1)  Es  dürfte  sweckm&rsig  sein,  die  Bedentong  des  Theorems  kutot 
durch  ein  einfaches  Beispiel  zn  kennzeichnen  Sei  T  eine  perfecte  Menge, 
und  es  möge  /'(a;)  »>  0  sein  in  allen  Punkten  von  aouat  aber  f{x)  »  1. 
Aliilann  uim  man  leidit  Poljgonztige  «^(x)  zeichnen,  die  g^pen  die 

Functbtt  oonveiguren.  Man  wähle  R^{x)  so,  dals  es  über  dem  zu  T  ge- 
hörigen  TnN»rvall  8^  durch  exsk  gleichschenkliges  Dreieck  der  Höhe  1  dar- 
gestellt wird,  sonst  aber  Null  ist.  Dann  möge  «^(a;)  auf  durch  zwei 
nebeBdnaademtehende  congmente  gIdohsdienluiM  Dreiecke  von  der  Hobe  1 

dargestf'llt  sein,  auf  5,  durch  ein  gleichschenfliges  Dreieck  der  Höhe  1 
und  sonst  Null  sein  u  s  w.,  so  approximiren  diese  Polygonzüge  gegen  f'x). 
Wird  jetzt  aber  f\X)  so  abgeändert,  dal»  die  Function  auch  in  2^  den 

Wert  \  bat  and  nnr  in  7,  und      Null  ist,  so  gelingt  die  Ck>nstntction 

approzinurender  PolygODcüjgfe  nicht  mehr;  die  Function  ist  jetst  nlmlicb 
total  uasketig  in  7,  wUurend  sie  ▼orher  in  T  oonstant  war. 


Digitized  by  Google 


Die  Ccmveigeiu  der  &eüien  und  die  FnnctioufolgeB. 


2d5 


bezügliche  Rechteck  H  (Fig.  1^  und  er'  eine  zu  afi'  parallele 
Oerade.  Alsdann  bestimmen  wir  die  i^Hmction  f{x^y)  so,  dais  auf 
aa   resp.  bh' 

ist,  dafs  sie  auf  einer  /u  aa' 
IMT^elen  Geraden,  die  Im  Punkt  q 
von  ah  beginnt  und  auf  einer 
Diagonalen  ar'  resp  hc'  endigt, 
linear  verläuft  und  in  q  den  Wert  ^7(^) 
annimmt,  im  übrigen  aber  in  den 
Dreiecken  aa'c  und  bb'c  in  be- 
liebiger Weise  stetig  verlauft  Dann  Wf .  7. 
ist  f(Xi  y)  iniMTfaalb  und  auf  dum 

Umfimg  das  Beohteeks  Ins  ftof  die  Punkte  a  und  b  eine  stetige 
Fonetion,  die  auf  a  •  •  •  &  mit  ff(x)  Ubereinstimmt»  und  damit  ist  die 
Darstelliwrkeit  von  g(»)  dargetban.  Diese  eine  Function  fi^y) 
führt  mm  aber  sofiort  za  nneadlich  vielen.   £&  ist  nftmlich  andi 

eine  solche  Function,  sobald  (a*,  y)  innerhalb  und  auf  dem  ümfanpr 
von  H  überall  stetig  und  auf  a  •  •  -  b  Null  ist.  Es  Idlgt  hieraus 
noch,  dafs  man  die  Werte  der  zur  Darstellung  von  g{x) 
tauglichen  Function  auf  aa  und  bb'  beliebig  annehmen 
darf,  falls  sie  nnr  in  a  und  h  mit  ^(a)  nnd  g{b)  identisclL  sind. 
Wir  beseiehnen  irgend  eine  derartige  Function  von  nnn  an  doreh 

Nim  seien  d^  nnd  6^  zwei  Litervalle,  die  ihren  Endpunkt  ge- 
mein haben,  und  es  sei  ^(r)  sowohl  anf  wie  aneh  auf  dg  dar- 
stellbar, so  folgt  da.?  gleiche  für  das 

(TP-^amtintervall  <5i-|-dg,  und  zwar 
unabhängig  davon,  ob  in  dem  ge- 
meinsamen Endpunkt  eine  einseitige 
oder  beiderseitige  üustetigkeit  vor- 
handen ist.  Ebenso  kami  man  von 
r  anf  v  -|~  1  sddie&en;  es  gilt  aber 
anch  der  Scblofs  von  { v )  auf  w,  resp.  ^ 
▼on  (cfv}  auf  a«.    Wenn  nftmlich  4  4 

(E^g.  8)  dieFtuikteai,as,as?"-^«*"  Fig.  a 

gegen  a^^  convergiren,   und  wieder 

tkiüi  und  a^ai  die  zugehörigen  Parallelen  sind,  so  denke  man  sich 
eine  beliebige  Beihe  gegen  Null  oonvetgirender  Strecken 

*l  >       >  •  •  •  >  Ä»,  •  •  •, 

errichte  über  o^o,  ein  Bechteck  der  Höbe       ebenso  Uber  OiOi  ein 


a' 
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solches  der  Höhe      u.  g.  w.  und  bestimme  in  ihnen  die  FnnctioaeQ 

y)i         p)i  ■ soeben  angegebtti  und  lllierdiM  so, 
sie  auf  der  gemeiimmen  Seite  zweier  Beehteeke  Je  denselben  Wert 
beben.    Sei  nun  wieder  G(xy  y)  die  so  definirte  Choamtfiinction. 

In  dem  von  diesen  Rechtecken  freien  Teil  von  H  kann  man  dann 
noch  die  Function  G{x^y)  so  definiren,  dafs  sie  überall  stetig  nach  y 
ist,  auf  jeder  zur  Grundlinie  pai-aUelen  Geraden  «^ffticj  riKoh.  -r  und 
auf  der  Geraden  a„a«l,  in  a^,  df»n  Wort  g{aw)  annimjnt.  Es  hat 
also  in  der  Tbat  G  (t,  y)  die  verlangte  Eigenschaft.  Diese  Methode 
überträgt  sich  ebenso  auf  Grenzpunkte  höherer  Ordnung,  und  es 
folgt  zunächst: 

Vn.  Ist  die  Function  g(x)  anf  jedem  InterTall  dr  einer 
Menge  i>*«{d,)  darstellbar,  deren  Endpunkte  eine  end- 
liehe  oder  abzfthlbar  nnendliche  Punktmenge  bestimmen^ 
SO  ist  g(x)  auch  auf  dem  Gesamtiniervall  darstellbar. 

Das  hiermit  benutzte  Constructions verfuhren  versagt,  wenn  die 
Unstotigkeitspunkte  mchf  in  abzählbarer  nirgends  dichter  Menge  vor- 
handen sind;  nichtsdestoweniger  gilt  der  Snt?  aber  auch  dann.  Wir 
betrachten  zuulkhst  den  einfacheren  Fall,  dafs  die  Unstetigkeits- 
punkte  von  (/{x)  eine  perfecte  Menge  2'  bilden.  Den  Bediuguiigtu 
des  Batses  VI  gemftlb  wollen  wir  dann  son&chst  die  Annahme  nuu^en, 
daTs  ff(x)  eine  in  T  stetige  Fnnetion  ist  Nnn  sei  diejenige 
streckenweise  lineare  Function,  die  in  2*  mit  g(x)  UbereliMtunmti  so 
dafs  g(Xi  T)  »  Hx^  2^  ist,  so  ist  im  ganzen  ^terrall  a  *  *  •  ( 
stetig,  nnd  es  ist 

A») -*(«)-'(•) 

eine  in  T  stetige,  auf  t  punktweise  unstetige  Hullfunction,  die  in  7 

überall  den  Wert  Null  hat.  Die  Aufgabe  ist  damit  darauf  zurück- 
geführt, die  Darstellbarkeit  für  f{x)  nachzuweisen.    Wird  nämlich 

die  7.\\  f{x)  gesuchte  Function  mit  F(T^t/)  bezeichnet,  und  ist 
die  immer  existirende  Function,  die  zu  lix)  gehört,  so  ist 

eine  Fnnetion,  die  der  Aufgabe  genügt. 

Eine  Function  F(.r,  //)  kann  aber  leicht  auf  folgendem  Wege 
gebildet  werden  Sei  />  =  [S,]  die  in  t  liegende,  der  Gröfse  nach 
georflnete  Tntervailmenge,  und  seien  die  Orölseu  //,  be^^timmt  wie 
kurz  zuvor,  so  errichte  man  über  jedem  Intervall  dr  ein  Rechteck 
von  der  Hübe  und  denke  sich  f{x)  in  i/».  so  dargestellt,  dafs  F{x,  y) 
auf  dem  Umfang  mit  Ausnahme  der  inneren  Punkte  von  61  Null  ist 
Wenn  dann  noch  in  allen  Punkten  des  Beehteeks  die  nicht  einem 
Rechteck  Hy  angehdren,  F{x^  Sf)'^0  gesetzt  wivtl,  so  ist  damit 
JF*(d7,  |f)  eine  Ftinction,  die  in  fl'  fiberall  stetig  nach  y  und  mit  Aus* 
nähme  der  Strecke  z  auch  stetig  nach  x  ist  und  auf  t  mit  f(x) 
übereinstimmt.   Also  folgt  sunAcbst: 
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VnL  Ist  die  Function  f{x)  in  Besag  »nf  die  perfecte 
Menge  T  stetig,  und  ist  sie  anf  jedem  zn  T  gehdrigen 
Intervall  6,  darstellbar,  so  ist  sie  auch  auf  dem  Oesamt- 
intervall T  darstellbar. 

TTra  den  Satz  VI  in  seiner  Vollständigkeit  abzuleiten,  bedarf  e«! 
jetzt  nur  noch  des  folgenden  Hiitssatzes,  der  ebenfalls  auf  Baire 
zurückgebt^).  Hat  die  Function  f{x)  für  jeden  inneren  Pnnlrt  eines 
Intervalies  i  die  £igenschaft|  dafs  cd  <  &  ist,  so  läfst  sich  für  jeden 
inneren  Punkt 

setzen,  so  dafs  f^{x)  stetig  ist  und  0  <^  <r  ist.  Auch  dieser 
Satz  besteht  in  analoger  Weise  für  eine  nur  m  T  deäuirte  Func- 
tion f{x,  T). 

Sei  nunmehr  g(x)  irgend  eine  punktweise  unstetige  Function, 
die  den  Bedingungen  des  Saties  TL  genügt,  so  dals  sie  fftr  keine 
perfeete  Menge  total  unstetig  ist,  und  sei  K  die  Menge 
der  Punkte  co  ^  ä;.    Diese  Menge  kann  einen  perfecten  Bestandteil 

=  T  hp'^iiy.en-  alsdann  ist  T)  in  7^  höchstens  punktweise  un- 
stetig, und  es  sei  A'j  die  Mpngo  der  Punkte  a>r  ^  A;.    Besitzt  auch 

einen  perfecten  Bestaudieü  =  Tj ,  so  sei  für  g(Xy  als 
Function  in  Tj  jetzt  die  Monge  der  Punkte  «r,  ^  k.  So  können 
wir  fortfahren,  der  Procela  führt  aber,  wie  näher  auf  S.  142  ent- 
wickelt ist,  nach  einer  kOchstens  abiUdbaren  Menge  von  Schritten 
sum  Ende.  Wir  gelangen  so  zu  den  Mengen 

JTi       Ai,  ^1,  •  •  •    üTj^,  Tju,  •  •  •    JT«,  Ta^ '  '  '  Kf}^ 

uud  zwar  ist  entweder  A'^  endlieh  resp.  abzählbar,  oder  aber  es  ist, 
wenn  K^i  perfect  ist,  dorn  Satze  VI  geraäfs  gixy  K^)  eine  in  JT^^  stelige 
Function.  Wir  bezeichnen  noch  die  zu  2\  T^,  •  •  •  T»,  •  •  •  gehörenden 
Intenrallmengen  durch 

Der  Erfolg  der  weiteren  Entwickelungen  beruht  nun  im  wesent- 
licbf  darauf,  dais  man  die  Function  g(x)  der  Beihe  nach  durch 
die  Functionen 

g(x),  g{x,  2^,  g{xy  T,),  • .  •  g{x,  2V),  •  •  •  g{x,  Ta),  •  •  • 

ersetzt,  wo  jede  dieser  Functionen  nur  für  diejenigen  Werte  von  x 
in  Fhkge  kommt,  die  nicht  einer  der  in  den  folgenden  Functionen 
auftret^en  Mengen  TV  angeboren.  HierfSr  mögen  folgende  An* 
deutungen  genfigen. 

£s  soll  zunSchst  gezeigt  werden,  dab  man 

1)  a.  a.  O.,  S.  67. 
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80  aetieiL  kann,  data  0i(x)  auf  «  daistellbax  ist  and  llberall 

ist.  Dies  erreicht  man  t'olgenderraalsen.  Sei  6,  ein  Intervall  von  T, 
in  dessen  Innerem  Punkte  von  K  liegen,  so  dafs  es  durch  diese 
Punkte  in  die  Intervalle 

•    ^»1,  ÖiS»  äiSt  '  ' '  •  •  • 

zerfalle.  Aladann  ist  innerhalb  jedes  Intervalles  du  überall  o  •<  ifc, 
und  man  kann  daher  dem  Hüfssatz  zufolge  g{x)  innerhalb  du  so 

zerlegen,  dafs  ffi{x)  stetig  ist  und  h^[x)  der  obigen  Relation  L'pnügt. 
Damit  ist  fli^  Z^^rlptriuig  von  g{x)  für  die  inneren  Punkte  der  Inter- 
valle '  eieits  vorgeschrieben.  Setzt  man  jetzt  in  den  Endpunkten 
von  6ik  noch 

so  ist  die  Zerlegung  von  ff(x)  für  alle  inneren  Punkte  von  tf,  aus- 

geftlhrt  und  damit  för  alle  Punkte  der  Complementärmenge  von 
und  OS  wird  zugleich,  weiche  Werte  auch  !fi{x)  in  den  Endpiinkron 
von  6i  noch  erhalten  mag,     (x)  auf  jedem  Intervall  öf  nach  Öatz  V  II 
darstellbar  sein. 

Um  nunmehr  die  noch  ausstehende  Zerlegung  von  ^(;r)  in  den 
Punkten  von  T  m  bewerkstelligen,  betraehten  wir  water  g{x)  als 
Fonction  g{x,  T)  in  und  es  sei  ein  solches  Intervall  von  2>|, 
auf  dem  Ptmkte  Ton  JT}  vorhanden  sein  sollen.  Dadnroh  zerfUUe  ea 
in  die  Teüintervalle 

d*i»  diti  ^«1  •  *  •  BikD  •  •  •» 

so  kann  ein  Lutervall  SU  in  seinem  Innern  nodi  eine  Teilmenge  ü 
von  T  enthalten.  Es  ist  aber  fttr  die  Punkte  von  U  der  Annahme  nach 

(Or  <  ^)  und  wir  kOnnen  daher  dem  SKlftsatz  gemäfs  für  diese 
Punkte  den  Wert  von  g^(x,  T)  so  bestimmen,  dafs  r/j(ar,  T)  stetig 
in  Bezug  auf  U  ist,  und  (x,  T)  seiner  Belatlon  genügt  Setzt  man 
nun  wieder  in  den  Endpunkten  von  i'ik 

g^(xy  1)  —  g(x),  2^  —  0, 

80  ist  damit  die  verlangte  Zerlegung  von  g{x)  inneriialb  if  so  aus* 
geführt,  dafs  g^{x,  T)  und  damit  auch  g^{x)  auf  d/  danteilbar  wird*). 
Dies  ergiebt  sich  ebenso  wie  oben,  und  vrir  haben  damit  die  Zer- 
legung bereits  fttr  alle  Punkte  der  Gomplementtrmenge  von 

durchgeflihrt 

In  dieser  Weise  kann  man  nun  aber  fortfahren,  bis  man  zur 
Menge       gelangt,  und  wie  auch  diese  Menge  beschallen  sein  mag, 

1)  £s  ist  gleichgütig,  ob  man  g^  (x)  hier  als  Ftmction  in  T  betrachtet 
oder  nicht;  das  wesentliche  ist,  dafs  e«  nur  auf  diejenigen  Werte  ankommt, 
die  die  Function  in  den  besdglichen  Punkten  von  I*  oesitrt. 
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80  läTst  sich  die  analoge  Zerlegung  auch  ftlr  sie  ausfHhren;  es  lat 
ja,  MLs  Kß  perfect  ist,  g{x^  Kß)  als  Function  in  Ki  eine  «tetige 
Function.   Bit*  verlangte  Zerlegung  ist  damit  fiir  alle  Punkte  Ton  x 

80  geleistet,  dafs  (l-^ix\  darstellbar  ist. 

Nunmehr  kann  nww.  mit  h^ix)  m  dtist'lbeu  Weise  Teri'&hreii' 
Für  hy{x)  ist  jetzt  überall  a>A  ^  ^,  und  man  kauu  nun 

setien,  und  es  iit  weBenflich,  dafii  man  sogar  eireichen  kann,  dais 

ist  und  g^{x)  auf  x  darstellbar  ist^).  So  kann  man  fortMiten  und 
gelangt  sehHefelieh  zu  der  Gleichung 

g{x)  =  g^(x)  +  (/^(x)  +  ff^(x)  -f  ■  •  •  {/rix)  +  •  •  -  , 

in  der  alle  ^.(y*  darstellbar  sind,  und  rlereu  Reihe  für  jedes  X 
gleichförmig  convergirt.    Analog  existirt  also  eine  Reihe 

die  ebenfalls  gleicbfiKnnig  conveigirt  Ißt  der  Enstens  von  £f(«,  y) 
ist  aber  der  Satz  bewiesen. 

Insbesondere  folgt  also,  dais  aUe  die  vielen  Functiunen,  fOr  die 
die  Menge  £  für  jedes  k  endlich  ist  (S.  136),  darstellbar  sind. 

8.  IMe  vorstehenden  Entwickelungen  haben  Baire*)  zu  folgender 
weHovn  Einteilung  der  unstetigen  Functionen  geftthrt.  Bechnet  man 

die  stetigen  Functionen  in  die  Klasse  0,  so  kann  man  als  erste 
Klasse  der  unstetigen  Functionen  dif^jcnigen  betrachten,  die  sich  als 
Folgen  stetiger  Functionen  darsteiieu  lassen.  Falls  nun  eine  Folge 
von  Functionen  der  Klasse  0  oder  1  nicht  selbst  eine  Function 
dieser  Klassen  bestimmt,  so  soll  die  durch  sie  deänirte  Function  als 
«ine  Fnnetion  der  Klasse  2  beieiofanet  werden.  Eine  soldie  Funetion 
F(x)  UAt  sich  dann  der  Definition  gem&b  als  Doppelfolge  stetiger 
Fimetioiien  darstellen,  also 

wobei  jedoch  die  Summation  nicht  beliebig  ist,  sondern  so  aus- 
snfBhren,  dab  erst  Aber  v  und  dann  über  (i  sumxnirt  wird.  Ein 
einfiMhes  Beispiel  dieser  Klasse  bildet  di^enige  total  unstetige 
Function,  die  für  rationales  x  den  Wert  1  hat  und  für  irrationale» 
gleich  KttU  ist').  In  dieser  Weise  kann  man  mit  der  Definition  von 

1)  Dies  beruht  darauf,  dalb  die  Gröfse  k  de?  Hilfssatzes  beliebig  iat. 

2)  a.  a.  ( S  68. 

8)  Eine  solche  Darstellung  durch  eine  Doppidreihe  findet  sich  für  ein 
ftinaelne«  specielles  Beispiel  auch  bei  Lerch,  Giorn.  di  mat  2G,  S.  376. 
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FunetionsklaSBen  imtergehein.  und  su  Funetionen  beliebiger  endlicher 
und  transfiniter  Klasae  gelangen;  immer  soll  eine  Function,  die  als 
Folge  von  Funeticmen  der  Klassen  0  bis  v  definirt  ist«  ohne  einer 
dieser  Klaaeen  anragehöxen,  eine  Function  der  Klasse  v  ^  1  dar- 
stellen. 

Hiermit  ist  jedoch  nicht  etwa  nur  ein  formales  Programm  ent- 
worfen. Vielmehr  hat  Baire  auch  bereits  den  Functionen  r  zweiten 
Klasse  eine  eingehende  Untersuchung  gewidmet.  Er  knüpft  sie  an 
die  leicht  ersichtliche  Thatsache,  dai«,  wenn  mau  die  Werte  einer 
Function  der  Klasse  1  für  eine  endliche  Menge  ändert,  die  Function 
«ine  solche  der  Klasse  1  bleibt,  wenn  man  sie  aber  an  einer  ahsShl« 
baien  Menge  ftndert,  eine  Function  entsteht»  die  höchstens  äia  Klasse  2 
angehört  Dies  fOlirt  wieder  darauf,  dsÄ  man  bei  Functionen  der 
Klasse  2  von  gewissen  abzählbaren  Wertmengen  absehen  darf.  Ist 
nämlich  k  irgend  ein  Wert,  den  die  Function  im  Intenrall  t  —  a  -'h 
besitzt,  so  giebt  es  für  jedes  A  eine  Punktmenge  Px  =  \  xx] ,  so  dafs 
fi^i)  ^  A  ist.  Diese  Menge  kann  abzählbar  sein,  es  giebt  aber  eine 
untere  Grenze  der  Zahlen  A  init  abzählbarer  Menge  P;. ,  und  diese 
sei  (f.  Ebenso  sei  /  die  obere  Grenze  aller  Zahlen  fi,  för  die  die 
zugehörige  Punktmenge  I^i  =  { ar^ }  abzählbar  L:>t,  wo  f(xiu)  ^  sein 
soll.  Diese  zimächst  fOr  ein  Intervall  definirten  Zahlen  kann  man 
nun  in  bekannter  Weise  auf  einen  Punkt  x  ftbertragen,  indem  man 
sich  Intervalle  t\  %*\  •  •  •  denkt,  die  gegen  den  Punkt  %  couTOr- 
giren.  Sind  g\  g'\  g"\  •  •  •  l\  1",  i"',  •  *  •  ^  definirten  au- 
gehOrigen  Gr06en  und  gi  und  \  die  besflglichen  Grenien,  so  setse 
man 

und  hat  in  dieser  Gröllse      fttr  die  Fnnetionen  zweiter  Klasse  ein 

Analogen  zu  der  bei  Functionen  erster  Klasse  vorhandenen  GrOlse  an. 
Diese  Analogie  besteht  in  folgendem.  Bei  einer  beliebigen  punkt- 
weise unstetigen  Fimction  liegen  die  Punkte  0  =  0  überall  dicht; 
insbesondere  haben  daher  die  Functionen  der  Klasse  1  die  Eigrnsrhaft, 
dafs  fUr  jede  beliebige  perfecta  Menge  T  die  Pimkte  ==  U  überall 
dicht  liegen.  Baire  zeigt  nun,  dafs  es,  damit  f{x)  eine  Function 
der  Klasse  2  ist,  hiureichend  ibt,  lalls  die  Punkte  a)j  =  0  füi-  jede 
nirgends  dichte  perfecte  Menge  T  tlberaU  dicht  liegen.  Eine  not- 
wendige Bedingung  ist  dies  jedoch  nicht üm  su  notwendigen 

Ygl.  auch  bei  Priugsheim,  Encykl.  d.  math.  Wiss.  IT,  A.  1,  S.  7,  Anm.  31. 
Die  mir  mmi  bekannten  analytiscben  Darstellungen  total  unstetiger 
Functionen  benutzen  nur  einfache  Folgen  nicht  stetiger  Functionen;  vgL 
8.  B.  Hankel,  Math.  Ann.  20,  S.  107. 

1)  Dies  wird  durch  folgendes  BeiHpiel  bewiesen:  Sei  T  oin!^  nirgends 
dichte  perfecta  Menge,  so  aet^t  mau  in  jedes  Intervall  ö-  wiederuiu  eine 

perfecte  Menge.  So  entsteht  eine  perfecte  Menge  2'^,  in  deren  Intervalle 
wird  wieder  eine  perfecte  Menge  gesetrt  nnd  so  eine  Menge  3*,  gebildet. 
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Bndintjnngon  zu  gelangen,  luufs  man  nicht  allein  von  abzählbaren 
Mengen  absehen,  sondern  auch  von  Mengen  ei-ster  Kategorie  (S.  108), 
die  durch  SKlÄ",.  |  gegeben  sind,  wo  jedes  Ky  eine  nirgends  dichte 
abgeschlossene  Menge  ist.  Mit  ihnen  definirt  man  analog  wie  oben 
Zahlen       ^g,      h\  und  gelangt  sdiHefslich  zu  folgendem  Satz: 

DL  Bei  jeder  Function  der  »weiten  Klasse  liegen 
die  Punkte  » 0  in  Bezug  auf  jede  perfecte  Menge 
flherall  dicht^). 

ICan  kann  firagen,  ob  und  wie  sich  die  Baire 'sehen  Ünter-  - 
suchungen  auf  das  Gebiet  mehrerer  Variablen  übertragen  lassen. 
Dies  dürfte  sich  ohne  besondere  Schwierigkeit  ausführen  lassen,  nach- 
dem die  Analyse  der  ebenen  abgeschlossenen  und  perfecten  Mengen 
vorhanden  ist;  auch  dürften  neue  G*'si(bt*j>unkto  principieller  Natur 
kaum  hervortreten;  sind  doch  die  Metlioden,  auf  denen  die  Ent- 
wickehuigen  ruhen,  von  der  Dimeusioneuisahi  durchaus  unabhängig^). 
Ferner  hat  Baire  in  allerjüngst^r  Zeit  begonnen,  die  Menge  aller 
Functionen  der  oben  genannten  Klassen  näher  zu  untersuchen. 
Hiencn  dienen  die  auf  8.  64  angegebenen,  von  ihm  eingeführten 
Begrife,  die  es  enndglichen,  die  Besultate  der  Punktmengen  auf  . 
Mengen  Yon  Functionen  zu  übertragen.  Beispielsweise  kann  man 
diigenige  Funotionsklasse  als  abgeschlossen  beieichnen*),  die  aus  allen 
Functionen  der  sftmtlichen  Klassen 

1,  2|  ö,  ...fo,  ...ci^, 
besteht    Sind  nämlich 

/•f         A^j  •  •  •  /*»f  • "  • 

irgend  welche  Functionen  dieser  Art,  so  definiren  sie  eine  Function 
die  man  als  Grenzelement  der  vorsteheudeu  betrachten  kann 

(S.  64),  und  die  gem&b  der  Natur  der  zweiten  ZahUdasse  stets  der 

Gesamtheit  aller  dieser  Functionen  angehört. 

Wir  sind  flfarigeos  hiermit  lu  einer  Fragestellung  allgemeiner 

Art  gelangt^  nftmlich  zu  der  Frage,  Ifengen  gegebener  Functionen  auf 

ihre  liftchtigkeit  und  ihre  Eigenschaften  zu  untersuchen.    Auf  die 


So  kann  man  fintfahren  und  die  Mengen      die  Straeke  %  allm&hlich 

flbeiall  dicht  erfOUen  lassen.  Sei  9Dt  ( 7, }  —  P  «  { } ,  ao  definire  man 

f{ps\  M  1,  sonnt  aber       »  O,  so  ist        eine  Function  zweiter  Klasse, 

una  man  hat  nl)erall      =  1,  Jt,  =  0,  1,  so  dafs  f(x)  die  ol^e  Be- 

ding^inc  nicht  erfüllt,  wohl  aber  diejenige  des  letzten  Satzes. 

1 ;  a  a.  0.,  S.  87.  Der  Satz  findet  sich  in  den  Compt.  rend.  de  TAc. 
de  Paris,  126,  S.  l6Si  suent  ausgesprochen. 

2)  Auf  Erwägiinrren  p'an/  anderer  Natur  sich  stützend  hat  kilrzlich 
H.  Lebesgue  die  Auüdehubarkeit  des  Satzes  aul'  den  Kaum  ausgesprochen. 
(Gompt  rend.  de  TAo.  de  Paris,  Bd.  188,  18ft9.) 

8)  Compt.  rend.  de  l'Ac.  de  Paris,  Bd.  120,  (1899). 

JftlinslMticlii  d.  DmtMliaii  llttlbam.-y«i«iiiigiui(.  Till,  9.  16 
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Wichtigkeit  dieser  Frage  ist  bereits  mehrfach  hingewiesen  worden'). 
Sie  enthftlt  das  aUgemeine  Ftoblem  nnter  sieb,  Mengen  TOn  Cttrven 
und  sonstigen  geometrischen  Gebilden  sn  nnterauehen,  das  Ton  Ascoli, 
Vol terra  und  Arssela  bereits  in  Angriff  genommen  ist.  Hierfür  mnls 
ich  auf  den  n&disten  Abschnitt  meines  Berichts  yerweisen'). 

9.  Es  mdge  nnnmebr  die  Beibe  der  Fnuctionen 

nicht  mehr  für  jedes  x  eine  1" uiidaiiitjil  ilnnlie  darstellen,  also  die 
Reiho  2Ji(,  (x)  nicht  mehr  fiir  jt'dos  x  cüuvcrpreu.  Wir  wollen  auch 
dann  iiucii  die  Reihe  eine  Folge  oder  Fiindanien  lalrcihe  von 
Functionen  nennen,  falls  die  Funkte,  an  denen  sie  convergirt, 
eine  fiberall  diebte  Menge  bilden,  wobü  fireilidi  die  Katar  dieser 
Menge  nodi  an  iintersachen  ist.  Wenn  die  Reibe  für  einen  Wert 
nicht  convergirt,  so  kann  dies  entweder  so  geecbeben,  dafii  die 
Qrßlsen  Sr(x)  mit  wachsendem  v  Uber  alle  Grenaeii  wadisen,  oder 
dafs  sie  zwischen  endlichen  Grenzen  oscilliren.  Es  giebt  dann  swei 
Unbestimmtheitsgrenzen  0  and  U  für  diese  Oscillationen,  und  es  soll, 
falls  die  Differenz  J  =  0  —  =  &  ist,  diese  Gröfse  als  das  Diver- 
pfenzmafs  ^  =  k  in)  Punkte  x  bezeichnet  werden.  Diese  Ein- 
führung stammt  von  liariiack*).  Analog  dazu  soll  ein  Punkt  .r,  in 
dem  die  Keihe  divergirt,  ein  Funkt  unendlicher  Divergenz 
hcifsen,  oder  auch  ein  Punkt  J  =  oo.  Man  kann  nnn  wieder 
fragen,  wie  die  Punkte  ^  ^  A-  in  einem  Intervall  verteilt  sein  können. 
Hieranf  kann  man  sun&chst  n-nr  antworten,  da&  ibre  Menge  nickt 
abgeschlossen  wol  sein  braocbt. 

Bezeichnen  wir  noch  eine  Beibe,  bei  der  die  ConTergenzpnnkie 
aberall  dicht  liegen,  als  punktweise  conyeiigent,  so  gilt  also  der  Sati: 

X  Die  Punkte  J  ^Jc  einer  punktweise  conTergenten 
Beibe  brauchen  eine  abgeschlossene  Menge  nicht  sn  bilden. 

Die  Divergenzpunkte  zeigen  also  in  dieser  Hinsicht  ein  analoges 
Verhalten  wie  die  Werte  der  Ableitungen. 

Diese  Lbereinstinunung  ist  übrigens  nicht  etwa  eine  nur  formale; 
vielmehr  haben  wir  es  hier,  wie  ans  <lera  folgenden  erbellt,  mit  zwei 
verschiedenen  Erscheinungsweiüen  der  nämlichen  Thatsacbe  zu  thun. 

Um  dies  zu  begründen,  genügt  es  daran  zu  erinnern,  dals  die 
frOber  ftbor  die  Ableitungen  stelager  Functionen  entwiekeliBn  Eig«i- 
Schäften  ein  tyi^bes  Beispiel  des  behaupteten  Satzes  liefern,  zumal 
wenn  man  die  in  €ap.  4  benutzten  Darstellungsmethoden  im  Sinne 
YOn  S.  218  auffafst.  Wir  haben  in  Cap.  4  monotone  stetige  Functionen 
ff     f(^x)  kennen  gelernt,  für  die  an  einer  im  Intervall  a. . . &  überall 

1)  Vgl.  z.  B.  Borei,  Leyon»,  6.  l*J6tf.,  sowie  die  Verbanül.  d.  Züricher 
maÜi.  Congresae«,  S.  901  ff. 

2)  V<,']  aurh  die  Arbeit  von  Burali  Forti  in  Math.  Asul  47,  8.  W. 
3}  Math.  Aim.  19,  S.  261. 
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dk&toa  Menge  f(»)^0  w«r.  Wir  bnnohen  aber  jetet  Ton  der 
Function  y  =  f{x)  nur  zu  der  inversen,  ebenfalls  eiDdoutigen  mono- 
tonen und  stetigen  Fnnction  x  =  giy)  überzugehen  und  sehen  sofort, 
dafs  dipso  Function  ein  Beispiel  liefert,  in  dem  die  Punkte  J  =  oo 
im  Intervall  f(a)  .  .  .  f\0}  überall  dicht  liegen,  ohne  doch  alle  Punkte 
dieses  Tntervalls  7u  enthalten.  Denkem  wir  uns  jiämiicb  f{x)  durch 
die  monotonen  Poiygonzüge 

^1  ^»  •  •  •  ^»  •  •  • 

approxifflirt,  80  steUen  eie  für  g(p)  eben&llB  monotone  Polygonzfige 

dar,  die  gegen  ff{y)  gleit  Ii mäfsig  appioxiinireii;  sie  bilden  daher  eine 
Fuiictionsfolge,  bei  der  die  l'iinkte  =  cx)  eine  überall  dichte,  aber 
nicht  abgeschlossene  Menge  bildi  ii'). 

10.  Den  wichtigsten  und  interessantesten  Belog  des  ^^atzes  bildet 
eine  bemeikenswei-te  (iattiin^T  punkt,weise  convergenter  Reihen,  die 
Berel")  betruehtet  hat,  uud  bei  denen  ebenfalls  die  l)iverg«nzpunktc 
^  ==  oo  überall  dicht  liegen ^j.  Borel  iät  zu  ihnen  gelaugt,  indem  er 
eine  im  complexen  Gebiet  Yiel&oli  erörterte  FmustionflUasie  ninidiBt 
Ar  reelle  Variablen  nntenniehte,  um  aie  anf  diese  Weiae  in  ibrer 
einfaobeten  Pom  za  etodirea. 

Es  sei  X  =  [xy]  eine  im  Intervall  a  .  .  .  h  =  x  überall  diehte 
abzählbare  geordnete  Menge.  Man  wähle  £Äp  als  abflolni  eon vergante 
Reihe,  bezeichne  den  Abstand  eines  Funktee  x  von  duroh  r»  nnd 
betrachte  die  Reihe 

Diese  Reihe  ist  für  jed«'ii  Punkt  unendlich  grofs.  Es  fragt  sich 
nun  weiter,  wie  sie  sich  i'üi-  einen  Punkt  von  verhält,  wo  Xg 
vrieder  die  Complementärmenge  zu  X  ist.  Ist  x  dieser  Punkt,  so 
kann  die  Beihe  für  x  in  der  That  convergireu,  und  zwar  wird  dies 
jedenfalls  immer  dann  der  Fall  sein,  wenn  ^e  der  Bedingung 
geniigen,  dafs  für  binreiebend  grofses  v  stets 


1)  Ein  ähnliihes  analytif^ch  eingekleidetes  Beigpiel  dieser  Art  j,Mebt 
Breden,  Otv.  al  Vet.  Ak.  Förhandl.,  Stockhoün,  Bd.  52,  S.  703.  Es  ist  zu 
vermuten,  dafs  die  Punkte  ^  =  oo  für  eine  punktweise  convergente  Reihe, 
foUs  sie  in  einem  Intervall  überoU  dicht  liegen,  in  ihm  stets  eine  Menge 
d&t  Mäclitiy^keit  c  Idlden.  wa"  dem  ohen  fol^n-ndeii  anab>g  sein  würde. 

%)  Compt.  rend.  de  1  Ac.  de  Paris  llö,  S.  54U  und  Levous,  S.  62  ff. 

s)  Solcbe  Reihen  bat  im  AnBchlnÜB  an  Eiern ann  aaeb  H.  J.  Smitb 
betrachtet,  Hess,  of  Math.  (2)  11,  S.  1. 

16« 
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ist,  wo  £uv  selbst  eine  conTorgente  Beihe  darstellt  Diese  Bedmgimg 
ist  aber  aaeh  wirklich  realisirbar.  Es  ist  dies,  wie  wir  sehen  werden, 
eine  einfädle  Folge  des  oben  (8. 98)  aagefllhrten  Borel'schen  Sataes, 
wie  andererseits  hier  der  eigentlklie  Zielpunkt  dieses  Satses  in  die 
Ersoheinong  tritt 

Man  setse  n&mlich  die  ietste  Relation  in  die  Form 

rr  >  —  =  tv, 

so   besagt   die  Bedingung  v^^  dai's  x  iiiclit  dem  Intervall 

K  —  Vp*  *  'Xt  t\  angehört  Wenn  man  nim  die  so  he» 
stimmen  kann,  dab  £fp  <  t  ist,  so  bestimmen  die  Intervalle  Sr  oine 
Borersche  Menge  (8.  110),  nSmlich  eine  Intervallmenge  D«»{^r) 
nnd  eine  sogdiSrige  Menge  'I\  und  es  ist  unmittelbar  Uar,  dab  fOa 
jeden  Punkt  von  T  die  Reihe  (4)  immer  dann  eonvergirt,  wenn  auch 
die  Reihe  £vy  convergirt  Ja  es  wird  sich  sogar  durch  geeignete 
Wahl  dnr  Oröfscn  r,  errpiohen  lassen,  dafs  ZS,  beliebig  klein  wird  und 
damit  der  Inhalt  der  zugehörigen  abgeschlossenen  Menge  T  dem  Wert  t 
beliebig  nahe  kommt  Da  nämlich  mit  £uy  auch  £gUr  eine  con- 
vergente  Keihe  ist  für  jede  endliche  Grüfse  //,  so  bleiben  alle  unsere 
Schlüsse  bestehen,  wenn  man  t>  durch  r,  :  ff  ersetzt  Dadurch  kann 
aber  £i,  beliebig  klein  gemacht  werden,  imd  es  kann  daher  die 
SmnmengrOlse  der  Intervalle,  für  die  die  Convergenz  nicht  behauptet 
werden  kann,  beliebig  heruntergedrückt  werden.  Nimmt  man  ins- 
besondere  eine  Reihe  unbegrenzt  wachsender  Zahlen 

9  KPi  K  ffi  K  *  "  <.ff** '  * 
beliebig  an,  so  werden  die  zugehörigen  Mengen 

das  Intervall  t  allmühlich  fiberall  dicht  bedecken  und  in  ihrer  Com- 
plementSrmenge  eine  Menge  31  zweiter  Kategorie  bestinmien,  und 
man  gelangt  so  zu  folgendem  bemerkenswerten  Resultat: 

XI.   Falls  sich  bei  gegebener  convergentcr  Reihe 
die  Gröfsen       und  r,.  so  wählen  lassen,  dafs  £ur  und  2Vr 
ebenfalls   convergirt,  so  convergirt  die  Reihe  (4j  sicher 
überall  mit  Ausnahme  einer  Menge  M  der  zweiten  Kate- 
gorie und  der  Mächtigkeit  c'). 

Aus  der  Definition  dieser  Punktmenge  M  folgt  jedoch  nicht 
immittelbar,  dafs  sie  aus  lauter  Punkten  J  ^  oo  bestehen  muTs. 

Das  bisherige  Resultat  ist  zunSchst  noch  hypothetischer  Natur, 
es  läfst  sich  aber  leicht  in  ein  wirkliches  Resultat  verwandeln. 


1)  Der  analoge  Satz  iui  komplexen  Gebiet  ist  wichtig  für  die  Frage, 
ob  eine  Gebiets^enae ,  aui  der  unendlich  viele  überall  dichte  singidäre 
Funkte  liegen,  eme  natdrliche  Greave  ist  oder  nidit 
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Man  hiit  dazu  zu  fragen,  wie  die  Reihe  SA,,  beschaffen  sein  mufs, 
damit  zwei  convergcnte  Heihen  und  2^t  f  der  Yorbestimmten 

Art  existiren.    Zu  dem  Zweck  geht  Borel  toh  der  Relation 

aiift,  die  zeigt,  dafs  die  GonYergeDS  von  Su^  und  £i'r  diejenige 

Ton  zyÄp  nacli  sioli  sdehtj  xungekehrt  aber,  falls  JSYAr  couTergirt, 
genügt  es, 

i»r — — yi 

zu  setzen,  um  zwei  Reihen  der  verlangten  Beschaffenheit  zu  besitzen. 
Also  folgt: 

Xn.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fttr 
die  Eiistens  der  Reihen  Su^  und  Sv^  ist  die  Gonyergens 

von  sYäI' 

Die  Torstehenden  Sfttsse  lassen  sich  einerseits  so  yerallgemeineni, 
dafs  man 

ersetzt,  unter  der  Voraussetzung,  clafs  alle  m,  <C  ^  bleiben,  oder 
auch  so,  dafs  man  sie  auf  dio  Ebene  und  den  Kaiuu  übertiügt. 
Dies  gilt  immer,  falls  nur  die  Monge  P=  {y^,  ),  die  statt  der  Menge 
X  =  [xy\  eintritt,  abzählbar  bleibt;  mau  braucht  ja  r,  uur  ent- 
sprechend zn  interpretiren.    Hier  tritt  dann,  wie  Imcht  ersichtlich, 

an  die  Stelle  der  Reihe  £vy  die  Reihe  resp.  allgemein  die 

Reihe  Der  Inhalt  von  T  lafst  sich  ebenso  wählen,  wie  oben. 

Borel  ftigt  noch  die  leicht  ersichtliche  Bemerkung  hinzu,  dafs 
die  Reihe  für  alle  Punkte  derselben  Menge  T  gleichmäfsig  con- 
vergent  ist,  da  ja  für  sie  eiue  und  dies»t>lbe  Men^je  2^r,.  die  Ver- 
gleichsreihe abgiebt^).  In  der  Ebene  kann  es  alsdann  auch  Scharen 
von  Curven  geben,  deren  sämtliche  Punkte  einer  Menge  Ti  augehören, 
und  aof  denen  die  Reihe  eben&Us  noch  gleichmftlsig  conyergirt 
Bie  Hdglichkeit  solcher  Carren  ftr  nirgends  dichte  Kengen  T  ist 
leicht  bewdsbar*). 

11.  Harnack  hat  den  Begriff  des  Divergenzmafses  für  die  Zwecke 
der  trigonometrischen  Reihe  eingeführt;  diese  Einftihrung  bildet 


1)  Mit  wachsendem  X  sinkt  natflrlich  der  Grad  dieser  Conveigenz 

unter  jede  Gröfse. 

8)  Da«  nBhere  im  vierten  Ahschnitt.   Ein  ähnUches  Resultat  enthSlt 

der  von  Cantor  gelegentlich  gegebene  Nachweis,  dafs  eine  steti<;e  Be- 
weguni^  im  Kaimi  auch  dann  noch  mögUch  i»t,  falls  man  au8  ihm  eine 
überall  dichte  abzilhlbare  Menge  ausscheidet.   (Math.  Ann.  20,  S.  121.) 
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aber  bereits  das  Ende  der  Betracbtungen,  die  diese  Reihe  in  den 
lotsten  Jabmhnten  zum  Gegenstand  gehabt  haben,  und  bei  denen 
die  Theorie  der  Punktmengen  eine  BoUe  ^ielt  Nachdem  msA  den 
Begriff  der  ungleichmäTsigen  Convergenz  kennen  gelernt  hatte,  stellte 
sich  die  Notwendigkeit  ein,  die  ganze  Theorie,  insoweit  sie  vorher 
auf  die  pliedwoiso  Intep-ation  <ro(ifrüiid<'f  war,  ii»'u  m  l»earbeiton.  und 
vor  allem  dir  beiden  Hiuii»t.siiize,  den  der  cmdcutigcu  "Darstcliung 
und  den,  der  den  Coefticieuten  die  Fourier'sche  InUigialforni  bei- 
legt, iii  müglichst  weitem  Umtaug  sicherzustellen.  Dies  ist  zugleich 
das  Problem}  das  die  historische  Veranlasstmg  zur  Ausgestaltung 
der  Mengenlehre  geworden  ist.  Bei  der  Annahme,  dafs  die  Gon- 
Yergenz  an  einer  unendlichen  Menge  von  Punkten  anfhdrt,  hat 
Gantor  seine  ersten  Definitionen  nnd  Sitse  ftbor  Punktmengen  mit- 
geteilt. Hier  dflrfte  ihre  eigentliche  Quelle,  sowie  uueh  bereits  der 
Ursprung  der  später  entwickelten  transfiniten  Begriffsbildungen  zu 
erblicken  sein*).  Über  die  hiermit  verbundenen  Fragen  möge  daher 
noch  in  Kürze  berichtet  werden. 

T)io  neue  Bphandlnngsweise  der  trigonometrischen  Reihe  knüpft 
bekanntlich  an  Heine"')  an,  der  /.nerst  auf  die  Mängel  der  Methode 
der  glied weisen  Integration  hinwies  und  das  Bodürtuis  nach  neuen 
Beweisen  hervorhob.  Zielpunkt  dieser  Beweise  ist  einerseits  die 
Eindeutigkeit  der  Barstellung,  andererseits  der  Sats,  der  den  Ooeffi- 
deuten  Äe  Fourier'sche  Form  sichert  Die  Eindeutigkeit  der  Dar- 
stellung ruht  auf  zwei  wichtigen  SStzen,  von  denen  der  eine  auf 
Cantor,  der  andere  auf  H.  A.  Schwarz  zurückgeht  Der  Satz 
Cantor's  besagt^),  dafs,  wenn  die  Beihe 

f{x)  —^{(it  cos  vx  -j-     sin  vx) 

für  alle  Werte  x  innerhalb  eines  Intervalls  a*"b  convergirt,  lim r?,  =  0 
und  lim  6,  =  0  ist.  Wenn  es  nun  eine  zweite  trigonometrische 
Reihe  gäbe,  mit  anderen  Coefticienten  nnd  h,,  die  innerhalb  (i---h 
dieseltio  Function  f(T)  darstellt,  so  -vrfirde  die  DitlVren/.  eine  Function 
fi{x)  sein,  die  tiberall  Null  ist.  Fiu  diese  Function  bestehen 
mm  aber  die  von  Riemann  für  jedes  derartige  f(x)  abgeleiteten 
grundlegenden  Formeln.  Wird  also  die  aus  der  Reihe  f^{x)  durch 
zweimalige  gliedweise  Integration  hervorgehende  Function  mit  Fi(x) 
bezeichnet,  so  ist  gemSls  der  einen  von  ihnen 

1)  Übrigens  hat  schon  Dirichlet  gelegentlich  von  der  Mö^^licbkoit 
gesprochen,  dafs  eine  durch  eine  Fonrier'pche  Reihe  darstellbare 
Function  unendlich  viele,  nirgends  dichte  Unntetigkuiteu  haben  könne. 
Lipschitz  hat  diesen  Fall  n&her  untersucht  unter  der  Annahme,  dab 
die  1(i-/,n>4^1i<  he  MenfTO  eine  enrllicbe  Zahl  von  Qrenzpunkten  besitzt,  was 
ja  vom  heutigen  ätandpimkt  aus  als  zu  eng  bezeichnet  werden  muli». 

2)  Jüum.  f.  Math.  71,  S.  353  ff. 

3)  Jonm.  f.  Math,  72,  S.  ISO  u.  18»;  vgl.  auch  7S,  S.  SM. 
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F,(.  +  0-2fi^+F>(x-.)  _  ^^^^^  _  ^ 

Hier  setzt  dor  Satz  von  Scinvn  r/.')  ein.  Er  Hpsn};t,  dafs  fino  jode 
stetige  Functiou  l^\(x),  für  dio^  wie  für  die  obige,  der  l>i/.ügliche 
Grenzwert  für  alle  l*unkto  eines  Intervalls  Null  ist,  in  diesem  Inter- 
vall eine  lineare  Function  ist  Aus  diesem  Satz  in  Verbindung 
mit  demjenigen  Cantor's  kann  aladann  die  Eindeutigkeit  der  Dar- 
stellung leicht  geschlossen  werden. 

Das  Vorstehende  gilt,  wenn  die  Beihe  ftkr  alle  Punkte  inner 
halb  eines  Intervalls  oonTeigirt.  Die  Leistung  yon  Heine  besteht 
nun  wesentlich  darin,  dafs  er  zuerst  eine  endliche  Zahl  von  Aus* 
nahmepunkten  >•  0  ins  Auge  fafstc,  in  denen  die  Convergenz  der 
Reihe  aufhört.  Die  Function  Fi{x)  des  Schwarz'schen  Satzes  ist 
alsdann  in  jedem  b''7riqlicheii  Teilintervall  von  rt  •  •  •  h  eine  lineare 
Function,  und  da  tili-  sie  im  ganzen  Intervall  gemäfs  einer  zweiten 
Eiemann'schen  Formel 

» 

ist,  so  ist  sie,  wie  bereits  Im  Sats  IX  toh  Oap.  4  bewiesen  ist,  im  gansen 
Intervall  linear.  Dies  ist  das  von  Heine  abgeleitete  Resultat.  Das 
gleiche  gilt  dem  eben  citirten  Satze  gemäfs  aber  auch  dum,  wenn 
die  Punkte  J>0  eine  beliebige  abzahlbare  und  abgeschlossene 

MeucTo  bestimmen.  Dieses  Theorem  ist  es,  das  Cant  nr  im  Anschlufa 
an  den  Satz  Heine  s  für  die  bis  dahin  von  ihm  geschaffenen  Punkt- 
meugen  zuerst  ausgesprochen  hat^);  es  ist  überdies  unabhängig  von 
den  Werten  von  ^.  Diesem  Theorem  kommt,  wie  bereits  früher 
hervorgehoben  wmde,  die  historische  Bedeutung  zu,  die  Mengenlehre 
gefordert  und  begründet  zu  haben.  Mit  ihm  war  zum  ersten  Mal 
die  bis  dahin  vorhandene,  sehr  unbestimmte  Vorstellung  Uber  die  Ver- 
teüung  unendlicher  Punktmengen  durch  eine  prScise  Begriffiibestimmang 
ersetst^. 

Das  allgemeinste,  in  dieser  Hinsicht  für  die  Theorie  der  trigono- 
metrischen  Reihen  erreichbare  Resultat  wurde  übrigens  erst  von 
Harnack*)  ausgesprochen.  Der  Harnack'sche  Satz  ist  eine  Ver- 
allgemein eninj^  dos  erstgenannten  Cautor'scheu  Satses  und  kann 

folgendennafsen  ausgesprochen  werden: 

XUI.  Wenn  bei  einer  trigonometrischen  Reihe  diePuukto 


1)  Der  Satz  wurde  von  Cantor  mitgeteilt,  a.  a.  0.,  S.  138. 

2)  Math.  Ann.  6,  S.  180. 

T)  Die  obii^rn  Satze  lai^sen  sich  auf  analog  gebaute  Reihen  (Kugel- 
functionen  u.  8.  w.)  übertragen;  vgl  !>inl,  Ann.  di  mat  'i  (»,  S.  112, 
Aacoli,  ebda.  (2^  7,  S.  258,  C.  Xeumann,  Math.  Ann.  22,  i?.  400,  sowie 
Arselä,  Mem.  di  Bologna  (6)  4,  S.  878. 

4)  Math.  Ann.  19,  S.  861. 
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J'^h  für  jedes  k  eine  nirgends  dichte  Menge  L  bilden,  so 
igt  limOr  ="  0  und  Um5y"»  0. 

Der  Beweis  folgt  durchaus  deng'enigen,  den  Oantor  fOr  den 
von  ihm  herrührenden  einfacheren  Satz  gegeben  hat.  ^Fan  wähle 
Ah  <C  o'  <C  a  und  betrachte  die  zu  k  gehörige  Menge  L.  Ist  x  ein 
innerer  Punkt  eines  zu  ihr  gehörigen  pnnktfreien  Intervalls  d,  so 
giebt  es  um  x  ein  innerhalb  d  liegendes  Intervall  d'  =  x  —  f  •  •  -  x  -j- 
und  es  sei  x' =  x -{- s'  ein  innerer  Punkt  dif^sps  Intervalls.  Als- 
dann ist  x'  ein  Punkt  •<  A*,  und  es  folgt  aus  der  Definition  der 
Unbestimmtheitsgrenzen ,  dafs  von  einem  gewissen  v  an 

I  tty  cos  vx'  -j-  dr  sin  vx'  \  <  k 

bleibt  Wird  x'  dorch  x  -\-  t'  tesp.  X  —  9  ersetzt,  so  folgt  hieraus, 
dsTs  aneh 

|4i,oos2  yc'|<  o'    und    |frySin2yff'|  <  tf' 

ist  WIre  nun  Um  |  [  >  0,  so  gäbe  es  ins  Unbegrenste  wachsende 
Zahlen 

so  dafs  alle  Ooefficienteu  a^'i  Or'",  •  •  •  dem  absoluten  Betrage 

nach  oberbali)  einer  Gröfse  6  blieben.  Der  weitere  Schlufs  beruht 
nun  darauf,  dafs  man  alsdann  unter  den  Gröfseu  v  ,  v",  v"\  .  .  . 
wieder  eine  unbegrenste  TeUreihe  v,,  v^,  v,,  . . ,  nnd  xn  ihr  einen 
Wert  bestimmen  kann,  so  dafs,  wie  auch  c  beschaffen  ist, 

«' 

sin2viii>— ,   Bin2vsCi>-^,   8in2  v,«|>  —  •  •  • 

ist,  was  gegen  dir  vorstehende  Ungleifbung  verstofsen  würde.  Da 
dies  nun  im  jedes  beliebige  <s  bestehen  bleibt,  so  mufs  limar=  ^ 
sein,  und  ebenso  folgt  lim6„=0*). 

Aus  dem  Satz  von  Haruack  flieM  noch  die  Folgerung,  dais, 
wenn  eine  trigonometrische  Beihe  fllr  eine  überall  dichte  Menge  cou' 
yeigirt  und  nidit  lim  »  0  und  Um  5* »  0  ist,  es  stets  einen  end> 
liehen  Wert  h  giebt,  so  d&Cs  auch  die  Punkte  J'^h  überall 
dicht  liegen.  Eine  ßeihe,  fOr  die  dies  zutrifft,  ist  s.  B.  die  in 
Biemann's  Schrift  am  Ende  genannte  Reilie  27 sin  v\ xn. 

Tn  dem  Fall,  dafs  man  es  mit  einer  beliebigen  trigonometrisehen 
Reihe  zu  tlnm  hat,  sind  weitere  Hesultate  nicht  heksmnt  geworden. 
Um  zu  soh  lu  ri  zu  gelangen,  mufs  man  annehmen,  dais  die  Reihe 
eine  integnrbare  Function  f(x)  darstellt.    Alsdann  haben,  wie  durch 

1)  Dieser  Sats  l&fst  sich  übrigens  auch  aus  dem  früher  erwähnten 
allgemeinen  Tlieorern  von  C.  Arzelsi  folgern.  Der  Unterschied  ist  der, 
dafs  bei  der  eben  ang^ebeneu  Ableitung  ein  Wert  s^  direci  conatruirt 
wird,  während  im  Theorem  von  Anelä  nur  die  allgemeitte  Riirtens  eines 
solchen  Wortes  gefolgert  wird. 
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du  Bois  und  0.  Hölder  in  angehender  Weise  begründet  worden 
itt,  die  Coefifidenten  iminer  die  bekannte  Fourier'sdbe  Integnlfonn. 
Ist  daher  f(»)  eine  solche  im  Ibtervall  —  n  -  -  ■  7t  integrixhare 

FunctioD,  und  enwtlt  man  in  der  Reihe  die  Coefficienten  durch  die 
mit  der  Function  f^or)  gebildeten  Integralformcln ,  so  stellt  diese 
Reihe  die  Function  fix)  m  dem  Sinn  da)\  ^Infs  sio  an  allen  Con- 
vergenzstelleu,  an  denen  f(x)  stetig  ist,  den  Functionswert  von  f(x) 
liefert  und  an  allen  eigentlichen  Öprungstellen  den  bekannten  Mittel- 
wert, weitergehendes  Resultat  giebt  Hölder^);  er  zeigt,  dafs 
an  einer  CoHTergenzetelle  stefes  ein  gewieser  ans  Integralwerton  ge- 
bildeter Grenzwert  exielizty  der  dem  Wert  der  Beäie  gleieh  Ist 
Wie  sieh  jedoch  diese  Reihe  an  einem  Punkt  J>0  veriUlltf  dar- 
über habe  ich  ein  piriloises  Resultat  bisher  nicht  gefunden.  Bs 
dtlrfte  jedenfalls  zu  Termuten  sein,  dafs  die  durch  die  Reihe  deHnirte 
Function  stets  eine  möglichst  stetige  Function  cpfx)  ist.  Die  Frage 
aber,  oh  an  jedem  Punkt  ^  =■  k  diese  Function  einen  ünstetigkeits- 
punkt  (0  =3  A;  besitzt,  glaube  ich  in  diesem  allgemeinen  Umfang  ver- 
neinen zu  müssen*). 

Den  vorstehend  erwähnten  Sat:/^,  der  den  Goefücieutea  die 
Fourier'scfae  Integralfonn  sicherti  bSrt  dn  Bois")  innSditt  Ar  den 
Fall  abgeleitet,  dafe  f{x)  überall  endfioh  ist,  er  hat  aber  auch 
bereits  die  MögUdikeit  «rOrtert,  dafs  ünendliclikeitsiniiikte  in  un- 
endlicher Anzahl  vorhanden  sind.  Die  aUgemeinste  Erledigung  des 
letztgenannten  Falles  verdankt  man  jedoch  erst  Hölder^).  Wie  er 
gezeigt  hat,  so  haben,  wenn  die  Punkte  J  =  <x>  eine  abzähl- 
bare und  abgest  h ! nssenc  nirgends  dichte  Monge  Q  be- 
stimmen, die  Coetticient en  immer  dann  die  Fourier'sch e 
Form,  wenn  [{x)  selbst  ein  uneigentliches  Integral  besitzt, 
und  auch  die  andern  in  die  Coef ficientcn w erte  eingehen- 
den nneigentlichen  Integrale  einen  Sinn  haben. 

Da  in  diesem  Bericht  gezeigt  ist,  dafs  die  wesentUdien  Eigen- 
schaften des  Integralbegrills  auf  die  uneigentlichen  Integrale  immer 
dann  übertragbar  sind,  wenn  die  Intervalle  der  Menge  D  eine  ab- 
zfthlbare  Menge  Q  bestimmen,  so  bedarf  das  Resultat  Hölder's  kaum 
einer  näheren  Begründung.  Insbesondere  bleiben  ja  der  Fundamental- 
satz der  Integralrechnung  und  die  Sätze  von  Schwarz  und  du  Bois, 
die  angehen,  wann  eine  Function  eine  lineare  Function  ist.  für  die 
hier  in  Frage  stehenden  uneigentlichen  Integrale  ebenso  in  ICraft, 
wie  für  die  eigentlichen.  Diese  Sätze  bilden  aber  die  Grundlage, 
um  einerseits  die  Eindeutigkeit  da*  Goefhcienten  und  andererseits 

1)  Math.  Ann.  24,  S.  208. 

2)  Vgl  auch  >^  o  r  r  o  t ,  Lehrbuch  der  XHfEerential-  und  Integralrechnung, 
übersetzt  vou  Harnack,  S.  369. 

8)  Abh.  d.  Ak.  d.  Wisi.  Manchen,  Bd.  IS,  8.  mff. 
4)  Math.  Ann.  S4,  8. 181. 

lahmbniebt  4.  DvatMbni  lbUiMB.<y«Mfaigttnc,  ym,  S.  16** 
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ihre  Darstellbarkeit  durch  die  Fourier 'sehen  IntegFAlformeUi  za  er* 

scliliefsen.  Allerdings  wenn  diVse  Tnte^alfoniieln  »»inen  wirklichen 
Sinn  haben  sollen,  so  ist  naturgemäfs  nnch  prfnrdcrlida,  daSä  die 
sämtlichen  in  dieäe  Integrale  eingehenden  Functionen 

f(x)  sin  V»   und   f(sD)  cos  vx 

eben&llf  oneigentUche  Integrale  betitten. 

Bei  Gelegenheit  dieser  üntemuchnng  irar  ee  übrigens,  dab 
H 61  der  zn  dem  Besnltat  gehuigfce,  daia  jedenfiiUs  dk  «migentliofaen 
Integrale  erster  Art,  bei  denen  also  die  Menge  abzihlbar  iflt| 
dem  Fundamentalsatz  der  Integralrechnung  genügen. 

Endlich  mtkrhte  ich  darauf  hinweisen,  dafs  die  Abzählbarkeit 
der  vorstehenden  Meiiffe  Q  auch  wirklich  die  ünJsersto  Hrenre  der 
hier  zulässigen  Annahmen  darstellt.  Die  Erörterungen  von  Capitel  4 
zeigen  nüralicii,  diifs  die  Sätze,  in  denen  wir  die  Grundlage  der 
Schltksse  zu  erblicken  haben,  mcht  mehr  bestehen,  talL»  Q  eine 
petfeete  Monge  ist.  Weder  gilt  dann  der  Satt  V  noch  auch  der 
Sats  IX  dieses  Capitels.  Gerade  mit  Bttcksicht  hierauf  habe  ich 
geglanbt  den  üntersudiungen  von  Capitel  4  einoi  brdteren  Spiel* 
ramn  einräumen  zu  sollen. 

Auf  die  hier  noch  nicht  berührte  Frage,  wann  eine  gegebene 
stetige  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe  darstellbar  ist, 
denke  ich  im  vierten  Abschnitt  des  Berichts  näher  eingehen  zu  können. 
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Hervorgegangen  aus  dem  seit  Jahren  empfundenen  BedürftiisBe  nach 
einem  engeren  wissenschaftlichen  und  persönlichen  Zusammenschlufs  der  Fach- 
genossen, hat  sich  die  Deutsche  Mathematiker-Vereinigung  gebildet 
mit  der  Aufgabe:  „in  gemeinsamer  Arbeit  die  Wissenschaft  nach  allen 
Richtungen  zu  fördern  und  auszubauen,  ihre  verschiedenen  Teile  und  zer- 
streuten Organe  in  lebensvolle  Verbindung  und  Wechselwirkung  zu  setzen, 
ihre  Stellung  im  geistigen  Leben  der  Nation  nach  Gebühr  zu  heben,  ihren 
Vertretern  und  Jüngern  Gelegenheit  zu  ungezwungenem  kollegialischen  Ver- 
kehr und  zum  Austausch  von  Ideen,  Erfahrungen  und  Wünschen  zu  bieten". 

Dementsprechend  bringen  die  Jahresberichte  u.  a.  über  die  geschäft- 
lichen Angelegenheiten  und  über  die  auf  den  Jahresyersammlun^cn  ge- 
haltenen Vorträge  Berichte,  femer  alljährlich  ein  Verzeichnis  der  Mitglieder 
mit  genauer  Adressenangabe,  Nekrologe  über  die  verstorbenen  Mitglieder 
mit  beigefügten  Porträts  und  enthalten  aufserdem  gröfsere  Referate  über 
einzelne  Zweige  der  gesamten  mathematischen  Wissenschaften, 
Diese  Referate,  welche  den  gegenwärtigen  Stand  unserer  bez.  Kenntnisse  in 
historisch -kritischer  Darstellung  zusammenfassen,  sind  von  anerkanntem 
wissenschaftlichen  Werte;  sie  bieten  jedem  die  Möglichkeit,  einen  Einblick 
in  die  geistigen  Bestrebungen  der  Gegenwart  zu  gewinnen,  wie  ihn  auch 
derjenige  besitzen  sollte,  der  durch  seinen  Beruf  mehr  oder  weniger  an  der 
selbstthätigen  Fortbildung  der  Wissenschaft  gehindert  ist. 

In  den  bisher  erschienenen  Bänden  [I.  1892.  JC  7.60;  II.  1893.  JL  4.60; 
m.  1894.  JC  16.  —  ;  IV.  1897.  JL  16.  —  ;  V.  1897/98.  JL  7.20;  VI.  1899.  JL  8.  —  ; 
VII.  1899.  JL  12,80]  kamen  folgende  gröfsere  Referate  zum  Abdruck: 

I:  W.  Frz.  Meyer:  Die  Fortschritte  der  projectiven  Invariantentheorie  im 

letzten  Vierteljahrhundert.  1892. 
II:  Fr.  Köttep:  Die  Entwicklung  der  Lehre  vom  Erddruck.  1893. 
ni:  A.  Brill  und  M.  Noether:  Die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen 

Functionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit.  1894. 
ni:  L.  Henneberg:    über   die   Entwicklung  und  die  Hauptaufgaben  der 

Theorie  der  einfachen  Fachwerke.  1894. 
rV:  D.  Hilbert:  Die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper.  1897, 
V:  E.  Kötter:  Die  Entwicklung  der  synthetischen  Geometrie.  1898. 
VI:  G.  Bohlmann:  Übersicht  über  die  wichtigsten  Lehrbücher  der  Lifini- 
tesimal-Rechnunj?  von  Euler  bis  auf  die  heutige  Zeit.  1899, 
S.  Finsterwalder:  l)  Die  geometrischen  Grundlagen  der  Photogrammetrie. 
1899,  2)  Mechanische  Beziehungen  bei  der  Flächen-Deformation.  1899. 
VII:  E.  Czaber:  Die  Entwicklung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  und  ihrer 

Anwendungen,  1899. 
VIII:  A.  Schoenflies:  Die  Entwickelung  der  Lehre  von  den  Punktmaimigfaltig- 
keiten.  1900. 

IX,  K.  Henn:  Über  die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaftl.  Technik.  1900. 
In  Vorbereitung  für  die  nächsten  Bände  befinden  sich: 

R.  Hanssner:  Numerische  Auflösung  von  Gleichungen. 

A.  Kneser:  Bericht  über  die  Variationsrechnung. 

E.  Kötter:  Die  Entwicklung  der  synthetischen  Geometrie.    Teil  H. 

fl.  Kowalewski,  6.  Scheffers,  F.  Schnr:  Referate  über  die  Arbeitsgebiete 
von  Sophus  Lie. 

R.  Mehmke:  Bericht  über  die  graphischen  Methoden. 

Müller-Breslan:  über  die  modernen  Methoden  zur  statischen  Berechnung 
der  Bauconstructionen. 

L.  Schlesinger:  Über  die  Entwicklung  der  Theorie  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen. 

A.  Schoenflies:  über  Curven-  und  Punktmannigfaltigkeiton.  II. 

P.  Stäckel:  Cber  die  allgemeine  Dynamik. 

E.  Steinitz:  Bericht  liber  die  Theorie  der  endlichen  Gruppen. 
Die  Deutsche  Mathematiker- Vereinigung  zählt  z.  Z.  gegen 
500  Mitglieder.  Diese  erhalten  obige  Publikation  bei  direktem  Bezüge  von 
der  Mathematiker -Vereinigung  zu  einem  Vorzugspreise.  Anmeldungen  zur 
Mitgliedschaft  nimmt  Prof.  Dr.  A.  Gntzmor  in  Jena,  Wildstrafse  2,  entgegen. 
Der  jährliche  Mitgliedsbeitrag  beträgt  2  Mark,  kann  aber  auch  durch  ein- 
malige Zahlung  von  30  Mark  abgelöst  werden. 


3.  S-  Teubners  Jllathematische  Zettschri|ten. 


Mathematische  ^nnalen. 

negründct  1868  durch  A.  Clebsch  u.  C.  Neu  mann.  Hrsg.  v.  W.  Dyck,  F.  Klein, 
A.  Mayer.   54.  Band.  1900.  gr.  8.  Preis  für  den  Band  von  4  Heften  n.  20.— 

Generalregister  zu  den  Bänden  1 — 50,  zusammengeBtellt  von  A.  Sommerfeld. 
Mit  Porträt  von  A.  Clbbbch.    [XI  u.  202  S.]    gr.  8.    geh,  n.  JL  1 .— 


piiotheca  JVhthematica. 

Zeitschrift  ffir  geschichte  der  JAathematischen  Wissenscliaften. 

Herausgegehen  von  Gustaf  Eneström.    HL  Folge.    1.  Band.    1900.    gr.  8. 
Preis  für  den  Band  von  4  Heften  n.  JC  20. — 


Zeitschri|t  |8r  Jl^athematik  und  physik. 

Begriindet  1856  durch  0.  Schlömilch.  Gegenwärtig  herausgeg.  v.  R.  Mehmke 
u.  M.  Cantor.  45.  Jahrg.  1900.  gr.  8.  Preis  für  den  Jahrg.  v.  6  Heften  n.  20.— 

Gciieralreglster  zu  den  Jahrgängen  1  —  25.   [123  S.]    gr.  8.  geh.  n.  JC  3.60. 


]ahresberichte  der  Deutschen  JKathenuitiker-Vereinigung. 

Im  Auftrage  des  Vorstandes  bisher  heniupgegcben  von  6.  Cantor,  W.  Dyck, 
A.  Gutzmer,  G.  Haack,  E.  Lampe,  A.  Wangerin.   Jährlich  l  Band  in  2  Heften. 
Ylll.  Band.    1900.    gr.  8.    geh.  n.  ./^  16.— 


Archiv  9er  Mathematik  und  physik. 

Mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höheren  Untcr- 
richtsanstalten.   (icgr.  1841  durch  J.  A.  Gruuert.  III  lieihe.   1.  Band.  19^)1. 

Htift  1  erscbeiut  im  Januar  1901. 

Zeitschrift  far  mathematischen 
und  nahrvissenscha/tlichen  Unterricht. 

Ein  Organ  f.  Methodik,  ßildungsgehalt  u.  Organisation  der  exakten  Unterrichts- 
fächer an  GjTnnasien,  Realschulen,  Lclirerseniiuurien  und  gehobenen  Burger- 
schulen.   Herausgegeben  von  J.  C.  V.  Hoffmann.    31.  Jahrgang.    1900,    gr.  8. 
Preis  für  den  Jahrgang  von  8  Heften  n.      12. — 

Generalregrister  zu  den  Jahrgängen  1—25  unter  der  Presse. 
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Jahntb«Ti«ht  d.  Üentseben  Mathem  -Vereiolgiing.  IX^  L 


1 


Seiieht  tber  die  JahresTeTsannliiiig  sn  AaeheB 

am  16.  bis  SS.  September  1900. 

An  der  Jahresversammlung,  welche  in  Gemeinschaft  mit  der 
Versammlung  Deutscher  Naturforscher  und  Arzte  in  der  alten  Kaiser- 
etadt  Aachen  vom  16.  hT^  23.  September  tagte,  nahmen  etwa 
4*>  Mitglieder  teil,  darunter  mehrere  des  Auslandes.  Als  erster  Ein- 
führender der  Abteilung  für  Mathematik  der  Naturforscherversammlung 
begrüfste  zunächst  HeiT  Jürgens  die  Erschienenen,  darauf  hiel's  der 
die.sjährige  Vorsitzende  der  Vereinigung,  Herr  Hilbert,  die  Mit- 
glieder der  letzteren  noch  besonders  willkommen.  Dieser  bezeichnete 
es  als  den  vornehmsten  Zweck  der  Vereinigung  und  deren  Ver- 
sammlungen, die  Teilnehmer  vor  Einseitigkeit  zu  schützen;  der 
Mathematiker  neige  dazu,  seine  Auffassungen  und  seine  Methoden 
für  die  wichtigsten  und  allein  zutrefl'endcn  zu  halten,  und  vor  diesem 
Fehler  werde  er  am  besten  durch  den  persönlictien  Verkehr  mit 
zahlreichen  Fachgenossen  bewahrt 

Das  Programm  war  diesmal  nicht  so  umfangreich  wie  in  den 
letzten  Jahren,  es  konnte  daher  die  Tagesordnung  erledigt  werden, 
ohne  die  \  ■  rtragsdauer  zu  beschränken;  auch  kam  dies  dem  pers(')n- 
lichen  Verkehr  der  Fachgenossen  unter  einander  zu  Gute.  Zum 
guten  Gelingen  der  Versammlung  trugen  wesentlich  die  trefliiche 
Organisation  der  Naturforschervcrsammlung  und  die  ausgezeichnete 
Gastfreundschaft  der  Aachener  Collegen  beL 

Liste  der  gehaltenen  Vorträge: 

1.  F.  Klein  ('(föttiinren'^ :  Tbor  die  Encyklopädic  der  mathematischen 
Wisäenächaftcu,  unt  besonderer  Rücksicht  auf  den  Band  IV  derüelbea 
(Mechanik). 

Ä.  Kues  er  (Berlin):  Ober  die  Bntwickelmig  und  den  gegenwärtigen 

Stand  der  Variationarcchnnng. 

3.  G.  Mittag- Lcffler  (Stockholm):  Analytische  Darstellung  monogener 
Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Yeründerlichen. 

4.  B.  Fricke  (BramiBehwcig) :  Zur  Tbeorie  der  Foinear^*8chen  Eeihen. 
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5.  E.  Stei nitz  (Charlottenburg):  Zur  Theorie  der  Abeischen  Gruppen. 

6.  Frauz  Meyer  (Königsberg  i.  Pr.):  Smgulära  bilineare  Foimen  and 
Relationen  «wiedien  ünterdeterminuiten. 

7.  Franz  Meyer  (EönigRberg  i.  Ft.):  Über  geometriBebe  Sfttee  von 
der  Natur  des  Paacar.schen  Sat?f»q 

8.  E,  Köttcr  (Aachen):  l^estimmung  der  überfläche  zweiter  Ordnung« 
welche  neun  gegebene  Punkte  enthält. 

9.  P.  H.  Schonte  (Groningen):  Ein  besonderer  BOndel  von  drei- 
dimensionalen R&mnen  iweiter  Ordnung  im  Banme  von  vier 
Dimenmonen. 

10.  A.  Wan gerin  (Halle  a.  S.):  Beatimmnng  von  FlAehen  oonstantOB 

Knlramungsmafses. 

11.  A.  Waugeriu  (Halle  a.  S.):  Beweis  eines  Satzes  über  Kxümmungs- 
linien. 

15.  H.  Minhowaki  (Zllrich):  Über  die  BegxiiEe  Uoge,  Oberfl&ehe  und 

Volumen. 

13.  P.  Ötäckel  (Kiel):  Zur  Theorie  der  geodiUiachen  Linien. 

14.  W.  Wirtinger  (Innsbruck):  Oeodätische  Linien  und  Ponoelet'sche 
Polygone. 

16.  K  Jflrgene  (Aachen):  Nninerische  Berecfanmig  von  Detenninanten. 
16.  H.  V.  Mangoldt  (Aachen):    Eäne  An^be  der  kanfinSnnitchea 

Arithmetik. 


IGt  Aasnabiiie  des  unter  1.  genannten  Vortrages,  der  seiiieB 
allgemeinereii  IntereBsea  wegen  in  die  gemeinBnhaltliohe  Sitamg  d«r 
naturwiflsenecbaftlichen  Hanptgruppe  dar  KaturfoEBohenrersammliiiig 
iwrlegt  worden  war,  wurden  die  VortrSge  in  Faohsitaiuigen  gehalten, 
SU  denen  sum  Teil  verwandte  Abteilungen  eingeladen  wazen.  IHa 
eingebende  DiscuBsion,  va  welcher  der  Yoitrag  1.  Yeraidaasung  gab, 
Üuid  gleicbfalla  in  einer  Faohaitnmg  statt  Der  Tortrag  2.  gab 
eine  Übersicbt  Aber  einselne  Teile  und  Fragen  des  auaftthrlidien 
Beridhtee  Uber  die  Xntwiokelttng  der  Variationsreohnung,  welöher 
in  absehbaiter  Zeit  in  dem  Jahresbericht  zur  VerOffentlidniDg  ge- 
langen wird.   


tlber  die  Vorpünpe  seit  Erstattung  des  letzten  Berichtes  und 
über  die  Verhaudiuugen  aui  der  Jahresversammlung  möge  Folgendes 

bemerkt  werden: 

Auf  dem  ET.  Internationalen  Mathematikereougress,  der  vom  6. 
hh  1 2.  August  in  Paris  tagte,  war  die  Vereinigung  durch  den  gegen- 
wärtigen Vorsitzenden,  Herrn  Hilbert,  vertreten,  der  auch  in  Aachen 
einen  Bericht  über  den  Verlauf  des  Congresses  erstattete.  Nach  den  in 
Paris  gefafsten  Beschlüssen  wird  der  nächste  internationale  Congress 
im  Jahre  19Ü4  in  Deutschland  statitüuden}  mit  der  Vorbereitung 
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desselben  und  der  Wahl  von  Ort  und  Zeit  wurde  die  DeutSBChe 
Mathematiker- Vereinigung  beauftragt.  CTm  die  Yorberritungen  redit* 
zeitig  in  die  Wege  leiten  zu  können  und  einen  würdigen  Verlauf 
des  Congresses  zu  sichern,  beschlolfl  die  Aachener  Yeisanunlung,  daA 
der  Vorstand  für  das  Jahr  1902  ein  in  den  GrundsOgen  festes  Fro- 
gramm  dea  CSongxesses  ausarbeiten  und  der  Jahresrersunmlung  190S 
▼orlegen  sdle. 

Die  Frage  der  Dedmalteilung  der  Winkel-  imd  Zeitgröfsen, 
tber  welche  im  vorigen  Jakre  verhandelt  wurde,  im  Hinblick  auf 
einen  Gongrefs,  den  die  fransöeisohe  Begierung  fOr  dieses  Jahr 
plante,  ist  vertagt  worden.  Es  wurde  auf  der  dieejj&hrigen  Ver* 
Sammlung  in  Aachen  jedoeh  mitgeteilt,  dafs  von  nautischer  Seite  Ver- 
suche mit  Instrumenten  angestellt  werden,  die  mit  |,neuer  Teilung** 
(Deeimalteilung  des  Quadranten)  Terseben  sind. 

Über  die  gröfseren  Berichte,  welche  in  Aussieht  genommen 
sind,  können  folgende  Mitteilungen  gemacht  werden: 

Der  Beriebt  Aber  die  Entwickelung  des  Untsnichtsbetriebes, 
besonders  in  der  angewandten  Mathematik,  an  den  einxelnen  üni* 
▼ersitSten,  der  im  yorigen  Jahre  ins  Auge  gefa&t  wurde,  ist  von 
Henm  P.  Stftekel  flberaommen  worden,  der  ihn  ToranssiehtUek  in 
der  lAdisten  Jakresyeisammlung  erstatten  wird. 

Der  Bericht  Uber  die  modernen  Methoden  zur  statischen  Be- 
rechnung der  Bauconstmetionen,  den  Herr  Müller-Breslau  be- 
arbeiten will,  mulste  besonderer  Umstände  wegen  auf  das  n&chste 
Jahr  Tersehoben  werden. 

In  nake  Aussiebt  gestellt  sind  ferner  die  Berichte  der  Herren: 
Stäokel  Ober  allgemeine  Dynamik,  Haufsner  über  numerische 
Auflösung  von  Gleichungen,  Steinitz  über  die  Theorie 
der  endlichen  Gruppen,  Me^hmke  über  die  graphischen 
Methoden,  Schlesinger  über  die  Entwickelung  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen,  sovrie  die  Beferate 
über  die  Arbeitsgebiete  und  Entdeckungen  von  Sophus  Lie. 

Der  Bericht  über  die  Entwickelung  und  den  gegenwSitigen 
Stand  der  Variationsrechnung  des  Herrn  Eneser  wird,  wie  schon 
oben  bemerkt^  in  einem  der  nSchsten  Bände  des  Jahresberichts  er- 
scheinen. 

Wie  auf  der  TotjHhrigen  Versammlung  der  Wunsdi  nach  einem 
Bericht  über  die  mathematische  Seite  der  internationalen  mittel- 
euTOpitischen  Gradmessung  herrortrat^  so  wurden  diesmal  besonders 
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zusammenhängende  Befamlie  Aber  maÜum&tisehe  Physik,  Astronomie  XLfL 
als  wünschenswert  beseidmet.  Der  Ycnrslitiid  i?ird  bemlOit  sein,  ge- 
eignete Bearbeiter  zu  finden  und  den  sehr  dankenswerten  Anregungen 

Folge  zu  geben. 

Einen  Bericht  über  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen der  Phjsik  durch  Reihen  und  Integrale,  die  nach 
fluctuirenden  Functionen  fortschreiten,  hat  Herr  H.  Burkhardt  der 
Vereinigimg  angeboten;  dw  Torstand  wie  die  Aachener  Versammlung 
haben  dieses  Anerbieten  gern  und  mit  Dank  angenommen.  Der  Be- 
richt wird  im  Jahresbericht  X  erscheinen. 

Die  Referate  der  Herren  Schoen flies  und  Heun  konnten  noch 
bis  zur  Versammlung  in  Aachen  fertiggestellt  werden.  Teils  um 
dies  7.U  ermöglichen,  teils  um  die  einzelnen  Bände  nicht  gar  zu  ver- 
schieden an  Umfang  ausfallen  zu  lassen,  wurde  das  Referat  des 
Herrn  Ileuu  iui  2.  Heft  des  Jahresberichtes  IX  veröffentlicht. 

Nach  den  in  Aachen  gefafsten  Beschlüssen  wird  die  nächste 
JahresversamiJil Ulli:  nii  September  1901  zu  Hamburg  stattfinden, 
und  zwai-,  wie  üblich,  in  Gemeinschaft  mit  der  Abteilung  für 
Mathematik  und  Astronomie  der  Versammlung  Deutscher  Natur- 
forscher und  Arzte.  Dies(>lbe  verspricht  schon  jetzt  eiu  luteressantes 
Prograrniii:  hoffentlich  wird  sie  von  Mitgliedern  und  Gästen  des  In- 
uud  Auslandes  recht  zahlreich  besucht! 
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Oeschäftliclie  Mitteilungen. 

1.  Die  Geachäftsfiitzung  der  Vereimgong  fand  unter  Leitung  des  Vor- 
sitzenden, Rerrn  D.  Hilbert,  am  20.  September  1900  statt.  Ans  dem 
vorläufigen  Bericht  des  Schrift-  und  Kassenführers  ergab  sich  eine  er- 
freuliche Zunahme  der  Mitgliederzahl  und  eine  etete  Hebung  der  Ver- 
mOgenaUige  der  Teroiiiigung.  Der  von  den  BenBoren  geprüfte  KBSBen- 
bericht  folgt  nuten. 

2.  Die  Drucklegung  der  Jahresberichte  ist  gut  vorangeschritten:  es 
Ironnte,  wie  eehon  oben  bemeilEt  wnrde,  fiber  den  AbscblnTe  des  Jaliree* 
bezichts  YHI  und  des  Heftes  8  von  Band  IX  berichtet  werden,  wftbrend 
die  Schlnitlieferang  von  Band  Y  der  YoUendong  nahe  ist. 

S.  luL  Linfe  des  ventriehmen  Jahtes  hat  der  Tod  nnter  den  BGt» 
gUedttn  d«r  Yereinignng  wieder  reiche  BSmte  gdialten;  es  sdiieden  dahin: 
Beinhold   Hoppe-Berlin,  R.  H.  Hoppe^Chemnits,  Küpper-Fkag, 

Wiltheifs-Halle  a.  S.,  Zelbr-Bn^nn. 

Der  gegen wiktige  .Tabresbericht  cnthWt  zu  Ehren  des  Gedächtnisses 
dieser  Mitglieder,  sowie  des  im  vorigen  Jahre  verstorbenen  K.  Bobek 
Naohmfe,  deren  Yerfassem  hiermit  der  beste  Dank  des  Yoratandes  ab- 
gestattet sei.  Ffir  Eflpper  war  der  KOiae  der  Zeit  wegen  ein  Nehrcdeg 
nidit  mehr  so  beschaffen;  es  soll  seiner  im  nächsten  Bande  ansfOhrHcher 

gedarbt  werflen. 

Ihren  AuBtntt  aus  der  Vereinigung  zeigten  drei  Mitglieder  au,  ein 
Mitglied  wurde  aus  der  Liste  gestrichen. 

4.  Zu  Kassenrevifloren  wurden  die  Herren  J.  Thomae  und  0.  Frege 
zu  Jena  ernannt.  An  Stelle  der  TT^'rren  K.  Hensel  und  M.  Noether, 
welche  Ende  1900  ausscheiden,  -«airden  die  Herren  R.  Mehmke  und 
Franz  Mejer  in  den  Vorstand  gewählt.  Herr  Minkowski,  welcher 
annftchst  für  das  Jahr  1900  oooptirt  worden  war,  worde  bis  Ehide  1902 
SUD  Vorstaudsmitgliede  gewählt. 

Der  Vorstand  besteht  hiernach  fOr  das  Jahr  1901  ans  folgenden  Mit- 
gliedern : 

D.  Hilbert  (lyoi),  A.  Gnt7.mer  (1901),  W.  Dyck  ^1902),  II.  Min- 
kowiki  (1902),  R.  Mehmke  (1903),  Franz  Meyer  (1903);  durch  die 
zugefügten  Zahlen  wird  das  Jahr  beseiehnet,  mit  dMsen  YoÜendung  der 
Betreifende  turnusgemäfs        dein  Vorstände  ausscheidet. 

Die  Wahlen  innerhalb  des  Vorstandes  führten  so  folgendem  Ergebnis: 
es  wurden  für  das  Jahr  1001  gewählt: 

Zum  Vorsitzenden:  Herr  Walther  Dyck  in  München, 
„    Schrift-  und  Kassenführer:  Herr  A.  Gutzmer  in  Jena, 

snr  BedaotiODsoominission  flir  den  Jahresbericht  X:  Heir  A.  Gntsmer 
nnd  Herr  B.  Mehmke. 
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Kassenberielit. 

Kach  dem  BUndc  vom  ii.  Deoember  1900. 


KipnA.)inutn 


Kasse nbt;»tand  am  I  J^knuar  1900   .  .  .  . 
jAhxMbcitrig»  d«r  Mlt«U«d*r: 
1  Baitn«   1 tri  MUftfe  1 1900; 
f  Baltrtg»  „  isc.'O;  36 '\      „      „  r-H)i; 
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71      „       ^  1896;  » 
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Ii  AtdOmugMi  dW  JtbtMbeftftg«  .... 
Hteorar für  JahmbafMht  VIII,  Ueft  i  u  2 

IX.  Hofi  a 

Vi  H    1t    »  tdoOdit  »  M 
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i'jr.o  00 
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•ilS  75 
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DraokMMlien  
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PtiHtji<>rii   . 
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TT 
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Augeksiuft : 

1000       „  „  1^68^% 
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Stunmu  II  ^0  UO  I 


VwmAg«jul»MlMul : 


Bom.  10000  S%  B*lflbMi»l*U»«,  Ankanünrtri: 
Barer  Kttitenltvataild   .  .  .  . 


M.  M87,06. 
«  600,1«. 


A.  Gutxmer,  »la  KuMnflÜurer. 
J.  TboBft«,  Q.  Frag«,  als  Bvrisor««. 


I 
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Statuten 

der  Deut8Cb.en  Mathematiker-Veremigimg. 

(Nach  den  aisf  der  Vert^ammlun^  zu  Halle,  24.  September  1891, 

gefaCBten  Beschlüssen.) 

f  1. 

Zweck  der  Yereinigviig. 

Die  Dentsche  MatikraukUker-Ytteinigung  stellt  sich  die  Aufgabe,  in 

gemeiiLBamer  Arbeit  die  Wissenschaft  nach  allen  Richtungeu  zu  fOrdeni 
un(^  niiPzubaucn,  Hiro  v^r^rhnvlenen  Teile  und  zerstreuten  Organe  in 
lebeuävolle  Verbindung  uud  Wechselwirkung  zu  setzen,  ihre  Stellung 
im  geistigeii  Leben  der  Nation  nach  Gebühr  ta  heb«i,  üiren  Vertretern 
und  Jüngern  Gelegenheit  zu  ungezwungenem  collegialischen  Verkehr  nnd 
nun  Aastaoach  Ton  Ideen,  Er&hmngen  und  Wünschen  in  bieten. 

Jahree-Yersammlnng. 

Die  Vereinigung  hält  alljährlich  eine  Versammlung  ab,  in  G«mein- 
Bchaft  mit  der  „I.  Abteilung  für  Mathematik  und  Astronomie  der  Qeaell- 
Schaft  Deatscher  Natorforscner  nnd  Ärste**. 

§  8. 

Vorstand  der  Vereinig-ung, 

In  der  Jahresversammlung  wählen  die  dort  anwesenden  Mitglieder 
der  Vereinigung  einen  Vorstand  Ton  sechs  Mitgliedern.  Derselbe 
darf  sich  nötigenfalls  durch  Cooptation  auf  sechs  erphnsen. 

Die  Wahl  der  Vorstandsmitglieder  geschieht  je  auf  drei  Jahre. 

Dabei  scheiden  aljy ahrlich  zwei  Mitglieder  aus  und  werden  durch 
Neuwahl  ersetii.  Das  Ansscheiden  geschieht  in  der  Reihenfolge  des  Ein- 
tritts. Die  Ausscheidenden  können  erst  nach  zwei  Jahren  wieder  gewählt 
werden;  nur  der  Schriftführer  (§  6)  ist  sofort  wieder  wählbar.  Der 
Amtsantritt  fUllt  auf  den  1.  Januar. 

«  4. 

Aufgaben  des  Vorstandes.  Jahresbericht 

Der  Vorstand  ist  beanftragt  mit  der  Vertretnng  der  gesamten  In* 

teressen  der  ^''f^r^'inigtmg. 

Im  einzelnen  hat  er  die  Aufgabe,  die  Jahresversammlung  vorzubereiten 
dorch  Aofstellunff  eines  ausführlichen  Fiogi  ammes,  in  weldiee  womöglich 
Beferate  über  die  £ntwicklmig  einzelner  Gebiete  der  Wissenschaft  avf- 
xunehmen  sind. 

Weiter  veröffentlicht  der  Vorstand  den  Jahresbericht  der  Ver- 
einigung über  den  wissensohaftliehen  Teil  der  Verhandlongen.  Deeselbe 
ist  den  Mitgliedern  zu  ermälsigtem  Preise  SQg&nglich  zu  machen;  die 
Licte  der  Mitglieder  ond  die  Jahresrechming  sind  um  beiwidmcken. 
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f  6. 

Geschäftsführtiag  im  Vorstände. 

Der  Vorstand  wählt  jährlich  aus  seinpr  Mitte: 

a)  den  Vorsitzenden,  in  jährlichem  obligatorischen  Wechsel.  Der- 
selbe leitet  die  SitcongeD  des  Yontaades  und  die  geschäftlichen  Sitzungen 
4er  Vereinigiug; 

t)  den  Schriftführer,  gleichzeitig  mit  der  Flihrang  der  Kaeee 
und  des  Archivs  der  Vereinigung  beaura^t; 

o)  die  engere  Commission  fflr  die  Bedaetion  dei  Jahrea- 
berichtea. 

§  6. 

Mitgliedschaft. 

Die  Mitgliedschaft  zur  Vereinigung  wird  envnrben  durch  Anmeldung 
bei  dem  Schriftführer.  Mit  ihr  ist  die  VcrpÜiciitung  zur  Zahlung  eines 
Jahresbeitrages  von  zwei  Mark  für  das  laufende  Ealendeijahr  Terbonden. 
Der  jahrliche  Beitrag  kann  doroh  eine  einmalige  Zahlung  TOn  80  Mark 
abgelöst  werden. 


Oesdiäftsordnniig 

der  Deuteohen  Iffathematilrer-VereiTilgTins» 

(Kach  den  auf  der  Yersarnnünng  zu  Halle,  24.  September  18M, 

gefiifiBten  Beacbliiaaen.) 

§  1. 

Die  Bedaetion  des  „Jahresberichtes  der  Deutschen  Mathematiker^Ver- 
einigung"  übernimmt  der  Vorstand.  \\ .  Ichrr  mit  der  speciellen  AusfBhnmg 
die  in  §  5  der  Statuten  erwähnte  engere  Commission  beauftragt. 

Alle  auf  den  Jahresbericht  bezüglichen  Zudeudungen  sind  an  dun 
Schriftfflhrer  der  Vereinigiuig  zu  riebten. 

?  2. 

Im  Jahresberichte  sind  zu  untorucheiden: 

a)  die  Hitteilungen  ttber  die  in  der  Jahreerersaaunlung  gehaltenen 

Special  Vorträge; 

b^y  die  gröfseren  wissenschaftlichen  Referate. 

a)  Die  ersteren  dürfen  den  Üaum  Ton  zwei  Druckseiten  für  einen 
Yorlrag  nicht  flberaefareiten;  sie  sind  nooh  anf  der  JahresTersammlang 
•elbst  der  Redactionscommiseion  einzuhändigen. 

b)  Der  Umfang  der  wisern  kc haftlichen  Referate  ist  innerhalb 
der  mit  dem  Verleger  einzuhaltenden  Verträge  nicht  beschränkt.  Für 
die  Einsendung  der  Mannscripte  dieser  Referate  wird  ein  Zeitraum  TOtt 
sechs  Wochen  nach  SchluDa  der  Venanunlnng  Üastgesetsi. 

§  8. 

Bas  Tom  Verleger  fBr  die  PobHcation  des  Betiehtes  gecahlte  Honorar 

fliefst  in  die  Kasse  der  Vereinigung.  Die  wissenschaftlichen  Beferate 
(§  2  b)  werden  den  betrefiendon  Berichterstattern  gemäfs  dem  vom  Ver- 
l^;er  pro  Bogen  gezahlten  Betrage  honorirt.  Jeder  Referent  und  ebenso 
die  Antoren  der  Übrigen  Uitteilnogen  erhalten  anfoerdem  S5  S^Murat- 
abzüge  ihres  Berichtes.  VSTeitere  Separatabzüge  können  sich  dieselben 
auf  ihre  Kosten,  nach  Vereinbaning  mit  dem  Verleger,  machen  lassen. 
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nach  dem  Stande  vom  1.  Jauuiii'  1901. 

(Jm  Interesse  eines  genmien  Mitglieder -Verzeichnisses  bitten  tcir,  von  jeder 
Änderung  der  Adresse  dem  Schriftführer ,  z.  Z.  Prof.  Gutzmer  in  Jena, 
WUdstr.  2,  Mitteihmg  viacJien  zu  wollen.) 

AbkflnOllgMi:  MR.  =3  Hofr»t,  O  H  R.  —  Geheimer  Hofrat,  R  R.  —  B«ffimag«mt» 

Jäte  dM  G.R.R.  SS  Geheimer  Begierungarat,  OM.  =  Oebeimerst. 

1893.  Abbe,  Cleyeland,  Metoorological  Instit.,  Washington,  B.C.,  ü. S.A. 
1899.  Abbe,  Ernst,  Professor  an  der  Universität,  Jena,  Carl  Zeifa-PIatz  7. 

1899.  Abraham,  Max,  Privaidocent  an  der  Universität,  Ctöttingen, 

Friedländerweg  7. 

1894.  AckermaiiB-Teii1>a0r,  Alfred,  VerlagibiielildBdler,  in  Fimia 

B.  G.  Teubner,  Lexpag^  Postitr.  8. 
1893.  Adami,  Fr.,  Gjmnanalprofessor,  Hof. 

1898.  Ahrens,  W.,  Lehrer  a.  d.  Baugewerkschule,  Maj»debui^,  Bade?tr  1 

1900.  AI  b  e  g  g  i  a  n  i ,  M  i  c  h  e  1  e ,  Professor  am  R.  Isütuto  Teenico,  Palermo, 

Salita  Banditore  4. 
1898.  Alej,  B.  J.,  Profeasor  an  der  Ihdiana-UiuTeraität,  Bloomington, 
Ind.,  ü.  8.  A. 

18D7  Ambronn,  L.,  Profetior  an  der  üniversitlt^  OMtingan,  Sternwarte. 
10.  18Ü3.  Amthor,  A.,  Hannover,  Könijj^tr,  40. 

1891.  Archenhold,  F.  S.,  Director  dir  Treptow- Sternwarte  bei  Berlin. 
1891.  Bacharach,  J.,  Professor  a.  d.  ludustriesch.,  Nürnberg,  Bollner8tr.41. 

1898.  Baehmann,  P.,  Fkofewor,  Womar,  Carl  Alexander-Allee  9. 
1887.  B&oklnnd,  A.  V.,  ProfeMor  an  der  üniverrität,  Lond  (Schweden). 
1897.  Baker,  H.  F.,  Fellow  nnd  Lectnier  am  St.  John't College,  Cambiidg« 

(England). 

lt<oo.  Baiser,  Ludwig,  Oberlehrer  an  der  Oberrealschule,  Darmstadt. 

1899.  Bartheis,  K.  L.,  Professor,  Privatgel.,  Bonn,  Ho%arteu-Aaguststr.  9. 

1900.  B  an  eh.  F.,  Beallehrer,  Hamburg,  Uöltystr.  10. 

1891.  Baner,  Q.,  Ftofeieor  a.  d.üniTezntaft,  MQneben,  Oeorgenetr.  9. 
SO.  1897.  Baur,  L.,  Director  der  Grofsh.  Realgdiole,  Heppenheim  a. d.E.,  Privat 

doc<»nt  a.  d.  Tecliu.  Ilochschule,  Darmatadt;  Heppenheim  h.  d.  B. 
1893.  Bauschinger,  J.,  Profpssor  a.  d.  Univers.,  Berlin  SW.,  Liudeustr.  91. 
1891.  Beck,  A.,  Profesaoi ,  Zürich  I,  Schanzenberg  7. 
1897.  Beke,  £.,  PM^ssor,  PriTatdoeent  an  der  üniTertitftt,  Bndapeit^ 

SMotkurUyi  1. 

1897.  Beman,  W.  W.,  Professor  an  der  üniTenitftt,  Ann  Arbor,  Hieb., 
U.  &  A.,  £a«t  Kingslej  Street  61. 
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1899.  bernstein,  Felix,  Caad,  math.,  Halle  a.  S.,  Mühlweg  5. 

1896.  Biermanxi,  0.,  Profewor  an  der  Tedmiecheii  Hoohaelinle,  Bribm 

(MUiren),  Falksinteiiiergasae  6. 
1891.  Binder^  W.,  Professor  an  der  FftohBchnle  fttr  MaedunemreMB, 

Wiener- Neustadt. 

1893.  Bjerknes,  C.  A.,  Professor  a  d.  Univers  ,  Christiania.  Gronne  Gade  6. 

1894.  Blaachke,  E.,  l^rivatdocent  an  der  Uuiveräität,  Wieui,  Judenplatz  4, 
80.  1897.  Blflmeke,  Ad.,  Gymnasialprofoiior,  Nürnberg,  Qloekenbofiitar.  BS. 

1900.  Blumenthal,  Otto,  Göttingen. 

190O.  BOcher,  Maxime,  ProfeMor  an  d«r  Harvard  UmTenitj,  Cam- 

bridgo,  Mass.,  V.  S.  A. 
1893.  Bock,  A  ,  Köallehrer  an  der  Realschule,  Pasaan,  Neumarkt. 
1891.  Böger,  H.,  Professor  an  der  Bealschule,  Hamburg,  Hohe  Weide  9. 
1899.  Boehm,  Karl,  FriTatdooent  a.  d.  UniTers.,  Heidelbeig,  Theaterstr.  9. 

1897.  Bürsch,  A.,  Professor,  AbteüungsYorsteher  am  Geoditiachen 

Tuistitut,  Potsdam,  Saarmunderstr.  15. 
1897.  Böttcher,  J.  E.,  Professor,  Bector  des  Eealgymnasioms,  Leipug, 
Zeitzerstr.  10. 

1896.  Bohlmann,  G.,  Piofeseor  a.  d.üiiiTenitM,  Güttingen,  BertlieaiMtr.l. 

1899.  Bohnert,  F.,  Oberlehrer,  Hambm^,  Molikestr.  55. 

40.  1H09.  Bois,  H.du,  Profe.'^sor  a  d.  Uni vera.,  Berlin  NW,  SchifFbauerdamm 21. 

1891.  Boltzmann,  L  ,  (t.H.K.,  Professor  r  fl  Univers.,  Leipzig,  Leplarstr.  9. 

1892.  Bolza,  0.,  Professor  an  der  UniYersität,  Chicago  Hl.,  Woodlawn 

avenue  5810. 

1891.  Bramimfihl,  A.  t.,  Frofeasor  an  der  Tedmisehen  Hoehsehnle, 

München,  Schellingsftr.  58. 

1897.  Brendel,  M.,  Professor  an  der  Universität,  Göttingen,  Bühlstr  42. 
1897.  Bretscb ueider,  W.,  Professor  an  der  Friedrich-Eugen-Healschule, 

Docent  a.  d.  Technischen  Hochschule,  Stuttgart,  Sc&nefelderstr.  68. 
1891.  B  r ill ,  A.  T.,  Ptofeieor  an  der  üniTereitSt,  Tfibingen,  HecUagecslr.  14^ 
1897.  Brix,  W.,  Berlin  W.,  Ftiedrieh  WUhelm-StraDie  9. 

1893.  Brückner,  Max,  Oberlehrer  am  Gymnasium,  Bautzen,  Paolistr.  SS. 
1891.  Brunn,  H. ,  Privatdocent  an  der  Universität,  Bibliothekar  an  der 

Technischen  Hochschule,  München,  Giselastr.  27. 
60.  1891.  Bruns,  U.,  GM.Ji.^  Professor  a.  d.  Universität,  Leipzig,  Sternwarte. 

1900.  Bnllard,  Warren  G.,  Plrofessor  an  der  UiuTersität,  Syraeose, 

N.  T.,  U.  S.  A.,  Comstock  Avenue  712. 

1899.  Burf^er,  Robert,  Professor  an  der  Oberzealschale,  Freiburg  i  B., 

Glümer^tr.  2.'it. 

Iti'Jl.  Burkhardt,  H.,  Professor  an  der  Universität,  Zürich  V,  Kreuzplats  1. 
1691.  Burmeater,  L.,  Professor  aa  der  Teohnisckeii  Hochsdrale,  Mflndieii, 
Barerslr.  69. 

1891.  Busche,  E.,  Oberlehrer  an  der  Hansaeehule,  Bergedorf  bei  Harn* 

bur^,  Am  Baum 

1900.  Cajori,  Florian,  Professor  am  Colorado  College,  Colorado  Springs, 

Colorado,  U.  S.  A. 

1891.  Cantor,  Georg,  Professor a.d.üniTersit&t^nülea. 8., Hinddstr.  18. 
1891.  Cantor,  Moriti,  HJI.,  Frofeasor  an  der  Unxrenittt,  Heidelbeig, 
Qaisbergstr.  16. 
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imhx  des 
Xfatrlttt 

Cardinaal,  J.«  Professor  an  dn  TeohaiNhOB  Hoolischiile,  0»tft 

(Holland),  Orani^f'plantÄge  36. 
60.  IdUü.  Caspar 7,  F.,  Proted:>or,  Charlofctenburg,  Joacbimsthalerstr.  4S. 
1900.  Certo,  Luigi,  Professor  am  B.  Liceo  Umberto,  Palermo,  Via  SalT&- 
tore  Mecoio  1. 

1900.  Chauz,  A.  de  la,  Oberlehrer  am  Gymnasium,  Stade. 

1897.  Cranz,  C.,  Professor  an  dor  Oberrealschule  und  Privatdooent  au 

der  Technischen  Hochhchule,  Stuttgart,  Johauuesstr.  17. 
1897.  Crawlej,  E.  S.,  Professor  a.  d.  Univers.,  Philadelphia,  Pa.,  U.  S.  A. 
Crajeu,  Wilhelm,  Yerlagsbaehhladier  (G.  J.  GflMheii'sebd  Yer- 

lagihaadlmig),  Leiptig,  JobanniagaMe  0. 

1897.  Cremona,  L.,  Professor  an  der  B.  Scnola  d'appUcasioiie  p«nr 

gPin^^eri,  Rom,  Piazza  8.  Fietro  in  Vincoli  5. 
Ib'Ji*.   Curtze,  Max,  Professor,  Thom. 

1892.  Csaber,  E.,  Professor  au  der  Technischen  Hochschule,  Wien  Hl, 
Nenlinggane  8. 

1898.  Dalwigk,  F.  Privatdocent  a.  d  Univers.,  Marburg,  Barfiifserthor  4, 
70.  1891.  Dantscher  v.  Kollesberg,  V.,  ProfiMaor  an  der  UniYeraitftt| 

Graz,  R^chbaueretr.  29, 

1892.  Dedekind,  B.,  G.R.B.,  Professor  an  der  Technischen  Hoehschule, 

Brannsehweig,  Eaiaer  Wi]heIm'>Stra(s6  87. 
1900.  Dehn,  A.,  Oberlehrer  a.  Gymnae.,  Nenbnuidenbnig,  Friedlandstr.  98. 
1900.  Dehn,  Max,  Assistent  an  der  Technischen  Hoehscfaole,  Karlsruhe. 
1898.  Denizüt,  A.,  TechniHcher  Uulfsarbr iter  an  der  Kaiserl.  Norinal- 

A  chunj^s-Couimi-sion,  Charlotteuburg;,  Charlüttcnbuiger  Ufer  9, 

1893.  Dicksteiu,  S.,  Professor,  Warschau,  Marzatkowskastr.  117. 
1891.  Dingeldey,  F.,  Profeaeor  an  der  Teohniaefaen  Hochaehnle,  Darm- 

stadt,  QrOner  Weg  13. 

1890.  Do b ri  n er,  H.,  Oberlehrer  am  Phüantropin,  Fxankfort  a.  M.,  Eiaema 

Hand  18. 

1891.  Döhlemann,  K.,  Privatdocent  an  der  Universität,  München,  Von 

der  Taan^Steafae  SS. 
1891.  Doergena,  B.,  G.R.It^  Ftofeaeor  an  der  Teohniechen  Hochachide, 
Berlin  NW.,  Spenaretr.  2. 
.80.  1897    Dcleral,  E.,  Professor  an  der  Bergakademie.  Leobcn  (Steiermark). 

1898.  Üomyeh,  P.  R.,  Lohrer  an  den  Techn.  Staatslehraustalfcen,  Chemnitz. 

1899.  Drjgalski,  Erich  t.^  Professor  an  der  ümyersit&t,  Beiiin  W., 

EurfAratenstr.  40. 

1891.  Dyck,  W.,  Direotor  der  Tachniaclien  Hooheefanle,  MOnehen,  Hilde> 

gardstr.  iV,. 

1891.  Dziobek,  0.,  Prof'^^'^nr  an  der  Artillerleschule,  Berlin^  Charlotten- 

burg,  ßerlinerstr.  bi>. 
1891.  Eberhard,  V.,  Profeaaor  a.  d. Univerait&t,  HaUe  a.6.,  Jägerplate  7. 
1899.  Edftlji,  Jamahedji,  Pkofeaaor  am  Onjarat  College,  Ahmadabad, 

Indien. 

1897.  Ellemann,  Fr.,  Lehrer  am  T.andeB-Seminar,  CötbpTi,  Fninzstr.  26b. 
1899.  Eiieström,  Gustaf.  Bibliothekar  an  der  Künigi.  Bibliothek,  Stock- 
holm ,  Brahegatan,  43. 
1891.  £  n g  e  1 ,  Frie drieh ,  Fkofeaaoar  a.  d.  üniTeraitftt^  Leipzig,  Südplate  11. 
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Eintritt« 

90.  1900.  Epstein,  i'aul,  Oberlehrer  an  der  Kaiserl.  Technischea  Schule, 
Stra&bnrg  i.  B.,  StemwartBtr.  10. 
1898.  Bseherich,  0.  t.,  Ftofeator  an  der  üniTeraitftt^  Wien  DC,  Dietcieh- 

Btelngasse  5. 

1692.  Färber,  C,  Obprlohrcr  an  der  Lniaenstftdtiaclieii  Oberrealflchnle, 

Berlin  SO.,  Fichtestr.  30. 

1897.  Fehr,  H.,  Professor  an  der  Universit&t,  Genf,  Bue  QeTraj  19. 

1898.  Fiedler,  Ernet,  Professor  aa  der  EBatonadiiile,  ZflridhoKittingen, 

Englisches  Viertel  67. 
1«97    Fiedler,  Wilhelm,  Profe^-^or  a.  PolTtochn  ,  Züric  h,  Klosbachstr.  79. 
Iäd2.  Finger,  J.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Wien  IV, 

Alleegasse  35. 

1891.  Finsteriralder,  S.,  Professor  an  der  TechniBChen  Hodischnle, 

Mflncheiit.Leopoldstr.  61. 
1897.  Fischer,  Karl,  Hülfsarbeiter  im  Bureau  des  Egl.  Ausschusses  zur 

Untersuchung  der  HochwMser?eili&ltmsBe|  Friedeaan  bei  Berlin^ 

Beckerstr.  10. 

1893.  Fischer,  Karl,  Priyatdocent  an  der  Technischen  Hocixäciiule, 
Hitaicheii,  Theretienstr.  48. 
100.  1899.  Fisher,  George  Bgber Ph>feesor  aa  der  üniTersitlt,  Phüa- 

delphia  Pa. 

1896.  Flafct,  K.,  Frivatdocent  an  der  Universität,  Basel,  Margaretenatr.  77. 

1897.  Föppl,  A.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  München^ 

Bambeigstr.  8. 
1891.  Fr«Bs,  J.,  Pkofessor  an  der  ünlversiUlt,  Breslau. 
1897,  Frege,  G.,  Professor  an  der  Universität,  Jena,  Forstwe^  29. 
1891.  Fricke,  R.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Braun- 

schweig,  Kaiser  Wilhelm-Strafae  17. 

1896.  Friesendorff,  Th.,  Oberlehrer  an  den refonuirten  Kirchen-Schulen^ 

Assistent  am  Institat  der  Wegebaaingenieure,  8t.  Petorsbarg^ 
Gr.  Podjatscheskqja  28. 

1891.  Frobr  nia^      ,  Professor  an  der  UniTecsitftt,  Berlin;  Charlotten- 
burg, LeibnizBtr.  70. 

1891.  Fuchs,  L.,  Professor  an  der  Universität,  Berlin  W.,  Bankestr.  14. 

1891.  Fahrmann,  A.,  QM.M^  Professor  an  der  Tedmiechen  Hoohsdtnle, 
Dresden,  Ctrcnsstr.  89. 
HO.  1897.  Galdeano,  Zoel  G.  de,  Professor  an  der  UaiTersitftt,  Zaragosa 
(Spanien),  C6so  99. 

1900.  Gale,  Arthur  SulliraD,  italc  Lniveräität,  New  Häven,  Conn.  U.S.  A. 

1900.  Gauthier -Villars,  Yerlagsbuchhändler ,  Paris,  Quai  des  Grauds- 
Angnstins  66. 

1897.  Oeer,  P.  van,  Ftofessor  aa  der  üniTersitftt,  Leiden  (Hollaad),. 

Rapenburg  81. 

18U1.  Gegonbauer,  L.,  Professor  a.  d.  Universität,  Wien  TX,  Früiikstr.  1. 

1897.  Gerbaldi,  F.,  Professor  an  der  Universität,  Palenno,  Via  (iaetana 

Daita  11. 

1896.  Oodt,  W.,  Oberlehrer  am  XaHwiinenm,  Lttbeek,  Gemnetslr.  99. 

1899.  GOrges,  H  ,  Professor  an  der  Technisehen  Hochschule,  Dresden. 

1898.  Gotting,  £.,  Oberlehrer  am  OTmnasinm,  GOttiagen,  Boigstr.  68. 


uiyiii^ed  by  Google 
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Jalirdw 

EiBtritto 

1900.  G  o  e  1 1 1  e  1 ,  Johann,  lic  all  ehrer  und  PriTatdocont  an  der  Universität^ 

Münciicsü,  liuizatx,  6. 
ISO.  1891.  Oordan,  P.,  Frofetsor  «b  der  üniTenittl,  Briangen,  Ooetfaeitr.  IL 
1891.  Graefe,  F.,  Professor  an  der  Technischen  Hochsehnle,  Darnstedt^ 

Eiesstr.  131. 

1896.  Graf,  J.  H. ,  Professor  an  der  Üniversitilt ,  Bern,  Wjleratr.  10. 

1899,  Graham,  W.  P.,  Professor  a.  d.  ünivers.,  Syracuae,  N  Y.,  U.  S.  A. 

1891.  Grafsmann,  Hermann,  Privatdocent  an  der  Univermuit, Halle  a. S.^ 

Bergrstr.  t. 

1898.  Oreenhill,  A.  G.,  Professor  am  ArtOleiy  College  Woolwioh,  Lon- 
don W.  C.  10  New  Inn,  Strand. 

1901.  Qreiner,  Richard,  Lehmmtspraktikant,  Mannheim,  F.  Z.  2Gh 

1892.  Grübler,  M.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  JOresden^ 

Sedanstr.  18. 

1900.  QrHairald,  Josef,  Assistent  an  der  Technischen  HoohschnU^. 

Wien  lY,  BelTederegasse  21. 
1891.  Günther,  S.,  Professor  an  der  Tecbnisohen  Hochschule,  MOnehen,. 

Akademiestr.  5. 

180.  1899.  Guldberg,  Alf,  PriTatdocent  an  der  UniTersitlt,  Christiania 
(Norwegen),  Tostrupsgade  9. 

1891.  Gnndelfinger,  S.,  O.H.H.,  Professor  an  der  Technischen  Hoch- 
schule, Darmatadt,  Grüner  Weg  37. 

1900.  Guradze,  HanH,  Breslau,  Telegrafenstr.  6. 

1891.  Gut55mer,  A.,  Professor  an  der  üniTersität,  Jena,  Wildstr.  2. 

1897.  Gysel,  Julius,  Director  des  Kantons -Gymnasiums,  Schaffhausen,. 

Tannergäfschen  13. 

1898.  Haas,  K.,  Gymnasialprofessor,  Wien  VI,  Matrosengasse  8. 
1897.  Haberland,  M. ,  Professor  an  der  Realschule,  Neustrelits. 
1897.  Haebler,  Th.,  Professor  an  der  Fürstenschule,  Grimma  i.  S. 
1897.  Baenlein,  J.,  Oberlehrer  am  Hnmboldt-Gymnaaium,  Berlin  NW.^ 

Spenerstr.  34. 

1891.  Haentzschel,  £.,  Oberlehrer  am EOllnischen Gynmasium  und  Docent 
an  der  Technischen  Hoehschnle,  Berlin  W.,  Gleditechstr.  48. 
140.  1895.  Hagen,  J.,  Professor  und  Director  der  Sternwarte  am  Georgetown 

College,  Washington  D.  C,  U.  S.  A. 

1897.  Halsted,  George  Bruce,  Professor  an  der  Uu?ersit&t,  Austin^ 
Texas,  U.  S.  A.,  Guadalupe  Street  2407. 

1891.  Hamburger,  M.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Ber- 
lin NW.,  Earlstr.  88. 

1B96.  Hancock,  H.,  Professor  an  der  Universität,  Cincumati,  V.  8.  A. 

i^'y2^   Hartwig,  E.,  Director  der  Stemwartt%  Bamberg. 

18uy.  Hatzidakiö,  Nicolas,  Athen,  rue  Heraclite  3. 

1891.  Hauck,  Guido,  G.RM.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,. 
Berlin  W.,  Bülowstr.  6. 

1896.  Hansdorff,  F.,  Privatdocent  a.  d. Universitftti  Leipsig,  Leibniotr.  4» 

1896.  Haufsner,  R.,  ProüBssor  an  der  üniTersitSt,  Giefsen,  Prankfbrter- 
^tralfC  11. 

1899.  Hawkes,  H.  E.,  Instructor  nm  Yale  College,  New  Hayen,  Gönn.,. 

U.  S.  A.,  Edgewood  Avenue  Ö91. 
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160.  1901.  Hayftshi,  T.,  Piofeaior  d«r  Mttiwnuiilak,  MatMyaana  ChögaUc«, 
lyrt«  Japan. 

1895.  Heebt,  Professor  ■»  Melanchthon •  GyrniiMinm ,  Kfinl>eig,  £zl«ft- 

stegen  58. 

1801.  Hf'l'tter,  L.,  Professor  an  der  Universität,  Bonn,  Goethestr.  17. 
1891.  Uelm,  G.,  Professor  an  der  Techmschea  Uochüchula,  Dresden, 

Winekelntamutr.  i7. 
1891.  Helmert,  F.  R.,  G.B.R.,  Profegsor  an  der  Unifwuttt,  Berfm$ 

Diroctor  des  Geodiitisrhcn  Institiits,  Potsdam. 
1891.  Henneberg,  L  ,  G.II.H.^  Professor  ao  der  Techmscben  Uochscliuie, 

Darmstudt,  Hochstr.  68. 
189».  Henne ke,  Profettor  am  Gymnannm,  PrealUioh*IViedlBad. 

1898.  Henriei,  0.,  Prefeaaor  am  Gify  aad  Gnilda  of  Loadi»  Institute, 

London  W.,  NotÜMg  Hill,  Clarendon  Hoad  34. 
1891.  Hensel,  K.,  Professor  a.  d.  Uniror«  .  Berlin  W.,  Kurfüretendamm  88. 

1899.  Herberich,  G.,  R«allebrer,  München,  Theresienstr.  38. 
160.  1891.  Hermes,  J.,  Professor  am  Gjmuatiium,  Lingen  a.  d.  Ems. 

1897.  Hermes,  O.,  Professor  an  der  ArtUleriescbole,  Berlin;  Steglitz, 

Lindenstr.  35. 

1891.  Hertzer,  H  ,  Professor  an  der  Teehniscben  HochBehole,  Berlin  W., 

Frobenstr.  14. 

190U.  Herzog,  Josef,  Ingenieur,  Budapest,  Elisabetplatz  1. 
1891.  Hefs,  E.,  Professor  an  der  Universität,  Marburg,  BarfUTserthor  6. 
1891.  Hettner,  O.,  Professor  an  der  Teobniseben  Hoebsobnle  nnd  an  der 
Universität,  Berlin  W.,  Kaiserin  Auguntu-Str.  68. 

1896.  Heun,  E  ,  Professor  an  der  ersten  Bealscbule,  Berlin  SW.,  Mitten- 

wal d  erst  rafse  17. 

1898.  H  e  j  m  a n  n ,  VV  o  1  d  e  m  ar,  Professor  an  der  Eöoigl.  Gewerbe- Akademie, 

Cbemnita,  Kaiserplats  19. 

1899.  Hejse,  Martin,  Cand.  matb.,  Halle  a.  S.,  Neumarktstr.  8. 

1891.  Hilbert,  D.,  Professor  an  der  UniTersitftt,  Güttingen,  Wllbebn 

Weber-Stiafse  29. 

170.  1897.  Hirsch,  A.,  Professor,  Privatdocent  am  Poljrtechnicum,  ZOricb, 
Casinostr.  8. 

1900.  Hoftevar,  Frans,  Professor  an  der  Tedmischen  Hoebsobnle,  Oras, 

Beethovenstr.  5. 

1891.  Hölder,  ().,  Pr  fossor  n.  d.  ünivers..  Leipzig,  Kaiser  Wilhelm-Str.  16. 

1892.  Hollaender,  E.,  Uherlehrer  am  Dom-Ciymiiasium,  Verden  ^Hann.). 

1897.  Hülzmüller,  G.,  Professor,  Director  a.  D.,  Hagen  i.  W. 

1899.  Hoppe,  Edm.,  Professor,  Hamburg,  Bittersir.  163. 

1891.  Horn,  J.,  Professor  an  der  Bergakademie,  Clanstbal  i.H.,  Xarkletr. 
18it3.  Hofsfeld,  C,  Oberlehrer  am  Gymnasium,  Eisenach,  Fahrzeugstr.  5. 

1900.  Hovestadt,  H.,  Professor  am  Kealgymn.,  Mtlnster  i.  W  ,  Horhstr  6. 
1891.  Hurwitz,  A.,  Professor  um  Poljtöchnicum,  Zürich,  Faikengasse  16. 

180.  1896.  Hnrwitz,  J.,  Privatdocent  a.  d.  Universität,  Basel,  Allschwüerstr.  3. 
1900.  Jaeeottet,  Cbarlee,  Lebrer,  Lausanne. 
190Ü.  Jacobsthal,  Walther,  Strafsbnig  i.  E.,  SteinKtr  4. 
1891,  Järisch,  P ,  Oberlehrer  am  Johatmenm,  Hambarg-fliibeek,  Pi^en- 
strafse  66. 


Digitized  by  Güü; 


Mitglieder -Verzeichnis.  17 


Jahr  dM 


1898.  Jahnke,  E.,  Oberlehrer  tai  der  Friedrieht-Weider^ichen  Obenwal- 

Bchole,  Berlin  W.  16,  Pariserstr.  55. 
1901.  Jirgensen,  N,  Kopenhagen  N.,  Sortedamsgade  7. 
1806.  Jolles.  St.,  Professor  an  der  Technischen  Uochschnle,  Berlin; 

liaieubee  bei  Berlin,  üumuoldtstr.  2. 

1898.  JonkoTBkj,  N.,  ProÜMaor  an  der  Universität,  Moskau. 

1891.  Jürgens,  E.,  Professor  an  der  Teebnisehen  Hochsehule,  Aachen, 
Ludingsallee  79. 

1891,  Junker,  F.,  Professor  am  Realgymnasium,  Ulm. 
190.  1900.  Kapan,  B. ,  Privatdocent  an  der  Universität,  Odessa. 

1899.  Kawalki,  W.,  Oberlehrer,  Haüe  a.  S.,  Fraockestr.  1. 
1898.  Keck,  L.,  l^nkmat  am  Ojmiiasiiun,  NOmberg. 

1898.  Eepinski,  Stanislaus,  Fh>fessor  an  der  Technischen  Hochschiüe, 

Lemberg. 

1892.  Eerschensteiner,  Georg,  Stadtscbulrat,  München,  Möhlstr.  39. 
1891.  Kiepert,  L.,  G.K.R.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule, 

Hannover,  Herrenhäuser  Kirchweg  20. 

1899.  £ i  k u c  b  i ,  D.,  Professor,  Rector  d.  Eaiserl.  Universität,  Tokjo  (Japan). 

1900.  Killermann,  Anton,  Beallehrer,  Hitnchen,  Forstenriederstr.  18. 
1891.  K  i  11  i  u  g ,  W.,  Professor  a.  d.  Akademie,  Münster  i.  W.,  Qartenstr.  68. 
1898.  Kirsch,  E.  G.,  Professor  an  den  Teehnischen  Staatslehranstalten, 

Chemnitz. 

200.  1893.  Kleiber,  .1..  Haujjtlehrer  a.  d.  Handelsschule,  München,  Herren.str.  7. 
1891.  Klein,  l'elix,   G.li.Ii.^  l'wieHöor  au  der  UuiveräiUit,  Güttiugeu, 
Wilhelm  Weber-Strafse  8. 

1891.  Klein,  Georg,  Beetor  d.  Realgymnasiums,  Mflncben,  Lndwigttr.  U. 

1897.  Klug,  L.,  Profes.sor  an  der  Universität,  Klausenburg  (Ungarn). 
1900.  Kl  UVV  er,  J.  C,  Profesfor  an  der  Universität.  Leiden  (Holland). 

1892.  Kneser,  A..  Professor  a.  d.  Bergakademie,  Berlin  W  ,  Schaperstr.  30. 
1900.  Knobluucb,  Emil,  Oberlehrer  am  städt.  Kealgjmnasium,  Witten 

(Ruhr),  Wilhelmstr.  S4. 

1898.  Knoblaneh,  J.,  Professor  a.  d.  ünivenit&t,  Berlin  W.,  Karlsbad  18. 

1897.  Kobald,  E.,  Professor  an  der  Bergakademie,  Leoben  (Steiermark). 
1900.  Koch,  Helge  YOn,  Privatdocent  an  der  Universität,  Stockholm' 

Djur.-holin. 

210.  1H98.  Koch,  Karl,  Keullehrer,  Weisaenburg  a,  S. 

1891.  Kohler,  C,  Professor  a.  d.  UniTersitftt,  Heidelberg,  Treitschkestr.  3. 

1899.  KOlmel,  Fritz,  Professor  am  Realgymnasiimi,  Baden-Baden, 

Miirlii  Victoria- Str.  S. 

1898.  König,  J.,  Professor  an  der  Technischen  Uochschnle,  Budapest, 

Vamhäzkoriit  5. 

1891.  Koenigsberger,  L.,  G.R.^  Professor  an  der  Universität,  Heidel- 
berg, Kaiserstr.  2  a. 
1891.  Köpcke,  A.,  Oberlehrer  an  der  Realschule,  Ottensen,  Holländische 

Reihe  4. 

1891 .  K  ö  1 1  e  r ,  Ernst.  Pro  f essor  an  der  Technischen  Hochschule,  Aachen, 

Lousbergstralxe  40 
1891.  Külte r,  Fritz,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Berlin  S. 
Annenstr.  1. 
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Kühn,  Gustav,  Professor  a.  ä.  Univprsität,  Wien  T,  Schott^juring  15. 
16^6.  Kollert,  J.  A.,  Professor  an  den  Teclmischen  Staatslebranstalteo, 
Chemnitz,  Weststr.  14. 
SSO.  1900.  Eollros,  Lonit,  Professor  «m  Gymnannm,  La  Cbaoz-de-FoBds, 
(Schwe»),  8t  Fien«  16. 
1 897.  K  o r tu m ,  H.,  Professor  a.  d.  üniT«nitftt,  Bonn,  MeckenbfÜQorstr.  186. 
IHiU.  Kostka,  C,  Professor  am  Gymnam'nm,  Insterburg. 

1899.  Kowalewski,  Gerhard,  PrivatUocent  an  der  Universität,  Leipzig, 

Johannisallee  2. ' 

1891.  Kraft,  F.,  PriTatdooeni  an  der  UaiTOrsitfti^  ZUrich  IV,  Zweieistr.  88. 

1900.  Kraus,  J.,  Oberlehrer  a.  d.  Obenealsohole,  Dannstadt,  Liebigstr.  49. 
1891.  Krause,  M.,  G.H.B.,  Professor  an  der  Tecbnisehen  Hoehsebale, 

Dresden,  Kaitz pr??tr.  12. 
1891.  Krazer,  A.,  Professor  a.  d.  ünivers.,  Strafslnirp  i.  E.,  Yogeseustr.  10. 
1897.  isLreutz,  H.,  i'roftiSäor  an  der  Universität,  Kiel,  Niemannsweg  10^. 

1897.  Krüger,  L.,  Professor,  Abteflungsrorsteher  am  KgL  Qeodatochen 

Institut,  Potsdam;  Oiole-Iiichterfelde ,  Mommsenstr.  10. 
9S0.  1900.  Ka6era,  Otto,  Professor  am  Bealgymnasivm  und  Lehrer  an  der 
Universität,  Agram,  Gimduliögasse  61. 
1895.  Kühne,  H.,  Oberlehrer  an  den  Maschineabauschulen ,  Dortmund, 
Markt  8. 

1898.  Kflrsebak,  J.,  Professor  an  der  Teehniscfaen  Hoduchole,  Buda- 

pest II,  Albrechtstr.  14. 
189S.  Kall  rieh,  Oberlehrer  an  der  HobensoUemschiile,  SchOneberg  bei 

lierlin,  Erdmannstr.  11. 

1895.  Kutta,  W.,  Assistent  an  der  Technischen  Hochschule,  MOnehen, 

Zieblanditr.  88. 

1897.  Lacombe,  IL,  Professor  am  Polytecboiciim,  Züiieh,  Weaibeigstr.  18. 
1891.  Lampe,  E.,  GR.R.,  Professor  an  der  Tecfamscben  Hoehsehiüie, 

Berlin  W.,  Kurfürst enstr  139. 

1899.  Landau,  Edmund,  Berlin  NW.,  Sommerstr.  2. 

1894.  Lands berg,  Q.,  Professur  a.  d.  Universität,  Heidelbei^,  Sandgasse 5. 

1896.  Laugel,  L.,  ChAlet  des  Bruyeres,  Golfe  Juan,  Alpes  Maritimes. 
840.  1898.  Leesekamp,  B.  A.,  Professor  an  den  Technlscben  Staatslehre 

anstalten,  Chemnitz. 

1897.  Leit  zmann.  IT  ,  Privatfjelehrter,  Halle-Giebichenstein,  Zietbenstr. 88. 
1891.  Lerch,  M. ,  Professor  an  der  Universität,  Freiburp  (Schweiz^ 

1898.  Levi-Civita,  T.,  Professor  an  der  Universität,  Padua  ^^italien), 

Via  S.  Gaetano  BS94. 

1897.  Liebmann,  H.,  Privatdooent  a.  d.  Univeraität,  Leipeig,  Mühlgasse  8. 
1896.  Lilienthal,  R.  v.,  Professor  a. d.  Akad.,  Münster  i.  W.,  Erphostr.  16. 

1900.  Liudelöf,  Emst,  Doeent  an  der  Universität,  Uelsingfors,  Bonle* 

var«1«<?ntaii  r_V 

1893.  Liudeuiauu,  1'.,  Professor  au  der  Uuiversität,  München,  Frame 
Joseph'Str.  12. 

1898.  Linsenbartb,  H.,  Oberlehrer  an  der  ersten  Realschule,  Berlin  N., 

Lothringerstr.  76. 

1H92.  Lipschitz,  R,  G.Ü.B .  Professor  a  (i  T'niver^  .  Bonn,  Königstr.  34. 
250.  1897.  Loew  j,  A.,  Privatdocent  a.  d.  Lnivera.,  Freiburg  i.B.,  Thumseestr.  4. 
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1891.  London,  Frans,  PvoiMSOr  a.  d.  Universität,  Breslau,  Moritxstr.  33. 

1898.  Lorenz,  Franz,  Professor  an  der  JEdnigL  Ctowerbe •Akademid, 

Chetnuitz,  Reichsstr.  38. 

1897.  Lorenz,  Uaus,  Professor  an  der  UaiTersitilt,  Göttingen,  Nicolaui- 

bergerweg  21a. 

1896.  Lorej,  W.,  Oberlelmr  am  Bealgymnaiiam,  BemichaSd. 

1896.  Loria,  G.,  Professor  an  der  Univertit&t,  Genna,  Passo  CaSaro  1. 

1899.  Lovett,  E.  0.,  Professor  an  der  Princeton  Universit&t,  Herausgeber 

dea  Bulletin  of  the  American  Maibematical  Sodetj,  Princeton, 
New  Jersey,  U.  S.  A. 

1899.  Ludwig,  Walther,  Bmlaa,  Zwingerplati  6—7. 

1891.  Lllroth,  J.,  GJBJt.,  Ftofeatov  an  der  Unrramtli,  fnibiug  i.B., 
Mozartstr,  10. 

1900.  Lukat,  Max,  Oberlehrer  am  ftogymaaiinm,  Vianea  (lüieinlaiid), 

Schulstr.  14. 

260.  1897.  Mackay,  John  8.,  Edinburgh,  Northuubcrlaud  Street  09. 

1899.  Maier,  Hax,  Pfarrer  in  Schanfling  bei  Deggendorf  (Bayern). 
1894.  Mandl,  M.,  Professor  a.  d.  Landes-Oberrealschule,  Profsnitz  in  Mähren* 
1891.  Man^oldt,  H.  v.,  G.B.B.,  Profeasc«  an  der  Techniaohen  JBtoehechnle, 

Aachen,  Vaeisentr.  14«. 
l»9tt.  Mansion,  Paul,  Professor  an  der  Univerait&t,  Gent  (Belgien), 
Quai  des  Dominicains  6. 

1900.  Marco,  Georg,  Seeretftr  des  Wiener  Sehaehclnbe  und  Bedaeleur 

der  Wiener  Schaehxeiiong,  Wien  I,  Schottengasse  7. 

1898.  Maren se   A    Privatdoeent  ander  Univeraitili,  Berlin W.,  Matthäi- 

kirchstr  1' 

1^99.  Martin,  Artcmas;  Washington  NW.,  D.  C,  U.  S.  A.,  Columbia 
Staeet  16M. 

1897.  Marxsen,  8.,  GMtia|{en,  Wieeenstr.  Sa. 

1897.  Masehke,  H.,  Profeaeor  an  der  UniTecaitilt^  Chieago  OL,  Woodlawn 

Avenue  hhi9. 

270.  1891.  Maurer,  L.,  Professor  an  der  Universität,  Tübingen,  Uhlandstr.  22. 
1891.  Mayer,  A.,  I'rut'eäsor  au  der  üniTersität,  Leipzig,  Hoi'splatz  14. 

1899.  Mehling,  Alwin,  Beallehrer,  Faxth,  Jnlienatr.  8. 

1891.  Mehmke,  R.,  Professor  an  d^  Technischen  Hochschule,  Stuttgart, 

WeissenburgRtr.  89. 

l!-i'.i7.   Metzler,  W,  Profo^-or  an  der  Universität,  Syraeuse.  N.  Y.,  U.S.  A. 

1900.  Mewe.s,   II.,   Ubtrlebrer  an  der  Grofseu  Stadtscliule,  Wismar, 

Am  Schilde  ü. 

1898.  Meyer,  Eugen,  l*rofeasor  an  der  Technischoi  Hochschule,  Berlin. 
1891.  Mever,  Franz,  F^fessor  an  der  UniTersitilt,  Königsberg  i  Pr., 

Mitteltragheim  51. 

l'^Ol.  Meyer,  Goorf^.  Oberlehrer  an  der  Realschul  i-,  Bremen,  Oeorp^tr.  .'iG. 
1?5'J1,  Meyer,  Guotav  Ferdinand,  Profe.ssor,  München,  Aumlienstr.  hO,  3. 
280.  1900.  Miller, G.A.,  lustiuetor  a.  d.  Cornell  Universität,  Ithaca,  N.Y,,  U.S.  A. 
1891.  Minkowski,  H.,  Professor  am  Polytechnicnm,  Zürich,  Mittdstr.  12. 
1898.  Mittag-Leffler,  6.,  Professor  a.  d.  Univers.,  Stockholin, Djursholm. 
ISOO  Möllen,  Th.,  Docent  an  der  Universität,  Dorpat. 
19U0.  Molk,  Jules,  Professor  an  der  UniTOrsität,  Nancy. 

8* 


Digitized  by  Google 


20  ]Eiig)ieder.y«nefelimt. 

J^hr  de« 
EiotritU 

1890.  Moore,  E.  H.,  Professor  an  der  Universität,  Chicago  III.,  U.  S.  A. 

1896.  Müller,  Emil,  Professor  an  der  Kgl.  Baugewerks«  luilr  und  PriT»t- 

docent  an  der  Universität,  Köuiiri^bercr  i.  Pr  .  i^obnastr.  4. 

1891.  Müller,  Felix,  Professor,  Oberloschwitz  h.  i;readeii,  Heiuriclistr.  12. 
1900.  lltlller,  Hant,  Caad.  math.,  OOtUngen,  Dflitrer  Eichenweg  SO. 
1891.  Müller,  Reinhold,  Professor  an  der  Ttodmiachen  Ho(£ichale, 

Braunschweig,  Hagen str.  8. 
S90.  1892.  Müller,  Richard,  Oberlehrer  am  Kaiser  Willielms-Realgymnasi>im 
und  Privatdocent  an  der  Techniacheu  üochBchule,  Berlin  iS., 
Blücherstr.  Sö. 

1898.  Hnth,  F.,  F^Taf^ehrter«  Ostiiofeu  (BheinhessenX  WonnserBtr.  98. 

1897.  Naetsch,  E.,  PkiTatdoceut  an  der  Teohnisehen  Hochschule,  Dresden; 

Blasewitz  bei  Dresden,  Striesenerstr.  5. 

1898.  Nagaoka,  H.,  Professor  an  der  Universität,  Tokyo  (Japan). 

1897.  Nath,  M.,  Oberlehrer  a.  Luisen» Gjnin.,  Berlin  NW.,  Gerhardsir.  ö. 
1891.  Netto,  £.,  GM. Ii.,  Professor  an  der  Universität,  Gielsen,  Süd- 

Aalage  18. 

1898.  Nenberg,  J.,  Professor  an  der  Unitersitilt^  Lfitliofa,  Hne  Scleesin  8. 
1891.  Neamann,  Carl,  Professor  a.  d.  Univers.,  Leipsig,  Qnerstr.  10—12. 

1899.  Neumann,  Ernst,  Privatdocent  an  der  ünifeniOi,  Halle  a.  8., 

Weidenplan  6. 

1900.  Nielsen,  Niels,  Privatdocent  an  der  Universität,  ivopeubagen  N., 

Nörrebrogade  67. 

800.  1900.  Kiklas,  P.,  wissenschaftlicher  Htllftlehrer  am  GTumasium,  Baston- 
burg, Ostpreufsen. 

1891.  Noether,  M.,  Professor  a.  d.  ünivers..  Erlangen,  Nümbergerstr  S2. 

1899.  Nordmann,  Profeasor  a.  Realgymnasinm,  Halbcrstadt,  Gleimstr.  17. 
IbUi.  Oettingen,  A.  v.,  Professor  a.  d.  Universität.  Leipzig,  Mozartstr.  1. 

1900.  Opitz,  Haus  R.  G.,  Oberlehrer  am  Königstädtibciicu  Itealgymuaäiuui, 

Berlin  KW.,  Schleswiger  Ufer  6. 
1899.  Osgood,  W.  F.,  Professor  aa  der  Harvard  Umyenitit^  Catnbridgei» 
Mass.,  ü.  S.  A. 

1891.  Papperitz,  E  ,  Oberbergrat,  Professor  an  der  Bergakademie,  IVei- 
berg  i.  S.,  Weiubachstr. 

1891.  Pabch,  M.,  ö./f.if.,  Profeusor  a.  d.  Uuiversititt,  Gieiaeu,  Aücestr.  31. 

1891.  Pelz,  C,  JR.  jß.,  Professor  an  der  böhmischen  Techmschen  Hochschule, 
Prag,  Jensteingasse  1776. 

1891.  Peschka,  G.  A.  V.,         Professor  an  der  Techaischeii  Hochschole, 
Wien  III.  .Tacqningas?e  2. 
dlO.  1892.  Pick,  G.,  Professor  au  der  deutschen  Universität,  Prag,  £gl.  Wein- 
berge 754. 

1897.  Pierpont,  James,  Professor  an  der  Tale  Universität^  New  Häven, 
Conn.  ü.  S.  Ä.,  Mausfieldstreet  49. 

1897.  Pietzker,  Friedrich,  Professor  am  Oymnasiiim,  Nordhausen. 

1891.  Piltz,  A.,  Jena,  Kirchplatz  ö. 

1898.  Phim  k,  .M..  iVofessor  a.  d.  rnivpr^itlit.  lierlin  W.,  .Xchenbachstr.  1. 
1891.  Pochhaiunier,  L.,  G.EM.^  Professor  an  der  Universität,  Kiel, 

Niemaunsweg  ü9. 
1898.  Poekels,  F.,  Professor  an  der  Universititt,  Heidelberg. 
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1896.  Pokrowsky,  F.,  Professor  ui  der  UniTersitfttf  Kiew. 

1891.  Pringsheim,  A.,  Professor  a.  d.  Üniveraitüt.  München,  Arcisstr.  12. 

1899.  Protopapadäki,  Pierre,  Ingenieur,  Athen,  Rue  Valaorit^s  15. 
320.  1897.  Prünira,  E  ,  As.sistent  an  der  Technischen  Hochschule,  Braun- 
schweig, Bismarckstr.  2. 

1891.  Prym,  F.,  Professor  a. d. üniyers.,  Wtirsburg,  Schweisfteztersir.  3%. 

1900.  Ptfrssycki,  J.,  Professor  an  der  tJnirersitftt,  8t  Petersburg, 

Nadiezdinska  11,  log.  20. 

1890.  Puud,  0.,  Oberlehrer,  Altoun ,  HpinnVhstr.  1. 

1897.  liaaij,  W.  H.  L.  Janssen  van,  Haarb m  Holland). 

1893.  Eados,  6.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Budapest  VII, 
Csengery-Gfasse  1. 

1896.  Bansenberger,  0.,  Plrofessor  an  der  Hnstorscknle,  Frankfort  a.H., 

Heisterstr.  8. 

1893.  Recknapel,  G.,  Recfor  des  Realgymnasiums,  Augsburg. 

1894.  Beich,  Karl,  Professor  am  K.  K.  Technologischen  Gewerbe-Museum, 

Doeent  a.  d.  Technischen  Hoch^ch.,  Wien  IX,  Michelbenrngfasse  2, 

1891.  Reinhardt,  C,  Professor  a.  d.  Füröteuschule,  Meilsen,  i;reiheit  16. 
880.  1899.  B^thj,  M.,  Professor  an  der  Tecbnischen  Hochschule,  Budapest, 

Soroksarer  Gasse  18. 
1891.  Keuschle,  C,  Ptofessor  an  der  Techniw^en  Hochschule,  Stuttgart, 
Lerchenstr.  5. 

1891.  Keje,   Th.,    Frotessor   an   der   Universität,   Straisburg   i.  E., 

DietrichBtadeu  6. 

1899.  Bieci,  Oregorio,  Plrofessor  an  der  üniversitftt,  Padua  (Italien). 
1891.  Bicharz,  F.,  Professor  an  der  UniTersit&t,  Grei&wald. 
1802.  Richter,  Oberlehrer  am  Gymnasium,  Quedlinburg,  Kaiserstr.  38. 
1891.  Riecke,  E.,  G.R.B  ,  Professor  a.  d.  ünivers.,  Oöttingen,  Btlhlstr.  28. 

1897.  Ri necker,  Gymnasialprofessor,  Regeneburg. 

1891.  Ritter,  A.,  G.R.JR.,  Professor,  Lüneburg,  Obere  Schrangenstr.  18. 
1891.  Bodenberg,  C,  Professor  an  der  Technisdien  Hoehsofaule,  Hannorer, 
Oeltiensb'.  6. 

840.  1899.  Boe,  B.  D.  Jr.,  Professor  an  der  üniverBitat,  Syraouse  N.  T., 

Anna  Street  105. 

1891.  Rogel,  F.,  Ingenieur,  Docent  am  Technicum,  Mittweida,  Zschimer- 

platz  13. 

1891.  Bohn,  £.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Dresden, 
Idebigstr.  18. 

1891.  Bosanes,  J.,  G.Jt.B.,  Professor  an  der  üniTersitilt,  Breslau,  Schweid- 
nitzer Stadtgraben  16  b. 

1891.  Rosenow,  H.,  Director  d.  neunten  Realschule,  Berlin  N.,  Badstr.  22. 
1899.  Rost,  Georg,  Asjöisteut  aui  mathematischen  Seminar  der  Universi- 
tät, Würzburg,  Mergentheimerstr.  6. 

1901.  Bothrock,  David  Andrew,  Professor  an  der  Indiana-Universitilt^ 

Bloomington,  Ind.,  U.  S.  A. 

1892.  Rudel,  K.,  Profess.  a.  d.  Industriesch.,  Nürnberg,  L.  Feuerbachstr.  18. 
1891.  Rudio,  F.,  Professor  am  Poljtechnicum ,  Zürich,  Feldeggstr.  64, 
1891.  Runge,  C,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Hannover, 

Kirchrode  bei  Hannover,  Kürnerstr.  19a. 
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860.  1891.  Saalschütz,  L.,  Professor  an  der  ünivenität,  Königiberg  i.  Pr.^ 

Tragheimer  Pulverstr.  49. 
lUüO.  Schafheitlin,  Paul,   Oberlehrer  am  Sophien  -  Kealgymnaainm, 

Berlin  W.,  tJchaperstr.  17. 
1899.  Soh a p  e  r ,  Hanfl  T. ,  Lehrer  a.  d.  Seefiiliitaofa.,  Bremen,  Am  Wall  193. 
1899.  Seh  ef fers,  O.,  FrofeaBor  an  der  Technischen  Hoduchule,  Dann* 

Stadt,  Saalbaustr.  85. 
1891.  Scheibner,  W.,  GMM.y  Pzofeaaor  an  d«r  UniTerütii,  Leipsig» 

Schletterstr.  8. 

18Ü1.  Schell,  W.,  G.H.B.j  Pioleasor  an  der  Technifichen  Hochschule,. 
Karlsmbe,  Kriegetr.  52. 

1899.  Seh  eil  er,  Arthur,  Assistant  der  Sternwarte,  Hamburg. 

1893.  Schendel,  L.,  Professor.  Halensee  bei  Berlin,  Krooprinzendamm  3. 
1891.  Schilling,  C.,  Director  der  2ifayigation8Schale,  Brauen,  üeostadt- 
Waü  1. 

1893.  Schilling,  F.,  Professor  a.  d.  Uuivers.,  Göttiagen,  Uaiuholzweg  46. 
880.  1891.  Sehlegel,  V.,  Profeeior  an  der  K<hiigl.  höheren  tfaschinenbaa^ 

•chnle,  Hagen  i.  W.,  Vobnettr.  89. 
1898.  Schleiermacher,  L.,  Professor  an  der  foretlichen  Hoehsdinle, 

Aschaffenburg,  Grünewaldstr.  19. 
l'JOO.  Schlepps,  Fritz,  Oberleutnant  im  Pursartilierie-Regiment  toä 

Hindersin,  ^vcufahrwasser. 
1891.  Schietinger,  L.,  Profeeeor  an  der  UniTenitftt,  Klansenburg- 

(Ungam),  Sftmzaly  ntcsa  104. 
1891.  Schlömilch,  0.,  G.B.,  Dresden,  Liebigstr.  14. 
1901.  Schmidt.  Adolf,  Professor  am  Gymnasiiun  Emestmwn,  Gotha, 

llciT» •  n w  i (' seil \v eg  ■> . 

1894.  Schmidt,  Franz,  Baumeister,  Budapest  Y,  Kudolfsquai  8. 

1891.  Sehmidt,  M.,  Professor  an  der  Tecfanisehen  Hoehschiüe,  Manchen, 
Hefsstr.  89. 

1891.  Sohoenflies,  A.,  Professor  an  der  üniTersit&i,  Königsberg  i.  Tx^ 

Tragheimer  Pulverstr.  28-  21) 

1898.  Scholz,  P.  6.,  Professor  am  Friedrichs  -  itealgymnasiom,  Berlin; 

Steglitz,  Fichtestr.  34. 
370.  1899.  Sohorer,  Karl,  Gymnasiallehrer,  WeiTsenbnzg  am  Sand,  Mittel- 
franken. 

1897.  Schorr,  R.,  Observator  der  Sternwarte,  Hamborg. 

1897.  Schott  r II,  H.,  Director  der  st&dtischen  Oberrealschule,  Halle  a.  8. 

Sophienstr.  ^^. 

1H')1.  Schottky,  F.,  Professor  a,  d.  L'nivers.,  Marburg,  Barfüfserthor  14. 

1900.  Schoute,  P.  U.,  Professor  an  der  Universität,  Groningen  (Holland). 

1899.  Schräder,  C,  RR,,  Bertin  NW.,  CalTinstr.  0. 

1891.  Schröder,  £.,  JI.H.,  Professor  an  der  Technischen  HochBchale^ 

Karlsruhe,  Gottesauerstr.  9. 
1899.  Schröder,  Johannes,  Oberlehrer  an  der  Oberrealschale,  Hank' 
bürg,  Finkenau  9. 

1901.  Schröder,  Richard,  Oberlehrer  a.  d.  Realsch.,  Cassel,  Wörthstr.  12. 

1898.  Schröder,  Th.,  Professor  am  Melaucbthon'Gjmnasiom,  Nürnberg, 

Solsbacherstr.  7. 
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880.  1891.  Schobert,  H.,  Ptofestor  am  Johflnnenm,  Hamborg«  Domstr.  8. 

1896.  Schälke,  A.,  Professor  am  Gymnasiom,  Osterode  i.  Ostpr. 

1892.  Schultz,  E. ,  Oberlehrer  am  R^algymnas. ,  Stettin,  Poelitzerstr.  9. 
1891.  Schumacher,  H  ,  Trofess.  a.  d.  Kadettenannt München,  Elvirastr.  1. 
1891.  Schumacher,  Kobert,  ßeallehrer  an  der  Eealschule,  Augubuig, 

Bumaxdoir.  11. 

1891.  Scbor,  F.,  Profeawr  an  der  Teehmiebeii  Hoehechole,  Karlarolie, 

Linkenheimerstr.  16, 

1895.  Schur,  W.,  Professor  an  der  Universität  ond  Dixector  der  Stern- 

warte, Göttinnen,  Geismarchaussee  11. 
löyi.  bchwarz,  H.  A.,  Professor  au  der  UniTersität,  Berlin;  Villen- 
colonie  Grunewald,  Humboldtstr.  33. 

1896.  Sebwott,  J.«  Piofeisor  aa  der  UniTenitilt,  Pbüadelpbi»  Pa.,  ü.  S.  A. 
1891.  Schwering,  K.,  Profesaor,  Director  dei  Gymn  i  i ums.  Trier. 

890.  1898.  Scott,  Charlotte  Angas,  Professor  am  College,  lirvn  Mawr,  Pa. 
lädl.  Seeli^er,  H.,  Professor  an  der  Universität,  Director  der  Stern- 
warte, München-Bogenhausen. 

1897.  Segre,   C,  Professor  an  der  Univertiitüt,  Turin  (Italien),  Corso 

Tittorio  Emanoele  85. 

1896.  Selivanoff,  D.,  Professor  am  Technologiaeben  Institut  und  PiiTat- 

docent  an  der  UniTersit&t,  St.  Petersburg,  Fontanka  116,  log.  16. 
18Ö7.  Solling,  E.,  Professor  an  der  Universität,  Wörzbnr«?,  Mnistr.  4. 
1891.  Servus,  H  ,  (Um  rletirer  am  Friedrichs-Realj^iuiiasium  und  Privat- 

docent  an  der  Technischen  Hochschule,  Berlin;  Chaiiottenburg, 

Bpaadanentr.  9^ 

1898.  Sidler,  G.,  Professor  an  der  UniTortitiit,  Bern,  Cbristoffelgasse  4. 
1891.  Siebert,  A.,  Oberlebrer  des  Kadettenoorpe,  Gxob- Lichterfelde, 

Potsdamerstr.  61. 
1892    Sievert,  H.,  Professor  am  Gymnasium,  Bayreuth. 
1891.  Simon,  Max,  Professor  am  Lyceum,  Strafsburg  i.  £.,  Lessingstr.  5. 
400.  1897.  Sintlow,  D.,  Professor  an  der  h<äieren  Beigscbole,  Ekaterinoslftw 
(RoMand). 

1897.  Smith,  David  Eugene,  Ftofessor,  Brockport,  N.  T.,  V.  S.  A 
1901.   Smith,  0,  A..  Stud.  maij. ,  Kopenhapren  C,  St.  Annaj^rade  47. 
1900.  Smith,  Fercey  F    !'rotV'<sor  an  iler  Sheffield  Scientific  School  of 

Yale  UniTersity,  -New  llaveu,  Conn.,  U.  S.  A. 
1900.  Sobotka,  J.,  Professor  an  der  tschech.  Technischen  Hochschule, 
Brflnn  (MUiren),  Eiehhomgasse  45. 

1899.  Sommer,  Julias,  Privatdocent  an  der  UniTersitftt,  Güttingen, 

Wöhlerstr.  10. 

1896.  Sommerfeld,  A.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Aachen, 

Lou.>V)erg8tr  lo. 

1897.  Souiu,  N.,  Proietitior,  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften, 

St.  Petersburg. 

1893.  SoubIow,  G.,  Professor  an  der  üniversitilt,  Kiew. 

1900.  Spits,  Arnold,  Tersiebemngsmatbematiker,  Wien  U,  Lilienbrnn- 

410.  1891.  Sprung,  A.,  Professor  am  Mttcorologisclien  Trmtitut.  Potsdam. 
1891.  Stäckel,  Paul,  Professor  a.  d.  Lniversitat,  Kiel,  Huheubergstr.  13. 
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1891.  Stahl,  H..  Professor  an  der  Umyeraität,  Tübingen,  Neckarhalde  14. 
1898.  Stammer,  Wilhelm,  Profes-sor,  Düsseldorf,  HohenzoUernstr.  9. 
1891.  Staude,  0-,  Professor  au  der  Univerü.,  Koatock,  St.  Georg-Str.  38. 
1897.  Steinitz,  E.,  PriTatdoceut  au  der  Technischen  Hochgehule,  Char- 

lottenbuig,  Uhlandetr.  187. 
1897.  Stephanos,  KyparisBOB,  Profenor  an  der  UniTeraitiK,  Athen, 

Rue  de  Solon  20. 

1894.  Storneck,  R.  v.,  PriTatdocent  an  der  UniTerait&t,  Wien  VIII, 

Josefötildterstr.  30. 

1891.  Stickel berger,  L.,  Profesäur  au  der  Uuiversität,  Freiburg  i.  B., 
Baslerstr.  88. 

1891.  Stolz,  0.,  Professor  an  der  UniTeiaitiMi,  Innsbruck,  Anichstr.  34. 
420.  1897.  Strafe  mann,  H.  W«,  Oberlehrer  an  der  8.  atftdt.  Bealschule,  Ber- 
lin 8W.,  Dessanerstr.  'MS. 

1900,  Straubel,  Rudolf,  Professor  a.  d.  Univers.,  Jena,  Beetbovenatr  2. 

1897.  Studnicka,  F.  J.,  ü.ii'.,  Professor  an  der  böhmischen  Umverbitüt, 
T^ngt  Schwane  Qaase  6. 

1891.  Study,       Professor  au  der  ümTersitftt,  Oreilswald,  Brinksslr.  4. 

1900.  Sturm,  Ambros,  Professor  am  Oberie^nuiasiiim,  SeitMistetten, 
Nieder- Österreich. 

1»U1.  Sturm,  R.,  Professor  au  der  Universität,  Breslau,  Fräukelplatz  9. 
181)8.  Sutük,  Josef,  Gjmnasiaiprofessor  und  Privatdocent  an  der  üui- 

Tersitftt,  Budapest  IV.,  V&EOsh4ater  4. 
1894.  Tauber,  A.,  PriTatdoc.  a.  d.  ünivers.,  Wien  VI,  Onrnpendorferstr.  63. 
1891.  Thomae,  J.,  G.H.B.,  Professor  a.  d.  Univers.,  Jena,  Kasemenstr.  9. 

1897.  Timerding,  E.,  PriTatdocent  an  der  UniTersit&t,  Strafsburg  i  £., 

Fischartstr.  4. 

430.  Toeplitz,      Professor  am  Johannes-Gjnmasium,  Breslau,  Ohlauer- 

Stadtgraben  3. 

1898.  Töttfssy,  B.  T.,  Professor  an  der  Teehn.  Hochschule,  Budapest. 

1899.  Umlauf,  Karl,  Oberlehrer  an  der  DreikOnigsschule,  Dresdm-Neti- 

Stadt,  !^c!nl)''r<^tr  iO. 

1897.  Vahlen.  K.  Th.,  Privatdocent  an  der  Universität,  Königsberg  i.  Pr., 

Mittel-Tragheim  27. 

1891.  Valentin,  G.,  Oberbibliothekar  der  Kgl.  BibUothek,  Berlin  W., 

Burggrafenstr.  6. 

1898.  Valyi,  J.,  Professor  an  der  Universitftt,  Klausenbnrg  (Ungarn). 

\y'y.\    T'r  ronpse,  G.,  Professor  au  der  Universität.  Padua. 

1898.  Vieth,  Joh.  v.,  Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasium,  Dresden- 
Neustadt,  Amdtstr.  6. 

1893.  Vogel,  P.,  Professor  an  der  Artillerie-  und  Ingenieurschule,  München, 
Linprunnstr.  68. 

1892.  Voigt,  W.,  G.n.R.^  Professor  an  der  UniTetsitat,  QOttingen, 

Grüner  Werr  \ 

440.  1891.   \'oii  der  Mühll ,  K    Profess.  a.  d.  Univers.,  Basel,  Bänmleingasse  15 
1891.  Vofü,  A.,  Professor  an  der  L'niversität,  VVürzburg,  Sanderglacia  81. 

1900.  Vries,  H.  de,  Lehrer  an  der  1.  Oberrealschule  von  Amsterdam, 

flaarlem  (Holland),  Kennemerplein  7. 
1898.  Vries,  Jan  de,  Professor  an  der  Universität,  Utrecht  (Holland). 
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1H92.  Wiilsch,  E..  Professor  an  der  Technifichen  Hochschule,  Brunn. 
1Ö95.  Wallenberg,  G.,  Oberlehrer  an.  der  neunteu  IleaUchule,  Berlin  N., 
Bnmuenstr.  120. 

1898.  Walter,  Alois,  Professor  an  der  Staats  -  Oberrealschule,  Graz, 
QraibadiguM  16. 

1900.  Walter,  Theodor,  Diraetor  der  Orofiili.  Bealechule,  Bingen  a.Bli. 
IHOI.  Wangerin,  A.,  Professor  a.  d.  ünivers.,  Halle  a  S.,  Keichardtstr.  t. 
18y3.  Wassiljef,  Alexander,  Professor  an  der  Universität,  Kasan. 
•450.  1895.  Weber,  K  v.,  PriTatdoceut  a.  d.  Luivers.,  München,  Alexanderstr.  1. 
18U1.  Weber,  lieiurich,  Professor  an  der  UniTersität,  Strafsburg  i.  E., 
Goethestr.  27. 

1S97.  Weber,  M.,  kgl.  Regierungibanflllirer,  Aasisteiit  an  der  Tech- 
nischen Hochschule,  Hannover,  Baumstr.  19. 
1900.  Webster,  Arthur  G.,  Professor  an  der  Clark  Umversitj,  Wor- 

cester,  Mas.s..  ü.  S.  A. 
1900.  Weder,  Otto,  Lehrer  au  der  II.  llealschule,  Leipzig,  Hosjpitalstr.  23. 
1891.  Weiler,  A.,  Professor  an  der  üniTerait&t,  Zftrioh-Hottiugen,  Neptun- 

stralse  4. 

1891.  Weingarten,  J.,  G.R.It.y  Professor  an  der  Technischen  Hoch- 
schule, Berlin;  CharlottenbiirjT;^,  Grolmanctr.  57. 

isOl.   Weintneiflter,  J.  Ph.,  Professor  an  der  Forstukademie,  Tharandt. 

I8y4.   Weins,  Professor  au  der  deutschen  Techuischen  Hochschule, 

Prag  II,  Dittrichgasse  1773. 

1898.  Well  stein,  J.,  Priyatdocent  an  der  üniTeieität,  Strafsborg  i.  E., 
Fischartstr  10. 

460.  IÖ91.  Weltxien.  C,  Professor  an  der  Friedrichs-Werderschen  Oberreal- 
schuh»,  Herlin;  Zehlendnrf,  Prinz  Handjery-Str  H. 

1898.  WenU,  H.  U.,  Lehrer  au  den  Techu.  Staatälehran^talten,  themuita. 

1899.  Wendler,  A.,  Gymnasiallehrer,  Windsbach,  Haaptotr.  26. 

1897.  Wem  icke,  A.,  Oberrealschaldhrector,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule,  Braunschweig,  Hintern  Brüdern  80. 

1900.  Westlund,  Jacob,  In^^tructor  an  der  Purdue-UniTersität, La f ayette, 

Ind.,  r  S.  A  ,  Vine  Street  219. 
1897.  Westphal,  A.,  Professor,  Abteilungsvorsteher  am  kgl.  Geodäti- 
schen Insütat,  Potsdam. 

1897.  White,  H.,  Professor  an  der  UniverHit&t,  Evanston,  Hl.,  U.  S.  A. 

1898.  Wiechert,  Emil,  Professor  an  der  Univerait&t,  GOttingen,  Weender 

Chan^see  15. 

19ÜU.   Wieleitner,  H.,  Gymna.iiallehrer,  Spevcr,  Liidwio:«tr  33. 
1897.   Wien,  Willy,  Protessor  an  der  Uuiver«iLät,  VVürzburg. 
470.  1891.  Wiener,  H.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Dannstadt, 
GrOner  Weg  28. 

1900.  Willgrod,  H.,  Oberlehrer  der  Off.  KudelslehranstaU,  Chemnits, 

Kaisers tr.  21. 

1891.  Wirtinger,  ^\' .  Professor  a.  d.  Uuivers.,  Innsbruck,  Mnseum^tr.  19. 
18U3.  Witting,  A.,  Uberlehrer  am  Gymnasium,  Dresdeu-btrehlen,  Water- 
loostr.  18. 

1891.  Wolffing,  E.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschnle,  Stattgart, 
Hadd&nderstr.  88. 
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1891.  Wolf,  M.,  ProfeaMT  an  der  UniTenit&tt  Direetor  an  dar  Stamwarie, 

Heidelberg. 

190Ü.    \V  olf,  Wilhelm,  Professor  a.  Kealgyrnn.,  Leipzig,  Stephanstr.  22. 

1897.  Wolfskehl,  i\,  rrivatgelehrter,  DarmsUat,  Karistr.  84. 

1899.  Toung,  W.  H.,  formerly  fellow  of  Petorhonie  aad  leetorer  in  Mathe- 
matics,  Cambridge,  England. 

1898.  Zahradnik,  Karl,  Professor  an  der  tocheduBohoi  Techniefihwi 

Hochschule,  Brunn  (Mähren). 
480.  1H'J9.  Zermelo,  E.,  Privatdocent  a.  d.  üniTers.,  Göttinnen,  Hosdorferwegf  7. 
Zindler,  K.,  Proteasor  au  der  Univertsität,  Innsbruck. 

1892.  Ziwet,  A.,  Professor  an  der  üniTemt&t,  Ann  Arbor,  IGeh.,  IT.  S.  A. 
1898.  Zorawski,  C.  t.,  Professor  an  der  ümTersitftt,  Erakan. 

1894.  Zsigmondj,  Karl,  PriTatdocent  an  der  UiuTereitftt,  Wien  I, 

Schmerlingplatz  2. 
1891.  Züge,  Professor  am  Gymnasium,  WilhelmshaT^,  Boonatr.  29. 


1809.  AUf^emeine  Bibliothek  d.  Grofsherz.  Techu.  Hochschule  zu  Darmatadt, 

Iböy.  Bibliothek  der  Techniiächeu  Hochschule  zu  Karlsruhe. 

1897.  Bibliothek  der  Kaiserl.  Akademie  d.  Wissensch,  zu  St.  Petersburg. 

1898.  DorotheeitttädtMche«  Bealgymnas.,  Berlin  KW.,  Georgenstr.  80—81. 
490.  1897.  HatheniatiBcbes  Institut  der  Technischen  Hochschnle,  Mflnehen. 

1897.  Mathematischer  Verein  der  UuiTeraiUt,  Berlin  NW.,  Dorotheenstr.  6. 

1«96.  Mathematif^chcr  Verein  der  Universität,  Göttingen. 

1SÖ9.  Mathemati.^ciicr  Verein  der  UniTersitilt,  Halle  a.  S. 

19U0.  Mathematischer  Verein  der  Universität,  München. 

1897.  Kaiserliche  Universitats-  und  Landesbibliothek,  Strai'sburg  i.  £. 

1900.  Kg\.  OefTenU.  Bibliothek,  Stutt^rt»  Neckarstr.  8. 
1896.  Unirersitftts-Bibliothek  su  Utrecht. 

1901.  Rudolf^  Karl,  Ingenieur,  Bochum,  Kortumstr.  21. 
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Karl  Bobek*). 

Am  15.  December  1899  wurde  Professor  Karl  Bobek  plötzlich 

dahingerafft.  Im  kräftigsten  Mannesalter,  mitten  aus  reicher  wissen- 
schaftlicher und  Lehrthätigkeit  schied  er. 

Geboren  am  *J5.  Februar  zu  Lliotka  in  Böhincu  wuchs 

der  Knabe  in  den  ärmlichsten  Vorhältuissen  auf.  Durch  ungewübn- 
liche  Intelligenz  unt€r  seinen  Alt<-rs<,'en()!>.s<'n  auffallend,  kaiu  er 
nach  beendeter  Volkj» schule  au  die  Realschule  in  der  Nikolander- 
gasse  in  Prag.  Hier  erregte  sein  ausgesprochenes  niatheinatiscliuü 
Talent  sehr  bald  die  Aufmerksamkeit  des  ausErezeichneteu  mathe- 
matischen Pädagogen  Franz  Wpyr  {il-s  \  attis  Ucr  bekannten  öster- 
reichischen Mathematikpr  Emil  und  Eduard  Wejr).  Er  al»solvirU^ 
die  Realschule  mit  uugewühnlicbt  r  Aiiszei(  bming  als  Primus  in  allen 
Klassen,  was  um  so  höher  aii/.usclila'jen  ist,  als  er  während  der 
ganzen  Zeit  nicht  Idols  für  die  eigene  Erhaltung,  sondern  auch 
durch  die  Sorge  für  seine  Angehfirigen  genötigt  war,  alle  .sclinl- 
freien  Tagesstunden  gänzlich  zu  Privatunterricht  /n  vorwenden.  Im 
October  1875  b^^zoo-  er  die  deutsche  technische  Hochschule  zu  Prai;. 
In  den  folgenden  Jahren  studirte  er  au  dieser  Hochschule  und  an 
der  Prager  Universität  Mathematik  und  Physik  unter  Küpper, 
Lieblein,  Durege,  Lippich  u.  a.  Im  Jahre  1879,  kaum  von 
dem  bosnischen  Occupationsfeldzuge  zurückgekehrt,  welchen  er  als 
Sanitätsofficier  mitgemacht  hatte,  legte  er  die  Lehranitspriifimg 
in  Mathematik  und  dai'stellender  (teometrie  mit  ausgezeichnetem 
Erfolge  ab.  Im  October  desselben  Jahres  wurde  er  Assistent  an 
der  Lehrkanzel  für  darstellende  Geometrie  des  Professor  Küjjper. 
Mit  AuSBahme  eines  einjährigen  Aufenthaltes  (1881/2)  an  der  Uni« 

*  Nach  einem  in  d^r  Sitzung  der  deiitsi  lien  mathem.  Gesellscliaft  in 
Prag  am  20.  Decbr.  leö'J  von  G.  Pi«  k  ^n  haltt  uen,  m  den  „Münat«hefteu 
f.  Math.  u.  Phys.  XI''  veiöffeiiliichieii  Nachruf  hier  von  W.  Weiss  in  er- 
weiterter Gestalt  mitgeteilt. 
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versität  in  Leipzig,  und  eines  halbjährigen  (Sommer  1883)  in  Paris, 
verblieb  er  in  dieser  Stellung  bis  zum  Jahre  1886.  Im  Jahre  1883 
hatte  er  sich  an  der 
deutschen  technischen 
Hochschule  für  Mathe- 
matik habilitirt,  Im 
Jahre  1885  wurde  er 
auf  Grund  der  Disserta- 
tion: „Über  gewisse  ein- 
deutige involutorische 
Transformationen  der 
Ebene"  und  der  mit  Aus- 
zeichnung abgelegten  Ri- 
gorosen an  der  Universi- 
tät Erlangen  zum  Doctor 
philosophiae  promovirt. 
Als  Privatdocent  wirkte 
er  bis  zum  Jahre  1893, 
in  welchem  seine  Berufung 
als  aufserordentlicher  Pro- 
fessor der  Mathematik  an 
die  deutsche  Universität 
in  Prag  erfolgte.  Vorher 
noch  war  er  vom  Mini- 
sterium des  Innern  zum 
wissenschaftlichen  Beirat 
der  neu  errichteten  Ar- 
beiter-Unfallsversicherungsanstalt für  das  Königreich  Böhmen  ernannt 
worden,  um  deren  Organisation  er  sich  hervorragende  Verdienste 
erwarb. 

Für  die  Richtung  der  ersten  wissenschaftlichen  Arbeiten  Bobek's 
war  der  Eiuflufs  Küpper's  bestimmend.  Sie  bewegen  sich  durchwegs 
auf  constructiv-goometrischem  Gebiete  und  enthalten  sehr  beachtens- 
werte Resultate  betreffend  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung, 
Flächen  dritter  Ordnung  und  Regelflächen,  als  deren  Quelle  ihm 
ausschliefslich  die  geometrische  Erzeugung  dieser  Gebilde  dient.  Alle 
damals  noch  bei  vielen,  namentlich  auch  österreichischen,  Geometem 
beliebten  weniger  sicheren  Schlufsweisen  (Correspondenz-  und  Ab- 
zählungs])etrachtungeu )  vermied  er  so  nut  sicherem  Instincte.  Man 
wii-d  dies  um  so  höher  anrechnen,  als  er  damals  die  neueren  grund- 
legenden Anschauungen,  welrlie  duirh  Riemann 's  Entdeckungen  an- 
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gebahnt,  dnreli  Brill  und  Noetber  in  geometriscber  Biebtung  aus- 
gebildet worden  waren,  scblecbterdings  nicht  kannte. 

Es  ist  scbon  hieraus  deutlich,  welche  Bereicherung,  ja  geradezu 
Umwälzung  seines  geometrischen  Denkens  das  im  Klein'sehen  Seminar 
in  Leipzig  verbrachte  Jahr  herbeigeführt  hüben  uiufs.  In  der  That 
hatte  er,  von  dort  ziu'ückgekehrt,  die  Fremde,  seinen  genialen,  aber 
der  modernen  Eutwickelung  der  Mathematik  fremd  gewordenen 
Lehrer  und  Freund  Küpper  in  diese  neuen  und  tiefen  geometri- 
schen Methoden  einzut'iilii-en.  und  eine  Reihe  zum  Teil  geineinsamer, 
zum  Teil  wenigstens  in  steteni  wissen^cliattlichen  Verkehr  entstandener 
Arbeiten  sind  die  Frucht  dieses  wis.-.  nsehaftlichen  VfrliUltnisses. 

Von  den  hierlier  gehörigen  Arbeiten  Bobek  s  sei  zuerst  diejenige 
„über  projective  Erzeugung  von  Cui'ven"  (Math.  Ann.  XXV)  er- 
wähnt. Sie  enthält  eine  Kritik  bezw.  Prücisining  der  Chasles'schen 
Hatze  über  die  Verteilung  der  Basispunkte  der  erzeugenden  Büschel 
auf  der  erzeugten  Curve.  Sodann  eine  Reihe  von  Aufsätzen  über 
hyperelliptische  Curven  in  den  Wiener  Berichten,  welche  in  einer 
Arbeit  im  29.  Bd.  der  Math.  Ann.  zusanmiengefafst  sind.  Von  den 
darin  enthaltenen  zahlreichen  Resultaten  sind  besonders  bemerkens- 
wert: der  Satz,  dafs  die  Ordnung  einer  hyperelliptischen  Curve  vom 
Geschlechte  p  nicht  kleiner  als  -f  2  sein  kann,  und  dafs  bei  der 
Hinimalordnung  p  '2  ein  p-facher  Punkt  auftreten  mufs;  die 
Benützung  der  £nveloppe  der  Verbindungsgeraden  der  (einer 
rationalen  Cure  (n  —  p  —  l)t«i^  Klasse)  sur  Eneugung  der  Qrund- 
curve,  sowie  zur  analytischen  Darstellung  derselben  und  ihrer  ad- 
jungirten  «p-Curven,  insbesondere  fttr  n  |}  +  3,  und  gewisse  specielle 
hypereUiptiscbe  C^p*).  Femer  gebart  hierher  die  Arbeit  „Über 
Breischaarcurven**  (Wr.  Ber.«  Bd.  98),  in  welcher  in  Analogie 
mit  den  byperelliptiscben  Curren  solche  mit  einer  G^]^  behandelt 
werden.  Es  wird  gezeigt,  dafs  eine  nur  fOr  >  4  auf- 
.  treten  kann,  und  dann  immer  nur  eine,  und  dafs  für  solche 
Curven  die  Adjungirten  (n  —  4)ter  Ordnung  die  Grundlage  der 
Untersuchung  zu  bilden  haben.  Scbliefslich  die  Arbeiten  in  den 
Wiener  Berichten:  „Über  das  Maximalgeschlecht  von  algebraischen 
Eaumcurven  gegebener  Ordnung'^  (Bd.  93),  „Über  das  Haximal- 
geschlecht  der  windschiefen  Fl&ehen  gegebener  Ordnung^*  (Bd.  96\ 
„Über  Raumcurven  Ordnung  mit  {m  —  2)-fachen  Secanten" 

(Bd.  9ö),  von  deren  reichem  Inhalt  angeführt  sein  möge:  der  Satz, 


*)  "Man  ver>^!.  dsn  auj-iüiirijche  Heferat  v.  Um.  Uurvritz  in  den  Fort- 
bcliritten  der  Maiiiematik,  Jahrg.  l.Sb7. 
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(lafs  (las  (lesohlecht  einer  K+^L'<'Hiä<*lie  «ter  Ordming  höchstens  gleich 
dem  Maxinialgeschleoht  einer  Kaumcurve  «ter  Ordnung  werden  kann, 
und  die  Ermittelung  des  Maxinuinis  des  Geschlechts  einer  in  eiaer 
linearen  Congruenz  enthaltenen  iiegeltliiche. 

In  loserem  Zusammenhang  mit  diesen  Arbeiten  steht  ein  aus 
derselben  Zeit  stammender  Aufsatz:  „Über  Curven  vierter  Ordnung 
yom  Geschlechte  Zwei  etc."  (Denkschriften  der  Wiener  Akademie, 
Bd.  63),  in  welchem  auf  Grund  kanonischer  Gleich ungsfomien  die 
Systeme  der  vierfach  bertlhrenden  Kegelschnitte  und  der  Doppel- 
tangenten  untersucht  werden. 

In  den  letzten  Jahren  wandte  sich  Bobek  wieder  der  Theorie 
der  Flächen  dritter  Ordnung  zu.  £s  entstanden  die  Arbeiten:  „Die 
InTarianten  der  allgemeinen  Fliehen  dritter  Ordnung*^  (Wr.  Ber., 
Bd.  103),  ,,Über  die  Inirarianten  der  Fläche  dritter  Ordnung^ 
(Monatahefte  fttr  Math.  n.  Phjs.,  Bd.  8),  „über  Flächen  dritter  Ord- 
nung, welche  CoUineatlonen  in  sich  sulassen  I,  IT'  (ebenda  Bd.  10). 
Im  G^nsatze  su  seiner  frflheren  auf  constructiTer  Grundlage,  sowie 
auf  Gontinmtfttsbetraehtangen  fulsenden  Beschäftigung  mit  Flleben 
dritter  Ordnung  (VergL  ^xa  Classification  der  Ftöehen  dritter  Ord- 
nung** Wr.  Ber.,  Bd.  96)  leiten  ihn  jetxt  inyarianten-theoretisehe 
'  und  gruppen-theoretiscfae  Gesichtspunkte.  Er  zeigt  an  der  allgemeinen 
Fliehe  selbst  ein  System  von  Doppelverhältnissen,  welches  als  ToUee 
System  (irrationaler)  Invarianten  der  Fläche  au^efalst  werden  kann. 
Andererseits  zählt  er  die  möglichen  Spedalisirungen  von  Flächen 
dritter  Ordnung  vollständig  auf,  welche  durch  das  Auftreten  von 
CoUinettlionen  des  Gebildes  in  sich  charakterisirt  werden. 

Zwei  Lehrbücher  „Einleitung  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen"  und  „Einleitung  in  die  projective  Geometrie  der  Ebene", 
eine  Frucht  dor  an  der  technischen  Hochschule  gehaltenen  Vor- 
lesungen, leiten  zui"  Würdigung  seiner  Lehrt liiitigkeit  über.  Schon 
als  Assistent  hatte  er  wegen  der  grofsen  Hörerzahl  der  technischen 
Hoehschnle  eine  umfassende  unteirichtliche  Thätigkeit  in  den 
CfinstructioüsülninL'''JU  zur  <lar.stelh  tideii  Geometrie  zu  leisten.  Hier 
entwickelte  sich  ^eine  geradezu  verblüffende  Sicherheit  und  Ge- 
wandtlieit  im  l  >ur(  hbli<  ken  der  compli<  irtH<f  »  ti  geuuietrischen  Con- 
struetions})i/i<  liuiiueii ,  sowIp  die  enfsfrorufiitliehe  techiiLsche  Ge- 
wan<ltlieit  und  der  vollendete  ( irschniack  hei  der  /.eicbnerischen  Dar- 
stellung, wodurch  seine  Zeichnimgeu  gexade^u  zu  kleinen  Kunstblättern 
wurden. 

Seine  Lehrthätigkeit  als  Privatdocent  >s*ar  leider  nach  Ablauf 
seiner   Assisteutenzeit    durch    Esistenzsorgen   gehemmt.  Vichts* 
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desioweniger  hat  er  dam&Ia  Aber  die  venchiedensten  TeUe  der 
Matiliematik  Vorlesangen  gehalten,  dabei  stets  neue  Gebiete  sich 
zu  eigen  machend,  wovon  hier  nur  seine  Vorlesungen  tiber  Wahr- 
acheinlichteits-  und  Ausgleichunggrechnung  als  Zeugnis  angeführt 
sein  mögen. 

Sehr  tunfassend  war  seine  unterrichtliche  Thätigkeit  als  Professor 
an  dar  deutsdien  UniTondt&t:  sie  erstreckte  sidi  Uber  &3t  alle  Ge« 
biete  der  höheren  und  Elementannathematik.  Vor  allem  aber  wird 
ihre  Wirkung  zu  einer  bleibenden  durch  den  von  ihm  an  dieser 
Universität  eingeführten  Unterricht  in  der  darstellenden  Geometrie, 
durch  welchen  er  einem  seit  lauge  gei'üliUeu  ßedüitmsse  eutgegen- 
gekoimueu  ist.  — 

Der  Gruiidzug  des  Charakters  des  allzu  früh  Geschiedenen 
war  eine  ungewöhnliche  Eners^ie.  Diese  und  seine  reiche  Begabung 
allein  erhielten  seine  Wider. ^(andskrut't  in  schwerem  Lebenskampfe 
ungebrochen  und  liefseii  ihn  mauclio  unverdiente  Zurücksetzung 
leichter  verwinden.  waren   zutrleich  die  Quelle  seiner  aiifser- 

ordentlicben  wissensehattlichen  AnpassuncrsniliitTkeit.  Bobpk  besafs 
iiinfassonde  KeimtJiif>se  auf  den  heteroiren-i Helneten  der  reinen 
und  auirewandten  Mathematik,  und  die  fast  beispit^llose  Ijeiehtitjkeit 
und  Schnelligkeit,  mit  welehej-  er  sicli  neuer  Gebiete  zu  l)emiiuhtigeu 
wufste,  erregte  oft  das  Erstauueu  und  die  Bewunderung  seiner 
Freunde.  Er  war  ein  Mann  des  raschen  Entschlusses  und  der 
raschen  Durclifüluuug  in  Wissenschaft lithen  Dingen,  wie  im  Lehen, 
So  war  auch  sein  Wesen  geradezu  und  konnte  hiedurch  hei  ferner 
Stehenden  hie  und  da  Anstois  erregen.  Seine  Freunde  aber,  denen 
er  selbst  stets  treu  anhing,  haben  gerade  darin  einen  seiner  Vor- 
züge erblickt.  Trotz  drückender  mat*  l  ieller  Sorgen  bis  weit  in 
sein  Haanesalter  hinein  wufste  er  sich  Ueiterkrit  des  Gemüts  zu 
bewahren  und  war  frei  von  MenschenhaTs.  Beiches  Glück  wurde  ihm 
erst  in  den  letzten  Jahren  und  zwar  in  seiner  jungen  Ehe  zu  teil, 
wie  er  selbst  so  oft  seinen  Freunden  gegenüber  mit  Kührung  zum 
Ausdruck  gebracht  hat  So  war  ihm  nach  einem  Leben  voll  Ent- 
behrungen und  schwerer  EHmpfe  ein  allzu  kurzer  Sonnenblick  gegönnt. 

Verzeichnis  der  wissenschaftlichen  Publicationen  Bobek's. 

In  den  Sitzungsberichten  drr  ntathetnatisch-nnfnnrisfsffueha/thchcn  Klasse 
der  kaiserl.  Akailrutd'  der  Wissemchaftcn  in  Wien: 

1.  Über  ebene  rationale  Curven  vierter  Ordnung.    Bd.       Abt.  II.  lö7Ö. 

2.  Über  metrische  Besidtnngen,  die  in  dner  Oongmens  UnMurer  Com« 
plexe  stattfinden.  Bd.  83,  Abt  H  1881. 
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8.  Über  Flächen  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelk^elBchnitte.  (Mit- 
teilung I,  n)  Bd.  90,  Abt.  n.  1884. 

4.  über  gewisse  eindeutige  mvolutoiische  Transformationen  der  Ebene, 
gfitteilimg  I,  n,  III)  Bd.  91,  Abt.  II.   1885  (Dissertation  Erlangen). 

5.  über  das  Mazunalgeschleclit  von  algebraischen  Baumaurven  gegebner 
Ordnung.   Bd.  06,  Abt.  H.  1886. 

6.  Über  das  verallgremoinerte  Correspondenzprincij).  Bd.  93,  Abt.  II.  1886, 

7.  Über  hyperelliptiBche  Curven.  (Mitteilung  I,  II,  III)  Bd.  93,  94,  96, 
Abt.  n.  1886. 

8.  Über  Banmoorven  m*»  Ordnung  mit  (m  —  2)  fachen  Secanten.  Bd.  95, 
Abt.  n.  1887. 

9.  Über  das  Maximal<:>  I  ii  ht  von  wiadscbiefen  Flächen  gegebener 
Ordnung.    Bd.  96,  Abt.  H.  1887. 

10.  Zur  Classification  der  Flächen  dritter  Ordnung.  Bd.  96,  Abt.  II.  1^87. 

11.  Über  die  Steiuer'schen  Mittelpunktcurven,     (Mitteünng  I,   II,  Iii) 
Bd.  98,  Abt.  II.    1888,  1889. 

12.  Über  Dreischaarcorven.  Bd.  98,  Abt.  IIa.  1889. 

18.  Die  Invarianten  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung.   Bd.  103, 
Abt  na.  1804. 

In  den  Detiksdiriften  der  math.-ncUurw.  Klasse  der  kaiserl.  Akademit  tier 

WieseHRchaßen  mi  Wim: 

1.  Über  Cnrven  vierter  Ordnung  vom  Qesehlecbte  swei;  ihre  Sjsteme 
von  berOhrenden  Kegelsohnitten  und  Doppeltangenten.  Bd.  63.  1887. 

Jn  den  inatiirmatischen  Annalen: 

1.  über  prüjective  Erxeiignug  von  Curven.    Bd.  2ö.  1885. 

2.  Über  hjperelliptische  Curven.    Bd.  29.  1887. 

Jn  den  SitewngiAerkskten  und  Abhandlungen  der  hSwuß.  h&im.  GueBMChafi 

der  Wüaenschaften  in  Prag: 

1.  Über  die  Kriimmungsraittelpunkte  der  Curven.  welche  die  Punkte 
einer  Kbpno  hol  oinor  unendlich  kleinen  Verschiebimg  derselben  in 
ihr  beschreiben.    Berichte,  Jahrg.  1880. 

2.  Über  Coüstmction  von  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  iiuaginäreu 
Bestimmungsstücken.   Berichte,  Jahrg.  1882. 

3.  Über  involutorisrlie  Crt  iiioua-Transformationen  der  IV^  u.  11^»  Ord«- 
nung  und  hyiierelliptische  Curven  Sn-f-l»«'  und  3n-f  2»«'  Ordnung 
(Anhang  zu  einem  Aufsatze  des  Herrn  Küpper).  Abhandlungen, 
VII.  Folge,  Bd.  1.  1886. 

In  den  Monatsheften  für  Mathematik  und  Physik  in  Wien: 

1.  Die  Brennpunktcnrve  des  Kegelschnittsbfischels.   Bd.  3.  1892. 

2.  Über  die  Invarianten  der  Fläche  dritter  Ordnung.    Bd.  8.  1898. 

3.  t^b^T  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  CoUineationen  in  sich  zu- 
lassen.   (Abhandlung  I,  11)  Bd.  10.  1899. 

Sonstige  PiU^ieaiionen: 

1.  Remarque  sur  la  Ugne  de  striction  de  l*hjperbololde.  (Bulletin  de 
la  Soci^t^  Math^matique  de  France,  XI.)  1883. 
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^.  Zur  Theorie  «I*  ^  K*  urelschiiittbüschels.  (Mitteilim^n  der  mathematiaefaen 
Geseüschaft  m  Prag.)  1892. 

1.  Einleitniig  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  (Leipsig, 

Teul)ner  1884.) 

2.  Einlei 1 11      in  die  projectiTische  Geometrie  der  Ebene.  (Leipsig, 
Teubner  1889.) 


Reinhold  Hoppe*). 

Vuu  E.  Lampe  in  Berlin. 

Am  7.  Juni  dieses  Jahres  (1900)  verschied  in  seiner  Wohnung 
zu  Berlin  Pn>f.  Dr.  Beinhold  Hoppe,  den  Jahren  nach  wohl  das 
Alteste  der  Mitglieder  der  Physikalischen  Ctosellschaft.  Vientig 
Jahre  hat  er  der  letzteren  angehört;  für  zweinndzwansig  Jahres- 
berichte der  Fortschritte  der  Physik^  die  Jahre  1863  bis  1884  nm- 
fassend,  hat  er  als  ^tarbeiter  Beferate  geliefert,  zuerst  Aber  Aero- 
mechaaik,  Licht  und  Wärme,  sodann  aber  vom  XXn.  Bande  an 
über  Feetigkeit  und  Elasticitllt  In  den  Sitzungen  hat  er  wohl 
kaum  je  das  Wort  ergriffen;  gleichwohl  bekundete  er  sein  lebhaftes 
Interesse  an  den  Verhandlungen  durch  sein  regelmäMges  Ersdieinen 
zu  den  Sitzungsabenden.  Als  es  ihm  in  seinem  höheren  Alter 
schwerer  wurde,  den  Vorträgen  zu  folgen,  beschränkte  er  seine  An- 
wesenheit mehr  und  mehr  auf  die  letzte  Viertelstunde,  um  sich 
denen  anzuschliejjsen,  welche  bei  den  Nachsitzungen  in  freier  Untere 
haltung  wissenschafUiche  Gegenstände  erörterten.  SSuletzt  kam  er 
nur  noch  zu  diesen  geselligen  Zusammenkflnften ,  sowie  zu  den 
Stiftungsfesten,  meistens  ein  schweigsamer  Gast^  aber  zuweilen  doch 
plötzlich  und  lebendig  in  die  Unterhaltung  eingreifend. 

Ernst  Reinhold  (Reginbald)  Eduard  Hoppe  wurde  zu 
Naumburg  an  der  Saale  am  18.  November  1816  geboren  als  Sohn  des 
DompredigtTs  Emst  Auiriist  Dankegott  lioppu  und  sciuer  Ehe- 
frau iriederike  Wilhelmine,  geb.  Nitzseh,  der  Schwester  des 
Theologen  Kail  liuiiiaiiu(ji  Miusch;  er  gehörte  also  von  väterlicher 
und  von  mütterlicher  Seite  her  bekannten  und  hoch  geachteten  Ge- 


*)  Dieser  Xitclinif  l>il(lfl  eiuen  Abdnick  iitis  dt'U  Verhandluiii/eri  <ler 
Deutschen  Physikulischeu  Gesellschaft  H.  Jahrgang  Nr.  13.  Das  aus- 
ftthrliche  Verzeichnis  der  Schriften  von  R.  Hoppe  hat  der  Verfasser  für  den. 
Jahresbericht  besonders  zusammengestetlt.  Das  beigegebene  Bildnis  hat 
der  Neffe  des  Verstorbenen  sur  VerfiBgung  gestellt.  [Bed.  Comm.] 
Jftlimb«ri«bt  d.  Deata«h«n  ]l»theni.>y«ntnigiiD9.  IZ,  1.  '3 
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lehrtenfamilien  an.  Unter  den  elf  profs  gezogenen  Kindern  des 
Pfarrhauses  war  er  das  sechste,  von  den  vier  Brüdern  der  dritte.  Sein 

um  vier  Jahre  älterer 
Bruder  Karl  war  der 
(«ründer  der  bekannten 

Maschinenbauanstalt 
und  Eisengiefseroi  zu 
Berlin;  der  um  zwei 
Jahre  ältere  Bruder 
Emst  war  Oberförster^ 
und  der  um  neun  Jahre 
jüngere  Bruder  Felix 
Hoppe-Seyler  Chemiker 
und  Physiologe ,  Pro- 
fessor an  der  Universitilt 
Stnilsburg.  Zweimal 
wechselte  die  Familie 
noch  ihren  Wohnsitz; 
bald  nach  der  Geburt 
des  kleinen  Reinhold 
zum  Superintendenten 
in  Freiburg  an  der 
ünstrut  beftirdert,  sie- 
delte der  Vater  nach 
dieser  Stadt  über,  später, 
am  Anfange  der  dreifsi- 
ger  Jahre,  in  gleicher 
Stellung  nach  Eisleben.  Dort  starl)  jedoch  bald  nach  dem  Einzüge 
in  die  neue  Stadt  die  Mutter  (19.  Febr.  1832  ),  einige  Jahre  darauf 
der  Vater  (10.  Oct.  1830);  mit  neunzehn  Jahren  war  Reinhold  also 
des  Vaters  und  der  Mutter  beraubt.  Zuerst  auf  dem  Gymnasium  in 
Eisleben  vorgebildet,  genofs  er  später  der  Wohlthat  des  Unterrichtes 
auf  der  Laudesschule  Pforta,  und  zuletzt  besuchte  er  das  Gymnasium 
in  Greifswald,  wo  seine  an  den  dortigen  Superintendenten  und  Prof. 
Karl  V(»gt  venniiblte  Schwester  Laura  lebte.  Mit  dem  Zeugnis 
der  Reife  des  Greifswabb-r  (tvmnasiums  vom  30.  August  1838 
versehen,  bezog  der  22-jähnge  Abiturient  zunUciist  die  Universitfit 
Kiel  auf  zwei  Semester;  die  beiden  folgenden  Semester  studirte  er 
in  (ireifswald,  die  letzten  drei  in  Berlin,  wo  er  am  24.  März  1842 
sein  Abgangs/rugnis  nahm.  Die  Neigung  zur  Beschllftigung  mit 
der  Mathematik   soll   bei   ihm   früh   durch   seinen   Sllteren  Bruder 
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Karl  geweckt  seiu,  <ler  ihn  srhon  in  seinem  üthnten  Lebensjahre 
in  die  Ueheiinuisäe  der  Quadrat-  und  Kubikwurawlausziehung  ein- 
weihte. 

Nach  der  Heeiuligung  der  Studienzeit  waiulte  sich  Beinhold 
Hoppe  der  Lehrtbütigkeit  zu.  Das  Probejahr  «  rledigte  er  ara  Gym- 
nasium zu  Ureifswald  von  Michaelis  1842  bis  1843.  Von  Ostern 
1846  bis  Michaelis  1849  uakm  er  eine  Stelle  als  Lehrer  in  der 
Erziebungsanstalt  zu  Keilhau  an,  in  welcher  die  Fröbersohen 
Grundsätze  der  Erziehung  zur  Anwendung  gebracht  wurden.  Von 
Michaelis  1849  bis  1853  versuchte  er  sich  als  Lehrer  am 
Köllnisehen  Realgymnasium  zu  Berlin,  das  zu  jener  Zeit  unter  dem 
Director  August  in  hoher  Blüte  stand.  Wahrend  dieser  Zeit  er- 
warb er  sich  an  der  Universität  zu  Halle  den  Doctorhut  am  25. 
November  1850.  Da  aeiner  Untemchtsarbeit  der  wünschenswerte 
Erfolg  nicht  entsprach,  aofseidem  seine  Forschematur  nach  einer 
freieren  Thfttigkeit  drttngte,  habilitirte  er  sich  1853  als  PriTat- 
docent  für  Mathematik  an  der  Berliner  Uniyersitllt.  Noch  einmal 
vertauschte  er  den  Hörsaal  der  TJniTorsit&t  mit  den  Klassen  eines 
Gymnasiums,  als  er  von  Ostern  1858  bis  1859  eine  Iiebrstelle  am 
Gymnasium  zu  Glogau  übernahm.  Aber  auch  dieses  Mal  versagte 
seine  Natur  gegenüber  den  Ansprüchen  der  Schule,  und  so  kehrte 
er  denn  1859  an  die  Berliner  üniversitftt  zurück  und  gehörte  ihr 
von  da  an  ohne  Unterbrechung  als  Privatdocent  bis  zu  seinem  Tode 
am  7.  Juni  1900  an.  Schon  bei  seiner  Habilitation  im  Jahre  1853 
hatte  er  sich  um  die  Lehrbelugnis  für  Philosophie  beworben,  ohne 
sie  aber  zu  erlangen.  Ein  zweites  Gesuch  vom  Jahre  1870  hatte 
keinen  besseren  Erfolg;  seinem  im  Jahre  1871  erneuten  Antrage 
wurde  dann  endlich  auf  energische  BefOrwortong  von  Trendelenburg 
Folgo  gegeben.  Den  Charakter  als  Professor  erhielt  er  1870.  — 
Nach  dem  Tode  Grunert's  1872  wurde  ihm  die  Redaction  des 
Archivs  der  Mathematik  und  Physik  anvertraut,  eine  Thati^keit, 
die  ihm  hohe  Befriedigung  gewährte,  weil  dadurch  seine  Existenz 
in  mehr  als  einer  Beziehung  einen  Halt  gewann,  und  weil  er  damit 
die  Gelegenheit  erhielt,  in  einer  seiner  Natur  zusagenden  Art  durch 
Utfnung  des  reichen  Schatzes  seines  Wissens  nach  uufsen  zu  wirken. 
Die  Prtichteu  dieser  Schriftleiiung  hat  er  bis  zu  seinem  Tode  im 
Alter  von  HiJ^/^  Jahna  treu  erfüllt.  Der  Königlichen  Gesellschaft 
der  \Viss<'nsf'hafteu  in  Upsala  gehörte  ci  al.s  ordentliches  Mitglied 
an.  sind  dio  Daten  für  den  Gang  seines  Lebens. 

I)ic  w]s<L'Lis(  liat'tliche  Production   des  Ver**rhiedenen,  die  sich 
über  einen  Zeitraum  von  ö.j  Jahren  ersti'cckt,  ist  eine  überaus 
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reiche  und  Vielseitige  gewesen.  Er  war  eben  nicht  ein  einseitiger 
Ifathematiker,  sondern  sein  Geist  umspannte  neben  allen  (Gebieten 
der  Mathematik  die  Physik,  die  Philosophie,  die  Sprachforsehong 

nnd  suchte  Erholung  in  der  Ausübung  der  Musik;  endlich  Tersenkte 
er  sich  als  echter  Sohn  eines  evangelischen  Pfarrhauses  philosophisch 
in  die  letzten  Fragen  der  Beziehungen  des  Menschen  zu  Gott. 
Was  alle  seine  Schriften  keiiii/.ekhnet,  ist  die  Selbständigkeit  und 
Ehiiiclikeit  seines  Denkens;  überall  leuchtet  ein  abgeschlossenes, 
fertiges  Wesen  hervor,  das  in  sieh  Genüge  gefunden  hat.  Mag  der 
Leser  sich  auch  nicht  mit  ihm  in  Übereinstimmung  befinden,  so 
nötigt  der  tiefe  Ernst,  mit  dem  alle  Fnig<'n  behandelt  sind.  Ach- 
tung- vor  einem  Geiste  ab,  der  nach  langer  und  unabläsüiger  Ge- 
dankenarbeit eine  in  sich  ruhige  und  befri<digtp  Klarheit  ennineen 
hat  und  im  Besitze  einer  nicht  mehr  zu  erschütternden  Überzeugung 
ein©  oft  schneidende  Kritik  übt. 

Gehon  wir  zunächst  auf  die  mathematischen  Schriften  ein,  so 
erregt  die*  blol'se  Anzahl  derselben  Bewunderung.  Tm  Archiv  der 
Mathematik  hat  Hopjie  rund  200  Origmalarlikel  verölientlicht ; 
dazu  treten  etwa  50  inatlicmatische  Aufsätze  in  anderen  Zeit- 
schriften, femer  vier  selbständig  erschienene  Arbeiten,  Wenn  man 
auch  aus  den  Veröffentlichungen  im  Archiv  viele  kleinere  Notizen 
aussondert,  die  augenscheinlich  häufig  zur  Füllung  eines  Heftes  ge- 
schrieben sind  und  den  Yoriesungsheften  entnommen  sein  miigenf 
so  bleiben  immer  noch  genug  übrig,  deren  Inhalt  in  der  einen 
oder  anderen  Hinsicht  beachtungswert,  ja  bedeutend  ist,  und  auch 
jene  kleineren  Artikel  tragen  in  vielen  Wendungen  das  Gepräge 
eines  ursprünglich  schaffenden  Geistes.  Allerdings  ist,  besonders 
in  der  späteren  Zeit,  nicht  immer  hinreichend  darauf  Bücksicht  ge- 
nommen, ob  die  nämlichen  Gedanken  nicht  auch  schon  Ton  anderen 
Forschem  oder  gar  vom  Schreiber  selbst  ausgesprochen  waren.  Bei 
den  Arbeiten,  die  dem  höheren  Alter  Hoppe's  angehören,  liegt  es 
n^e,  eine  Entschuldigung  fflr  ein  derartiges  Yerfeihren  in  suneh- 
mender  Gedächtnisschwäche  xu  suchen;  doch  dtUfto  der  liefere 
Grund  anderswo  liegen.  Nachdem  er  bis  gegen  sein  Tiemgstes 
Lebenq'ahr  hin  gearbeitet  hatte,  um  einen  festen  Standpunkt  in 
seinen  wissenschaftlichen  Anschauungen  zu  gewinnen,  besdiränkte 
er  sich  von  dieser  Zeit  an  im  wesentlichen  darauf,  seine  eigenen 
Forschungen  anzustellen,  und  er  berücksichtigte  dabei  kaum  noch 
die  grofsen  Entdeckungen,  die  in  der  zweiten  Hälfte  des  Jahr^ 
hunderte  tou  anderen  Forschem  gemacht  wurden.  Hauptsächlich 
durch  das  Studium  der  Arbeiten  Jacobi's  herangebildet,  blieb  er 
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auf  diesem  Boden  stehen,  nnd  sogar  der  ihm  sehr  wohlgesinnte 
Dirichlet  inachte  ihm  besfiglich  einer  seiner  Arbeiten  ttber  Hydro- 
dynamik schon  1853  den  Vorwurf,  der  Verfasser  besitze  keine 
Tollstilndige  Kenntnis  von  den  zahhreichen  in  der  letzten  Zeit  tlber 
die  Integration  der  Laplace'schen  Differentialgleicbung  unter' 
nommenen  Arbeiten.  Indem  er  sich  so  früh  schon  in  seine  Ge« 
danken  einspann,  bewahrheitete  er  den  Yom  alten  Goethe  zur  Ab- 
wehr geschriebenen  Ausspruch:  „Eilt  aber  die  Raupe  sich  einsn- 
spinnen,  Nicht  kann  sie  mehr  Blittem  Geschmack  abgewinnen." 
Als  Einsiedler  der  Wissenschaft  lebend,  kümmert«  er  sich  tun  die 
Vorgänge  auf  dem  Gebiete  seiner  Hanptwissenschaft  zuletzt  so 
wenig,  daJs  ihm  die  Namen  mancher  der  berühmtesten  zeitgenössi- 
schen Matbtiiiatiker  gauz  fremd  blieben. 

Die  ersten  Untersuchungen  Huppe's  beziehen  sich  auf  die 
Theorie  der  iinlejiendiiiten  DarstiUunj?  der  höheren  DiÖerential- 
«juntienten  und  sind  unter  diesem  Titel  in  einem  Buche  1845 
von  dem  damals  ncuuundzwanzi^jährigen  jungen  Mathematiker  vtr- 
öffenllieht  worden.  Sowohl  im  .Journal  für  die  reine  und  ange- 
wandte Mathematik  ah  auch  iu  d*'n  Mathematischen  Annab-n  hat 
er  unter  demselben  Titel  zur  Ergän/un«,'  kleinere  Aufsfltze  crsrhcin'-n 
lassen.  Noch  heute  p'ilt  jenes  Bueh  als  eine  werlvollp  und  tüdi- 
tigü  Mono»Ta|diip  über  den  Hepenstand.  Mit  dieser  VeröÜeul- 
lichung  bc|jann  Hoppe  also  die  Heihe  seiner  Arbeiten  aus  dem  (le- 
biete  der  Intinitesimalrechnun^^  sowie  der  Ditlerentia  lLd*ichungen, 
von  denen  bei  seiner  Habilitation  in  H^  rÜTi  .schon  emigc  gedruckt 
vorlagen.  Auf  Dirichlet  hatten  diese  Ki&tiingsarbeiten  von  Hoppe 
einen  günstigen  Eindruck  gemacht:  er  erkannte  mehrere  gute  Ge- 
danken in  ihnen  an,  die  zum  Teil  mit  (Joschick  und  nicht  ohne 
Kieganz  durchgeführt  wUreu,  und  selbst  in  der  oben  erwähnten, 
minder  gelungenen  Arbeit  über  Hydrodynamik  erblickte  er  die 
Hand  eines  in  den  Metholt-n  der  Aualysis  geübten  (Jelehrten. 

Mit  den  Tirundlagen  der  Ditterential-  und  der  Integralrechnung 
beschäftigen  sich  mehrere  Aufsätze  der  Jahre  1H71  bis  1873.  Als 
die  beiden  Fundain'  iitalsätze  bezeichnet  er  die  Aussagen:  „Unend* 
lieh  klein  üit  eine  Variable,  wenn  sie  beliebig  klein  werden  kann. 
Zwei  Constanten,  die  von  einer  Variable  unendlich  wenig  differiren, 
sind  einander  gleich/^  Hiermit  hofft  er,  wie  in  einem  Selbstreferate 
ausgesprochen  wird,  die  Jahrhunderte  lang  schwebende  Frage  über 
die  Möglichkeit  einer  exacten  Bestimmung  des  Unendlichen  zum 
Abschlufs  gebracht  zu  haben.  £ine  zusanmienfassende  Darstellung 
des  ersten  Teiles  der  Infinitesimalrechnung  lieferte  er  in  dem  „Lehr- 
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buch  der  Differentialreclmung  und  der  Beihentheorie*'  (1865),  das, 
wie  aUe  Erzeugnisse  der  Hoppe'sehen  Muse,  knapp  geschrieben  ist, 
sich  daher  zur  EinflUming  !tlr  bequeme  Anfänger  nicht  recht  eignet 
und  aus  diesem  Grunde  nicht  die  Verbreitung  gefunden  hat,  welche 
es  verdient. 

Von  den  übrigen,  hierher  gehörigen  Abhandlungen  wollen  wir 
noch  den  instractiTen  Aufsatz  nennen:  „Erste  S&tze  von  den  be- 
stimmten Integralen,  unabhftugig  vom  Bifferentialbegriff  entwickelt^ 
(1877).  Femer  sei  aus  deigenigen  Artikeln,  welche  den  Differential- 

gleichungen  gewidmet  sind,  eine  Notiz  im  Journal  für  Mathematik, 
Bd.  58  (1861),  erwfthnt  betreffs  einer  gewissen  partiellen  Differen- 
tialgleiehung,  die  von  Herrn  Fuchs  in  demselben  B.inde  mit  Be- 
nutzung^' eines  Poisson'schon  Resultates  behandelt  war.  Hoppe 
zeigte,  dafs  die  betretfende  Althandlung  ^^>iss(ln's  gerade  lür  den 
benutzten  Fall  einen  Fehler  enthielt,  der  deshall*  in  die  Fuchs'sche 
Arbeit  eingegangen  war;  nach  einem  Verlahn-u,  das  den  Irrtum 
Poisson's  vennied,  entwickelte  er  dann  die  i  i<  litige  Lösung. 

Wenn  wir  uns  mit  der  vDist'  heuden  kur/en  Hesjtrerhung  einzelner 
Untersuchungen  Hoppes  aus  der  Analy<;is  begnügen  müssen,  so 
wollen  wir  doch  hinzut'ÜL'eii .  dafs  »  r  gclei/fut  lieh  auch  Fragen  aus 
der  Algebra,  der  Zalilentlu'orie,  der  W'uhrscheinlichkeitsrechnunL' 
behandelto  und  sirh  mit  specielien  Functionen,  wie  der  üamma- 
function  und  den  elliptischen  Transcendenten,  beschäftigte.  An 
dieser  Stelle  müssen  wir  auch  der  separat  erschienenen  Tafel  zur 
dreifsigsteliigen  logarithmischen  Rechnung  vom  Jahre  1876  ge- 
denken. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Geometrie,  zu  demjenigen  Gebiete, 
dem  Hoppe  in  seinen  Forschungen  wohl  den  gröfsten  Platz  ein- 
gerftumt  hat.  Sowohl  die  analytische  Geometrie  im  allgemeinen, 
als  auch  besonders  derjenige  feil,  den  man  jetzt  als  Differential 
geometrie  bezeichnet,  sind  bevorzugte  OegenstUnde  seiner  Unter- 
suchungen geblieben.  Dagegen  hat  er  sich  für  die  moderne  synthe- 
tische Geometrie  offenbar  nie  begeistern  kdnnen;  dies  ist  um  so 
auffälliger,  als  Steiner  zu  der  Zeit,  als  Hoppe  in  Berlin  studirte, 
eine  grofse  Anziehung  auf  die  jungen  Berliner  Mathematiker  aus- 
übte. Gerade  diese  Beeinflussung  der  Denkweise  dOrfte  der  im 
eigenen  Denken  schon  erstarkte  junge  Hoppe  jedoch  abgelehnt 
haben. 

Aus  der  Ffille  der  in  den  Hoppe'schen  bezüglichen  Abhand- 
lungen niedergelegten  Gedanken  können  wir  nur  einige  hervor- 
heben.  In  den  „Principien  zur  Flächentheorie*^,  die  urs[)rünglich 
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im  ArduY  der  Mftüiematik  (1876)  Teröffentlicht  mirden,  später 
den  zweiten  Teil  des  liehrbuches  der  analytischeii  Geometrie  (1860) 
Inldeten,  werden  neben  den  drei  Fundamentalgröfsen  erster  Ord- 
nung Ton  Gan&  als  FondamentalgrOfsen  »weiter  Ordnung  die« 
jenigen  drei  Ansdrttcke  ganz  allgemein  angewandt,  die  zwar 
Brioschi^)  schon  benntat  hatte,  die  aber  Hoppe  deshalb  ganz  all- 
gemein einzufahren  erkllrt,  weil  die  theoretisch  wichtigen  geometri« 
sehen  Eigenschaften  und  Bedingungen  im  einfachsten  Connex  mit 
den  Werten  und  Relationen  jener  sechs  Grdfsen  stehen.  In  dieser 
Beziehung  hat  sich  einer  der  besten  Kenner  dieses  Gebietes,  Herr 
Knoblauch,  in  seiner  Abhandlung  über  Fundamentalgröfsen  in  der 
FlSchentfaeorie  und  in  seinem  Buche  „Einleitung  in  die  allgemeine 
Theorie  der  krummen  Flftchen*'  diesem  Gebrauche  angeschlossen. 

Eine  Beihe  von  Arbeiten  dieser  Theorie  ist  femer  dem  Pro- 
blem des  dreifach  orthogonalen  Flftchensystems  gewidmet,  fElr  dessen 
L(}sung  Hoppe  einen  Weg  ausfindig  machto,  der  in  manchen  Fällen 
zum  Ziele  führt.  So  konnte  er  nach  seinem  Verfahren  die  allge- 
inein*?te  Lösung  der  Aufgabe  durchführen *j,  ortliofjonale  Fl;i<  heii- 
systeme  zu  tiiidon,  hei  denen  die  eine  Flächenscliar  ;nis  Flütheii 
zweiter  Ordnuuir  besteht:  er  traf  iu  dem  Resultate  seiner  K<  chiiung 
mit  SchlUfli  zusaiiimen,  der  zwei  Jahre  vorher  dasselbe  Thema  in 
einer  besonderen  Arbeit  behandelt  hatte*). 

Tu  der  Curventheorie  wählte  Hoppe  zwei  Vari;il»l<ri,  die  d«r 
Curve  selbst  eigentnmlieh  augehöron  uinl  \<m\  Cuurdiiintonsysfpm 
unaldiängig  sind,  den  Krüraraunsjswiuk»^!  r  und  den  Torsionswink*'! 

d.  h.  dioiVniin'ii  Winkel,  der»'n  DitiVreutiab*  di««  Wink*'!  /.weinr 
autViuander  tulgeudou  'rangcuten  und  Srliniit'giini^sfhfiKMi  sind. 
analytische  Behandlung  ^geometrischer  (icbilde  mit  Hüte  dorartigor 
Orr^fsrn  bezeichnet  mau  jetzt  nls  ,,geünn'tria  intrinst^fa'':  Hoppe 
nennt  die  Gleichung  /"(r,  ^)  =  0  zwischen  jenrn  Im  idi  n  Winkeln 
die  speeifische  Gleichung  der  Cnryf  und  zeigt,  wie  man  an«? 
ihr  die  Eigenschaften  der  Curve  herleiten  kann.  Diese  interessante 
Leistung  ist  ihm  oö'enbar  als  die  wichtigste  seiner  Entdeckungen 
vorgekommen;  denn  in  den  von  ihm  herrührenden  Notizen  fiu'  das 
Verzeichnis  der  Lehrer  an  den  deutschen  Hochschulen  fühH  er  als 
bemerkenswert  einzig  seine  Autündung  neuer  Principien  der  Curven- 
theorie mit  Anwendung  des  Krümmungs*  und  Torsionswinkels  als 
unabhängiger  Variablen  an. 

1)  F.  Brioschi,  Annali  di  Matematica  (2)  1,  p.  i,  1807. 
8)  B.  Hoppe,  Archiv  der  Math.  68,  p.  37,  1S7S. 
3}  L.  Schlftfli,  Joum.  für  Math.  76,  p.  76,  1873. 
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Neben  denjenigen  Abhandlungen ,  die  in  das  €rebiet  der 
krommen  Oberflftcben  und  der  Baumcunren  fallen,  wollen  wir  ans 

der  grofsen  Zahl  von  Aufsätzen  geometrischen  Inhalts  eine  andere 
Gruppe  hervorheben,  die  der  mehrdimensionalen  oder,  wie  Hoppe 
besser  deutsch  sagt,  der  mehrdchuigen  Cieometrie  anpehört.  Die 
betrefFendcu  Speculationen  sagten  seinen  philoso})hij^cb -iiiatlifinati- 
schen  >»eigungen  besonders  zu.  l'nser  geläufiges  Ivauiiisjstem  von 
drei  Dehnungen  bezeichnet  er  als  »iti  instinctiv  ^rosuhaffenes,  zur 
<il>jectiYen  Gestaltung  der  Sinneseniptiüdungcu  gerade  ausreichendes 
und  notwendiges  Werk  unseres  Verstandes,  welche«!  durch  (  bung- 
in  fertirro  Anschauung  überging.  Nur  weil  der  zwinpoudc  Anlais 
7.VL1'  Eiutühruiig  von  mehr  Diiucusionen  fehlte.  rnn)liiideu  wir  wegen 
Mangels  an  Übung  Sihwieiigkpit  im  Vorstellen  demdlien.  Ein  iir- 
sprüogiich  begrifflicher  Unterschied  der  verschiedenen  Kaumsysieiue 
e.xistirt  für  ihn  nicht,  wie  denn  auch  die  Formeln  der  analytischen 
Geometrie  oft  durch  eiiit'ache  Vermehrung  der  Coordinatenzahl  auf 
die  Geometrie  eines  l\auni(>s  von  luelir  ah  drei  Dimensionen  hin- 
leiten. Der  Xut/.en  stdcher  mehrdimensionalen  Untersuchungen  be- 
steht nach  seiner  Aniji(ht  darin,  dafs  dui'ch  dieselben  die  Erkennt- 
nis des  gesetzmäfsigen  Fortschrittes  von  zwei  zu  drei  Dimensionen 
gefordert  ^^^rd.  Unter  den  ersten  Arbeiten  dieser  Richtung  stofsen 
wir  auf  die  „(ileichung  der  Curve  eines  Bandes  mit  unauflösbarem 
Knoten  nebst  Auflösung  in  vierter  Dimension"  (1879).  Dieser 
Titel  wet'kt  die  Erinnerung  an  jene  Epoche,  in  der  Zöllner  als 
Kitter  für  den  Taschenspieler  Slade  auftrat,  dessen  Auflösung  eines 
Knotens  in  einem  in  sich  geschlossenen  Faden  als  eiqierimenteller 
Beweis  für  die  reale  Existenz  der  vierten  Dimension  gelten  sollte. 
Als  Frucht  der  in  den  Nachsit/ungen  der  Physikalischen  Gesellschaft 
gegebenen  Vorführungen  ähnlicher  Kunststflcke  ist  die  Anregung  an- 
zusehen, welche  Hoppe  zur  Abfassung  jener  Note  dabei  erhielt. 

Wir  wollen  die  der  Geometrie  zuzurechnenden  Artikel  nicht 
verlassen,  ohne  auf  die  zahlreichen  Notizen  hinzuweisen,  in  denen 
der  gelehrte  Redacteur  des  Archivs  durch  Behandlung  von  zum 
Teil  pädagogischen  Fragen  aus  der  elementaren  Mathematik  der 
durch  den  Titel  seiner  Zeitschrift  vorgeschriebenen  Bicbtung  Bech- 
nung  trug,  die  Bedttrihisse  der  Lehrer  an  höheren  Untenrichts- 
anstalten  zu  berücksichtigen.  Endlich  sollen  auch  diejenigen  Ar- 
beiten nicht  vergessen  werden,  in  denen  der  geschickte  Analyst  die 
Ergebnisse  der  höheren  Rechnungsarten  und  der  Functionentheorie, 
unter  anderem  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten,  auf 
Probleme  der  Geometrie  anwendet. 
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In  der  analytischen  Mechanik,  za  der  wir  jetrt  ftbergehen, 
hängen  viele  BetrachtmigeD  so  eng  mit  der  Theorie  der  krummen 
Oberflftehen  und  der  Baumeurven  zusammen,  daCs  die  Beschäftigung 
mit  den  letzteren  von  selbst  auf  die  verwandten  Untersuchungen  in 
der  Mechanik  führt.  -  Deshalb  wechseln  auch  bei  Hoppe  mit  den 
geometrischen  Abhandlungen  die  mechanischen  w&htend  der  ganzen 
Periode  seines  Schaffens  ab.  Doch  ist  ein  Unterschied  bemerkbar. 
Während  Hoppe  in  der  Geometrie  neben  einer  überraschenden  Zahl 
von  einzelnen  speeiellen  Fragen  in  seinen  giülseren  Arbeiten  ge- 
wisse principielle  Überlegungen  von  allgemeiner  Bedeutung  vertieft 
und  dadurch  zur  Aufstellung  neuer  Methoden  fortschreitetv,  bleibt 
er  in  der  Mechanik  bei  der  Behandlung  einer  Beihe  einzelner  Auf- 
gaben aus  den  verschiedenen  Teilen  dieser  Wissenschaft  stehen. 
I)ie  Kiueiiiatik.  die  Statik  uud  die  Dyuaiuik  des  einzelnen  Masseii- 
puiiktes  oder  des  siarn  ii  Kdrpers,  die  Hydrostatik  und  die  Hydro- 
dynamik liefern  ihm  Auials,  entweder  neue  Aufgaben  maiiiii|^'t;nher 
Art  zu  lösen,  oder  die  Lösungen  alter  bekannter  Probleuit'  auf 
seine  \Vt  i>,e  durchzuarbeiten  uud  zu  verein tm  lip-n.  Wir  erwähnen 
von  der  letztrnn  <iattung  dif  Drehung  eiu»>  stancn  Kinpers  um 
seinen  BehwerpiuiKt,  don  freit-n  Fall  eines  Massciipunktt^s  mit  Rück- 
sieht auf  die  l^relium,'  der  Knie,  dr-n  Füncanlt"<(lii'n  Pendel vei*sueh. 
Zu  der  ersteren  «^M'liiiren  aus  der  IriÜiereu  Periode  seiner  Ar)»eiteTi 
der  Au'jdnick  des  Tragheitsmumentes  eines  kiirperlielien  Polyeders 
tiir  eine  l»i  lit  lii^-'e  Axe  und  das  körperliehe  Kaumpeudei  bei  con- 
stanter  Rotation  nebst  Anwendnnc  auf  die  Stabilität  des  Kreisels 
(1855);  die  StabilitUt  schwimmender  Körper  (1840^  und  der  Wider- 
stand der  Flüssigkeit  gegen  die  Bewegung  fester  Körper  (1854). 
Die  Abhandlungen  über  das  Dreikörperproblem  und  die  Ausdehnung 
der  Kepler'schen  Gesetze,  über  das  Wälzen  von  Cylindern  auf 
HorizontalebeueUy  über  die  Schwingungen  des  Biülarpendels  und 
verschiedene  andere  hierher  gehörige  Arbeiten  erschienen  zur  Zeit 
der  iebhai'U'sten  Prodacüon,  als  Hoppe  eben  das  sechzigste  Lebens- 
jahr Überschrittelt  hatte.  Überall  zeigt  er  sich  als  gewandter  Be- 
herrscher der  Bechnung,  der  die  Bedingimgen  der  Aufgabe  rasch  in 
Gleichungen  umzusetzen  tinr!  aus  diesen  letzteren  fafsbare  Ergebnisse 
zu  folgern  versteht.  Viele  elegante  Wendungen  der  Bechnung  und 
hftbsche  ächluCsweisen  sind  in  diesen  Untersuchungen  enthalten,  die 
wegen  der  allzu  knappen  Redaction  wohl  wenig  gelesen  sind. 

Der  mathematischen  Physik  gehört  endlich  eine  Gruppe  von 
Arbeiten  Hoppe^s  an,  die  zwar  nicht  zahlreich  sind,  aber  zu  den 
bedeutenderen    unter    seinen    Veröffentlichung^    gezählt  werden 
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mtoen.  Ifehrere  Abhandlungen  bezieben  sieb  auf  die  Elastidtllts- 
tbeorie:  die  Biegtmg  prismatiacber  Stftbe  (1847),  die  Vibrationen 
einer  Baite  mit  Rftcksicht  auf  den  Biegungswideretand  (1870),  die 
Deformation  einer  zwiscben  swei  parallelen  Ebenen  zusammen' 
gedrückten  Kugel  (1871),  die  Biegung  eines  Ringes  durcb  gleich- 
m&fsigen  Druck  yon  auTsen  (1864),  die  Vibrationen  eines  Ringes 
in  seiner  Ebene' (1871).  In  dieser  letzten  interessanten  Arbeit  be* 
stftttgte  Hoppe  den  damals  noch  nicht  allgemein  bewiesenen  Satz 
von  de  Saint -Venant,  dafs  die  lebendige  Kraft  eines  Systems 
gleichzeitiger  Vibrationen  eines  Körpers  die  Summe  der  lebendigen 
KrSfte  aller  einzelnen  einfach  periodischen  Vibrationen  ist  Auch 
in  die  Molecularpbysik,  die  Optik  und  die  Wirmelehre  machte 
Hoppe  zuweilen  einen  Ausflug;  gelegentlich  eines  Auftatzes  zur 
Warmetheorie  ^1857)  geriet  er  in  einen  wissenschaftlichen  Streit 
mit  Clausius,  der  in  PofirpendoHT«?  Annalen  ausgekämpft  wurde. 

NUchst  den  luat hei ua tischen  Forsrhuugt-n  Hoppe's,  die  wir 
jetzt  verlassen,  haben  wir  seinen  pliilü.süphischtJii  Arbeiten  einige 
Aufmerksamkeit  /u  schenken.  Er  selbst  betrachtete  die  Mathematik 
und  die  Philusophi»«  als  so  en^  zu  einander  <rph<vrig,  dafs  er  den 
Ausschluls  der  letzteren  :iu>  seiner  Lehrbefugnis  w  ährend  der  oi*sten 
18  Jahre  seiner  Privatdoeenteu/eit  als  eine  l^esehräukung  des 
Lehrens  in  der  ersteren  eini)taiid.  Als  unahhänLiiger  Denker  baute 
er  sieh  seine  Weltanschauung  nii  lit  mit  Hütt-  tle^  Studiums  der 
(ies<  lii(lit''  der  Philo«!opbio  auf.  »)nilern  durch  eitrene  l'rütunsf  und 
Krörterun^r  der  (fruiidtVaL^«-]).  Seine  erste  SchriiL:  ..Zulängiiehkeit 
des  Empirismus  in  der  Philosophie"^  { IHA^)  und  seine  let/to.  dir 
man  wohl  als  sein  philosophisches  Testament  be/Hehnen  kann: 
„Die  Elementarfragen  der  Philosophie  nach  Widerlegung  einge- 
wurzelter Vorurteile'^  (1897),  stimmen  in  den  Grundanschauungen 
überoin.  Als  Anhänger  eines  ideal  gewendeten  Empirismus  erklärte 
er  schon  1852  alle  Mathematik  als  rein  empirisch:  dieser  Aus- 
spruch en*egte  damals  Anstüfs,  dürfte  heute  jedoch  des  Beifalles 
vieler  sicher  sein  Seine  A iikmipfungspunkte  suchte  er  bei  Bacon, 
Locke,  Perkeley,  Humc:  die  Zielpunkte  seiner  Kritik  waren  Kant, 
Fichte,  Hegel,  überhaupt  die  speculative  Philosophie  Diese  will 
er  beseitigen,  jene  ergänzen.  Sein  eigenartiges  Bestreben  ist  die 
Auflösung  der  Metaphysik  in  ein  Stück  Psychologie.  Zu  dem  Endo 
sucht  er  sechs  metaphysische  Grundideen  genetisch  abzuleiten:  die 
Idee  der  reellen  Substanz,  der  CausalYerbindung,  des  Raumes,  der 
Zeit,  des  menschlichen  Körpers  und  des  gemeinschaftlichen  Welt- 
besitzes.   In  fthnlicher  Weise  erörtert  seine  letzte  philosophische 
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Schrift  von  1897  Grundbegriffe  wie  Thatsache,  Erkennen  und 
Handeln  y  WirUicUceit  und  Objectivit&tf  Substanz  und  Stoff,  Iden- 
titftt,  Baum  und  Zeit,  Sein  und  Wahrnehmung,  Ursache,  Hypothese 
und  Antieipation,  Ich  und  Person,  Leib  und  Geist,  Willensfreiheit 

und  Sprache.  Das  Ziel  der  Erkenntnis  besteht  darin,  Thatsachen, 
d.  h.  dasjenige,  was  ein  Mensch  unabhängig  von  seinem  Thun  und 
Denken  erlebt,  dem  mt'nschlichen  Geiste  zu  unterwerfen.  Trende- 
lenbur^:  urteilte  über  tla?*  erste  Büchlein,  es  habe  ungeachtet  der 
von  ihm  gerügteu  Mängel  seine  guten  Seiten:  es  gehe  seinen  Weg, 
sei  dem  Verfasser  ganz  eigen,  sei  einfach  geschrieben,  kurz  und 
(»hne  pbib)S()pbische  IMnast*  und  habe  iu  der  Kritik  der  speculativen 
Philosophie  vielfach  Hecht. 

Uiigetlihr  ebenso  iiiirserte  sich  Harms  USTO)  in  «iner  Beur- 
teihinji  der  Abhandhiiii;  „Über  die  Bedeutung  der  psycbologist-heu 
li^eritlVaual}  >e''.  Interessant  ist  es  hierbei,  von  botueter  Seite  zu 
veruebraen,  dafs  Ifi>it|-te''^  Auffassung'  des  \'er)iältii i von  (ilauben 
und  Wissen  mit  Srhieionnaeher's  Ansieht  übereinslirnnie;  da  Hoppe 
aber  seine  AufTnssnng  für  neu  halte,  so  scheine  er  nicht  mit  der 
.Ansicht  Sphleierniarher's  bekannt  «^^eworden  zu  sein,  und  es  .sei 
Wühl  m<)Ldi('b,  dais  er  durcli  eiircues  Naohdenken  zn  seiner  Auf- 
fassung gelangt  sei.  Auch  Harms  b<»tont  die  SelUsländigkeit  des 
Denkens  bei  Hoppe  und  bezeichnet  manche  richtigen  Gesichtspunkte, 
die,  obschon  nicht  neu,  es  wohl  verdienten,  hervorgehoben  zu 
werden. 

In  der  Abhandlung  „Überweges  Kritik  der  Berkeley 'sehen 
Lehre"  (1869),  vertritt  Hoppe  gegen  Überweg  den  Subjectivismus 
Berkeley 's,  der  die  für  die  vulgäre  Aulfassung  als  reell  geltenden 
Dinge  in  Vorstellungen  (Ideen),  in  Phünomena  des  menschlichen 
Geistes  verwandelt,  und  greift  in  scharfsinniger  Weise  mit  ruhiger 
und  sachlicher  Polemik  Überweg's  eigene  Lehre  an.  Der  PhJl- 
nomenalismus  Hoppes  hat,  wie  Trendelenburg  sagte,  nicht  die 
Wissenschafton  in  Mitleidenschaft  gesogen,  weil  die  Tbatsachen 
seine  Basis  sind.  Von  diesen  Thatsachen  unterscheide  er,  was 
daran  erst  Arbeit  des  Geistes  sei,  wie  s.  B.  Objectivitftt,  die  durch 
Verallgemeinerung  entsteht,  den  unendlichen  Baum  im  Gegensats 
des  thatsttchlichen.  Seine  Lehre  habe  ethisch  keine  ungesunden 
Gonsequenzen  und  erkläre  sich,  obschon  undeutlich,  gegen  den 
Pessimismus,  der  in  der  neuesten  Zeit  die  Stimmung  der  Jugend 
verg&lle.  Wqnn  ihm  seine  philosophischen  Vorlesungen  gelttngen, 
so  würde  er  unter  den  Studirenden  eine  andere  Art  der  Betrach- 
tung anregen  als  die  fibrigen  Lehrer  der  Philosophie  an  der  Berliner 
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Universitftt,  einer  solchen  Ähnlich,  die  in  England  %nr  Zeit  Anhänger 
besitze. 

Wie  in  der  Mathematik,  ging  also  auch  in  der  Philosophie 
Hoppe  den  Weg,  den  er  sich  selbst  gebahnt  hatte,  unbekOnimert 
dämm,  ob  andere  schon  eine  Ahnliche  Richtung  eingeschlagen  hstten, 
und  ob  er  als  einsamer  Wanderer  Genossen  ftnde,  die  ihm  bei- 
stimmten. Einer  der  tüchtigsten  Kenner  der  Kant'sehen  Philosophie, 
Herr  Michaelis,  erklärt  in  seiner  Besprechung  der  letzten  Hoppe'- 
sehen  philosophischen  Arbeit  diese  Schrift  fUr  ein  erkenntnistheore- 
tisches  Werk  von  bedeutender  Tragweite. 

Die  philosophischen  Studien  führten  Hoppe  naturgeraäfs  auch 
zum  Nachdenken  über  den  liaii  der  Sprache,  wi»;  ein  Aufsatz  „Über 
das  Problem  einer  küiiijUichfii  Sprache"  lli^öü^  bezeugt.  Bekiiunt 
ist  sein  Interesse  für  das  Studimu  der  deutschen  Sprache;  als 
stehender  Gast  verkehrte  er  in  dem  Hause  dps  ( if  riiiaiiisten  Müllen- 
hoff,  und  ebfnsii  war  er  ein  hilufiger  Besuch»!-  dos  «rennanistischen 
Vereins  dt-r  Studierenden  an  der  Berliner  Univrisitai.  hi*-  A'crcin- 
fachung  der  d rutschen  Orthographie  befürwortete  und  förderte  er 
mit  allen  KriUtcn. 

Bei  der  Vortührung  der  litt'-rarischfn  Thiltigkpit  Hoppe's 
könin  ti  wir  nicht  an  den  R»M't'nsioii»'ü  vorübergehen,  die  er  in  dt-ii 
litt^Tan^cht-n  Bciirlittii  seines  Archivs  28  Jahre  lang  veröffentlicht 
hat,  weil  sie  einei-seits  wohl  die  an\  meisten  gelesenen  Kr/.cui^'niss*' 
seiner  Feder  sind,  andererseits  einen  AusHufs  seines  Denkens  dar- 
stellen, aus  dem  seine  abgeschlossene  Natur  leichter  und  besser  er- 
kannt werden  kann,  als  aus  seinen  sonstigen  Schriften.  Obenan 
steht  ihm  das  Urteil  über  die  Prindpien  einer  ächnft,  und  wehe 
dem  Autor,  der  sich  in  der  Fassung  derselben  eine  Blöfse  giebtl 
Mit  scharfem  Messer  macht  der  Kritiker  einen  Schnitt  in  das  un- 
gesunde Fleisch  und  begründet  mit  dem  Endergebnis  einer  erbar- 
mungslosen Section  sein  Verdammungsurteil.  Als  ein  Beispiel 
möge  die  Anzeige  der  neunten  Auflage  von  ötunn's  Cours  dann]  ^ 
dienen.  Von  diesem  weit  verbreiteten  und  auch  in  Deutsciilaud 
ungemein  beliebten  Lehrbuch  hatte  er  offenbar  noch  nichts  gehört, 
als  er  es  zur  Beurteilung  erhielt.  Mit  ernstem  Gesicht  berichtet  er 
zuerst  über  die  dem  Werke  vorausgeschickte  Lebensbeschreibung 
Sturmis,  als  ob  er  zum  ersten  Male  von  diesem  Mathematiker  ge- 
hört hfttte.  Dann  aber  wird  aus  der  vorbereitenden  Theorie  der 
Grenzwerte  ein  Sats  herausgegriffen,  der  eine  Unklarheit  enthält 
Der  Satz  wird  von  allen  Seiten  beleuchtet,  und  die  sich  an  ihn 
knfipfende  Stürmische  Erörterung  Aber  den  Begriff  der  unendlich 
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kleinen  Gröfsen  v^ird  als  rätselhaft  und  dmikel  yerworfen.  Mithin 
folgt  das  SchluTsurteil:  f,Das  Angeführte  seigt  zur  Genüge,  dai's  das 
Buch  den  Anfängern  der  Analysls  nicht  su  empfehlen  isL^  Den 
eigentlichen  Inhalt  des  Werkes  n&her  zu  prfifen,  hielt  er  offenbar 
nach  Entdeckung  logischer  Unklarheiten  in  den  Prindpien  nicht  für 
ndtig;  er  ihtgto  auch  gar  nicht  danach,  wamm  denn  das  Werk,  das 
«rat  nach  dem  Tode  Btunn's  erschienen  war,  zum  nennten  Male 
anfgelegt  wurde. 

Es  liegt  mir  natOrlich  fem,  dieses  einseitige  Vorgehen,  das 
ihn  mehr  lüs  einmal  za  groisen  Ungerechtigkeiten  und  Fehlgriffen 
yeifthrte,  gutheifsen  zu  wollen.  Weil  er  aber  bei  diesen  Becen- 
sionen  durch  das  Streben  nach  ftuiserster  Klarheit  geleitet,  in  der 
schroffen  Starrheit  seiner  Katur  sich  manche  Feinde  gemacht  hat, 
so  konnte  ich  diesen  Fehler  hier  nicht  verschweigen,  wollte  mich 
«her  bemühen,  ihn  aus  der  philosophischen  Anlage  seines  Geistes 
zu  erklären,  und  wenn  das  Wort  „tout  comprendre,  c'est  tout  par- 
tbnner^*  zugegeben  wird,  so  werden  wir  diese  Schw&che,  die  aus 
einem  gevrissen  fixior  philosophicus  eines  in  wissenschaftlichen 
Dingen  starren  und  unnachgiebigen  Sinnes  herrorging,  dem  stets 
nach  Wahrheit  suchenden  toten  Freunde  vergeben,  vergessen,  ver- 
zeihen. 

Als  Leiter  des  Archivs  war  H(jppe  unermüdlich  thätig;  er 
selbst  steuerte  in  jedem  Bande  eine  gröfsere  Au/alil  von  Orig-inal- 
artikelü  bei.  Man  darf  wolil  sagen,  dafs  er  durch  die  Redaetion 
angeregt  worden  ist,  vieles  zu  schreiben,  was  er  sonst  unbearbeitet 
hätte  ruhen  lassen,  dafs  überhaupt  die  Sc hriftleitung  des  Archivs 
seinem  Alter  das  zusagende  Lebenselenieiit  geworden  ist.  .To  länger 
€'r  al)er  <licse  Thätigkeit  ausübte,  mn  st)  mehr  trat  bei  ihm  der 
schon  berührte  Mangel  an  Fähigkeit  hervor,  in  freüide  Liedaiiken 
verstiin(husvoli  ein/ndringen.  Dadurch  gehmg  es  hesondwrs  im 
letzten  Jahr/elmt  luanchen  gemgrofsen  und  sehreiljscligcn  Autoren 
von  kleinem  Wissen  und  geringem  KTumen,  die  minderwertigen  oder 
aueli  widersinnigen  Proihicte  ihrer  Feder  dem  allzu  vertrauensvollen 
Leiter  des  Archivs  uutzureden.  Wer  wollte  darüber  aber  mit  einem 
achtzigjährigpn  (ireise  hadern? 

Beim  Kückblick  auf  die  gesarate  litterarische  Wirksamkeit 
Hoppe's  erhalten  wir  das  Bild  eines  Mannes,  der  von  seiner  Jugend 
an,  ohne  nach  äufserem  Erfolg  zu  schielen,  in  ernstem  Forschen 
stets  die  Wahrheit  gesucht  und  darin  einen  echt  wissenschaftlichen 
Geist  bekundet  hat.  In  hai-ter  Gedankenarbeit  hngt  er  sich  su 
^eijenigen  Erkenntnis  durch,  die  er  als  die  einzige,  dem  Menschen 
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mögliche  Stufe  des  Wissels  ansieht.  Das  Suchen  und  Forbchen 
nimmt  ihn  so  getaugen,  dafs  er  darfiber  die  Ansprüchp  des  prak- 
tischen Lebens  veraachlässigt.  Nicht  ohne  Starrlieit  im  Ei^ren«>n. 
geht  er  schwer  in  fremde  (Tedanken  ein,  so  beurteilte  ihn  Trentb- 
leuburg  nach  seiner  ersten  philosophischen  Schrift  und  traf  damit 
sein  innerstes  Wesen.  Einem  Diogenes  verglich  ilm  der  Prediger 
Witte  in  der  geistvollen  und  künstlerisch  abgerundeten  Rede  bei 
der  Trauerfeier  auf  dem  Friedhofe.  Wie  er  lehrte,  dafs  der  Mensch 
eine  Seele  sei,  die  einen  Leib  habe,  so  enog  er  sich  in  der  harten 
und  bitteren  S'^hiile  des  T/ebens  zu  einer  staunenswerten  Bedttrüiis- 
losigkeit,  die  sich  zu  einer  Mifsachtung  der  ftuJseren  Erscheinungsform, 
steigerte.  La  seine  Gedankenwelt  versunken,  schritt  MT  wie  ein 
Fremdling  dieser  Welt  durch  das  Leben  und  erweckte  wohl  den 
Anschein  eines  Trttnmers,  der  an  der  Umgebung  wenig  teilnähme. 
Schüchtern  und  linkisch  erschien  soerst  sein  Auftreten.  Dennoch 
war  er  in  der  Unterhaltung  mit  seinen  Gedanken  bei  der  Sache, 
und  wer  in  seiner  Gegenwart  einen  ihm  nicht  snsagenden  Aus* 
spmdi  tbat,  konnte  sicher  sein,  von  ihm  ebenso  schneidig  siurecht- 
gewiesen  zu  werden,  wie  der  unachtsame  Verfasser  eines  Buches 
wegen  des  Niedexsehreibens  eines  nicht  stichhaltigen  Satses.  Aber 
auch  seine  Zustimmung  zu  Ansichten,  die  er  teilte,  konnte  er  bei 
solchen  Gelegenheiten  freudig  tmd  rflekhaltlos  kundgeben. 

Wer  Hoppe  aus  seinen  Schriften  kennen  gelernt  hatte  und 
später  seine  persönUche  Bekanntschaft  machte,  war  immer  zuerst 
enttäuscht.  Der  sichere  Schriftsteller  Yon  klarem  Geiste,  der  mit 
aller  Entschiedenheit  und  Furchtlosigkeit  das  scharfe  Schwert 
strenger  Logik  handhabte  und  in  knapper,  schlichter  Bede  alle 
Dunkelheit  beseitigte,  erschien  wie  ein  Hilfsbedürftiger  in  der 
menschlichen  Gesellschaft,  der  erst  ermutigt  werden  müTste,  seine 
Zurückhaltung  aufzugeben  und  seine  Meinung  zu  üufsern. 

Aus  dem  klaflenden  Risse  zwischen  seiner  geistigen  IJedeutung 
und  der  leiblichen  Persönlichkeit  erklärt  .sich  bei  ihm  der  Mangel 
an  Erfolg  in  seinem  Lebenslaufe.  Obschon  seine  Entde«  kimgen 
nicht  drr.iitig  sind,  dafs  sie  ihm  n»'b('n  den  ersten  führenden 
(if'istt  rn  s.  iner  FUcher  einen  Platz  sicherten,  hätten  sie  wohl  hin- 
gereicht, ihm  den  Anspruch  auf  eine  Professur  an  finer  Hoehsi  hule 
zu  Y*  I  h'ilirti ,  dir  andere  (ielohrte  mit  gerinjjfrrn  lit  i^t  uiigeu  erhiel- 
ten. S' nu  r  1 '>  1 'iilichkf»!f  bli^b  aber  wie  aut  dem  t  i\ iiina??ium,  so 
an  der  1  iiivr)--it:u  ein  Iruchlbarer  Krtblg  der  Lehrlhiitiijkt'it  ver- 
sagt. Bei  seiner  (!ebm*t  hatte  die  giitige  Fee  gefehlt,  die  ihm  zu 
den  (iahen  des  Ueiates  Anmut  und  lieredsamkeit  hätte  in  die  W^iege 
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legen  mflssen,  und  da  somit  die  Grazien  leider  ausblieben,  so  mnlete 
er  unter  dem  Scepter  der  grimmen  *Avuy9afi  bis  an  sein  Ende  in 
bescbeidener  Stellung  ausharren.  Ich  selbst  habe  im  Sommer  1862 
bei  ihm  das  Colleg  über  elliptische  Functionen  gehört,  das  einen 
Bestandteil  der  regelmlfsigen  Folge  seiner  Vorlesungen:  DiiFerential« 
rechnung  und  Reihentheorie,  analytische  Geometrie,  Integralrech- 
nung, elliptisohe  Functionen,  analytisehe  Mechanik  bildete.  Wie 
Terlegen  schob  er  sich  durch  die  nur  halb  gedffiiete  Thtlre;  ohne 
einen  BUdt  auf  die  Hörsrsehaft  zu  werfen,  bestieg  er  das  Katheder, 
entDahm  der  Rocktasche  das  sehr  sorgfältig  ausgearbeitete  Mann- 
script, wandte  den  Hörern  den  Rücken  zu,  um,  aus  den  damals 
schon  vergilbt  aussehenden  lilättcrn  lesend,  die  Formeln  an  der  Wand- 
tafel niederzuschreiben.  Der  freien  liede  gar  nicht  mächtig,  konnte 
er  in  der  Kiutünigkeit  des  so  gesprochenen  Yoi-trages  die  Studenten 
nicht  fesseln.  Von  den  zuerst  anwesenden  Zuhörern  —  es  mochten 
wohl  mehr  als  ein  Dutzend  sein  —  verliefen  sich  in  den  ersten 
vierzehn  Tagen  die  meisten,  und  bald  blieb  ich  mit  nur  noch  einem 
Hörer  zurück,  dem  Herrn  Kreeh:  wir  beide  aber  han'ten  nu«;,  und 
ich  raufs  bekennen,  dal's  der  Inhalt  der  nacli  .lacobi's  Muster  t'e- 
haltenen  und  von  mir  ausgearbeiteten  Vorlesung  durchaus  gediegen 
war.  Die  Vorlesuncr<;hefte  der  sämtlichen  Collegien  wird  er  damals 
mit  gleicher  SorLrtalt  hertrestellt  haben;  denn  alle  übernommenen 
Pflichten  talste  er  sehr  ernst  auf  und  folgte  somit  im  sittlichen 
Handeln  dem  kategorischen  Imperativus  von  Kant,  den  er  als 
Philosophen  sonst  heftig  befehdete.  In  der  Ablieferung  versprochener 
Arbeiten  war  er  unbedingt  zuverlässig;  das  werden  alle  Bedacteure 
der  Fortschritte  der  Physik  erfahren  haben,  gerade  wie  ich  als 
Heransgeber  des  Jahrbuches  über  die  Fortschritte  der  Mathematik, 
an  welchem  er  seit  der  Qründung  desselben  Hitarbeiter  gewesen 
ist  Da  er  immer  einer  der  ersten  war,  der  seine  Befei-ate 
fibergab,  so  konnten  seine  letzten  Beiträge  zu  dem  gerade  im 
Drucke  befindlichen  Bande  noch  nach  seinem  bereits  erfolgten  Ab- 
scheiden den  betreffenden  Gapiteln  einverleibt  werden.  Gefällig 
wie  er  war,  erwies  er  sich  überhaupt  stets  su  Dienstleistungen 
bereit 

Bewundernswert  ist  die  Gelassenheit,  mit  der  sich  Hoppe  in 
der  Lebenslage  surecht  fand,  die  er  nach  freier  Wahl  zu  tragen 
hatte.  Mit  wahrhaft  philosophischer  Ruhe  hat  er  bis  in  das  reife 
Mannesalter  hinein  alle  Nöte  des  Lebens  auf  sich  genommen;  in 
seinem  Mannesstolze  wollte  er  sein  Leben  ebenso  selbständig  und 
unabhängig  ftihrcn,  wie  er  in  der  Wissenschaft  in  voller  Freiheit 


Digitized  by  Google 


48 


Zum  Gl«d&chtmt: 


sein  Denken  geregelt  hatte.  Unter  seinen  Brüdern  galt  er  in  ieib* 
lieber  Beäebmig  als  der  am  schwftchsten  Beanlagte.  Trotz  aller 
Eutbehrungen,  denen  er  sich  unterwarf,  hat  of  diese  Brüder  alle 
überlebt  und  das  Wort  bewahrheitet,  das  seiner  Philosophie  ent- 
lehnt sein  könnte:  „Es  ist  der  Geist,  der  sich  den  Körper  baai.'^ 
Als  er  später  durch  die  Übernahme  der  Bedaction  des  Archivs  und 
durch  die  einsichtige  FQisorge  der  philosophisehen  Facolt&t  besser 
gestellt  wurde,  nahm  er  am  Leben  der  Gesellschaft  einen  stibrkeren 
Anteil.  Er  freute  sich,  bei  den  Naturforscherversanunlungen  er- 
scheinen zu  können,  und  tlbemahm  einige  Male  Tortrftge  bei  den- 
selben«  deren  Inhalt  stets  philosophisch  geftrbt  war.  Besonders  gern 
suchte  er  das  Gebirge  auf,  wo  es  ihm,  wie  er  sagte,  groJises  Ver- 
gnfigen  machte,  nach  mfkheyoUem  Steigen  auf  den  harten  Sehidel 
eines  solchen  stolzen  Bergriesen  mit  seinen  FflAen  zu  treten.  An- 
spruchslos, wie  er  war,  gab  er  auf  solchen  Belsen  einen  verträg- 
lichen Wandergenossen  ab.  Im  übrigen  kann  man  nicht  8i4geD,  dafii 
er  bei  seinem  einsiedlerischen  Leben  als  unverheirateter  Hann  enge 
Freundschaft  mit  jemandem  geschlossen  hätte.  Und  doch  yerband 
ihn  eine  treue  Anhänglichkeit  mit  den  Kreisen,  in  denen  er  yer- 
kehrte.  Die  Nachsitzungen  der  Physikalischen  Gesellschaft  besuchte 
er  regelmäfsig  bis  in  den  An^g  dieses  Jahres  hindn,  ebenso  die 
zwanglosen  Zusammenkünfte,  die  im  Anschlüsse  an  das  Jahrbach 
über  die  Fortschritte  der  Mathematik  allmonatlich  stattfinden.  So 
sicher  erschien  er  dort,  dafs  sein  Ausbleiben  im  Frühjahr  als  das 
erste  Symptom  seiner  beginnenden  Auflösung  betrachtet  wurde.  In 
gleicher  Weise  trat  er  ^»■eräuschlos  bei  seinen  Verwandten  ein,  wo 
er  Mch  an  der  Musik  er<jr)t/.te.  und  bei  lielVeundeten  ianulien,  in 
denen  er  manchen  Aliend  zubrachte.  Aulserlich  konnte  es  den  An- 
schein haben,  als  ob  nur  eine  liebe  Gewohnheit  den  stillen  Greis 
an  die  Kreise  bände,  in  denen  er  seit  alter  Zeit  verkehrte;  denn 
oft  genug  entfernte  er  sich,  ohne  kaum  ein  Woit  gesprochen  zu 
hallen.  Wer  vermöchte  j<*düeh  in  die  Geheinmisse  eines  so  gedanken- 
reichen '  Jeistes  zu  si  hauen?  Die  Anhiinglichkeit  an  seine  Ver- 
wan<lt>'n  winl  dunli  das  Testament  bezeu»,'t.  in  welchem  er  eine 
Familieiistit'tung  errichtet  hat:  aus  ihr  sollen  v(n-linifig  für  directe 
Nachkommen  seiner  Eltern  alljährlich  zwei  Sclniler-  und  zwei 
Studienstipeudieu  gezahlt  werden.  Indem  er  dabei  bestimmt  hat, 
dafs  das  weibliche  Gfsclilrcht  ebenso  wohl  zu  beriieksirhtigen  ist 
wie  das  männliche,  hat  er,  der  im  Cölibat  Verharrende,  einen 
augenscheinlichen  Beitrag  zu  seinen  Ansichten  über  die  Frauenfirage 
geliefert 


Digitized  by  Google 


Beiahold  Hoppa  Von  Ki  Lamix).  49 

In  httufigorem  Verkehr  mit  Hoppe  ttberaah  man  bald  die 
Änfflerlichkeitra,  an  denen  man  beim  ersten  Anblick  AnstolB  nehmen 
konnte.  Ans  der  anfänglichen  Duldung  erwuchB  Achtung,  ja  Ter- 
ehmng  auf  Qmnd  seiner  Charakterrollen  Natur.  Ds  blieb  der  Ein- 
druck seines  DenkerbaupteSi  das  BewnlÜBtsein  des  Anscfaauens  einer 
abgeschlossenen  Persönlichkeit  von  ausschliefslich  wissenschaftlichem 
Streben,  die  im  Denken  und  im  Handeln  furchtlos  alle  ConsequemuBn 
zog  und  trog.  Die  allgemeine  Achtung,  in  der.  er  stand,  zeigte  nch 
bei  te  Fder,  die  Teranstaltet  wurde,  als  er  sein  aditiigstes  Lebens- 
jahr yollendete,  und  lu  der  sich  die  Mathematiker  der  Hochschulen 
Berlins,  viele  Mitglieder  der  Phjsikalisdien  Gesellschaft  und  zahl- 
reiche Freunde  des  nun  Verstorbenen  vereinigten.  Die  Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung  ehrte  ihn  durch  einen  herzliehen  Glück- 
wunsch; vom  Staate  wurde  er  durch  Verleihung  des  Kronenordens 
dritter  Klasse  ausgezeichnet,  da  ihm  schon  Ifrüher  der  rote  Adler- 
orden vierter  Klasse  verliehen  worden  war.  Der  mathematisehe 
Verein  der  Universität  Berlin  veranstaltete  ihm  zu  Ehren  einen 
Festcommers. 

Was  an  ihm  sterblich  war,  ist  n\m  dahin;  geblieben  ist  die 
Erinnening  an  einen  ehrlichen  "Mann,  der  durch  sein  Leben  den 
Ausspruch  widerlegt  hat,  die  Originale  seien  iiu^i^ e^torbeu.  Ftlr  ihn 
tönt  der  Gesang  der  Engel:  „Wer  immer  strebend  sich  bemüht» 
den  können  wir  erlösen."  Wir  haben  ihn  geschaut  als  einen  iustum 
et  tenucem  propositi  virum,  der  trotz  des  Mangels  äufserer  Aner- 
kennung der  Fahne  der  Wissenschaft  treu  geblieben  ist,  und  der  in 
der  inneren  Klarheit  das  höchste  Glück  eines  befriedigten  Daseins 
gefunden  hat.  In  dieser  Verklärung  wird  sein  Andenken  bei  allen 
weiterleben,  die  mit  ihm  in  Berührung  gekommen  sind,  und  somit 
für  immer  gesegnet  sein. 
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7.  Kttrpeilielies  Ranmpendel  bei  constanter  Botation,  nebst  Anw«idnn^ 
auf  die  Stabilität  des  Kreisels  (1866X  26,  317—886. 

8.  Kriterium  der  Conveigenz  und  Diveigena  der  Reiben  (1856). 

26.    217  -224. 
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48.  Summation  einiger  Reihen  (1878)  68,  165—174. 
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67.  Elementarer  Beweis  für  die  Esdstens  eines  BCitteIpnnkts  gleichgerichteter 

Kräfte  ilHSO).  64,  37:(^37S. 
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76.  Excentrischer  Kugelsector  (188'>  .  66,  176  IS7. 
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85.  Ober  da»  Rollen  eines  seiner  Sehivera  tfbeilaeaenen  Körpers  auf  hori- 
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ISS,  Erweiterang  des  Aonst'scben  Problems  der  CnrTentheorie  (1886). 

(2)  8,  189^187. 

184.  Zum  Molins^Bchen  Problem  (1886).  (2)  8,  869— 87S. 
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126.  Keue  Relationen  innerhalb  eines  Orthogouulcoel'licientensystemb  v1ö8o). 

(2)  2,  413—416. 

187.  Bein  ftnalytisehe  Cionsequensen  der  Omentiieorie  (1886). 

(8)  2,  417—489. 

128.  Archimedische  EreiHquadratnr  (1885).  (2)  3,  447—448. 
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V60.  Kegeimäl'siger  linear  begrenzter  Winkel  von  vier  Dimensionen  (1^86). 

(2)  8,  111—112. 

ISl.  Erweiterung  einiger  Sfttse  der  FlAchentheorie  »nf  n  Dimensionen 
(1886).  (8)  8^  877—889. 

188.  Über  Variation  von  Geraden,  die  an  eine  Fl&che  geknüpft  sind  'iS86  i. 

(8)  8,  290—301. 

133.  Anziehung  eines  der  Kugel  analogen  Gebildes  von  n  Dimensionen 
auf  einen  Punkt  (1886).  (2)  4,  185—196. 

184.  Analytisch  speoifisehe  GrOfsen  des  Yierecks  (1886).  (2)  4,  284. 

136.  Conforme  perspective  Frojection  der  Fl&chen  anf  einander  (1886). 

(8)  4,  888—889. 

136.  Ein  Viereckssatz  (1hH6).  (8)4,  SSO. 

187.  Analytik  her  pM^weia  zweier  Sfttse  Ton  legelmftfingen  Pyramiden  und 

Polyedern  (1*^86).  (2)  4,  441—443. 

138  Der  Krümmungskrcis  der  Ellipse    IsstVi  (2)  4,  443  -448. 

I3y.  Darstellung  dei*  ersten  Gattung  elliptischer  Integrale  durch  Curven- 

bogen  aweiten  Qrades  (1887).  (2)  5,  816—817. 
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Robert  HeinriolL  üoppe. 

Ton  l*rBBB  Iiorena  in  Ghemnits. 

Am  10.  Becpmber  1899  starb  in  Penig  nach  längerem  Leiden 
Dr.  Robert  Hoppe,  Lehrer  an  den  königl.  tecbniBcbeu  Lehranstalteii 
Bu  Chemnitz,  im  43.  Jahre  seines  Lebens. 

Geboren  am  B.  Januar  1857  in  Penig,  widmete  sich  Robert 
Hoppe  nach  Absolvirung  des  königL  Gymnasiums  zti  Cliemnitz  dem 
Studium  der  Mathematik  und  Naturwissensehaften  an  der  Universität 
Leipzig,  imd  bestand  daselbst  das  Staatsexamen  im  November  1882. 
Nachdem  er  sein  Probejahr  abgelegt  hatte,  erhielt  er  Michaelis  1883 
zunächst  eine  Aasteliong  aLs  Assistent  an  dem  königl.  meteorologischen 
Institut  in  Chenmits,  trat  aber  dann  Ostern  1890  als  Lehrer  fftr 
mathematische  Fächer  in  den  Lehrkörper  der  technischen  Staatslehr- 
anstalten  daselbst  ein. 

Die  philosophische  DoctorwQzde  erwarb  sich  Hoppe  an  der 
üniTexsit&t  Leipzig  auf  Grund  einer  Abhandlung  „Über  die  Temperatur- 
ergebnisse  von  Beobachtungen  an  den  meteorologischen  Stationen 
des  Königreichs  Sachsen.**  Eine  zweite  gröfsere  Arbeit  „Das  Klima 
des  Erzgebirges**  ist  Ton  ihm  in  dem  Jahrbuch  des  Erzgebirgzweig^ 
Vereins  veröffentlicht  worden. 

Mit  Bobert  Hoppe  schied  ein  ftufserst  gewissenhafter  und  be- 
gabter Lehrer,  der  von  allen  seinen  CoUegen  und  Schlllem  in  gleich 
hohem  Mafse  geachtet  und  gewürdigt  wurde. 


Eduard  Wiltbeifs. 

Von  W.  Wirtinger  in  Innh brück. 

Ernst  Eduard  Wiitheifs,  der  am  9.  Juli  1900  verschied, 
war  am  12.  JuH  1855  zu  Worms  geboren.  Nach  Absolvirung  des 
Gymnasiums  seiner  Vaterstadt  studirte  er  zuerst  einige  Jahre  (1874 
bis  1876)  in  Gieüsen,  insbesondere  unter  Gordan  und  Baltzer, 
und  Tollendete  von  1876  an  seine  mathematische  Ausbildung  in 
Berlin,  wo  er  sich  haupts&chlich  an  Weierstrafs  anschloft  und 
1879  promovirte.  Er  habilitirte  sich  Ostern  1881  in  Halle  und 
wirkte  daselbst  bis  zum  Sommer  1892,  zuerst  als  Privatdocent, 
dann  seit  Decomber  1886  als  ausserordentlicher  Professor.  Im 
Sommer  1891  war  er  Tom  Ministerium  mit  einer  Vertretung  an  der 
Akademie  zu  Münster  beauftragt  worden.    Im  Beginn  des  Sommer- 
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Semesters  1892  trat  die  Krankheit,  der  er  schliefslich  erlegen,  und 
von  der  sich  Anzeichen  schon  früher  gezeigt  hatten,  stärker  hervor. 

Ende  Mai  1892  unterzog 
er  sich  in  Jena  einer 
Operation,  die  jedoch 
nicht  die  erhoffte  Heilung 
brachte.  Seitdem  lebte 
Wiltheifs  in  schwerem 
Siechtum  zu  Halle.*) 

Die  wissenschaftlichen 
Arbeiten  von  E.  Wilt- 
heifs sind  durchaus  der 
Ausgestaltung  der  Theorie 
der  Abel'schen  Functionen 
gewidmet,  ein  Gebiet,  in 
welches  er  von  Weier- 
strafs  eingeführt  wurde. 
Seine  Dissertation  stellt 
sich  die  Aufgabe,  die 
Umkehrung  eines  Systems 
von  hyperelliptischen  In- 
tegralen zu  untersuchen, 
in  welchem  aufser  j9  In- 
tegralen erster  Gattunj^ 
auch  noch  Integrale  zwei- 
ter und  dritter  Gattung 
auftreten.  Dabei  zieht  er 
nicht  nur  den  Fall  eindeutiger  Umkehrung,  sondern  auch  den  einer 
endlich  vieldeutigen  Umkehrung  in  Betracht  imd  fixirt  die  Bedingungen 
dafür.  Wenn  auch  die  Zurückführung  seines  Problems  auf  das 
Jacobi'sche  Umkehi-problem  und  ein  System  algebraischer  Gleichungen 
sofort  gelingt,  so  ist  es  doch  bemerkenswert,  dafs  die  mehrdeutige 
Umkehrung  hier  zum  ersten  Mal  in  Betracht  gezogen  und  näher 
discutirt  ist.  Soine  Hilfsmittel  sind  dabei  die  der  Weierstrafs'schen 
Vorlesung  von  1877/78,  aus  welcher  er  einen  Auszug  mitteilt. 

In  der  Arbeit  (3)**)  geht  er  an  die  Theorie  der  Thetafunctionen 
heran  und  giebt  die  Verallgemeinerung  einer  Jacobi'schen  Relation 


*)  Diese  biographischen  Notizen  ül>er  Wiltheirs  hat  Herr  A.  Wangerin 
in  dankenswerter  Weise  zur  Verfiigimg  gestellt. 

**1  Die  eingeklammerten  Zitferii  beziehen  sich  auf  das  Verzeichnis  der 
Schriften  von  Wiltheifs  am  Schlüsse  des  Artikels. 
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aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zwischen  den  zn  caiiem 
beBtimmten  Transfoniiationsgrad  gehörigen  Multiplicatoren  auf  die 
analogen  GrOTkoi  in  der  Theorie  der  hypereUiptischen  Fonetionen 
iweier  Argomente. 

XHese  Arbeit  Iftllt  seitlich  swiflchen  zwei  Untersnehmigen  Aber 
die  eomplexe  MvltipHcation  oder,  wie  sie  Proben  ins  nennt,  die 
principale  Transformadon  der  Thetalunetionen.  Es  handelt  sieh 
dabei  um  die  suerat  Yon  Ero necker  in  Angriif  genommene  Unter- 
gnchnng  und  AnfiAellnng  deijenigen  heeondem  Parameter^Tstome  in 
den  Thetafunetionen,  welche  dnroh  eine  Transformation  der  Perioden 
in  sich  selbst  übergeführt  werden.  In  der  ersten  Arbeit  (5)  nimmt 
Wütheib  seinen  Ausgangspunkt  sun&chst  von  den  hjperelliptisohen 
Integralen  vom  Geschleckte  swei,  discntirt  die  Gleichung  flir  die 
Multiplicatoren  eingehend  in  Besug  auf  das  Auftreten  mehx&cher 
Wurseln  und  stellt  die  zugehörigen  Systeme  der  Parameter  wirkEdi 
au£  Die  Mitteilung  eines  Beispiels  fttr  die  Transformation  erster 
Ordnung  und  die  hier  mdgliohen  besonderen  raie  schlieM  die 
Arbeil  Die  zweite  dieser  Arbeiten  (6)  ist  dem  Beweis  des  Satzes 
gewidmetf  dais  das  Zerfallen  einer  Thetafunction  nach  einer  Trans- 
formation in  Thetafunctionen  von  weniger  Variabein  immer  mit  f  iuer 
principalen  Transformation  derselben  verbunden  ist.  bei  welcher 
die  Multiplicatoreu  ganze,  nur  duich  das  Vorzeichen  vei*schiedeüe 
Zahlen  sind. 

Die  übrigen  Abhandlungen  sind  sämtlich  eiuein  und  demselben 
Kreis  von  Fragen  gewidmet,  nämlich  den  partiellen  Differential- 
gleichungen, welche  die  Tlietafimctionen  als  Funetiou  dor  Moduln 
des  algebraischen  Gebildes  belrif<li;^'eii.  und  /war  beschräukto  er  sieh 
auf  hyperelliptische   Gebilde  und  auf  solche  vom  G^schlechte  drei. 

Die  ersten  Arbeiten  nehtiien  ihren  Ausgangspunkt  von  der 
Weierstrars'schen  Fonu  der  Thetat"un(tion«  n  und  benüt/.en  dabei  dip 
Ver/wpiguugspunkte  des  hypereiiipti>elieu  Gebildes  als  uuahliängige 
VerÜD»lerlidie.  Als  dann  Klein  den  Charakter  der  Thetafun^tinnen 
und  ihrer  Moditicationen  als  Invarianten  hervorhob  und  daraus 
namentlich  für  die  Ent Wickelung  nach  PottMizen  der  Argumente 
Nutzen  zog,  liefs  es  sich  Wiltheifs  nicht  entgehen,  von  dem  aus- 
gebildeten formalen  Apparat  der  Invarianteutheorie  für  seine  Probleme 
Nutzen  zu  ziehen.  trelingt  ihm  nicht  nur  die  wirkliche  Aufstellung 
der  gewünschten  DiÜerentialgleichungen  in  invarianter  Form  und  die 
Herstellimg  von  Recursionsformeln  für  die  einseinen  homogenen 
Terme  der  Beihenentwickelung,  welche  zusammen  mit  fast  gleich- 
zeitigen Arbeiten  vom  Briosohi  und  Pascal  in  der  That  dieses  Gebiet 
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zu  einem  gewissen  Abschluis  bringen,  sondern  er  gewinnt  aach  als 
Nebenresultat  ein  System  von  totalen  Differentialgleichongeii 
swisohen  den  Perioden  der  h^'perelliptischen  Integrale  erster  Gattung, 
m  welchem  ausschlieislich  diese  Perioden  mid  deren  Differentiale 
TOrkonmien,  und  welehes  ein  System  yon  Functionen  als  Perioden 
erster  Gattung  eines  hjperelliptisQhen  Gebildes  genau  charakterisirtb 
Da  andererseits  dieses  System  Ton  DifferentialgleicbTuigen  durch 
Nullsetcen  von  Thetafunctionen  und  deren  Derivirten  für  die  Null- 
werte  der  Argumente  ToUstBndig  integrirt  werden  kaim,  so  wird 
dasselbe  zweifellos  nocb  eingebendem  Studium  unterworfen  werden 
sobald  sich  das  allgemeine  Interesse  wieder  mehr  der  Theorie  der 
Abel'seben  Functionen  zuwendet.  Auch  in  der  in  3  Abteilungen 
erschienenen  Arbeit  (11)  hatWiltheifs  die  besonderen  invarianten- 
bildenden Processe,  weldie  in  den  froheren  Arbeiten  aufgetreten 
waren,  unter  gemeinsamNi  mehr  iuTariantentheoretisohen  Gesichts- 
punkten umfassend  untersucht. 

Es  war  Wiltheifs  in  der  kurzen  Spanne  Zeit,  wekib»  seine 
wissenschaftliche  Th&tigkeit  um&fet,  nicht  vergönnt,  sein  Azbeitsp 
gebiet  um  weittragende  neue  Ideen  und  Probleme  zu  benicheni, 
aber  er  hat  es  um  eine  Beihe  wertvoller  EHnzelresultate  bereidiert, 
und  zwar  um  solche,  die  ihrerseits  den  Keim  neuer  Gedanken  zu 
entwickeln  im  Stande  sind.  Die  Hoffnung,  dafs  er  selbst  daran 
uoch  Auteil  Ticlmic,  war  durch  seine  Erkrankung  abgeschnitten. 
Trotzdom  sichern  ihm  seine  Arbeiten  eiueu  dauernden  Platz  in  der 
Geschichte  der  Abel'schen  Functionen. 

Verzeichnis  der  Schriften  von  E.  Wiltheif.s. 

1.  Über  die  I  rukeliniiig  einer  Gru[)|»e  von  SvsteTiien  allgemeiner  hjper- 
elliptischer  Integrale.   Diasertatiou.    Berlin  li^Tü. 

Nathrkhten  der  Kgl  Ges.  d.  Wissentt^fim  tu  G&Hn^, 

2.  Die  partiellen  Diffemtialgleichungen  der  Aberschen  Thetafiuctionen 
dreier  Argmnente  (1889). 

JouriKil  fi'ir  Math'  malili. 

3.  Zur  Theorie  der  Transfoniiatioii  liyijerelliptiücher  Thotalunctionen  von 
swei  Argumenten.  Bd.  96  (1884). 

4.  Über  die  partiellen  Differentialgleichungm  zwischen  den  Ableitungen 
der  hypercllipiischen  Tlietafonctionen  nach  den  Parametmi  und  Aign- 
menten.   Bd.  9d  (188&). 

MaÜiematiSf^  Ännalen, 

6.  Complexe  Ifultiplication  hyperelliptischer  Thetafunctionen  sweiec 
Argomente.  Bd.  21  (188S). 
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6.  Über  Thetafunctionen ,  die  nach  einer  Transformatioii  in  «in  Plrodnct 
von  Thetafunctionen  zerfallen.    Bd.  20  (1885). 

7.  Über  eine  partielle  Ditferentialgleichunfj^  der  Thetafunctionen  zweier 
Ärguiueute  uuU  über  die  Reihenentwickelung  derselben.  Bd.  29  (1888). 

8.  PartieUe  Differentialgleiohiuigen  der  hjperellQptiAfAeB  Thetafiinctton^ 
und  der  Perioden  derselben.  Bd.  81  (1888). 

9.  Die  parüellen  Differentialgleichungen  der  hjpereUiptiechen  Theta- 
fnnctionen.    Bd  ^3  /18S8\ 

10.  Linoare    DifFcreuüai^leiehuugeji   /Ansehen  den    Perioden  der  hyper- 
elliptiöchen  Integrale  erister  Gattung.    Bd.  34  (lb89). 

11.  Eine  besondere  Art  von  covarianienbildenden  Operationen,  Bd.  86,  86, 
37  ^1889,  1890). 

18.  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  Aberschen  Tbetafonctionen 
dreier  Argumente.  Bd.  88  (1891). 

Jahresbericht  der  DeutsÜH-n  Mathetnatiker-Vcreimyany. 

13.  Über  die  partiellen  Differentialgleiohungen  der  hyperelliptiäclLen  Theta- 
functionen. 


Kail  Zelbr. 
Von  S.  Waelsoli  in  Brünn. 

Am  13.  Mui  1900  verschied  Dr.  Karl  Zclbr,  k.  k.  Bibliotheks- 
.scriptor  und  Privatdocent  für  theoretische  Astronomi(^  an  der 
deutschen  techuibchen  Hochschule  lxx  Brünn,  im  Alter  von  IG  Jahren. 
Er  wurde  im  Jahre  1054  zu  Oszlan  geboren,  ätudiite  am  eisteu 
deutschen  Gymnasium  in  Brünn  und  widmete  sich  an  der  philo- 
sophischen Facultät  in  Wien  dem  Studium  der  Mathematik  und  der 
jS'aturwissenschaften.  Nach  Absolvinmf^  der  Hoch.seliul^nidien  trat 
Zelbr,  der  im  Jahre  IJ^H  l  den  akademischen  Grad  eineb  Düctors  der 
Philosophio  eiTeicht  hatte,  als  Assistent  an  der  k.  k.  Universifllts- 
st'  iiiwarte  ein,  woselbst  er  '  ine  lieihe  von  Jahren  in  dieser  Stellung 
verbrachte.  Im  Jahre  1881)  trat  er  das  Amt  eines  k.  k.  Seriptors 
der  Bibliothek  an  der  technischen  Hochschule  /u  Brünn  au,  wo  vx 
mit  einem  wahren  BienenfleLfse  die  ziemlich  grofse  Bibliothek  ia 
Ordnung  brachte  und  den  Katalog  derselben  verfafst<^.  Dr.  Zelbr  be- 
schäftigte sich  hauptsächlich  mit  astronomischen  Arbeiten  und  hat  sich 
auf  diesem  H»  biete  auch  schriftstelleri.sch  bethätigt.  Seine  Arbeiten 
fanden  Autuahmc  in  den  astronomischen  Nachrichten,  in  J^chlömilch's 
Zeitschrift  für  Matliematik  und  Physik  fBd.  11:  das  Problem  der 
kürzesten  Däimnerung),  in  Grunert's  Ai-chiv  und  in  den  Sitzungs*^ 
berichten  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  za  Wien.    Seine  um- 
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fangreichBte  Arbeit  war:  „Die  BaihnbestimmuDg  der  PlaaeteB  und 
Kometen**  im  ^aiLdwOrt6r1)ueli  fllr  Astronomie^.  AU  Kbliotheks- 
aeriptor  Teröffentliclie  Dr.  Zelbr  im  Jabre  1894  eine  Schrift,  betii^t: 
Memorandmn  betreffend  die  Anlage  eines  Generalkatalogs  der  öffent- 
lichen und  Studien-Bibliotheken  Österreichs,  sowie  die  Gentralisirung 
des  Bibliothekswesens  in  den  gröfseren  Städten  der  Monarchie",  die 
ilim  mannig'fache  Anerkennung  brachte. 

Sein  auiiiciiLiges  Weson  vorschaffte  ihm  viele  Freunde.  Seiu 
Grab  ziert  auf  seinen  Wunsch  die  Inschrift:  „Ein  einfacher  und  der 
Wissenschaft  treu  ergebener  Mann  ist  dahingegangen." 
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lieber  die  KneyklapHdie  der  mathematischen  Wissenschaften, 
■it  besonderer  Kileksicht  anf  den  Band  lY  derselben  Qleehanik). 

Von  T.  Klein  in  GdtÜngen. 

(Auszucf  aii>?  Apm  am  10  September  1900  vor  der  naturwd9^en!>chafllichen 
Haap%ruppe  der  Gesellücbaft  Deutseber  Naturforscher  uud  Aerzie  ge- 

halteuen  Vortrage.) 

Entsprechend  den  Ideen,  welche  in  weiten  Kreisen  der  Natur* 
forschergesellschAft  wie  insbesondere  der  mathematischen  Vereinigung 
mafsgebend  sind,  will  die  fincjklopädie  der  mathematischen 
Wiasensohaften  das  mannig&che  und  nach  vielen  Bichtnngen  ans' 
einandergehende  Material,  welches  die  mathematische  Forschung  im 
Lanfe  des  19.  Jahrhunderts  geschaffen  hat,  unter  aUgemeken  Qe* 
sichtspnnkton  (ndnen  und  in  einer  aUen  Fachkreiaen  verstSndfichea 
Foim  dem  weiterai  Studium  sngftngUch  machen;  hierbei  söU  unter 
Wahrung  strengster  ObjectiTitftt  nach  Möglichkeit  nberaU  der  histo- 
rische Gesichtspunkt  herrorgekehrt  werden.  Es  wire  Tielleicht  nicht 
mOgUch  gewesen,  ein  so  umfossendes  üntemehmen,  welches  auf  die 
Mitarbeiterschaft  der  Fachgelehrten  Terschiedenster  Art  weit  tAer 
die  Qienzen  Deutschlands  hinaus  angewiesen  ist,  in  die  Wege  zu 
leiten,  wenn  sich  nicht  die  im  sogenannten  Cartell  vereinigten 
Akademieen  von  Mflnchen,  Wien  und  Güttingen  an  die  Spitze 
gestellt  und  die  Aufgabe  sn  der  ihrigen  gemacht  hfttten.  Nachdem 
so  ein  fester  Ausgangspunkt  gewonnen  war,  nachdem  femer  die 
Tenbner'sche  Verlagsbuchhandlung  sich  bereit  erklärt  hatte, 
ihr©  aufserordentliche  Leistungsfähigkeit  dem  Unternehmen  «nr  Ver- 
fflgung  zu  stellen,  haben  Fachke  nntnis  und  Avissenschaftlicher  Eifer  von 
allen  Seiten  die  Arbeit  unterstütz l  und  das  erfreulichste  Zusammen- 
wirken üu  Stande  gebracht.  Nicht  minder  hat  das  mathematische 
Publiciun  gleich  nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Liefeningeu  dem 
Unternehmen  sein*?  Gimst  in  ungewöhnlichem  Malse  zugewandt,  so- 
dafs  die  Aussicht  auf  das  Gelingen  »ies  ganzen  ausgedehnten  Planes 
im  Augenblicke  so  o^instig  ist,  wie  überhaupt  möglich.  Man  darf 
hotten,  dals  eine  Publication  von  durchaus  internationaler  Geltung  zu 
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Stande  kommt,  —  enispredieiid  dem  Zuge  der  Zeit,  der  die  (Mtiir- 
nationen  auf  allen  Gebieten  za  gemeinaamer  Arbeit  siuammen- 
sobHetal  Jet  doeh  bereite  eine  franzOeiecbe  Übersetnmg  in  Vor- 
bereitnng,  welche  T<m  Teabner  nnd  Gantbier-YiUare  (Paris)  gemein- 
eam  herausgegeben  werden  solll 

Die  ersten  drei  Bftnde  der  En<7hlopSdie  behandeln  die  so* 
genannte  reine  Mathematik,  nämlich  Band  I  Arithmetik  nnd  Al- 
gebra, Band  n  Analjsis,  Band  XU  Geometrie, «und  awar  mht 
die  Bedaotion  der  Bbide  I  nnd  m  in  den  HIbiden  von  Prof.  Frans 
Mejer  (Königsberg),  diejenige  von  Band  II  in  den  Hftnden  Ton 
Pro!  H.  Bnrkhar  dt '(Zürich).  Band  I  nnd  II  sind  neben  einander 
im  Erscheinen  begriffen  ^  und  ich  lege  hier  die  bisher  pubUcirten 
Hefte  derselben  vor,  aus  deren  wenn  auch  flüchtiger  Durchsicht 
Sie  einen  guten  Einblick  in  den  Charakter  des  ganzen  Unternehmens 
gewinnen  werden.  Der  Inhalt  gerade  dieser  ersten  liiinde  wird  ja 
bei  der  heutigen  Gelegenheit  naturgiMiüfs  weniger  interessiren ; 
immerhin  will  ich  Sie  darauf  autinerksam  machen,  dafs  Band  I  und  II, 
soweit  sie  erschienen  sind^  bereits  einige  Artikel  enthalten,  die  fttr 
den  Naturforscher  unmittelbar  in  Betracht  kommen.  Ich  nenne  bei- 
spielsweise aus  I  Ausgleichungsrechnung  von  Prof.  Bauschinger 
(Berlin),  Wahrschemiichkeitsrechuung  von  Prof.  Czuber  (^Wien), 
numerisches  Rechnen  von  Prof.  Mehmke  (Stuttgart),  dann  aus  II 
die  von  Prof.  Burkhardt  und  Prof.  Franz  Meyer  g*jiii» msam  re- 
digirtc  Darstellung  dfr  Potential tbeorie  und  einen  Artikel  über  die 
Randwertaufgaben  der  partiellen  Differentiaigleichiuigen  der  Phjsik 
von  Prot.  Sommerfeld  (Aachen). 

Sehr  viel  directer  wird  sich  das  Interesse  des  Naturibnkdiers 
den  folgenden  drei,  den  „angewandten"  Bänden  zuwenden,  von 
denen  Band  IV  die  Mechanik,  Band  Y  die  theoretische  Physik^ 
Band  VI  die  Geodäsie  und  die  mathematischen  Teile  der  Geo- 
physik und  Astronomie  behandeln  soll.  Wir  haben  uns  be- 
sondere Mühe  gegeben,  bei  der  Vorbereitung  dieser  Bände  mit  den 
eigentlichen  Fachkreisen  des  Inlandes  nnd  Auslandes  in  Verbindung 
zu  kommen,  was  nickt  ganz  einfach  war,  weil  das  Band  zwischen 
den  Verfaretem  der  genannten  Disciplinen  und  deigenigen  der  reinan 
Mathemalik,  welches  naturgemft£i  bestehen  sollte,  viel&ch  senissen 
ist  Die  leitende  Aufidustmg  dabei  war,  dab  die  Dazstellnng  anob 
in  den  BSnden  IV,  Y,  YI  selbstrerstSndlich  doxdians  mathematiscb 
sein  miU^,  bez.  überall  die  mathematischen  Momente  hervorheben 
soll,  dab  aber  gleiohzeitig  die  intimen  Eacfakenntnisse,  wie  sie  nnr 
der  eigentlidie  Physiker,  Ingenieur,  Astronom  besitst,  snr  ToUan 
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Geltimg  gebracht  werden  sollen.  Diese  Vorarbeit  ist  glflcklich  be- 
endet und  danuifhm  die  BedaeÜon  der  Mechanik  von  mir  selbst, 
diejenige  der  tiimstisclien  Physik  von  Pto£  Sommerfeld  (Aachen),  ^ 
endlich  Geodftsie  und  Geophysik  yon  Prot  Wieehert  (Güttingen) 
Hhemommen  worden;  wegen  der  Bedaction  des  astronomischen 
Teils  sehweben  noch  ünterhandlungen.  Ich  lege  Ihnen  hiennit 
die  Bispositionen  der  Bftnde  IV  und  T  yor,  welche  sogleich 
die  Kamen  der  Ar  die  einielnen  Artikel  gewonnenen  Mitarbeiter  ent- 
halten; diese  IMspoeitionen  sind  weiter  unten  (am  Seblnft  des  vor- 
liegenden  Artikels)  abgedruckt  Diese  Namen  dürften  sehr  geeignet 
sein,  bei  jedem  Kenner  der  in  Betracht  kommenden  Disciplinen  die 
Qebeneugang  zu  fettigen,  dab  die  wissenschaffliche  Behandlung  der 
angewandten  Binde  auf  derselben  Hdhe  stehen  soll* wie  die  der 
BBnde  I  Ins  m. 

Als  AbsdiluA  wird  ein  siebenter  Band  geplant,  der  neben  einer 
Besprechung  historiltoher,  philosophischer  und  didactischer  Fragen 
ein  Generab-egister  bringen  wird;  doch  ist  die  Inangriffnahme  dieses 
siebenten  Bandes  noch  in  weitem  Felde. 

Ich  möchte  nun  üoch  einige  nähere  Bemerkungen  über  die 
Ihnen  vorliegende  Disposition  des  von  mir  selbst  zu  redigirendeu 
Bandes  4  (Mechanik)  hier  anscbliefsen. 

Zunftchst,  was  die  Abgrenzung  dieses  Bandes  angeht,  so  konnte 
dieselbe  von  vornherein  auf  sehr  nuiuiugfache  Weise  gewählt  werden. 
Wir  haben  alles,  was  mit  Moleoiilarmechanik  zusammenhängt, 
z.B.  Gastheorie,  Capiüarität,  Krystallstnictnr,  in  den  physikalischen 
Band  verwiesen,  dafür  aber  die  elementaren  Teile  der  Mechanik  so 
ausgestaltet,  dafs  die  Anwendungen  in  Physik  und  Technik 
gleich  mit  ilirc  Stplle  fanden.  (Jpwisso  grundlegende  Fragen,  die 
man  hierherziehen  möchte,  sind  allerdmgs  dem  physikalischen 
Bande  verblieben,  so  insbesondere  die,  ob  die  Mechanik  die  Griind- 
wissenschaffc  der  Physik  ist  oder  sich  als  ein  Teil  in  die  Physik 
einordnet.  Was  die  Abgrenzung  gegen  Astronomie  angeht,  so  haben 
wir  die  Behandlung  des  abstracten  Dreikörperproblems  mit  in 
Band  4  hereingenommen,  um  nämlich  spftier,  bei  Band  6,  in  der 
Lage  zu  sein,  uns  unmittelbarer  an  die  von  den  Astronomen  bei 
ihren  Bechnungen  thatsSchlich  gebrauchten  Methoden  anzuschliefsen. 

Innerhalb  der  so  bezeichneten  Grenzen  soll  nun  Band  4  dem 
mathematischen  Inhalte  der  theoretischen  Mechanik  möglichst  voll« 
stftndig  und  gleiclnnftrsig  gerecht  werden.  Sie  finden  in  der  Dis- 
Position  (die  Sie  nunmehr  vergkiicben  wollen)  vier  Hauptabteilungen 
unterschieden,  die  mit  den  grotei  lateinischen  Buchstaben  A,  B, 
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C,  D  bezeichnet  sind.    Und  zwar  bezieht  sich  A,  wie  billig,  auf 

die  Principien  der  Mechanik,  B  auf  die  Mechanik  der  Punkte  iind 
t      starren  SyKteme,  C  auf  die  Mechanik  der  Continua.  Die  Abteilung  D 
(die  iilrigens  nur  als  Anhang  gedacht  ist)  hat  einen  CSharakter  for 
sich;  ich  i^omme  sogleich  noch  darauf  zurück. 

Nehmen  Sie  nun  gleich  die  n&here  £inteilang  von  B  und  G. 
Sie  sehen  bei  6  zunächst  einen  mehr  geometrischen  Teil  (I),  bei 
dem  es  sieh  darum  handelt,  die  Massenverteilung  der  Köiper«  die 
Kinematik,  die  Zusammensf  f/nTi^  und  Wirkung  der  Kräfte  mit  den 
Mitteln  der  geometrischen  Auschaniing  (sowie  gelegenüioh  auch  mit 
directer  graphischer  Construction)  zu  erfassen.  Daran  schlielst  sieh 
in  n  die  eigentliclie  analytische  Mechanik  im  Sinne  Ton  Laipcaage, 
eine  Bisdplin,  deren  aoßerardentliohe  Allgemeinheit  und  Tragweite 
nur  deijenige  recht  wflrdigt,  der  sich  Torab  in  die  EinxeUielten  von 
I  vertieft  hat  BadUdi  komnien  in  m  die  bereitB  genannten  An- 
wendungen, bei  denen  als  neues  Moment  hinzutritt,  dab  man  die 
WirUiebkeit  immer  nur  appioiiniiren  kann,  daik  die  Barfiekacliti- 
gung  der  Störungen  und  Fehler  zur  Hauptsache  wird.  So  wird  bei* 
spidsweise  Nr.  10  die  Theorie  des  Pendels  entiialtBn,  wobei  u.  a. 
die  V^fage  auftritt,  mit  welcher  ZuveriMsigkeit  man  ans  den  Ver- 
suchen mit  dem  FoucauU^scben  Pendel  auf  die  Art  und  GrSAe  der 
Erdrotation  sdiUeihen  kann.  Das  grolke  Gebiet  Nr.  11  bat  gegen- 
wärtig ein  besonderes  aotuelles  Interesse;  ich  darf  hier  anf  die  intsr» 
essante  Vorarbeit  verweisen,  welche  der  Befersnt,  Herr  Heun, 
hierfther  soeben  in  den  Berichten  der  Deutschen  Matiiematiher- 
Vereinigung  puhKdrt  bat^*  Hit  Nr.  12  und  13  (Ballistik,  Spiel 
und  Sport)  berflbren  wir  die  Interessen  sehr  ausgeddmter  Teile  dee 
Publicums.  Endlich  reichen  wir  mit  der  physiologischen  Medmnik 
(Nr.  13'\  der  Lehre  von  der  Bewegung  der  Organismen,  insbesondere 
des  Menschen  selbst,  der  medicinischen  Gruppe  der  gegenwärtigen 
Versammluug  die  Hand. 

Ueber  C  könnte  ich  in  «IrmsfUben  Sinne  rt  lt  riren,  aber  ich  darf 
Ihre  Auf!n«>rksamkeit  nicht  ermüden  und  h'-'nu  rke  also  nur,  dafs  die 
Einteilung  eine  mehr  sachliche  (weniger  methodische)  ist,  indem  als 

1)  Band  IX,  2  der  genannten  Berichte  (Leipzig  1900):  „Die  kine- 
tischen Probleme  der  wisF  iiL^chaftlichen  Technik.'^  —  Ich  selbst  habe 
.mich  über  die  selbBtänUigä  Bedeutung  der  tedmlsehea  Mechanik' 
neuefdings  in  einem  der  Vortrftge  über  angewandte  Mathematik  und 
Physik  verbreitet,  welche  Riecke  und  ich  im  AnschluTs  an  den  letzten 
Göttin irr^r  Feriencunas  fOr  Oberlehrer  gesammelt  pnblicirt  haben.  (Leq^ 
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Hauptgebieto  Hydrodynamik  und  ÜUasticitlisäieorie  einander  gegen- 
übergestellt werflpn. 

Über  D  gestatten  rfie  mir  noch  einige  w^nio-e  Worte,  und  zwar 
deshalb,  weil  die  hierher  gehörigen  Fragen  in  den  Lehrbüchern  der 
Mechanik  gewöhnlich  gar  nicht  berührt  werden.  Trotzdem  sind  die- 
selben Ihnen  Allen  beispielsweise  aus  der  kinetischen  Gastheorie 
gel&ttfig.  Mau  kann  auch  bemerken,  daJs  das  Heranziehen  des 
Wahrschcinlichkeitsbegriffs  (oder  das  Operiren  mit  Mittelwerten) 
kein  willkürlicher  Ansatz  der  Theoretiker  ist,  sondern  rem  Jeder- 
mann bei  der  Beurteilung  praktischer  Verhältnisse  unbewnfst  geflbt 
wird,  —  wie  es  denn  beispielsweise  zahlreidie  Fabricationsprocesse 
giebt,  welche  durchaus  auf  üeberlegungen  der  hierher  gehdngeii  Art 
beruhen.  Es  scheint  aber  sehr  schwer,  sich  darüber  klar  zu  werden, 
wie  weit  eine  Combination  der  WahrscheinlichkeitsansStze  mit  den 
BUEsreiitiAlgleichiiiigen  der  Mechanik  (die  doch  für  sich  allein  den 
GessmmtyerUtnf  der  Erscheuiungen  bestimmen  mflseen)  logisch  sn- 
titaig  sein  mag.  Zum  GUftek  lieg^  das  Referat  in  den  Binden  des 
bewShrtesten  Forschers  auf  diesem  Gebiet,  des  Prof.  Boltzmann. 
Wenn  ich  seine  Meinung  richtig  Terstehe,  so  erscheint  ihm  der 
Wahrseheinlichkeitsansats  als  der  primSre;  die  Natorgesefate  tkber- 
hanpft  nnd  also  auch  die  Differentialgleichungen  der  Mechanik  sind 
ihm  nur  Formulierungen  fttr  Ereignisse,  die  mit  (Iberwiegender  Wahr- 
schsanlichkeit  eintreten.  Hiermit  ist  für  die  Fragestellungen,  die 
unter  D  ftllen  und  deren  Einxelheiten  ttbrigens  nach  Band  6  (Phynk) 
und  6  (Astronomie)  gewiesen  sind,  die  Einheit  der  philosophischen 
Qrandan£Cas8ung  gerettet;  die  logisch  strenge  DuzchfUmmg  bleibt 
aber  Torl&ufig  noch  ein  Desideratum. 

Ich  schliefse  hiermit  meinen  Bericht,  der  sich  entsprechend 
den  gegebenen  lufteren  Bedingungen  im  engsten  Rahmen  bewegen 
nralirte.  Handelt  es  sich  bei  der  EncyklopSdie  um  ein  ausschliefUich 
mathematisches  Unternehmen,  so  soll  dabei,  wie  ich  zu  zeigen  suchte, 
die  mathematische  Wissenschaft  im  weitesten  Sinne  verstuiden  sein, 
der  die  Beziehungen  zu  den  Naturgebieten  einschliefst.  Von  hier 
aus  wage  ich  zu  hoflfen,  dais  aucli  die  allgemeinen  naturforschen- 
den Kreise  der  Encyklopädie  Interesse  entgegenbringen  und  ihr,  wo 
es  nötig  ist,  Unterstützung  zukonunen  lassen  werden. 

(Im  Anschlüsse  an  den  vorstehend  in  seinen  Grundgedanken 
wiedergegebenen  Vortrag  fand  am  folgenden  Tage  (den  20.  September), 
wie  schon  in  dem  Bericht  über  die  Aachener  Versammlung  bemerkt 
wurde,  in  der  matbematiscbcu  Bcctii  u  der  Naturforscherversammlüng 
eine  eingehende  I>t)  hatte  über  die  jDisposition  der  Bände  4  und  5  der 
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Encyklopädi©  statt,  die  nach  vielen  Seiten  anregend  verlief  und 
jedenfiiUs  die  Herausgeber  der  genannten  Bände,  Prof.  Sommerfeld 
und  mich,  zu  besonderem  Danke  verpflichtete.  F.  Klein.) 

Band  IT:  Mechanik« 
Xtnlaltiinff  • 

1.  IKe  PvinGJiiien  der  ratumellen  Mecbanik.  A.  Tofs  m  Wflnbnig. 

B.  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Byetemo. 

I.  Geometrische  Grundlegung  und  Entwickelung 
concreter  Vorstelluugs weieen. 

2.  Theorie  der  Streckensjiteme  and  Schrauben.  £.  Timerding  in  Straljs- 
burg  i.  E. 

3.  Oeometrie  der  Massen    Q.  Jung  in  Mailand. 

4.  Kinematik.   A.  Schön  flies  in  Königsberg. 

5.  Die  elementare  Statik,  intbesoudere  graphieche  Statik.  L.  Henne- 
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25.  Wellenoptik  (Interferenz  und  Beugung).    K.  Strehi  in  Erlangen. 
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Analytische  Darstellnn^  mono^eneT'  Functionen  ?em  melurereii 

nnabMugigen  V  eränderlickeiu 
Von  O.  mttag-Lefller  in  Stockholm. 

Der  unter  dem  Namen  der  Taylor 'sehen  Beihe  bekannte  Grenip 
ausdruck 


Lim  ^^iJ'WCa) 


besitzt  (He  fundamentale  Eigenschaft,  gieiclmmisig  <  nnv«^rgent  zn  sein 
Für  jedeu  Bereirh  mi  Iiinem  eines  Kreises  C,  aber  zu  divergiran 
/ür  jeden  Punkt  aui'serhalb  desselben  Kreises. 
Der  Grenzausdruck 

^        l  <»)» 

UM«» 

welchen  ich  in  kfirzHch  ersebianenen  Abhandlungen  stedirt  haba^ 
besitzt  die  Eigensebaft,  gleichmftftig  Ar  jeden  Bereich  im  Lmem 
des  Principalstenis  A  zn  conTergiren,  welcher  zn  den  Canstanien 

F^)(a)i   ^4  — 0,1,  2...  00 
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geh&ri^  imü  nicht  gieicimiäfsiij  m  conTergiren  für  irgend  ein  Con- 
tinuum,  welches  eine  Ecke  von  Ä  enthält  £s  ist  dennoch  toU- 
k(munen  möglich,  dafs 

Lim  Gn(ic  I  a) 

noch  auTserhalb  Ä  coiiTergiit.  Es  besteht  iwischen  dem  Ausdruck 
und  dem  Ausdrucke 

Lim  Qft{x  1  a) 

n  =  «0 

dieser  wesentliche  Unterschied,  dafs  der  Kreis  C  immer  ein  Cktn- 
▼ergenzstem.  des  Ausdruckes 

n 

Lim  V~PW(a)(aj-a)^ 

ist;  aber  dafs  es  nicht  notwendig  ist,  dafs  der  Stern  A  ein  Con* 
vergenzsiern  des  Ausdruckes 

Lim  Gn(»  I  tt) 

««•OD 

ist 

Das  folgende  Problem  bietet  sich  nun  von  selbst  dar:  den 
Ausdruck 

Lim  Gn(jc\a) 

durch  ein*  Ii  anderen  CJrenzansdruck  zu  ersetzen,  welcher  den  Stein  Ä 
als  Convergenzstem  besitzt. 

Dieses  Problem  kann  auf  verschiedene  Arten  gelöst  werden. 

Eine  erste  Lösung  ist  die  folgende:  Man  setze 

^»(*  I  •  • ' 


Die  Ccnstanien  Cj^a^...!^  sind  gegebene  numerische  Constante, 

i"  1    {i\h+^  1  (t\ 


1  Xit+ia+Z. 

« 


und  sie  werden  algebraische  Irrationalitäten  für  n  >       Man  sieht, 
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dafg  Sn{x\a)  für  »  1  nichts  anderes  ist  als  die  Tajlor'sche  Reihe. 
Der  Ausdruck  _ ,    „  r  t  \ 

CO 

besitst  den  8tem  A  als  OonTergenzstamt  und  man  hat  sogleich 

FÄ(x)  «-i  Lim  8^(x  \  a). 

Eine  «weite  Ldenng  gewinnt  man  so:  Man  setM: 

n 

Sa(x  I  a)  —  F(a)  +  Lim  ^ai(x  |  a), 

«  —  dnar  po«itiv8ii  Zahl,  «aUhe  nickt  grUtor  ab  Sini  ist. 

Die  ^)r^(|3)  sind  Polynome  vom  Giade  fi,  deren  Coefficienten 
gegebene  posltiTef  rationale  Zahlen  sind.  Diese  Poljnome  Tendhwin- 
äiBiL  iOae  ß 0, 

Der  Ansdntek  Sa{x  \  a)  geht  fifar  er » 1  in  die  Tajlor'eclie 
Reihe  Aber;  er  beeitst  einen  wohlbestimmten  OonTergenzsteni^  der 
fBr  « «  1  der  Kreis  C  ist,  und  der  sich  mehr  und  mehr  dem 
8tem  A  n&hert,  wenn  a  sich  der  Null  nähert.  Andererseite  besitzt 
der  Grenzausdruck  Lim  Sa(x  \  a)  den  Stern  A  zum  Convergenzstem. 

Mßn  JkU  alM  fUr  da$  hmere  des  FirmäpäMmM  die  CHeiehunff 

FA(x)  —  Lim  Gn(x  \  a)  =  Lim  Sn(x  \  a)  —  Lim  Sa(x  \  a). 

n^m  amtQ 

Der  8Um  wd^er  em  ComfergeHMsiem  ßr  den  »weUen  und 
drüten  unserer  drei  Grengauedrüeke  ist,  isi  e$  mdtt  ncheendig  für 
den  ersten* 

Der  ente  Ansdrack 

Lim  Ö,(a;la)-Lim  V 


tn 
n 


ist  ein  emfaoker  Grenzausdrook. 
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Ber  dritte 

^  r       ,  (ß)  /X  -  a\ 

Lim  S„(x  I «)  -  F(a)  +  Lim  Lim  y  J^W{a)  (  —  )  + 


n  =  0  o=30ii— OD, 

ist  ein  ^e^ettcr  Grenzausdruck. 
Der  «weite 

Trli  Hf  9 

lim  Lim  Lim  . . .  Lim  y  y  ^ 
«h««  im-«    »„-«  i^oÄ 

ist  von  einer  viel  höheren  Transcenden2. 

£s  mögen  noeh  folgende  wichtige  Bemerkungen  hinsagefBgft 
werden: 

Es  giebt,  wie  schon  bemerkt  worden  ist,  zwischen  C  und  A 
einen  intermediären  Stern  welcher  auf  stetige  Weise  yon  0 

naeh  A  UbergefOhrt  werden  kann,  indem  man  «r  TOn  1  bis  0  variizen 
lafei   Für  diesen  Stern  findet  die  Gleichung  statt: 


jPil<«)(a?)  ~^(a)  +  Um  ^ftC«  -  a). 

Dieser  Siem  ist  aaeh  ein  OonYSiigeiizsteni  fOr  den  Ausdruck 

Lim  yOi(x  ~  a), 


und  dieser  Ausfinick  ist  seinorseits  ein  einfadier  rirenzausdruck. 

Alle  Theoreme,  welche  soeben  ausgesprochen  worden  sind, 
können  auf  analytische  Functionen  mehrerer  unabhängiger  Variablen 
aasgedehnt  werden. 

Diese  Ausdehnung  kann  auf  zwei  sehr  verschiedene  Arten  ge- 
schehen. Bei  der  ersten,  sozusagen  gewöhnlichsten,  spielt  die  Ord- 
nung der  unabhängigen  Variablen  keine  Bolle.  Bei  der  zweiten 
hingegen  hat  diese  Ordnung  einen  ausschlaggebenden  EinfluDEi. 
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.  .  Zw  Theorie  der  Peinear^'selieR  Rdhes. 

Von  B.  Frioke  in  Braimschweig. 

Bei  AbschMrong  der  Bedeutung,  weldie  die  Pinncar^'aeben  Beihoi 
als  aaalytisohe  BaisteUungen  der  automorplien  Foimen  IwdtMn,  ist 
es  eine  Hauptfrage,  weUdie  Fonnen  sich  direet  als  Poineax^sdie 
Beiben  darstellen  lassen.  Diese  'Fmge  ist  lüslang  nodi  nicht  all- 
gemein beantwortet  werden.  Dia  früheren  üntersuchungen  von 
Poinoare  seiher  sowie  Ton  Autoren,  welche  sidi  unmittelhar  aa 
Poincari  anscblielken,  heiareffen  (gewöhnlich  für  stark  beschrlnkfc» 
Gruppendassen)  stets  nur  „eigentfUsh**  automorphe  Fonnen,  welche 
bei  E.  Bitter  nur  eine  specieUe  Glasse  aller  möglichen  emdeutigen 
automorphen  Fonnen  (multiiplieatiTen  Fonnen)  ausmadiea«  Bitter 
hat  die  anfgeworfinie  BVage  im  niedersten  FUle  der  Gebilde  des 
Geschlechtes  |»»0  für  aUe  Fonnen  im  wesentlichen  aum  Abscblais 
gebracht.  Er  bedient  sieh  hieihei  dnes  Beweisverfthretas,  dosaai 
iresentliche  Gesichtspunkte  TOn  Poincani  herstammen^  die  er  jedodi 
in  neuer  Gestalt  und  in  swedcmftfsigerer  Anordnung  darstellt 

Der  Vortragende  führt  aus,  dafs  auch  bei  automorphen  GeVnlden 
beliebigen  Geschlechtes  Pj  abpesehen  vom  Falle  der  eigentlich  auto- 
nu  rjihen  Formen  ( —  2)*"'"  Dimension,  dif  iiitter'sche  Überlegung 
7.ugkiilftig  bleibt.  Im  genannten  Ausnahmefalle  hat  man  indessen 
mit  abgeänderten  Verbiiltnissen  zu  thun  (wie  gleich  noch  näher  auf- 
gewiesen wird);  gleichwohl  ordnet  sich  auch  hier  das  schliefslich 
herauskonmiende  Resultat  folgenden  allgemeingültigen  Angaben  unter: 
Eine  eindeutige  automorphe  Form  ist  stets  und  nur  dann 
in  Gestalt  einer  Poincare'schen  Keihe  darstellbar,  wenn 
folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

I.  Die  Form  mufs  „unimultiplicativ"  sein,  d.  h.  sie 
mufs  gegenüber  den  Substitutionen  der  Gruppe  stets  nur 
Multiplicatoren  Tom  absoluten  Betrage  1  annehmen. 

n.  Die  Form  mufs  in  jedem  etwa  auftretenden  para- 
bolischen Zipfel  des  Fundamentalbereichs  verschwinden. 

III.  Die  Dimension  d  mufs  eine  solche  sein,  dafs  über- 
haupt die  Poincare'schen  Beiben  dieser  Dimension  absolut 
convergent  sind. 

Was  die  erste  Bedingung  uigeht,  so  ist  die  Beschränkung  auf 
unimultiplicative  Formen  als  keine  sehr  wesentliche  anzusehui. 
Eine  Form  mit  irgend  einem  zulässigen  Multiplicatorsystem  kann 
stets  auf  eine  und  im  wesentlichen  auch  nur  auf  eine  Art  durch 
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]falti|iilicKtion  mit  der  EipcmentuJfimction  emee  ftbeiall  «ndHeben 
laiegnls  m  eine  iimmiittiplicaitiTe  Ifutm.  tungewandelt  werften. 

Die  xweite  Bedingung  belveffiBad  lag  die  YenniEfaing  sahei 
dalt  des  Yersdiwinden  der  Poincari'eolMn  Beihen  in  den  para- 
bolischen SpHeen  vieUeieht  eine  Folge  der  hekaanten  Fordemng 
wize,  dab  die  hei  Bildung  einer  Poinear^schen  Beihe 

benutzte  rationale  Fonn  (Jity  i»)  in  allen  Grenzpnnkten  der  Gmppe 
und  also  auch  in  den  parabolischen  Spieen  endlieh  Min  eelL 
Herr  Ton  Mangoldt  hat  bereits  in  den  Göttinger  Nachrichten  von 
1886  rationale  Formen  H,i  mit  Erfolg  zugelassen,  welche  in  para- 
bolischen Spitzeu  (gemessen  in  Q  i'ole  ausitächend  niedriger  Ordnung 
aui weisen.  Der  Vortragende  teilt  indessen  mit,  dafs  sich  bei  den  be- 
treffenden Reihen  die  polare  ünstetigkeit  auf  einen  in  ti»  ^2  rationalen 
Factor  wirft,  während  der  übrigbleibende,  für  die  Abschätzung  der 
dargestellten  automorphen  Form  im  Fundamentalbereiche  allem  m 
Betracht  kommende  Factor  iiach  wie  vor  im  parabolischen  Zipfel 
verschwindet.  Eine  Beseitigung  der  Fordenmg  II  Ittfst  sich  also 
von  hier  aus  nicht  gewinnen  und  dürfte  überhaupt  auch  auf  anderem 
Wege  nicht  ausführbar  sein. 

Der  Bedingung  III  wird  in  jedem  Falle  durch  die  Ungleichung 
d<i  —  3  genügt.  Bei  Grenzkreispruppt  u  ist  auch  d  =  —  3  zulUssig. 
B*M*  verschipdenen  Arten  von  Gruppen  ohne  Grenznirven  (insbesondur 
für  alle  Gruppen  mit  Hauptkreis,  der  kein  (ireuzkreis  ist)  hat  mau 
die  absolute  Convergenz  der  Reihen  (—  2)*"'^  Dimension  zeigen  können 
(Schottky,  Burnside,  Ritter).  Ja,  der  zweite  der  eben  ge- 
nannten Autoren  hat  sogar  die  Existenz  von  Gruppen  aufgewiesen, 
bei  denen  die  Reihen  der  Dimension  —  1  noch  absolut  convergent 
find  (cf.  Froceedings  of  the  Lond.  Math.  800.  ymi  1891).  Bei  Gruppen 
mit  einer  oder  unendlich  vielen  „Grenionrren'*  sind  die  Beihen 
(—  2)*®'  Dimension  niemals  absolut  oonTeigent.  Die  verbreitete 
Vermutung,  dafs  bei  allen  Gruppen  ohne  Grenzcnrven  die  Reihen 
(—2)**'  Dimension  abeolut  oonrergent  seien,  hat  noch  nicht  be- 
stätigt werden  kUnnen;  und  andererseits  nuiÜBte  leider  der  Versuch  von 
Herrn  Lindemann,  die  absolute  Convergenz  der  Beihen  ( — 2)**' 
Dimension  bei  den  Gxnppen  mit  Grenzcurven  zu  zeigen  (ef.  Sitaungs- 
herichte  der  Mfincheaer  Akad.  1899  Heft  m),  niJUingen. 

Den  Beweis  des  oben  aosgesproehsnen  Theorems  konnte  der 
Yortragende  ans  Hangel  an  Zeit  nicht  ansfOhrHflli  entwickeln.  Ihr 
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mufste  sich  mit  der  Bemerkung  begnügen,  dafs  diesrr  Beweis  auf 
der  Theorie  der  sogenannten  „einpoligen"  Reihen  beruht,  deren  einzehie 
im  Fundamentalbereiche  nur  einen  frei  beweglichen  Pol  erster  Ordnung 
„vom  GoefBcienten  1*^  aufweist.  Solche  einpolige  Beilien  lassen  sich 
in  allen  in  Betracht  kommenden  Fällen  ansetzen,  abgeflefaen  Ton  den 
eigentlich  automorphen  Beihen  (—  2)^'  Dimension ,  welche  entweder 
polfrei  oder  sundestens  zweipolig  sind.  Hierdurch  ist  die  Ausnahme- 
stellimg  dieeee  echon  oben  genannten  Falles  begründet.  Doch  genügt 
es,  wenn  man  in  diesem  Ausnahmefalle  die  Betrachtung  auf  die 
zweipoligen  Beihen  boiirt»  Aus  der  Untersuchimg  der  Abhftngig* 
keit  dieser  Beihen  TOn  ihren  ünBtetigkeitSBteUen  entspringt  ein 
indirectes  SchluIsTerfiüiren,  yennSge  deeaen  man  der  im  Laufe  des 
Bewttses  anftretenden  Schwierigkeit  des  mSglichen  identiseben  Ter> 
Schwindens  polfteier  Beihen  erfolgreich  begegnet 


Zn*  Theorie  der  Aberschen  6^riippei. 

Von  £.  Steinits  in  Charlottenbuxg. 

Unter  den  mdUd^  Gruppen  seichnen  sidk  diejenigen,  daran 
Operationen  vertausdibat  sind,  die  sog.  commtlaUiom  oder  A^Mftea 

Gruppen  durch  besondere  Einfachheit  und  Übersichtliohkeit  ans. 
Diese  Übersichtlichkeit  beruht  darauf,  dafs  wir  imstande  sind,  die 

verschiedenen  commutativen  Gruppen  durch  bestimmt«,  mit  ihnen  in 
sein  eiufachem  ZusaTiiiiitnhange  stabende  Zahlen,  ihre  .^Invarianten*', 
zu  ciiarakterisieren.  Aus  jeder  AheVschm  Gruppe  kann  man  näm- 
lich ein  Sjfstem  erzeugender  Operationen 

^it  ^t»  •  •  •  ^« 

herausgreifen,  welches  folgende  Eigenschaften  besitzt:  1.  Jede 
Operation  läfst  sich,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  als  Product 
von  Potenzen  der  Operationen  A^,...A„  darstellen.  2.  Von  den 
Ordnungen  «j,  o^,  .  .  .  a„  der  Operationen  A^,  A^^  ,  .  .  A^  ist  jede 
durch  die  folgende  teilbar.  Dabei  sind  die  n  durch  die  Grruppe 
völlig  bf  '  tmimt  und  besUiann  ti  i^ni  rseits  die  Gruppe  (wenn  boloS- 
drisch  isomorphe  Gruppen  nicht  als  verschieden  angesehen  werden). 
Sie  heifsen  die  „Imarianten**  der  Gnippe.  Natürlich  kann  das 
Invariantensjst^m  der  Gnippe  durch  Hinzunaiuno  von  Invarianten 
vom  Werte  1  beliebig  verlängert  werden,  da  man  dem  System  der 
erzeugenden  Operationen  beliebig  oft  die  Identit&t  beifügen  kami. 
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Die  Anzahl  der  von  1  verschiedenen  Invarianten  heifst  der  „Bang** 
der  Gruppe  und  giebt  an,  wie  yiele  Operationen  zn  ihrer  £rzeagang 
erforderlich  sind. 

Damit  in  einer  commutativen  Grappe  tt  *«  (%!  Oi, . . d.  h. 
einer  Grappe  er  mit  den  Inyarianten  o^,  14, . . .  eine  mit 

ß  =  (fci,  63  . . .) 

isomorphe  Untergruppe  Torhanden  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend. 

Mit  diesen  S&tzen  und  solchen  Untersuchungen,  welche  sich 
mit  ihrer  Hilfe  leicht  erledigen  lassen,  ist  jedoch  die  Theorie  der 
AberscJim  Gruppen  keineswegs  erschöpft,  und  eine  weitere  Be- 
schäftigung mit  denselben  führt  bald  zu  Fragen,  welche  gänzlich 
neue  Unttrsuchungen  erfordern.  Eine  sokhu  Frage  beti-ifft  die 
Zusammensetzung  von  6rru2)p<'n  aus  gegehcncn  Fadoren  in  dem 
zuerst  von  C.  Jordan  angegebenen  binne.  Sind 

AbeVt>chr  Gruppen,  so  wollen  wir  sagen:  „y  ist  in  dem  Product 
a'ß  cnthaUen",  wenn  y  eine  mit  o  isomorphe  Untergruppe  besitzt, 

£Dr  weldie  Überdies  ^  28omoip]i  mit  ß  ist  Wenn  demnaeli  nnier 

dem  Product  a  •  ß  die  Gesamtheit  der  in  a '  ß  eiitiiali/enen  Gruppen 
verstanden  \vird,  so  zeigt  die  Untersuchung  leicht,  dafs  für  diese 
Productenbiidung  zwar  das  commutaiive  und  das  associative  Gesetz 
gelten,  dafs  aber  keineswegs  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 
u'ß'^a-ß'  die  Gleichheit  der  Gruppen  ß  und  ß'  folgt.  Es  liifst 
sich  indessen  leicht  die  Rechnung  mit  commutativen  Gruppen  so 
gestalten,  dafs  die  formalen  Reehnungsoperationen  durchweg  Giltig- 
keit  haben.  Dazu  gelangt  man,  wenn  man  die  Frage,  ob  eine 
Gruppe  y  in  dem  Product  wß  enthalten  sei,  dahin  verschärft:  Wie 
oß  ist  die  Gruppe  y  in  a'ß  enthcUtm,  d. h.  wie  viele  Untergruppen 

besitzt  y  ron  der  Beschaffenheit,  da&  n*  mit  a  und  ^  mit  ß 

isomorph  istV  Wird  diese  Anzahl  mit  /(y;  a,  ß)  bezeichnet,  so 
liegt  es  nahe,  ein  symbolisches  Rechnen  mit  Gruppen  durch  die 
Gleichung 

n 

zn  definieren,  welche  das  Proditct  zweier  Gruppen  als  eine  Summe 
von  Gruppen  darstellt,  als  deren  Summanden  die  nach  obiger  Be- 
jAluMbtzieht  d.  DantielMB  ltothtBi.-YwtiiiigMig.  IX.  1.  % 
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Zeichnung  in  dem  Product  « •  ß  enthaltenen  Gruppen  n  erscheinen,  und 
zwar  eine  jede  so  oft,  als  sie  in  dem  Product  enthalten  ist.  Auf 
Grund  der  leicht  nachzuweisenden  EelaUou 

gilt  für  di(>s«^  Rechnung  das  commutative  Geseu.  Es  folgt  femer 
aus  einer  Gleichunrr  von  der  Form  a '  ß  ^  a  -  ß\  daCs  ß  —  ß'  sein 
mmn.  Jede  f/an^c  Functim  von  Gruppen  lüfst  sich  auf  Grund  der 
d'^tinirenden  Gleichung  als  eine  lineare  Imnogene  FuHcUon  von 
Gruppen  darst'  Iii  n,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise. 

Aber  trotz  dieser  ele^^nnfen  Eigenschaften  der  commutativen 
Gruppen  ist  man  noch  immer  weit  entfernt  von  der  Beantwortung 
der  Cardinalfrage  nach  den  in  einem  Product  wß  enthaltenen 
Gruppen.  Diese  verlangt,  durch  ein  allgemeines  Theorem  Über  das 
Ver8ch\\4nden  oder  Nichtvcrschwinden  der  Function  «r,  ß)  zu 
entscheiden.  (In  jedem  fdnzelnen  gegebenen  Falle  Icann  natürlich  die 
Entscheidung  durch  ein  endliches  Verfahren  geliefert  werden.)  Für 
Tersduedene  specielle  F&Ue  -ergeben  sich  indeuen  mancherlei  merk* 
würdige  Resultate.  Wenn  z.B.  von  den  Gruppen  ß  die  eine, 
etwa  vom  Range  1  ist,  also  nur  ihre  erste  Invariante  einen 
von  1  Terschiedenen  Wert  hat,  so  kOnnen  die  in  a*ß  enthaltenen 
Gnippen  leicht  angegeben  irerden.   Es  sei 

«  =  (fli",  Oj,  ,  .  .),    y  =  (Cj,  Ci,  .  .  .); 

dann  ergeben  sich  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingungen 
dafür,  da&  ^  in  a*j8  enthalten  sei: 

2,  DU  QuoUenien  "'s  ^  %  ^,  f^...  ftt&sim  poiure 

Zahlen  sem.  ^    ^    ^    ^    ^  4 


Man  kann  diesen  Sats  noch  in  anderer  Form  anssptechen: 
Damit  eine  Gruppe  tt™(fli%  , . . .)  durch  Hinzonahme  einer 
einzigen  erzeugenden  Operation  zu  einer  Gruppe  y  (j^i  •  •  •) 
erweitert  werden  kOnne,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafo  die 

Quotienten         — »  — »       •  •  •  ganze  Zahlen  sind.  —  Auch  für  den 
«i   ^  «I 

Fall,  dals  von  den  Gruppen  tt,  j)  die  eine  nur  vom  Bange  2  (die 
andöre  beliebig)  ist,  habe  ich  die  in  «•/)  enthaltenen  Gnippen 
bestimmt. 

Ein  weiterer  specieUer  Fall:  Von  den  Gruppen 
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sei  keine  von  hfibenm  als  drijtten  Range.  Damit  y  isi  a'ß  ent- 
halten sei,  ist  notwendig  nnd  hinreichend: 

2.  Die  Quotienten 

-  -     1  — — *»    ■—'  ■  1 

Ca  C«  g;  •  ft»  ^     «3 ^ 

C^  <T>      ^  "»•^« 

fiktoseii  j/anre  Zahlen,  sein. 

Bei  diesen  Untersuchungen  kann  man  sieh,  wie  leicht  zu 
sehen,  auf  die  Betrachtung  solcher  Äbel'scher  Gmppen  heschi&nken, 
dera  Ordnungen  Potenzen  einer  und  derselben  Primzahl  j?  sind. 
Bs  sei  also  jetzt 

Dann  liegt  es  nahe,  die  Frage  nach  dem  Yerschwmdeu  udei  >iiL'ht- 
verschwinden  der  Function  ^(y;  a,  in  der  Weise  anzugreifen, 
daTs  man  auf  die  allgemeine  Bestimmung  der  Funktion  t  ausgeht. 
Eine  solche  Bestimmung  habe  ich.  mit  Hilfe  von  Rernrsionsfornieln 
durchgeführt,  /(y;  er,  ß)  ist  eine  Function  der  Fnmzahi  p  und  der 
Exponenten  a,-,  6,,  betrachtet  man  die  Exponenten  als  bestimmte 
gegebene  Zahlen  und  t  als  i'Xinction  von  p  allein,  so  lehrt  die 
Untersuchung,  dafs  t  eine  ganze  rationale  Function  mit  ganzzahligen 
Goeffidenten  ist,  deren  Grad  die  Zahl 

Ml  —  (<Ji  —  Ol  —  J,)  +  2(Cf  —  Oj—  M  +  5(^8  —  «8  —  W  H  

sicherlich  nicht  übersteigt.  Bezeichnet  man  daher  den  Coefficienteu 
von  p"*  mit  h(y\  er,  so  ist  /<(y;  «,  ß)  von  p  unabbiingig  imd 
kann  nicht  negativ  sein,  weil  sonst  für  grofse  Werte  der  Prini/.ahl 
p  die  Function  /(y;  a,  ß)  negative  Werte  annUhme,  was  ibrer  Natur 
als  einer  An/ahl  widerspräche.  —  Indessen  die  Form,  in  welcher 
sich  die  Function  t(y^  a,  ß)  darbietet,  ist  nicht  geeignet,  allgemein 
entscheiden  zu  lassen,  ^vann  sie  identisch  (d.h.  hei  festbleibenden 
Exponenten  a/,  6,,  o  fiir  jeden  Wert  von  p)  verschwindet,  imd 
wann  nicht.  Nach  den  bisherigen  Untersuchungen  können  folgende 
Sätze  als  sehr  wahrscheinlich  gelten:  1.  Wenn  die  TStndUm 
i{y\  a,  ß)  nidii  identisch  verschwindet,  so  verscJmindcf  sie  für  leinen 
Weti  der  Mmtahl  p,  2.  Die  FumUan  t{y]  a,  ß)  steigt  entweder 
wirfUich  Us  mm  Grade  m  an,  oder  aie  versckwmdei  Übet^oMpi  iden- 
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tisch.  Hiemach  wfirde  das  Verschwinden  und  Nichtverschwinden 
der  Function  t{y;  «,  ß)  ganz  unabhängig  von  p  imd  durcli  das  Ver^ 
schwinden  oder  Nichtverschwinden  von         <^iß)  allein  bedingt  sein. 

Der  Coefficient  a,  j^)   liiist   nun  eine   merkwürdige  Dar- 

stellung zu,  auf  welche  hier  noch  kurz  eingegangen  werden  möge. 
Zu  diesem  Zweck  denken  wir  uns  eine  natCbrliche  Zahl  n  beliebig 
grofs  aber  fest  gewählt,  ziehen  sodann  ausschliefsiich  solche  Gruppen 

in  Betracht,  deron  Bang  Ist,  und  ordnen  jeder  solchen 

Gmppe  ein»  bestinimte  symmärntM  AficMdfi  von  n  ühbestmmdm 
•  •  •  ^  IQ«       folgt*  Die  Exponenten  a^j  a^* « *  •  ^  genflgen 
den  üngleichnngen  <ti  ^    >  •  *  •  ^  a,,  >  0,  MÄrt  man  daher 

a'i  «=■  a,  +  w  —  i, 

so  bestehen  zwischen  den  a'  die  Ungleichungen 

a'j><i',>.->«i',>0. 

Der  Ansdmck 

dessen  Glieder  ans  d^'»  •  «J  «•  •  -      hervorgehen,  indem  die  Exponenten 

allen  Fermntationen  unterworfen  werden,  wobei  das  Vonseieihen  + 
oder  —  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Permutation  der  geraden 
oder  ungeraden  Klasse  angehOrt,  stellt  eine  ättermrenäe  Function 
von  Jtj, . . .  Xn  dar.  Wir  wollen  die  in  dieser  Welse  den  Gruppen  «  ent- 
sprechenden alternirenden  Functionen  als  einfacite  aUmmmde 
Functionen  bezeichnen.  Dann  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  jede  atter> 
nirende  Function  sich,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  linear  und 
homogen  durch  einfache  alteinirtjude  Functioneu  ausdrücken  läfst. 
Bezeichnet  femer  D  das  Differenzenproduct  von  a:^,  .  .  .  x«,  uad  wird 

die  symmetrische  Function  S(a)  als  emfcuh  sifmmebrwike 

FmeHan  heseichnet,  so  ist  klar,  dafo  sieh  jede  symmebisdie  Ftoo- 
tion,  und  swar  nur  auf  eine  Weise,  linear  durch  einÜMshe  i^ym- 
metrische  Functionen  ausdrücken  Iftbt  Wenn  man  nun  das  Pro- 
duct  S(a) '  S{ß)  zweiw  emfiadhen  symmetrischen  Functionen  linear 
durch  einfache  symmetrische  Functionen  ausdrückt,  so  ergiebt  rieh 
das  merkwürdige  Resultat: 

WO  die  Summe  sich  über  diejenigen  Gruppen  y  erstreckt,  deren 
Bang  <^  n  ist,  und  die  CoetHcienten  h(y'  a^ß)  die  oben  angegebene 
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Bedeutung  haben.  Hiernach  kftme  alles  darauf  an  m  entscheideii, 
welche  Goeffidenten  in  der  Entwickelung  von  S(tt)'S{ß)>  0  ans- 
fallen.    Ob  dadurch   die  Beantwortung  unserer  Frage  erleichtert 

wird,  bleibt  freilich  dahingestellt.  Bisher  ist  mir  selbst  der  Nach- 
w^eis,  dafs  in  der  Kntwickelung  von  S(c()-S{^ß)  niemals  negative 
Coefficienten  auftreten  küuaen,  nicht  anders  möglich  gewesen  als 
auf  dem  Umwege  über  die  Theorie  der  AJbel'schen  Gruppen. 


Singulare  bilineare  Formen  and  Relationen  zwischen 

Unterdeteniinantei* 

Yen  W*  Wx»  Hi&yw  in  Königsberg  i.  Fr. 

Durch  WeiterfOhrang  des  üblichen  EliminationflTerfahreiiB,  das 
dara  dient,  eine  aUgemeine  quadratische  Gleichnng 

in  n  Variablen  jc^,  a^, . . jp«  in  den  dualistischen  Variablen 

darzustellen,  gelangt  inan  auf  elementarem  Wege  zu  der  kiinonischön 
Darstellung  der  sing^ilaieu  biiinearen  und  quadratischen  Formen, 
und  überdies  zu  eigenartigen  Beziehungen  zwischen  den  Minoren 
einer  Deterrainanio  resp.  Matrix. 

Die  Darstellung  der  sinpililren  Fonnen  erscheint  hierbei  als 
CnroUar  zu  einer  Heihe  allgememerer  Iden  titäten*);  für  die  l  uter- 
suchung  der  Beziehungen  zwischen  den  Minoren  einer  Matrix  ist 
umgekehrt  die  Einiuhrung  der  zugehörigen  bilinearen  Fonnen  als 
ein  Beweisprinzip  anzusehen. 

Das  gemeinte  VerfEÜiren  soll  znn&chst  £Qr  eine  quadratische 
Form  f  in  drei  homogenen  Variablen      fl^,  x^i 

(1)  /(«II  «i,  «,)  -2^a/»a!i**;   (a,*  a^) 

twmt  k^l 

auseinandergesetzt  werden. 

Nach  dem  Eul  er 'sehen  Satze  ist  /*  als  bilineare  Form  der  x 
und  der  ^halben)  Ableitungen  fi  von  f  darstellbar: 

*)  Man  vergleiche  auch  die  nachtoigende  Note  de«  Verfassers  über 
den  Pascarachen  Satz. 
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(») 


f\  ~  '^ll^l  ~i"  ^12^2  "1"  ^13 "^3 


/s—  «81*1  +  O»^  +  Obs^B- 

Umgekehrt  ist    durch  die  Festsetzungen  (2)  (und  am  =  aj^j)  definirL 
Eliiuinirt  man  erstens  aus  (2)  alle      so  entsteht: 

«11     <*U     «18  f\ 
%8 


(3) 


«^1 

«82 


•83 


0, 


odoTi  wenn  A  die  DetArminante 
detemunante  toh  aiki 


ft 

f 

Oft  I  bedeutet,        die  Unter- 


(I) 


«81 


«8» 

f2 


«13 
^8 
«88 


/i 
/8 

0 


Die  Gleichung  /"fiTi,  iCg,  iCj)  =  0  stellt  nriin  Kegelschnitt  dar; 
die  /;  sind  don  Liaiencoordinaten  w,  der  Tangente  im  Punkte  {t^  4er 
proportional,  und  (I)  liefert  die  OleichnnfT  cler  in  Liniencoordi- 
naten:  20 ZUi^ii  an  0.  Das  gilt  zunächst  nur  tÜr  A=^0:  ersetzt 
man  aber  von  vornherein  in  (2)  f  durch  den  Wert  Null,  so  ist  das 
Resultat  (3)  der  Elimination  (mit  /'=  O)  unabhängig  vom  Werte 
TOn  A.    Das  letztere  specieUere  Verfahren  ist  das  übliche. 

Es  sei  jetzt  »  0,  aber  einer  der  ersten  Minoren,  etwa  er,,  =^0. 
Will  man  dann  zeigen,  dafs  f  m  ein,  Ftodukt  von  zwei  (nngleiclien) 
Linearfactoren  zerfltllt,  so  kann  man  so  vorgehen.  Da  vermöge 
^  =  0  zwischen  den  fi  eine  lineare  Identitftt  besteht,  so  lUet  sich 
linear  durch  f\  und  ausdrücken;  andereaneits  kann  man  aus  den 
Gleichungen  (2)  für  A  /\ ,  die  Gröfsen  ,  ^  eliminiren:  f  erscheint 
80  als  eine  quadratische  Form  in  fufftX^f  aus  der  aber  tliat- 
B&cblich  x^  herausfaUen  mufs. 

Der  Kein  dieses  Eliminationsyerfahrens  tritt  aber  schärfer  herror, 
wenn  man  von  den  beiden  genannten  Processen  nur  den  letetereo, 
d.  i.  die  Elimination  Ton  a^,  beibehilt  und  zagleidL  Uber  die 
Werte  von  A  und  ron      noc^  gar  keine  Yorausseteong  trifft 

Demnaeb  eliminire  man  ans  einem  Teil  der  61eicliung«n  (2), 
namHch  aus  den  drei  ersten,  einen  Teil  der    nllm]ieh«|,     so  kommt: 
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«11     «11  /l"^«!!^ 

fi     ft  f-UH 
oder  dqxeh  Auaftthning: 


-0, 


a 


(U)a„f=- 


11 


fl 


«u  «tt 

fi    /i  0 

Diese  Identität  (II)  gilt  für  alle  Werte  der  a.j,.  LRfst  man 
jetzt  a  posteriori  die  Bedmgung  A  —  0  eintreten,  während  0 
sei,  so  speeialisirt  sich  (XX)  Z14: 

(n-)    «„f=/;»<i„-8r,r,«„+f.*«i,  U-o), 

/erfliUt  also  in  ein  Product  Ton  zwei,  in  den  /*^,  und  damit  ia 
den  u^i,  Xg,  :r^^  Unt  aren  Factoren*). 

Die  Annahme  a  , ,  ^=  0  repräsentirt  nur  den  einen  Typus  von 
mindestens  einem  nicht  vprschwindeuden  ersten  Minor:  der  zweite 
Typus  wird  etwa  durch  ^=  0  charakterisiri  Dann  eliminire 
man  entsprechend  x^,  aus  den  Gleichungen  (2)  für  und 
erhält  nach  geeigneter  Ausführung: 


(Ua) 


f'>a  = 


a 


13 


/i 


"4"  x^x^A^ 


ff  h  0 

Ist  jetet  il  —  0,  =f=  ^1  ^  enolieint  f  saTttrdefSt  als  quadra* 
tische  Form      f^^  i\y       da  aber  zwischen  fi»  fi^  fi  eine  lineare 

Identität  besteht: 

(ö)     fi  «f«  -i-  fi     +  fi«»^  fi  «II  +  fi  «ji  +  fi  o»i  =  0, 

so  louin  man  entweder  durch  /j,  fi»  oder  aher  ^  durch 
ansdrfieken;  dann  geht  f  in  eine  quadzatische  Form  von  /*s,  /'s  resp. 
/'j,  allein  über.  Dies  ,  gilt  auch  noch,  wenn  resp.  identisdi 
Teisehwmdet.  Der  nSchste  Schritt  fthrt  an  dem  Falle,  wo  zwar 
aUe  ersten  Minoren  Ton  ,A  Terschwinden,  nicht  aber  slle  zweiten^ 
d.  h.  nicht  alle  a^.  Man  wird  wieder  zwei  Typen  4^  0,  a^g  4^  0 
trennen» 


Dafs  imigekefartf  wenn  f  in  ein  Product  0^  von  Linearfactoren 
zeifUlt,  A«*0  ist,  zeigt  man  in  ftblicher  Weise,  indem  man  die  /*;  bildet 
und  aus  ümoi  «,  v  eliminirt. 
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Um  zu  den  correspondirenden  Identitäten  zu  gelangen,  eliniinire 
man  im  ersten  Falle  aus  den  Gleichungen  (^)  für  und  findet 
die  für  alle  aiu  gültige  Identität: 

(m)        f Oll  =  /i* -  (x,- aja-^^ H «S4  + 

Sind  jetst  im  Besonderen  alle  «^«^  0,  a||>4*0,  so  xedudrt 
sich  f  auf  das  Quadrat  einer  Lineaifoim*). 

Der  zweite  Typus,  ais=|=0,  wird  analog  durch  Kliminatioa 
von      aus  /*,  /"^  erledigt  und  fCUurt  zunächst  zu  der  Identitftt: 

(in')  /'«if=/i/i+«i4«a^--a^Cai«M~*a««  +  «»«if). 

Sind  also  speciell  alle  aa-^Of  Oj^^j^O,  so  erscheint  f  zu- 
nächst als  Product  der  beiden  Linearfactoren  f^^f^\  da  aber  vermöge 
der  getroffenen  VoraussetzunL'cn   /g  proportioiiai  mit  /"^^   SO  geht 

damit  f  in  ein  volles  (^*u Lidrat  über. 

Man  bemerkt  zugli  i  /h,  dafs,  wenn  im  FaUe  (m)*  auch  nur 
'^ss  ^  ^33     ^22  ^11  4^"       f  sich  bereits  auf  ein  Quadrat  redu- 

cirf;  fla  nbpr  dann  alle  a,*  verschwinden,  so  folgt  aus  dem  Ver- 
sckwindt  II  jt-in  i  drei  a  bei  a^^  ={=  0  das  der  übrigen,  bei  fl^  0 
dagegen  nur,  daüs  ^  =  0,  d.  h.,  dafs  auch  noch      »  0,  Oig  0. 

Die  analoge  Bemerkung  gilt  im  Falle  (IH')  vorerst  nur  insoweit» 
daJs  für  a^j  —  ofjj  «15  «12  —  0  f  zum  Producte  fg  wird.  Aus 
den  Ausdrücken  (2)  für  /\,  folgt  aber  sofort  durch  Multiplication 
mit  resp.  Oj,,  eij,  und  Subtraction,  dafs  /*!  «33  = a^si  womit  f  in 
ein  Quadrat  übergeht.  Mithin  hat  hier  das  Verschwinden  jener 
Tier  a  bei  Ois*^  0  das  der  übrigen  snr  Folge,  dagegen  hei  Oiy  —  0 
nur,  dafii  entweder  =  0,  oder  dab  =  0.  t)berblickt  man  die 
bisherigen  JIntwickelungen,  so  erkennt  man  als  das  Wesentüche 
zweierlei;  einmal  das  Fkindp  der  teilweisen  Bliminatüm  der  % 
ans  einem  Teile  der  Gleichungen  (3),  andererseits  das  gleichseitige 
Operiren  mit  zwei  Variahlenreihen  (den  %  und  den  f). 

Das  Yerfohren  gewinnt'  an  Übersiohtliidikait,  wenn  man  von 
der  Sjmmetrie  der  a^,  absieht  und  somit  hilmeare  Formen  TOn  zwei 
Yariablentripeln  9t^y  Vi^  zu  Gründe  legt»   Es  hat  aber 

kuch  keine  principielle  Schwierigkeit,  gleich  zu  dem  allgemeinen- 
Falle  von  1»  Variablen  überzugehen: 


*)  Umgekehrt  ,  wenn  /*=  w^',  so  folgt  s^ofort  in  üblicher  Weise  diirrh 
Bildung  der  f^  und  Liimination  von  it,  dafs  fär  beide  Typen  alle 
verschwinden. 
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+: 

+  a:n<P»(!/)  =J^it^i  (3^)4-^2  ^8  Wh  |-y«tj;„(j^). 

Bann  UUjBt  sich  (6)  ersetzen  durcli  das  Gleichungssystem: 

f  "  vt(y)»i  +       + •  •  •  + 


(7) 


«13  ^1+  "ij  ^iH  ^« 


rMp.  dnroli  das  darans  dureh  Vertavaeliiing  toh  9>,  (y)  mit  1^.  (7), 
jfj  mit  2;,,       mit  Ojti  entstehende. 

Um  zu  der  fttr  alle  Werte  der  an  gültigen  Identittt  zu  ge- 
langen, die  dem  Falle  übergeordnet  ist,  wo  A  vom  Range 
n  —  r  —  1  ist,  d.  i.  alle  (n  —  r)- reihigen  Minoren  von  A  —  |  a,jt  | 
verschwinden,  wUhrend  wenigstens  einer  der  (n  —  r  —  1)- reihigen 
MiiLoreu  von  Kall  verschieden  ist,  veriahre  man  so: 

Durch  geeignete  Anordnung  der  Variablen  z,  y  läfst  sich  stets 
erreichen,  daJs  der  nicht  verschwindende  (w  —  r  —  l)- reihige  Minor 
3fi_r— 1  ^Lis  den  n  r  —  1  ersten  Horizontal-  und  Verticalreihen 
Ton  A  herausgeschnitten  ist: 

«11 


(8)  lf,'_,^,- 


«n 


Die  durch  Eanderung  von  M^^r—i  i^it  den  w  —  r  —  1  ersten 
^  hervorgehende  (n  —  r)- reihige  Determinante  sei  PH—r- 

«11  i't 


Andererseits  sei  irgend  einer  der  (r  -f~  1)*  —  r)- reihigen 
Minoren  von  Aj  die  3f,i__r— 1  „Jvls  Kern  enthalten",  d.h.  der  aus 
Mlt^r^i  durch  Bändening  mit  den  entsprechenden  Elementen  einer 
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^^"^  Yerticale  und  einer  0^^"  Horizontale  aus  Ä  entsteht,  mit 
MilLr  {Qi  0     it  ^  r,  M  —  r  +  Ii  •  •  • »)  bezeichnet: 


(10)  Mit.?- 


— /  —  1,  f? 


Eiimmirt  man  nun  aus  den  Gleichungen  (7)  fi^r  t|'^ ,  . .  .^n  —  r—i 
die  Gröfsen  ar^,  3*5,  .  .  iP„_r— 1,  so  resultirt  nach  Anwendung  der 
einfachsten  Determinantensütze  die  für  alle  Werte  der  üik  gültige 
Idenüt&t       tf  —  I»  —  r,  »  —  r  +  1, . . «): 


(IV) 


Dadurch  ist  die  mit  dem  (»  —  r  ~  l)-i«ihigen  Hmor  Jfn^r— 1 
(8)  mnltiplioirte  Bilinearfoim  f  (6)  in  zwei  TeUfinmen  xerlegt,  deren 

eiste  —  P«^r(9)  eine  BUinearfonn  der  n-^r^l  ersten  Ptore  Tom 

Bf  Bf 

Variablen  9,  =- ü — 1      — > —  i^t,  und  deren  Coeffizienten  die  eisten 
c  0  y- 

Unterdeterminanten  von  Mi^r^i  sind,  wfthxead  die  aweite  Teilform 
eine  Bilinearform  der  r  +  1  Paare  der  nrsprOngUGhen  Variablen 
jfa  mit  den  r  +  1  Bastindices  m  ~  r,  n  —  r  + 1>  >  •  «t  * 

igt,  und  deren  Coeffizienten  gerade  die,  M^^r^i  als  Kam  ent- 
haltenden (n  —  r)-reüiigen  Minoren  MjfJL?  (10)  yon  A  sind. 

Ans  der  Identitftt  (W)  gehen  die  beiden  folgenden  Hauptsltse 
für  singulftre  Bilineaiformen  einerseits,  nnd  fBr  die  Minoren  einer 
Determinante  andererseits  hervor: 

(V)  „Ist  Jtfa^r— 1  (8)  ein  nicht  verschwindender  (»— r— 1)- 
reihiger  Minor  einer  n-reihigen  Determinante  A  »  |  da  |f 
und  verschwinden  von  den  {n  —  r)-reihigen  Minoren  von  A 
alle  die,  die  ans  Üf«'— r-i  durch  Bftnderung  mit  Elementen 
von  ^  hervorgehen,  so  specialisirt  sich  die  Identitftt  (IV)  m: 

(IV')  /-Jlf.U-l  -  -  P--r, 

womit  die  Bilinearform 


1=1 


1  =  1  Ar. 


als  Bilinearform    —  P^^r  (ß)   der   zwei  Variablenreihen 

Bf    ...  Bf 


(«,   »1,  3  . . n    r  —  1)  dargestellt  isV 
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(Via)  „Ist  wiederum  Mn—r—t  (9)  ^in  nickt  Ter  floh  winden- 
der (it  —  r 1)* reihiger  Minor  einer  «-reihigen  Determi* 
nante^»|aiik|,  und  yeraciiwinden  TOn  den  («i— r)*rei)iigen 
Minoren  von  Ä  alle  die«  die  aus  Jlfa^r— i  durch  Hinder- 
ung mit  Elementen  Ton  A  hervorgehen,  so  yervchwinden 
auch  alle  Ahr  igen  (»  —  r)-reihig.en  Minoren  TOn  J." 

(Ylh)  „Ist  dagegen  Jf^^r^i  seihst  Null,  wfthrend  sa- 
gleich  alle  aus  Mi^r—i  durch  Bftnderung  mit  Dlementen 
von  A  entstehenden  (ii  —  r) -reihigen  Minoren  von  A  Ter- 
schwinden,  so  Tersagt  der  Schlufs  des  Satzes  (Via)  und  es 
tritt  dafflr  der  Oomplex  TOn  Möglichkeiten^)  ein,  der  durch 
das  in  den  y  Identische  Verschwinden  der  Bilinearform 
Pm—r  (9)  zusammengefafst  ist.** 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  sind  auch  auf  Büinearformen 
mit  zwei  Reihen  von  ungleich  vielen  Variablen  resp.  auf  beliebige 
Matrices  ausdehnbar. 


üfher  ^omeirische  S&tse  von  der  Natur 
des  Paseal'selieii  Siitics. 

Von  W.  Fr.  Meyer  in  Königsberg  i.  Pr. 

Man  pflegt  einen  Satz  dadurdi  zu  Terallgemeinem,  dab  man 
Ton  den,  dem  Satro  zu  Grunde  liegenden  Bedingungen  die  eine 
oder  die  andere  oder  mehrere  zugleich  fallen  läSsL  Man  hann  aber 
auch  umgekehrt,  und  mit  hesondorem  Vorteil  in  der  Geometrie, 
aus  einer  derartigen  geeigneten  YeraUgemeinenmg  ein  Prindp  des 
Beweises  für  den  ursprünglichen  Sat2  herleiten. 

In  diesem  Sinne  wird  im  Folgenden  eine  zusammenhangende 
Reihe  vou  Sätzen  behandelt,  die  von  dem  gewöhnlichen  Pascal'schen 
(resp.  Bnantlion'sclien)  Satze  für  Kegelschnitte  ausgehen.  Die  ein- 
fachen Grundgedanken  finden  sich  vereinzelt  und  in  speeieller  Form 
bereits  bei  älteren  Geometem,  wie  Carnot,  Poncelet,  Tfurgonne, 
Chasles  u.  A.  Das  Charakteristische  des  Beweisverfahrens  ist  stets, 
dafs  zunftchst  jeweils  eine  dem  fraglichen  Satze  „übergeordnete" 
Identität  aufgestellt  wird**),  durch  deren  passende  Öpeciaiisirung 

*)  Es  kOmien  s.  B.  alle  eisten  Ifinorm  tou  M^^^^^  verschwinden, 
oder  es  findet  zwischen  den  9^  rssp.  tp^  eine  lineare  Identitftt  statt  n.  A.- 

Man  veigleiGhe  auch  die  vorstehende  Note  des  Veifasstts  Uber 
siagoUbce  bilineaie  Formen. 
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der  Satz  Bettwt  heiTQrgttli  Es  wird  sich  empfebtoa,  den  in  dem 
gemeinten  Sinne  gefUiTten  Beweis  des  Pascal'sclien  Batses  nebst 
einigen  ganz  elementaren  Hfllüsafttssen  Toransenschicken. 

1.  Es  sei  in  der  Ebene  ein  Coordinatradreieek  Ä^Ä^A^  mit 
den  Seiten  %  —  0  (I » 1 ,  2,  8)  sn  Grande  gelegt  Sin  Pnnkt  anf 

der  Seite  — >  0  ist  durch  seine  „Ooordinate^*  —  ^  ^ti  i  oder  auch 

dorcb  —          )  bestimmt  und  kan&  kurz  als  „Punkt  a:^  "  bozeiclmet 
•  **  / 

werden;  dualistisch  ein  ^Strahl  Ukt^  durch  die  Echie  Äi  durch  seine 


d.  h.  wenn  9ki  —  i>  "Du  Kriterium  daflEbr,  daft  drei  Punkte 
^»  %i  d^urck  die  beaw.  die  drei  Stralüen  «n,  «n,  laufen, 
auf  einer  Geraden  liegen,  Ulst  sich  in  jeder  der  beiden  Fonnen: 


darstellen,  und  analog  das  dazu  dualistische  Kriterium. 

2.  Liegt  jetzt  ein  beliebiges  Sechseck  12  3456  vor,  so  wähle 

man  etwa  die  Geraden  12,  34,  56  su  Seiten  des  Coordinatendreiecks. 
Die  6  Punkte  lassen  sich  dann  mit  Xa^  x'n  (iy  k  cjkUsch  «  1 ,  2,  3) 
bezeichnen;  es  wird  vorausgesetzt,  dass  keiner  von  ihnen  mit  einer 
Ecke  Ä  coinzidirt,  d.h.  dafs  keiner  der  6  Werte  Xn,  s\i  Kuli 
oder  Unendlich  sei*).  Man  verbinde  die  6  Punkte  nach  dem  w^^"* 
carschen  Princip*'  durdi  Gerade,  d.h.  man  verbinde,  eykliseh 
fortschreitend,  etwa  jE^^  mit  dr'i^,  mit  x'^^  mit  x^^\  der 
jeweilige  Schnitfpnnkt  mit  der  letzten  Dreiet^sseite  sei  xwp.f||,#||,i^. 
Hultiplicirt  man  die  drei,  den  drei  Yerbindung^geraden  conrespon- 
direnden  Fonneln  (la),  so  ergiebt  sich,  wenn  X  das  Ptoduct  aller 
^»9  «  a,  Z  das  Product  der  drei  jF|t  bedeutet: 

(II)         XZ  1  („Pasoarsche  Identität"). 

Der  in  (II)  liegende  Sats  fllr  ein  beliebiges  Sechseck  der  Ebene 
UAt  sidi  offenbar  auch  rein  geometrisch  fonnuliren. 


^  Die  entsprechende  Vorantsetzuug  gilt  auch  in  allen  folgenden 


dann  und  nur  dann  auf  einem  Strahle  Utji^  wemi 
(1)  0?*«*  + ÄI«,  —  0, 


(la) 
(Ib) 


—  — - 1, 


FSllen. 
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„Im  Besonderen*)  folgert  man  aus  (ü),  dafs  für  ein  Sechseck 
die  beiden  Eigensehaftnn  Z^^l  «leh  gegenseitig  Im- 

diagen." 

3.  Andereieeiti  liege  ein  Punktkegelflehnitt 

(2)  ££atjt9t9k  —  0 

Tor,  der  durch  kemo  Coordinatcnccke  Ä  gehe.  schneidet  die 
3  Coordinatenseiten  in  3  Punktepaaren,  deren  bez.  Coordinateu 
s^iki  ^'ik       Wurzeln  der  drei  quadratischen  Gleichungen  sind: 

(3)  a„«5  H-  2aikXiSBi  +  otkd  —  0 

Die  MiLitipiicatiün  der  3  Formeln: 

liefert  f&r  das  Plrodnet  X  aller  sc^a' 

(m)  X  -  +  1. 

Sind  umgekehrt  auf  den  Seiten  x,  ^  0  drei  beliebige  Paare 
von  Punkten  Xit,  x^t  (=J=  0,  ex»)  vermöge  dreier  quadratischer 
Gleichnngen  gegeben,  so  lassen  sich  die  letzteren  dann,  und  nur 
dann,  wenn  die  Bedingung  (IH)  erfüllt  ist,  auf  die  kanonische 
Form  3)  bringen.  Es  beruht  das  auf  dem  trivialen  Uülfssatze,  dafs 
drei**)  OiOften  (-^  0,  oo),  deren  Prodnct  gleich  Eins  ist,  sieh  stets 

in  der  Form  -•-->        ^  ansetzen  lassen.    -Mithin  ist  (Hl)  das 

a«»     «83  ^  ^  ' 

Kriteriuni  dafür,  dafs  drei  Punktepaare  »^4,        ^  den  Coordi- 

natenseiten  einer  Cg  angeboren." 

4.  Das  Sechseck  12  3  4  5  6  der  Nr.  2  mit  seinem  Coordinaten- 
dreieck  Ä^A^A^^  und  das  Goordinatendreieck  Ä^Ä^A^  der  Nr.  3  mit 
seinen  3  Punktepaaren  d^^,  x*ik  sind  identische  Figuren.  Daher 
wird  durch  Oombinirnng  der  drei  Formeln  (la),  (IE),  (m) 
der  Pascarsche  Satz  nebst  seiner  Umkehrung  in  Evidenz 
gesetsl  Denn  liegen  die  3  Punktepaare  a^«,  «'i^  eines  Secliseckes 
auf  einer  O,,  so  ist  nach  (m)  X  — 1,  also  nach  (Q)  2—  —1,  mit- 


*)  Aul  anders  FSUe  1.  B.  2»— 1,  1,  die  aacheingeometriacfaei 
Interesse  haben,  gehen  wir  nidit  ein« 

**)  Das  Entsprechende  gilt  Ar  «  QrOnen.  Ist  bei  ungeradem  «  das 


Prodact  gleich  —  1 ,  so  erhalten  die  Quotienten  - —  da«  negative  Vor- 

ftp 

zeichen.  •  * 
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hin  hegen  nach  (la)  die  Schnittpunkte  entsprechender  Uegenseitan 
auf  einpr  Geraden  Cj  (der  ,,Pascal'schen  Geraden  "j. 

Genau  so  geht  auf  dem  umgekehrten  Wege  die  Umkehrung 
Ton  Statten.    Das  Dualistische  versteht  sich  von  seihst. 

5.  Verbindet  man  3  beliebige  Punktepaare  x'it  mit  den 
Gegenecken  Äi^  80  erhält  man  3  Strahlenpaare  11^^,  v'ik*  das  genau 
nach  dem  Muster  von  X  in  cyklischer  Anordnung  gebildete  Product 
der  Uity  u\i  sei  U.  Bann  folgt  aus  l)  fOr  ein  beliebiges  Sechs- 
eck sofort  die  Identitftt: 

(IV)  XU^t. 

Also  bedingen  sich  im  Besonderen  wiedei-um  die  i'^iij-'  nschaften 
X  —  1,  r/ —  1  gegenseitig,  d.  i.  aber  der  Inhalt  des  (Cai  uot'scheu) 
Satzes:  „Die  .'J  Paare  von  Transversalen,  die  von  den  Ecken  eines 
Dreiecks  ausgehend  ans  den  Gegenseiten  3  Punktepaare  einer 
ausschneiden,  sind  Tangenten  eines  Klassenkegelschnitts  K^,  und 
umgekehrt.** 

Ist  (l)  die  Gleichung  der  C^,  und  bildet  man  für  jedes  Werte- 
paar 11,1,,  n',i  Summe  und  Product,  so  erhält  man  sofort  als 
Gleichung  der  üu: 

I  i  k 

6.  Die  Entwickelungen  der  Nrn.  2,  3,  4,  5  sind  ohne  Weiteres 
auf  Cui'ven  n^"'  Ordnung  C„  resp.  Klasse  übertragbar.  Be- 
ginnen wir  nait  Kr.  3,  so  schneide  jetzt  eine  0«: 

(2')  «uii;  +  O,,«;  +  OftB^  H  = 

die  durch  keine  Ecke  Ä  gehe,  in  3  Punkt-ii-tupeUi,  deren  bezw. 

Goordinaten  ik       die  Wurzeln  der  aus  (2')  fOr 

»fOsO  hervorgehenden  Gleichungen  sind: 

(3')  aax;-^  l-a**ajJ-0    (i,  ifc  cyküsch  -  1,  2,  3). 

Dann  gilt  für  das  Product  X  der  3»  Werte  a^^t .  •  •  41"^^: 

(III')  X  =  (-in 

und  entspr.  dualistisch.  Und  umgekehrt  lassen  sich  dann  und  nur 
dann,  wenn  (III')  erfällt  ist,  die  3  Gleichungen  fOr  3  Punkt-fi-tnpä 

«ai  •  •  •  4*''^^  auf  die  Form  (3')  bringen.  Mithin  ist  (JJV)  das 
Kriterium  dafOr,  dass  3  Punkt-n*tapel  auf  den  Coordüiatenseiten  auf 
einer  eigentlichen**  (sc.  die  nicht  das  Coordinatendreiseit  als 
Bestandteil  enthftlt)  Hegen.   Entsprechend  dualistiscfa. 
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An  die  Stelle  der  Identitfti  (IV)  der  Nr.  5  tritt  sofort  die  folgende 
(TV)         '  XZ7-(-l)\ 

wo  X,  U  jetzt  die  erweiterte  Bedeutung  haben,  dafs  die  Punkte- 
und  Stralilenpaare  dort  durch  Punkt-  und  Strahlen-« -tupel  zu  er- 
setzen sind. 

Indem  nunmehi  unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  der 
rechten  Seite  (von  III')  die  Schlüsse  der  Nr.  4  auf  den  Fall  über- 
tragen werden,  wo  an  Stelle  des  Kegelschnitts  eine  Cjn»  und  au 
Stelle  der  Pascarschen  Geraden  Cj^  eine  „Pascal'sche  C«"  tritt,  er- 
giebt  sich  der: 

A.  Pascarsche  Satz  für  Ca«.  „Auf  den  Seiten  eines 
Dreiecks  seien  3  Paare  von  Punkt-w-tupeln  P^,  —  1, 2, 3) 
gelegen.  Man  verbinde  nach  dem  Pascal  schen  Princip  die 
6  Punkt-w-tupel  durch  3  C„,  also  etwa  Pj  mit  mit  Q^, 
P,  mit  so  erhalt  man  auf  der  jeweiligen  letzten  Seite 
ein  Rest-?/- tupel  7^,     =  3,  i,  2). 

Liegen  dann  die  2.  3  Punkt-?? -tupe  1  P^,  Qi  auf  eiuer 
eigentlichen  so  auch  die  3  Rest-w-tupel  l\i  auf  einer 

eigentlichen      \ind  umgekehrt.   Entsprechend  du alistisch." 

Andererseits  lietert  die  Combinirung  der  Identitäten  (Iii),  (IV) 
die  Erweiterung  des  Satzes  der  Nr.  5: 

B.  „Auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  seien  3  Punkt-w- 
tupel  Pt  (=1,2,3)  gelegen.  Man  projipir»:*  sie  von  den 
bez.  Gegenecken  aus  durch  3  Strahlen-«-tupel  J7^  Ge- 
hören dann  die  P<  eiuer  an,  so  auch  die  Ui  einer  Ä', 
(und  umgekehrt),  oder  nicht,  je  nachdem  n  gerade  oder 
ungerade  ist." 

7.  Ohne  uns  mit  der  Aufstellung  ähnlicher  Sätze  für  Vierecke  etc. 
aufzuhalten,  gehen  wir  dazu  über,  analoge  Entwiekelungen  fittr  den 
Baum,  und  weiterhin  für  u  Raum  yon  d  Dimensionen  vorzu- 
nehmen. Die  nächstliegend ?  T>v  i  iterung  erstreckt  sich  auf  ein  wind- 
schiefes Viereck.    Das  Coordinatentetraeder  A^  A^  IftÜBt  Sick 

in  3  solche  Vierecke;  AiA^Ä^A^y  A^AgA^A^,  A^A^A^A^  zerlegen, 
Ton  denen  man  etwa  das  erste  herausgreife. 

Wibrend  die  Beziehimg  (l)  erhalten  bleibt,  gehen  (la),  (Ib) 
fiber  in; 

(I'a)     arjj  ar^,  x^,  x,,  =  +  1 ,     (I'b)        m^,  u,,     =  +  1 , 

d.  i.  das  Kriterium,  dafs  4  Paukte  auf  den  Kanten  auf  einer  Ebene 
liegen  resp.  4  Ebenen  durch  die  Kanten  sich  in  einem  Punkte 
trefEen. 
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Hat  man  auf  jeder  Kante  des  Vierecks  ein  Tripel  von  Punkten 
^iki  ^ik,  ^'a  ,  und  verbindet  sie  nach  dem  Pascal'schen  Fnnci|»  durch 
4  Ebenen,  also  etwa: 

so  schneiden  diese  auf  der  jeweiligen  Restkante  je  einen  Best- 
punkt z,ie  aus.  Die  Multiplication  der  4  entsprechenden  Formeln  (fa) 
führt,  wenn  X  das  Produkt  alier  Z  das  aller  z  bedeutet,  zum 
Analogen  von  (II): 

Die  nach  dem  Muster  der  Nr.  8  gebildete  Entwickelnng  ergiebi 

jetzt: 

als  Kriterium  daflir,  dafs  die  3.  4  Punkte  x  auf  einer  eigentlichen 
Fläche  dritter  Ordnung  liegen.  Die  Nachbildung  der  Nr.  4  liefert 
den  Pascarschen  Satz*)  für  JPg.  „Liegt  auf  jeder  Kante  eines 
windschiefen  Vierecks  ein  Punktetripel,  und  verbindet 
man  diese  12  Punkte  nach  dem  Pascal'schen  Princip  diir'^h 
4  Ebenen,  die  dann  4  Bestpunkte  ausschneiden,  so  liegen 
die  12  Funkte  dann  und  nur  dann  auf  .  nirr  eigentlichen 
jPg,  wenn  die  4  Rostpunkte  auf  einer  Ebene  liegen." 

Die  Identiüit  (lY)  der  Nr.  5  bleibt  bei  er^veiterter  Bedeutung 
von  X  und  U  bestehen  und  ergiebt  den  Satz:  „Liegen  die  12  Punkte 
des  vorigen  Satzes  auf  einer  so  gehören  die  12  Ebenen, 
die  jeden  Punkt  mit  der  bez.  Gegenkante  yerbinden,  einer 
Fläche  3.  Klasse  <2)j  an,  und  umgekehrt." 

Ebenso  lassen  die  beiden  Identitäten  (HT)^  (IV')  der  Nr.  6  sofort 
die  Erweitening  zu: 

(m')  +       (IV")  xu^-^t, 

und  damit  übertragen  sich  die  beiden  vorigen  Sätze,  analog  A.  und  B. 
auf  eine  F^n  ^re  „Pascarsche"  F^^  andererseits  auf  eine  F^ 
und  (Da,  wo  im  letzteren  Falle  n  sowohl  gerade  als  ungerade 
sein  kann. 

Man  erkennt,  wie  sich  die  bisherigen  Betrachtungen  auf  den 
Raum  von  d  Dimensionen  ausdehnen;  es  ist  nur  der  Exponent  n  in 
(III')  und  (IV')  durch  {d^l)n  zu  ersetzen. 

*)  Ein  analoger  Satz  gilt  für  JP\,  indem  man  iminer  nur  je 
2  Punkte  x:i,  x\i  durch  eine  beliebige  Ebene  verbindet,  und  die  beiden 
Kestpunkte  in  Betracht  zieht   Entsprechend  allgemein  für  eine  i*!«. 
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Aus  dem  PaseaVscben  Satae  fttr  J^3  leitet  man  wieder  einen 
eaiQMrechenden  Sats  IQr  Banmeomn  3.  Ordmug  Cg  h«r,  indem 

man  die  Ten  ^  (« 1*  9f  8,  4)  auf  die  Gegeoebene  Ä^AtÄ^ 
fwmflge  eines  Kogels  8.  Qrdnnng  pfcjicirt  nnd  auf  diesen  den 
Pucal'adien  Sate  für  anwendet 

8.  Tiefer  greifen  die  üntereuclningen  ein,  die  sieh  gleichseitig 
anf  alle  8  windsohiefen  Viereeke  des  Tetraeders  A^A^A^A^  be- 
ziehen, andereneits  anf  die  4  Iibenen  des  Tetraeders,  und  endUeh 
auf  das  ganze  Tetraeder  selbst 

Wir  wfthlen  hier  als  interessantesten  Speeial&ll  die  FlBdien 
2.  Ordnung  es  ist  leicht  zu  sehen,  wie  sich  die  Ergebnisse  auf 
F%n  nsp-  Fn  ausdehnen  lassen. 

Die  6  Pnnktepaaie  Xik^  x'iky  ^  «hi« 

(ö)  2^^'***^*"^ 

aus  den  Kanten  des  Coordinatentetraeders  ausschneidet,  sind  gegeben 
durch 

(6)     «i'aM+  ixtXkaik-k-iifk^akk^  0  (t,  *  -1,2,8,4). 

äei  Pik  =  ^ik'^^k"        so  hat  man  gernftÜB  (HL)  und  (in"): 

^14=  Pn  PuPmPh 
Bildet  man  andererseits  tür  6  beliebige  Wertepaare  x.jt,  Xn'  die 
linken  Seiten  der  Qleichungen  (7),  (ö),  so  gelten  die  Identitäten: 

(V)  AiA^ji^ji^^l\  M^^ji^jt^y  Jf|g=^i^9,  Jlfj4=^|^4. 

Sind  also  drei  der  ji  gleich  +  1,  so  auch  das  fisrte,  und  da- 
mit jedes  üf «  +ly  luid  sind  drei  der  ^  gleich —  1,  so  andi  das 

vierte,  und  dann  ist  ebenfalls  jedes  lf«>  +  l.    ümgekefart,  wenn 

jedes  Jlf  —  -f  1 ,  so  ist  entweder  jedes  -4  -»  +  1  >  oder  aber  jedes 
^     —  1.    Das  heifst  geometrisch: 

C.  „Wenn  von  6  Punktepaaren  auf  den  Kanten  eines 

Tetraeders  T  dreimal  die  3  Punktepaare  einer  Ebene  von 
T  einer  6'^  angehören,  so  auch  das  vierte  mal,  und  die 
•4  C'2  gehören  einer  I\  an.  Wenn  andererseits  die  1  Puiikte- 
paare  auf  jedem  der  3  w ludi^chiefen  Vierecke  von  T  einer 

J»hxmb«iichk  d.  DeutMhtfn  Matli«m.-VcreiQigting.  IX.  1.  7 
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eigentlichen  angehören,    so    liegen    entweder  alle 

6  Punktepaare  auf  einer  F^^  oder  aber  es  liegen  die  6, 
auf  den  Kanten  von  T  zu  dem  bez.  Punktepaare  und  dem 
Paar  der  Endpunkte  harmoniechen  Punktepaare  auf 
einer  J*,. 

Da  aber  die  Idenüt&ten  (Y)  gOltig  bleiben,  wenn  die  p,k  die 
Producte  Ton  6  belielrigen  Werte 'fi-tnpehi  bedeuten,  und  bei  un- 
geradem n  die  Ywzeichen  ±  ron  1  bes.  der  A  nur  ihre  Bolle  ver- 
tauschen, ,|8o  gilt  auch  der  Sats  G.  ohne  weiteres,  wenn 
die  darin  auftretenden  Punfctepaare  resp.  durch  Punkt- 
fi-tupel  ersetzt  werden." 

Dem  Obigen  entnimmt  man  auch  sofort  die  Ausdehnung  des 
Satzes  B.  der  Nr.  7  fOr  ein  gerades  n  auf  das  ganze  Telaaeder: 

D.  n^ol^Oi^oi^  ^  Punkte-2M-tupel  auf  den  Kanten  eines 
Tetraeders  einer  Ff^  an,  so  auch  die  6  Ebenen-3»>tttpel, 
die  die  Punkte'2fi-tapel  mit  der  bez.  Gegenkante  rerbinden, 
einer        und  umgekelirt.** 

9.  Zu  einer  andersgearteten  Ausdehnung  der  Nr.  7  auf  das 
ganze  Tefaraeder  T  gelangt  man  auf  Grund  wiederholter  Anwendung 
Yon  (la)  und  des  bisher  befolgten  MultipHcatlonsprincips,  wenn  man 
die  Ebenen  ron  T  den  gegenfiberliegenden  Dreikanten  zuordnet: 

E.  „Schneidet  man  jedes  der  4  Dreikante  eines  Te- 
traeders T  mit  einer  Ebene  so  treffen  diese  4  Ehenen 
Ei  die  bez.  Geg unebenen  von  T  dann  und  nur  dann  in 

4  Geraden  einer  F^,  wenn  die  durch  die  4  Ebenen  E  auf 
den   4  Dreikanten   erzeugten  3.  4  Schnittpunkte  einer 
angehören,  und  euts|)r uchend  dualistisch,'* 

Dieser  Satz  vou  Cha.sles  ist  auf  Grund  vun  (^IJi")  sofort 
au  It  luihar  auf  den  Fall,  wo  die  Kbenen  E  durch  i^«,  die 
J:^  durch  F^n  ersetzt  würden. 

Desgleichen  vollzieht  sich  mit  den  bisherigen  Mitteln  die  Aus- 
dehnung auf  den  Raum  von  ff  Dimensionen.  Wir  führen  etwa  den 
den  Fällen  fi      4,  n      l  entsi)rechenden  Satz  an: 

E.  Schneidet  man  im  Kaumn  von  4  DimeiT^ionen  jedes 
der  5  „Vierkante"  •  im  s  „Pentaeders"  //  mit  einem  linearen 
Kaume  J'\,  so  treffen  die  5  F^  die  bez.  „GegenrHume"  von  [1 
dann  und  nur  dann  in  5  Ebenen  einer  J^g,  wenn  die  durch  die 

5  F^  auf  den  Kanten  der  5  Vierkante  erzeugten  4.5  Schnitt- 
punkte einer  F^  angehören."  ..Entsprechendes  gilt  bei  Er- 
setzung der  l^j,  durch  resp  J"«,  F««,  Fa„  und  im  Eaume 
von  d  Dimensionen  durch  F^,  F^nt  -^(4— 
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Durch  geeignete  Projection  auf  niedere  Räume  tiiefsen  hieraus 
neue  Sätze.  So  z.  B.  ergiebt  sich  durch  Projection  der  Chasles- 
sehen  Figur  ein  (auch  leicht  direct  beweisbarer)  Satz  für  die  Ebene, 
den  man  so  formuliren  kann,  dale  er  fOr  Ebene  und  Bamn  in 
gleicher  Weise  gilt: 

F.  „Man  verbindo  die  Ecken  eines  Dreiecks  J  mit 
einem  beliebigen  Punkte  0,  und  ziehe  in  den  drei  Winkeln  0 
die  resp.  Geraden  ff^^  p^,  g^.  Wenn  dann  die  Spuren  der 
Geraden  g  auf  den  zngpordneten  Seiten  YOn  J  auf  einer 
Geraden  liegen,  so  findet  das  Nämliche  statt  für  die 
Spuren  der  Irei  anderen  Geraden,  die  die  auf  den  Kanten 
eines  jeden  Winkels  0  noch  restirenden  zwei  Punkte  Ter- 
binden,  und  umgekehrt." 

Diese  Erweiterung  der  bekannten  Desargues'schen  Figur  (die 
sich  ergiebt,  wenn  im  Besonderen  der  Punkt  0  mit  dem  Perspectiv  itftts- 
eentrum  der  beiden  Dreiecke  J  und  (^|,  p„  g^  znsammenf&Ut)  ist 
für  die  Ebene  bemeikenswert  als  Beispiel  einer  ^goD^iflchten  Con- 
figuration**  yon  Punkten  und  Geraden,  wo  durch  jeden  Punkt 
entweder  8  oder  4  der  Geraden  gehen,  und  auf  jeder  Geraden  ent' 
weder  3  oder  4  der  Punkte  liegen. 


CoBstmettDB  der  Ol^rflMe  iwelier  Ordniiug,  weldie  nenn 

gegebene  Punkte  enthält. 

Von  £riist  Kötter  in  Aachen. 

Bdmft  Cknurfaniotion  der  Oberfiftehe  F  zweiter  Ordnung,  welche 
die  neun  Punkte  8,  C,  0,  Ä^,  A^,  A^^  enthält,  wird 
zunächst  das  in  bekannter  Weise*)  gefundene  Hyperboloid  B\  welches 

^  Construetaonen  des  beseiehneten  Hyperboloids  hat  meines  Wissens 

zu e rst  (1 8 ')  1)  S  e y  d  e  w i  t  z  gegeben  ( Leichtfafsliche  Konstruktion  etc. ,  Gnmert*8 
Archiv,  Theil  17,  S.275).  Ich  habe  über  diese  Arbeit  an  anderer  Stelle  aus- 
fÜLhrlkh  berichtet  (Jahresbericht  der  Deutschen  Mathemutiker -Vereinitrung, 
Bd.  V  ,  s  [Cap.  XXXIV,  6  —  8]).  Bei  der  Ermittelung  der  (Jeraden  d  kauu 
mau  zunächst  die  Schnittlinie  l  von  SBC  und  d  festlegen.  Bezeichnet 
man  mit  ^^^^  den  Schnittpunkt  von  SB  und  A^A^A^,  mit  P^,.  den 
Schnittpunkt  von  il^il^und  SBC,  so  gehOrt  s.B.  die  Pascal'sehe  Gerade 
</^j  des  einem  Geradenpaare  einpcschrieLfnen  Sechsecks  BnQ^^l,Rg^Q^^^ 
^itQm  Hyperboloid  an,  welches  neben  den  Punkten  AiyA^.A^  die 
Geraden  SB  und  .4^  ,1^  enthiUt,  und  nimmt  deshalb  auch  den  Punkt  JR^  auf. 
Die  üchu  in  der  be«chriebeuen  Weise  eutstcheuden  Geraden  J,,,..., 
q^^  haben  einen  Punkt  (S  mit  einander  gemein,  zu  dessen  Festlegung 

1* 
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neben  8B  die  Punkte  C,  A^^  Ä^^  A^^  A^^  A^  «nfiimimt,  mittels 
der  projeettviseben  ISbenenbllflcliel 

ßßißißs-  '  Söidfd^... 

erzeugt,    ßß^ß^ß^,,,  besitze  die  Axe  SB.   Die  Axe  d  von  ÖS^S^S^... 

werde  so  gewählt,  dafs   die  ß  oder  SBC  entsprechendt-   Ebene  6 

neben   C  auch  0  aufnimmt.     Analog  mögen  die  projectivischen 

Ebenenbüschel  ,  „  .JJtjm 

yy  y  y  ...  Ts  t ri  r  ... 

das  Hyperboloid  //"  erzeugen,  welches  neben  SC  die  Punkte  B^  A^^ 
A^^  A^,  A^y  A^  enthält.  SC  sei  die  Axe  von  yy'y"y'"...;  die  Axe 
e  TOn  ef'f'V". ..  werde  so  gewählt,  dafs  die  zu  y  oder  8CB(=ß) 
homologe  Ebene  i  auTser  B  auch  0  enthält.  Man  ordne  jetatt  der 
Schnittlinie      Ton  ßi  und      die  Ebene  of^  sn»  welche  y«m  0  ans 


zwei  derselben  hinreichen.  (£  bestimmt  mit  Ai^  A^^  A^,  A^  eine  Haum- 
curve  B  dritter  Ordnung  mit  der  Sehne  SB.  Da  dieselbe  auch  //'  an- 
gehört, 80  füllt  l  mit  C(£  zusammen.  .4^,  Ä  .  A^  aufiiehmende  Kegel- 
bchnitt  von  H'  ist  nun,  da  er  SB  und  LH  inm,  eindeutig  bestimmt  Er 
schneidet  OCH  in  einem  Punkte  von  d.  Zwei  der  Kegelschnitte  ge* 
nflgen  sor  Festlegung  diesor  G^eraden,  welche  natflrUch  auch  die  In 
SBA^ ,  SBA^y. . .  liegenden  su  Cfl  windschiefen  Qeraden  ^omH*  aehBeidet 
Man  kann  dieselben,  wenn  man  C  mit  .4.,,  A^,  .  .  .  vertauscht,  nach  der 
angegebenen  Kegel  construiren.  Dieselbe  läfst  sich  leicht  mit  derjeniiTen 
V.  Staudt*s  in  Einklang  bringen,  nach  der  l  den  Pol  von  SB  in  dem 
Polaräystcm  enthält,  von  dem  je  zwei  nicht  anstofsende  Seiten  des 
ToUatKndigen  Fünfeeka  A^  A^A^A^  A^  conjugirte  Pnnkli  anitehaeidflB 
(Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Heft  8,  NOmberg  IMO,  Nr.  689).  Die  oben 
eingeführte  Raumcurve  dritter  Ordnung  hat  zuerst  Reye  benutzt.  Er  ge- 
l,in<,'tp,  dn  dieselbe  nach  seinem  allgemeinen  Satze  ein  Polardreieck  des 
bezeicluieteii  Polarsyst^ms  ausschneidet,  zu  einer  sehr  einfachen  Be- 
gründung der  V.  Staudt'schen  R^el  (Einfache  lineare  Construction  der 
FULche  «weiter  Ordnung  etc.,  Zeitcchiift  ftr  Mathematik  und  Physik, 
Bd.  18,  1868,  S.  687). 

VertauBcht  man  in  der  angegebenen  Construction  C  mit  B,  so  erhält 
man  die  zweite  SBC  angehörige  Gerade  BS  des  Hyperboloids  H".  Der 
Schnittpunkt  I'  von  B'^  und  Cd  gehört,  der  gtsuclittn  Fläche  F  an. 
Noch  fünf  weitere  Punkte  P, ,  P, ,  jP^,  P^  des  SBC  angehörigen  Kegel- 
whnittei  K*  ▼on  F  erhUt  man,  wenn  O  der  BeSie  nach  an  die  Stolle 
▼on.1,,  Af,  A^^  A^f  A^  tritt.  Irgend  zwei  der  Punkte  P,  P,,  P,,  P,,  P«, 
genügen  zur  Bestimnumg  von  K'.  Constmirt  man  in  analoger  Art  etwa  den 
iS,  B,  A^  enthaltenden  Kegelschnitt  K"  von  so  ist  die  Fläche  festgelegt 
(z.B.  als  Ort  der  Kegelschnitte,  die  S  und  O  enthalten,  K\  K"  aufser- 
halb  S  nochmals  treffen,  überdies  in  S  dieselbe  Ebene  berühren,  wie 
K\  K").  Man  gelangt  so  au  einer  sweiten  LOanng  der  gestellten  Aufgabe, 
welche  Beyt  nach  dem  Yoigange  8tandt*s  (Teigl.  9k.  a.  0.«  Nr.  691, 
692)  an  der  beaMchneten  Stdle  gegeben  hat 
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diA  Seliiiitülilie  tp  von  dt  nad  f prqjicirt.  nnd  sclmeideii 
rieh  m  emem  Pmikte  der  gerocUeiL  Flftche  F^), 

AugensdirinUcli  becelirribt  nKmlich  tf\  wenn  i/^  rinen  Strablen- 
tyttBch«!  dnreUftiift,  eine  sa  demselben  projeciiyische  Begelscliar, 
weldie  einen  von  0  ensgeiienden  Strahl,  die  SdudttUnie  p  der 
Ebenen  8  nnd  e  enl^lH.  Hiernach  entspricht  einem  yon  durch* 
lauftnen  Strahkuhüschel  ein  projectivischer  von  ö[*^  beschriebener 
Ebene nl)üschel,  welf^her  die   dem  Strahlen>)üsr}iel  entsprechende,  von 

beschriebene  l^egelschar  von  einem  ilirer  Leitstrahlen  aus  projicirt. 
0<*)  und  sind  homologe  £lemente  reciproker  Strahlenbündel.  Die 
TOn  ihnen  erzeugte  Fl&che  zweiter  Ordnung  enthält  alle  H'  und  H" 
gemeinsamen  Punkte^  da  in  jedem  derselben  sich  zwei  homologe 
Strahlen  und  treffen.  Das  Erzeugnis  der  beiden  redproken 
Bündel  enthllt  hiernach  ao&er  den  Scheiteln  8  und  0  die  Punkte 

C,  Ä^^  Jg,  ^4,  und  ist  die  gesuchte  Hiebe.  Falls  sich 
die  genannten  Strahlen  d  und  e  treffen,  Tcrstehe  man  unter  A»  nnd 
die  zn  der  Yerbuidungsebene  (if ,  e)  homologen  Ebenen.  DurchUuft 
dann  sj^^  eine  TOn  i/jp  ausgehende  Ebene  9,  so  beschreibt 
eine  Ton  p  ausgehende  Ebene  ^.  9  und  fff  sind  homologe  Elemente 
pnjectirischer  EbenenbflBchel,  welche  F  enengen.  Der  bezeichnete 
besondere  FUl  tritt  augenscheinlich  ein,  sobald  0  einer  Sehne  der 
Schnittcurre  von  B*  und  angehört,  deren  einer  Endpunkt  der 
Yon  8f      0  Terschiedene  Schnittpunkt  P  dieser  Cuire  mit  SBC  ist. 

Die  durchgefShrte  Betraehtnng  I&M  rieh  in  folgender  Weise 
umkehren.  Die  reciproke  Beaehung  zwischen  zwei  eine  Torliegende 
Fläche  F  erzeugenden  reciproken  Strahlenbfindeln  mit  den  Scheiteln 
8  und  0  werde  durch  die  projectivischen  Beziehungen 

Pßiß^ßs  ■  ..  A  Pl\  p.  Vi  . . 

t    it   iif  _^  I   II  ttt 

yy  y  y  . . .  /\  qq  q  q  ... 

zwischen  je  einem  £benenbüschel  des  ersten  Bündels  und  dem  homo- 
logen Strahlenbüschel  des  zweiten  Bündels  zum  Ausdruck  gebracht. 

*)  Berrite  Seydewits  hat  an  der  bezeichneten  SteUe  eine  von  mir 
a.  a.  0.  eingehend  gewürdigte  Methode  gegeben,  um  aua  zwei  Paaren  von 
Projectivitllten,  welche  H'  und  JBT"  erzeugen,  zwei  reciproke  F  erzeugende 
Strahlenbflndel  herzustellen.    /^'^  nnd       sind  bei  ihm,  da  er  d  und  e 

durrh  einpn  der  Punkte  A^,  A^,  .1,,  A^y  hindnrcbftihrt,  homologe 
Str;ihleu  quadratisch  verwandter  Straklenbündel.  Jedem  Strahle 
v,ird  eine  enthaltende  Ebene  af^  zugeordnet.  Im  übrigen  vergleiche 
man  über  die  bekanntlich  sehr  umfangreiche  Litteratur  der  Aufgabe  die 
Diasertation  von  Böge  hold  (Historisch -kritische  Darstellung  der  Konstruk- 
tionen der  Flache  9.  Ordnung  aus  9  Punkten,  Jena  1808). 
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Für  den  gemeinsameii  StraU  der  StrahlenbllBcliel  leien  p  und  9,  filr 
die  gemeinsame  Ebene  der  Ebenenbflschel  ß  und  y  yersebiedene 
Beseicfanangen.     8ind  nun  die  Punkirethen  PP^P^P^» , ,  und 
Q<jl^(i**..,  auf  den  windschiefen  TMgem  e  und  b  bexOgUch  zu 
PPxPtPt •  •  •  •  •  •  perspectivisch,  so  enthllt  F  alle  Bebnitt- 

punkte  der  Hyperboloide  und  welcbe  die  beiden  Paare  pro* 
jeetiTiseber  Bbenenbüscbel 

yy^y'V"...Ae(ee' «"«•"...) 
erzeugen.  Enthält  F  die  neun  Punkte  8,  J9,  C,  0,  J^,  A^^  A^^ 
■^Ai  -^1  BO  kann  man  ^'  mit  H*  identiscb  machen.  Bei  Aufiuüune 
der  oÜgen  Beieichnungen  kann  man  die  voUkommen  bestimmte  Er- 
zeugung Yon  F  benuisein,  bei  der  die  SC  entsprechende  Ebene  TOn 
qq*q"g"'.**  mit  d  znsammenfUlt  Man  lasse  dann  d  mit  b  identiselL 
werden  und  Terstehe  unter  PP^F^P^..,  die  Punktrelhe,  welche 
PPiPiPf»  iSid^ö^.,,  offenbar  erzeugen,  da  p  der  Ebene  d 
angehört.  Es  ftllt  jetzt  nicht  nur  ^'  mit  H\  sondern  auch  4^"  mit 
H*'  zusammen,  ff*  enthiUt  nftmHeb  ao&er  iS^C  alle  F  und  H*  ge- 
meinsamen Punkte.  Die  so  sich  ergebenden  Punkte  Ä^,  A^,  A,, 
-^41  A  g^ii^^i^  aber  mit  8C  zur  Festlegung  eines  einscbaligen 
Hyperboloids  ({^"»f ).  IMe  beiden  F  erzeugenden  reciproken 
Bündel  sind  also,  da  f^^>  mit  P^Q^*^  zusammenfUlt,  auf  die  oben 
geschilderte  Art  mit  Hülfe  der  Hyperboloide  H'  und  //"  abgeleitet. 
In  dem  speciellen  Falle,  in  dem  die  Ebene  ö  eine  zu  SB  windschiefe 
Gerade  })  von  F  enthält,  kann  man  nachweisen,  dafs  die  beiden  F 
erzeugenden  projectivischen  Ebenenbündel  mit  den  Axen  s^^  und  p 
sicherlich  mit  Hülfe  der  Hyperboloide  H'  und  7/"  in  der  beschriebenen 
Art  abgeleitet  werden  können.  Man  gewinnt  eine  neue  sehr  einfache 
BeslütiLning  des  Satzes:  „Neun  Punkte  6',  J?,  C,  0,  Ä^,  A^^  A^,  A^^ 
bestimmen  im  allgemeinen  eindeutig  eine  Fläche  jP  zweiter 
Ordnung,  sicher  dann,  wenn  einerseits  SB  und  C,  j4j,  A^^  A^,  A^^ 
Jr,,  andererseits  SC  und  5,  tI, ,  A^^  A^^  ^4,,  Ar^  je  ein  Hyperboloid 
eindeutig  bestimmen,  und  0  keinem  von  beiden  angehört"*). 


*)  Bewegt  man  O  über  einen  Strahl  /),  welcher  den  letzten  H\  ff" 
und  SBC  gemeinsamen  i'unkt  P  enthält,  aber  die  Schnittcurve  von  H 
und  H"  nicht  zum  zweiten  Male  tri£ft,  ho  erhält  man  alle  Flächen  des 
durcb  und  J^'^bestinmiten  BüBcbels.  Auf  den  Strablenbündel  mit  dem 
Scbeitel  S  werden  nacb  und  nach  die  zu  ihm  collinearen  Ebenenbfindel 
eines  Büschels  bezogen.  Alle  diese  Ebenenbündcl  sind  zu  einem  linearen 
Sirahlentystem  perspectiTiscb,  dem  auch  p  angehört.  Mit  fifilfo  der  Begel- 
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Ein  besonderer  BBndel  von  dreidimensioiiHlen  Räumen 
xweiter  Ordnung  im  Kaum  von  vier  Dimensionen. 

Von  P*  H*  Bohouto  in  Groningen. 

1.  Im  Räume  R*  von  vier  Dimensionen  bestimmen  drei  will- 
kürlich angenommene  Geraden  flj ,  a^,  (^^  im  allgemeinen  bekannt- 
lich eine  einzige  gt  nu  in s(  haftliche  Transversale  h-  sie  wird  erhalten, 
indem  man  in  dem  von  nnd  bestimmten  dreitlLmcasioiialen  liaumü 
(«jj^g)  durch  den  Öchnittptmkt von  mit  diesem  Räume  die 
auf  und  ruhende  Gerade  legt.  Wie  uiimitteibar  einleuchtet, 
ist  diese  Gerade  h  zu  gleicher  Zeit  die  Schnittlinie  der  drei  drei- 
dimensionalen Hllume  (oj,  Oj),  fa,,,  n^),  {a^y  a_,). 

Liegen  im  7?*  vier  willkürliche  Gernden  rr^,  (7o,  Ö4  ge- 
geben vor,  so  kann  man  für  jedes  aus  ihnen  zu  bildende  Tripel 

die  nieinschaftliche  Transveraale  ftj,  ft^,  />3,  />^  bestimmen.  Die  so 
erhaltene  Figur  von  acht  Geraden  mag  ein  „Doppelvier*'  heifsen; 
denn  in  der  Anordnung 

<Hi   <'t»   «»»  "4 

^l»     ht  ^4 

kommt  sie  hierin  nut  dem  bekannten  Doppelsecbs  SchlSfli's  übereiUf 
dafs  eine  beliebige  ihrer  acht  Geraden  nur  diejenigen  drei  anderen 
schneidet,  welche  mit  ihr  weder  in  derselben  Horizontal-  noch  in 
derselben  Verticalspalte  stehen. 


ücharen  des  Strahlensjatems ,  welche  ji  euthulten,  pÜegt  man  bekauutlich 
diesen  specieUen  Bflschel  coUinearer  Ebenenbfindel  nachzuweisen  (vergL 
Reje,  Die  Oeometrie  der  Lage,  Band  9,  Hannover  1868,  8.  Sil).  Diese 

Bel^rachtungsweise  hat  mich  auf  die  oben  'angegebene  Construetion  der 
Fläche  F  geführt.  Die  collincaren  Kbenenbitndel  eines  Büschels  sind 
im  allgemeinen  zn  der  Sehnencougrueuz  einer  Hrniinrnrve  dritter  Ordnung 
perspectivigcli,  welche  die  Scheitel  der  Ebeucnbümlel  euthält.  Mit  einem 
festen  zu  ihnen  allen  coUinearen  Strahlenbündel  erzeugen  auch  die  Ebenen- 
Irilndel  einet  aUgemeinen  BOiehels  die  Fttchen  sweiter  Ordnung  eines 
Bflflchels.  In  jedem  Punkte  seiner  Grundcurve  schneidet  iioh  ein  Strahl 
des  Strahlenbündels  mit  der  zugehörigen  Sehne  der  Raumcurve.  Bei  der 
von  mir  gegebenen  Construf^tion  nrfet  letztere  in  den  Inbegriti"  der  Ue- 
raden  p,  d,  e  aus,  die  Sehneucungruenz  m  ein  Imeares  Strahlensystem.  Bei 
Seydewitz  werden  die  colliuearen  Ebenenbüudel  concentrisch,  dieKaum- 
cnrre  dritter  Ordnnng  besteht  jetzt  ans  den  SchnittÜBien  der  Ebenen, 
irelehe  alle  Ebenenbfindel  ndt  einander  entspreekend  gemelB  baben. 
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Beiläufig  bemerken  wir,  dafs  du  Doppelsechs  und  das  Doppel* 
vier  die  einzigen  vollständigen  Figuren  von  Geraden  sind,  welche 
die  erwfthnte  Eigenschaft  besitzen.  Denn  im  Bttum  ist  die  Be- 
dingung dee  Schneidens  zweier  Geraden  eineneiti  n  —  S  eingehen 
Bedingongen  ftquivalent,  indem  die  Gecmde  andereiMils  you  2fi  —  3 
ein&efaen  Bedingungen  bestimmt  wxä.  Und  mm  ist  i»  ^  S  nur 
dann  in  2n  —  8  enthalten,  wenn  n  2  ein  Fketar  ist  von  d.h. 
für  ff  «  3  nnd  n  —  4. 

3.  Sm  dreidimensionaler  Banm  ^  sweifcer  Ordnung  ist  durch 
14  Punkte  bestimml  Es  wird  dies  entweder  aus  der  Gleichnng 
der  abgelesen,  oder  aber  geometriseh  bewiesen  mittels  der  Be- 
nmknng,  daft  swei  in  Teraduedenen  BSnmen  B*  liegende  fliekoii 
JPJ  sweiter  Ordnung,  welehe  mit  der  Schnittebene  dieser  BlnmeB* 
den  nftmlichen  Kegelschnitt  gemeinsam  haben  und  also  Ton  18  Ftankten 
abhängen,  susammsn  einen  BOschel  Ton  ita^ma»  bestimmen. 
Nun  gilt  es  behanntiich  fOr  drei  einfitche  Bedingungen,  dab  eine 
^  eine  gegebene  Gerade  enthalte.  Also  Inlden  die  durch  die  mr 
gegebenen  Gmden  Oif  Of,  a«)  geführten  Blume  Ql  eine  swei- 
ÜMdie  Unendlichkeit,  d.h.  einen  BlIndeL  Die  nieht  in  einem  i^* 
liegende  Basiscunre  achter  Ordnung  dieses  Bflndels  wird  unmittel- 
bar TOrgezeigt;  denn  diese  rnnft  t^fonbar  nicht  nur  die  vier 
Geraden  a,  sondern  ftueh  die  Tier  Geraden  h  enthalten,  da  jede 
Gerade  h  drei  Funkte  gemeinsam  hat  mit  dem  Quadrupel  der  Ge- 
raden a.  Bs  hat  also  der  in  Betracht  genommene  Bündel  das 
Doppelvier  zur  Basis. 

3.  Der  gelundene  Bündel  vun  (quadratischen  liüumen  im 
-H*  erinnert  an  den  besonderen  Büschel  von  quadratischen  Flächen 
Fl  im  Ji\  dessen  Basis,  von  den  Seiten  eines  windschiefen  Vier- 
seits  gebildet,  man  geneigt  sein  würde,  ein  „Doppelzwei"  zu  nennen, 
wenn  nicht  von  den  zwei  Paaren  Gegenseiten  («j ,  o^)  und 
(^n  ^2)  j®^®  Gerade  a  jede  Gerade  b  schnitte.  Es  ist  lohnend, 
die  Analogie  zwischen  beiden  Figuren  ein  wenig  weiter  zu 
verfolgen. 

Der  besondere  Bi^srhol  von  Flächen  enthält  zwei  Ebenen- 
paare, mittels  welcher  man  die  Gleichung  des  Büschels  unmittelbar 
entwickeln  kann ,  .sobald  die  Gleichungen  der  vier  Basisgeraden  ge- 
geben sind.  Ebenso  enthält  der  von  den  vier  Geraden  a  bestimmte 
Bündel  von  Bäumen      drei  Paare  von  linearen  Bäumen 

[K^a^i^J»  (f'if'Ahh)]^  (flsOi^s^i)]» 
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welfllie  in  Benig  auf  dl«  BQadel^Melniiig  du  nhnlicho  Instan, 
sobald  die  QUiehnsgen  dar  vier  Genden  a  gageban  tind.  Ist 
Fi^i>->0  die  Qlwflinnig  daa  Banmaa  iot^h^i)y  *o  ^* 

aebaist  die  Olaiobimg  daa  Bflndala  in  dar  Fonn 

ünd  Bind  nun  dia  Glaiabimgan 

Xi  —  Pi,  i    -f    jtSJj,  (t  —  1 ,  2,  8) 

der  yiar  Geraden  Ok,  (Ar «1,  2,  3,  4)  gegeben,  so  erbslt  man  dia 
Glaiebungan  Fa,«  »  0, . . .  nnmitfealbar  in  Datarminantenlorm,  u.a.w. 

4.  Dia  Eigensdiaft  dar  Baaiaeanra  ainaa  gawAbnIioban 
Bttsebala  von  Flidian  Ff  im  JK^  'dmeb  izgand  ainan  Ponkt  P 
diasaa  Banmaa  swai  Biaeoanten  an  aebiekan,  gabt  bei  dar  Anaartong 
Ton  GJi  in  dia  Saiten  eines  windschiafm  Tieraeita  niebt  varioran. 
Sbenea  kann  man  im  JB^  ana  dar  Zabl  Ton  den  iigand  dnar  ga- 
gabanan  Garaden  g  aehnmdeoden  Biaaeanteai  das  DoppeMars  anf  dia 
Ordnung  des  Ortea  dar  Bisaeantan  von  dar  Basiacnrva  eines  ge- 
wöbnlid^en  Bflndels  von  qnadratriaohan  Blnmen  schHal^n.  Dieae 
Zahl  ist  sechszehn;  denn  von  den  38  ans  den  aebt  (Geraden  des 
Doppelyiers  zu  bildenden  Geradenpaaren  sind  12  von  zwei  einander 
schneidenden  und  also  16  von  zwei  au  einander  windschiefen  6e* 
raden  aufgebaut. 

Mit  Hilfe  der  gefundenen  Ordnung  des  Bisecai\tenrauiues  be- 
rechnet man  das  Geäclilecht  der  Liasiseurve  6'^.  Wir  linden  nämlich, 
dafs  die  l'rojection  der  Cg  aus  iigeiid  einer  Geraden  g  auf  irgend 
eine  diese  Görade  nicht  schneidende  Ebene  c  eine  Planeurve  achter 
Ordnung  mit  sechszehn  Doppelpunkten  ist;  deshalb  hat  diese  Pro- 
jection  und  also  auch  die  Basiscurve       selbst  das  Geschlecht  fünf. 

Bei  der  Ausartung  d^r  Basis  in  die  iSeitcn  eines  Vierseits 
entstehen  Ebenen,  weli  he  von  allen  Flächen  des  I^üschels  in  dem 
nSmlicben  Kegelschnitt  geschnitten  werden,  die  vier  ElKnen  durch 
zwei  aufeinandertolgende  Seiten  des  Vierseit^!.  Offenbar  «gewinnt 
ebenso  der  Bündel  von  Ränmon  lioi  der  Ausartung  seiner  Basis- 
curve in  das  Doppelvier  die  Eigenschaft,  sechs  Käume  F»,  u.s.w. 
aufweisen  zu  können,  welche  ihn  in  den  Flächen  Fl  eines  Büschels 
schneiden.  Hieraus  ist  zu  entnehmen,  dafs  es  nicht  erlaubt  ist, 
aus  der  Bemerkung,  dafs  durch  einen  gegebenen  Punkt  F  von 
zwei  jede  der  ^iar  Geraden  o  sebneidende  Ebenen  gehen,  m 
aohliaisen,  dafs  ea  eine  zweifach  unendliche  Menge  von  Ebenen 
giabt,  welche     in  vier  Punkten  achneiden.  Allein  dieaea  Basultat  ist 
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ans  dem  G«tohleckte  der  Cg  absnleiten.  Denn  prcgieirt  maa  die  Cg 
ans  u]gexid  einer  ihrer  Bisecanten  auf  eine  Ebene»  so  erhält  man  eine 
Cnrre  (sechster  Ordnung,  welche,  da  sie  eben&Ua  das  Geschlecht 
fünf  hat,  einen  Doppelponkfc  besitzt  Und  hieraus  folgt,  dafs  die 
ProjectioDshisecante  TOn  einer  anderen  Bisecante  geschnitten  wird»  also 
durch  jede  Bisecante  von  Cg  eine  Vierpnnktsebeue  dieser  Gurre  geht. 

5.  Es  wird  uns  wohl  erlaubt  aem,  den  beim  Voitrag  nur  «af* 
geworfenen  Gedanken,  das  Doppelbier  fBr  das  Studium  der  über- 
haupt möglichen  Ansartnngen  der  Cg  xu  Terwezten,  hier  nSher  su 
entwickeln. 

Beim  Zerstttcfceln  des  windschiefen  Yierseits  {t^gl^i^m)  keten 
nicht  nur  die  bekannten  Ausartungen  der  BasisomTe  eines 
Bflsehels  tou  Fliehen  F\  im'R*  sammt  ihren  Qesefalechtem  m 
Tage,  sondern  es  ergehen  sieh  audi  unmittelbar  die  Zahlen,  wekho 
ausdrücken,  durch  wie  viel  von  einander  unabhängige  Punkte  irgend 
einer  dieser  Gurren  eine  JPJ  gehen  soll,  damit  diese  die  Gurfe  ganz 
enthalten  mxktt,  Lidem  die  Ton  vier  nnander  in  vier  Punkten 
schneidenden  Geraden  gebildete  Figur  (oi^i^^s)  aaigt^  dab  die  an- 
gedeutete Zahl  von  Bedingungen  für      seHÜt  den  Wert 

43-4-8 

hat,  liefert  die  Zerlegung  (^i^io,),  62  die  Baomeurve  Cg  mit  einer 
Bisecante  und  die  Bedingxmgnahl  3  -  3  —  3  »  7,  ebenso  die  Zer* 
l^gong  (^1^1))  (t'a^a)  ^a  Combination  von  swei  in  veraefaiedenen 
Ebenen  liegenden  Kegelschnitten,  die  iwei  Punkte  gemeinaam  und 
die  Bedingungssahlen  2>3  —  1     5  haben,  u.s.w. 

Auf  analoge  Weise  kann  man,  wift  ich  an  einer  anderen  Stelle 
hervorheben  werde,  die  von  Sturm  geftmdenen  Zeigliedsningen  der 
Basiacurve  eines  Büschels  von  oubischen  Fliehen  im  12*  and  ihre 
Bedingungssahlen  ableiten.  Hier  wenden  wir  znnftdist  das  ent* 
Wiekelte  Ver&hrsn  auf  das  Doppelner  an.  Um  dabei  eine  grüCssre 
ÜberaichtKehkeit  der  Besultate  zu  orziBlen,  ist  ea  wüuschenawert, 
1.  das  Symbol  der  acht  Buchstaben  durch  eine  Figur  von  vier 
horizontalen  Geraden  a  und  vier  verticalen  Geraden  h  —  oder 
sagen  wir  vier  Geraden  h  und  vier  Geraden  v  —  zu  ersetzen,  wobei 
man  dann  allerdings  (Fi^.  l)  die  auftretenden  Schnittpunkte  be- 
sonders anzudeuten  hat,  und  2.  die  zu  erhalteuden  Curven  C',,, ^ 
mittels  dreier  Zahlen  n,  //,  ?>,  die  Ordnung  das  Geschlecht  g  und 
die  Bediuguugszalil  6,  zu  kennzeichnen.  Da  das  Doppelvier  aus 
acht  einander  in  zwölf  Punkten  schneidenden  Geraden  besteht,  ist  die 
Bedingungszahl  h  der  (J^  also  8*3  — 12 —  12,  was  uns  schon  be- 
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kftimt  war,  und  kommt  diASor  Cum  deslialb  das  Symbol  C^ö.a  zu* 
Wir  Mn^iteii  mm  nach  eiiiaiLdor  alle  mögliclieii  FSUe. 


hig  1 


Flg  S. 


Abtrt>umiTig  von  t\.  —  Es  zeigt,  die  Spaltung  Fig.  2.  Der 
übrig  bleibende  Teil  besteht  aus  sieben  (ieraden,  aus  welchen  man 
21  —  9  =  12  Paare  windschiefer  Geraden  bilden  kann  Deshalb 
projicirt  sich  die  bei  der  Abtrennung  von  i\  entstehende  C.  ans 
irgend  einer  Oeradeu  auf  irgend  eine  Ebene  als  eine  Plancurve 
siebenter  Hrdnung  mit  zwölf  Doppelpunkten,  welche  also  das  Ge- 
schlecht drei  hat.  Und  die  Bedingungszahl  ist  7-3  — 9 -»12,  d.h. 
wir  ünden  eine  C;,»,  j2  mit  einer  Trisecante. 

Dafs  die  abgetrennte  Gerade  eine  Trisecante  der  erhaltenen 
Cj  sein  mufs,  wird  auch  auf  die  folgende  Weise  gezeigt.  Es  werden 
irgend  drei  den  Bündel  bestimmende  Rliumo  Ql  von  einem  JR* 
durch  Vi  in  drei  durch  t'^  gehenden  Flächen  geschnitten,  nnd 
diese  haben  bekanntlich  vier  auTserhalb  t\  liegende  Punkte  gemein- 
sam; also  mftssen  die  anderen  drei  Schnittpunkte  dieses  Baumes 
mit  C^  auf  t\  liegen.  Und  ist  Trisecante  von  C^,  so  mufs  jede 
Q\  durch  auch  enthalten,  woraus  hervorgeht,  dafs  die  fie- 
dingungszahlen  von  Cf  und  Cg  einander  gleich  sein  mSssen,  nnd  t'i 
die  einiige  Triseeante  der  Cj  sein  muls. 

Abtrennung  von  v^,  A|.  —  Es  zeigt  die  Spaltung  (Fig.  8). 
>fan  erhUt  eine  Tom  Geacfaledite  10  (15  —  7)  —  2  mit  der 
Bedingungssahl  6*3  —  7  —  11,  also  eine 
mit  zwei  einander  schneidenden  Bi- 
secanten.  Es  bat  diese  tlberbaupt  keine 
Trisecante. 

Abtrennung  eines  Kegelschnittes.  — 
Das  Besnltat  mxd  dem  Toriiergehenden  Falle 
entnommen,  indem  man  die  Combination 
(fj,  h^)  als  einen  Kegelschnitt  betrachtet 
Man  findet  also  eine  Cc^s,  n ,  welche  dem  Kegel- 
schnitt in  Tier  Funkten  begegnet 


Fig.  S. 
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Da«8  die  beiden  Teile  der  Cg  einander  bi«r  in  Tier  Punkten 
schneiden,  wird  auch  leicht  direcfc  bewiesen.  Irgend  drei  den 
Bflndel  bestimmende  Räume  Ql  werden  von  einem  die  Ebene  e 
des  Kegelschnittes  enthaltenden  Baume  in  drei  durch  den  Kegel- 
schnitt gehenden  Flachen  F|  geschnitten,  nnd  diese  haben,  wie  das 
bekannte  Beispiel  von  drei  Kugeln  leigt,  aiüserhalb  dee  Kegel- 
schnittes swei  Punkte  gemeinsam;  also  müssen  die  anderen  Tier 
Schnittpunkte  dieses  Bunnes  JB'  mit       auf  dem  Kegdschnitte 

Wir  bemerken  beilftufig,  ötSs  die  Betrachtung  des  abgetrennten 
Teils  (t'^f  Ji^)  för  den  Kegelschnitt  das  Symbol  Ct^o,6  liefert,  wie 
es  sein  solL 

Abtrennung  von  f\-  —  Man  erhält  rinp  C'e, i.if  "lit  zwei 
zu  einander  windschiefen  Trisecauten;  diese  Gurre  läOst  offenbar 
keine  dritte  Thsecante  zu. 

Abtrennung  Ton  Vj,  h^^  A,. —  Man  erh&lt  eine  Cg^i^io»  welche 
Sur  ünisecanten  und     und     xu  Bisecanten  hat  (Fig*4). 

Vlg.4  Fig.  5. 


Abtrennung  der  Raumcurve  Ca^i.  —  Da  (''i, ''2,  Ä3)  ein© 
Ausartung  von  C^i  ist,  findet  jiian.  dem  vorhergehenden  Falle 
entsprechend,  eine  Cfi,i,ie,  welche  fünf  Punkte  mit  Cs,!  gemein  hat. 

Aus  der  Bemerkung,  daTs  irgend  drei  Fliehen  Fl  durch  C\i 
außerhalb  dieser  Cnrve  keinen  Punkt  gemeinsam  haben,  kann  das 
Besultat  der  fünf  Schnittpunkte  der  hier  geftmdenen  beiden  Teile 
▼on  Cg  wieder  bestätigt  werden. 

Beiläufig  weisen  wir  darauf  hin,  dafs  die  Ausartini l';  i^i'^, h^) 
die  cubische  Eaumcurve  ah  eine  Cj^o,?  keuu/eichnet,  wie  es 
sein  soll. 

Abtrennung  von  r^,  h^.  —  Man  »  rhiUt  {h\g.b)  eine 
^5,0,11)  welche  zur  Trisecante  und  und  zu  einander  schneiden* 
den  Bisecanten  hat 
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Es  hat  offanbar  iigoid  eine  nicht  in  einem  liegende  0^ 
hflchstons  nur  eine  Trieecante;  denn  die  Yoraiineteiuig,  dafs  es  zwei 
Trisecanten  ^he,  f51irt  immer  »i  einem  Eanme  B\  der  sechs 
Punkte  der  Qarve  enHüllt  Weiter  lehrt  eine  speeieUe  üntersndrang, 
die  irir  hier  nnterdrUeken»  dab  eine  enten  Geeehleohts  keine 
Trieeeante  haben  kann^  dagegen  die  laüonale  immer  eine  Tri- 
secante  anftaweisen  hat 

Abtrennung  von  Vgy  v,,  h^.  —  Bei  der  Abtrsnnung  Yon 
tremt  sieh  offenbar  aneh  ab;  der  Ml  der  Abtrennung 
▼on  v^^  Vg,  ^,  wird  hier  also  nur  seheinbar  Ubergangen.  Man  er^ 
hält  eine  o,  9 ,  welche  v, ,  ,  %  stur  Bi- 
secante  hat,  dagegen  gar  nicht  schnei- 
det  (Fig.  6).  !  \ 

Abtrennung  von  C'i^o.  —  Es  bilden  \  j 

t\.       /  j,       zusammen  eine       0, 9-    l^*im  j  \ 

vorhergehenden  Falle  entsprechend  erhält  man  ;  : 

also  eine  zweite  C^^o,  9?  welche  mit  der  — i — l" 

ersten  sechs  Punkte  gemein  hat.  i  • 

Die  anderen  besonderen  Fälle,  welche 
im  TOrhergehenden  Falle  enthalten  sind,  übergehen  wir. 

Abtrennung  tou  v^,  v,,  A3,  h^.  —  Man  erhält  eine 
AUein,  da  jede  nicht  in  einem  B*  enthaltene  0^  immer  rational 
ist,  muft  die  gefundene  Curve  in  einem  B*  liegen  und  dort,  ihrem 
Geschlechte  nach,  die  Basiseorve  eines  BOschels  von  Flächen  JPJ 
sein.  Und  dann  enthält  der  Bttndel  auch  eine  wekiher  dieser 
Baum  angehört,  woraus  her?orgeht,  dalh  die  abgetrennten  Geraden 
in  einem  anderen  B*  liegen  mtssen.  WirUieh  ist  dies  der  Fall; 
denn  sie  bilden  eine  iweito  in  ein  windschiefiM  Vierseit  aua- 
geartete 1. 

Es  ist  offenbar  richtig,  dab  die  Bedingungszahl  der  Ci^i 
acht  beträgt;  denn  im  Jt'  gilt  es  für  acht  einfache  Bedingungen, 
dafo  eine  Ff  eine  gegebene  C«,!  enthalte. 

Abtrennung  von  €4^1.  —  Man  findet  eine  andw  Cii^s? 
welche  mit  der  erst^^n  vier  Punkte  gemein  hat,  die  natürlich  in 
der  Schnittebene  ihrer  KUunif  Ji^  liegen. 

Dieser  Fall,  welcher  von  allen  aus  der  Abtrennung  von  Tj  ,  v^, 
Äj,  zu  bildenden  Fällen  allein  hervorgehoben  wird,  bildet  im  Ji* 
das  Analogon  der  in  zwei  einander  in  zwei  Punkten  schneidende 
Kegelschnitte  zerfallenen  Basiscure  C^^i  eines  Büschels  von  Flächen 
Fl  im  JB». 
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Zusammenfassung  der  Resultate.  —  Nennen  wir  eine 
Gurre  „  gewrungen  wenn  sie  nicht  in  einem  Baume  2?'  liegt,  und 
deuten  wir  abkürzend  die  Curve  C»,  ^,  &  durch  das  Sjmbol  («,^,  b) 
an,  so  können  wir  die  betrachteten  Curven  folgendermalseu  ta- 
bellarisch ordnen: 

a)  gewrungene  Curven:  (8,  5,  12),    (7,  3,  12),   (6,  1,  12). 

(6,2,11),   (5,0,11),   (0,1,10),  (4,0,  9)i 

b)  Baumeurven:  (4,1,  8),  (3, 0,  7); 

c)  Plaufurve:       (2,  0,  5); 

d)  Gerade:  (1,0,3). 

6.  Von  der  B(  im  rkung  ansfrehend,  dafs  drei  willkürlich  im  7?* 
angenommene  (Geraden  eine  einzige  gemenisi "haftliche  Transversale 
bestimmen,  halun  wir  das  Doppclvier  gefunden,  und  nachher  mit 
Hüte  dieser  Figur  die  allgemeine  Basiscurve  Cs,^  eines  Bündels  von 
Räumen  Ql  auf  alle  mr>gliche  "Weisen  zerlegt.  Beim  Nachschlagen 
der  betreffenden  Literatur  hat  sich  aber  herausgestellt,  dafs  diese  Re- 
sultate nicht  alle  neu  sind,  wie  ich  erst  meinte.  Denn  schon  in 
der  1882  erschienenen  inhaltsreichen  AbhaTidhing^  des  Herrn 
G.  Veronese  über  das  Princip  des  Projicirens  und  des  Schneidens 
(Math.  Ann.,  Bd.  19)  ist  von  den  in  zwei  ,,complementäre  Geraden- 
quadrupel" zerfallenen  Durchschnitten  dreier  Räuine  (S.  191). 
von  den  kennzeichnenden  Zahlen  der  Basiscurve  Ca,  5  (S.  204), 
ja  sogar  von  einzelnen  der  oben  gefundenen  Curven,  Cs,  1,  C^tt  C-,,  a, 
(B.  206)  die  Bede.  Es  treten  diese  Ergebnisse  dort  als  vereinzelte 
Bei^ele  einer  viel  weiter  ragenden  allgemeinen  Theorie  auf.  die 
u.  a.  die  Relationen  liefert,  welche  obwalten  zwischen  den  Plücker- 
schen  Zahlen  der  vollständigen  SchnitUnirve  irgend  dreier  gegebener 
Bäume  und  zwischen  den  Systemmi  Ton  Plücker'schen  Zahlen  der 
beiden  Teile ,  in  welche  diese  Curve  eventuell  zerftllt  Zu  solcher  Höh« 
können  die  auf  der  schmalen  Basis  des  Doppelviors  ruhenden  Be* 
trachtongen  sich  seibstrerst&ndlich  nicht  emporheben.  Im  Gegen- 
teil muTs  hier  sogar  anerkannt  werden,  dafs  die  vom  P^cip  der 
Erhaltung  der  Zahl  beherrschte  Methode,  die  Basisourre  aus  ihrer 
nur  aus  Geraden  gebildeten  Ausartung  zu  studiren,  wesentlich  eine 
sehr  besehr&nkte  ist,  da  sie,  wie  ich  an  einer  anderen  Stelle 
hetonen  will,  sich  im  überhaupt  nur  auf  Bftschel  von  qua- 
dratischen und  euhisdien  Fl&chen,  in  den  höheren  Bftumen  ohne 
weiteres  nur  auf  den  Bflndel  von  quadratischen  Bäumen  Ql  an- 
wenden lifti    Und  diese  Beschrftnktheit  steht  in  keinerlei  Vei^ 
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bindung  mit  der  die  Analogie  verletzenden  Thatsache,  dafs,  wie  oben 
DMbgBwidsen  wurde,  das  windschiefe  Vierseit  nicht  ganz  genau  als 
f,Doppelzwei^  m  deaten  ist.  Denn  es  ist  ein  Leichtes,  eine  neue  Sym- 
bolik einsoftthren,  worin  die  Symbole  des  windschiefen  Vierseits  und  des 
Doppelviers  zwei  aufeinander  folgende  Glieder  einer  allgememen  Reihe 
bilden.  Bei  der  in  Gferaden  zerfallenen  Basiscurve  eines  (m  —  2)  fach 
unendlichen  Systems  Yon  quadratischen  Bftumen  Qf^~^  imlf**  handelt 
es  noh  nämlich  um  die  2*"'^  Geraden,  welche  m  —  1  Paaron  von 
Räumen  R'"~^  gemeinsam  sind,  und  diese  Geraden  können  offenbar 
eindeutig  bezogen  werden  auf  die  2"*"*  Punkt«,  welche  in  Bcmi^ 
auf  ein  rechtvribakliges  Ooordinatensjstem  in  einem  M"*"^^  den 
2"*— i  Coordin&tenwerten 

(±1,  ±1,  ±1,....±1) 

entsprecben  und  also  die  Sckponkte  der  regelmilirigen  Figur  bilden, 
weldie  im  ~ '  das  Aber  der  doppelten  Lftngeneittheit  besehriebene  Mab 
des  Inhalts  ist.  Es  werden  dann  offenbar  die  etwa  Torfaandenen 
Schnittpunkte  der  Geraden  des  Systems  von  den  Kanten  dieser 
regelmftfsigen  Figur  abgebildsl  So  findet  man  den  Barisenrven  in 
iS',  R*j  i?^, .  . .  entsprechend  nach  einander  die  Figuren  Vier^ 
seit,  Sechsflach,  Achtzell,  ...  in  12',  R^. . .  und  dabei  ist  die 
Verletzimg  der  Analogie  ganz  beseitigt.  Sogar  bilden  die  als  ein- 
geschriebene Zweiecke '*  zu  deutenden  Diagonalen  ajO^,  h^h^  des 
Quadrates  (Fig.  7),  welche  den  Paaren  gegenüberliegender  Seiten 


rig.T.  Fig.a 


des  windschiefen  Yierseits  entsprechen,  genau  das  Analogen  der 
beiden  dem  Hexaeder  (Fig.  8)  eingeschriebenen  Tetraeder  äia^a^a^, 
^i^i^s^4i  ▼eiche  die  „complemeniflren  GeradenquadrupeP*  abbilden, 
und  wird  diese  Serie  von  Zwillingsformen  beim  Aehtsell  (Fig.  9) 
weiter  verfolgt  von  den  beidm  eingeschriebenen  Seohsiehnxellen 
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(iiüf.  .  .  «g,  h^K  .  .  .  bgy  um  iu  noch  höheren  Dimensionen  in  zwei 
weniger  regelmäfsige  Figuren  überzugehen,   wovon  die  eine  den 

Eckpunkt  (1,1,1  .  .  .,  1),  und 
alle  durch  «ine  grade  Anzahl 
von  Zeichen  \vet;hs  ein  hieraus 
hervorgehenden ,  die  andere 
alle  durch  eine  imgrade  An- 
zahl von  Zeichenwechseln  ent- 
stehenden Punkte  zu  Eek- 
jjunkten  hat  Allein,  ohm- 
weitere?  ist  sogar  die  Fi;,'-ur 
des  Aehtzelles  schon  nicht  mehr 
zu  verwerten,  da  die  auf  einer 
Geraden  des  Systems  liegende 
SchnittpimktoBahl  drei  über- 
trifft 

7.  Wir  brechen  deshalb  unsete  Untersadtong  hier  »b  und  wenden 
uns  nun  Schlufs  zu  der  Beantwortimg  der  Frage  nach  den  ▼«■- 
schiedenen  AbbUdiuigen  der  geschlossenen  Figur  des  DoppelTiers  auf 
mueren  Banm  von  drei  Dimensionen.  Dabei  denken  mr  in  erster 
Linie  an  die  von  Lie  und  Darbonz  herrührende  Transfbnnation, 
worin  den  Punkten,  Geraden,  Ebenen  und  linearen  ifainmAiw  -von 
die  Xngel,  EngelbllsDheli  Eugelbfindel  und  Engelqrsteme  oder  wenn 
man  will  die  Kugel,  Kreise,  Punktepaare  und  Orthogonalkugel  Tom 

entsprechen.  Hierdurch  wird  der  Satz,  dafo  drei  willkBriiche 
Geraden  yonB*  eine  gemeinschaftliche  TransToiaale  bestimmen,  Aber- 
geführt  in  den  Sak,  dab  es  im  ^*  eine  einzige  KreisUnie  giebt^ 
welche  sich  mit  jeder  tou  drei  gegebenen  Kreislinien  durch  eine  Kugel 
veibinden  iBlst  XTnd  die  Gonstmction  dieses  Kreises  wird  unmittelbar 
aus  der  Gonstruetion  der  gemeinschaftlichen  Transrersale  abgelesen; 
sie  lautet:  man  bestimme  zuerst  zu  jedem  der  drei  aus  den  drei 
gegebenen  Kreisen  zu  bildenden  Paare  die  gemeinssme  Orthogonal* 
kugelf  deren  Centrum  auf  der  SchnitÜinie  der  Ebenen  des  Kreis» 
paares  Hegt,  und  nachher  den  in  der  Ebene  dieser  drei  neuen 
Gentra  liegenden  Orihogonalkreis  dieser  drei  Kugeln.  Deshalb  wird 
das  Bild  des  Doppelvieis  tou  zwei  oomplementiren  Quadrupeln 

•i»    *ti    ^^S»  ^4 

Af   A»   Af  A 
Ton  Kreisen  gebildet,  wovon  ein  beliebiger  mit  jedem  der  drei  anderen, 
die  weder  im  Buchstaben  noch  im  Index  mit  ihm  flbereinstimmen, 
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dnvcih  0me  Engel  ▼arlrasdaii  worden  kann.  Ein  BohtshM  Syitom  ron 
ganz  vegelinl&igem  finn  inxdx.  B.  erbnlten  ndttebflineinohtwmkligen 
AxensjsUans,  indem  man  nagend  einen  KretSf  deiaen  A»  keine 
der  drei  Cooxdinatenaien  schneidet,  dnioh  Drahnngen  Ton  180 
Gfad  nm  jede  dieeer  drei  Azen  sn  tier  Kieuen  «  verrielftliigt 
und  diesen  yier  Kreisen  a  mittels  Bpiegelimg  in  die  Goordinaken* 
ebenen  vier  Hxeise  ß  anrdhl  Ss  bilden  dann,  wie  man  leieht 
findet,  die  den  Schnittponkten  der  Geraden  a  und  h  entspreobenden 
Engeln  drei  Quadrupel  yon  Kugeln  gleicher  GrO&e,  deren  vier  Mittel- 
punkte  die  Eckpunkte  eines  in  einer  Ooordinatenebene  liegenden 
Beebteoks  sind^  dessen  Oentnun  und  Seiten  mit  dem  Ursprünge 
snsammenfUlt  bes.  den  Coordinatenazen  parallel  sind;  mitiiin  liegen 
die  Centra  dieser  «wÖlf  Engeln  auf  einer  zu  den  Ooovdinateaebenen 
sgrmmetnscben  quadratischen  Hiebe. 

8.  In  aller  Eflne  weisen  wir  nocb  auf  zwei  andere  dreidimea* 
sionale  Abbildungen  des  DoppeMers  bin,  welche  beide  auf  dem  von 
Henm  F.Elein  aufgedeckten  Zusammenhange  zwischen  Liniengeometrie 
und  metrischer  Geometrie  basiren.  Es  ist  nämlich  das  vierfach  un- 
endliche System  von  Strahlen  eines  Raunnes  i?'  sofort  projectivisch 
zu  beziehen  aui"  das  System  der  Puüktü  üiües  un  J>'^  liegenden 
quadratischen  Ramnes  von  vier  Dimensionen,  indem  letzteres 
System  aus  iigyiid  einem  auf  Q\  liegenden  Punkt  C  als  Centrum 
auf  irgend  einen  Raum  M*  von  JÜ*  abgebildet  werden  kaun.  Dabei 
spielt  allerdings  der  Sti  akl  c  des  Raumes  JB',  welcher  dem  Projections- 
centrum  C  von  entspricht,  eine  besondere  Rolle.  So  bildet  sich 
das  sechsfach  unendliche  System  der  Geraden  des  Raumes  B*  mittels 
des  natürlich  ebenfalls  sechsfach  unbüdlichpn  Systems  der  den 
Strahl  '  enthaltenden  Hegelscharen  ab.  A\ol)ei  immer  nur  an  das- 
jenige Rvstem  der  (reneratricen  der  tragenden  quadratis(  hen  Fluche 
zu  denken  ist,  welchem  c  mit  angehört.  Auf  diese  Weise  traus- 
formirt  sich  das  Doppelvier  in  zwei  compiemeutiire  Systeme  von 
Regeischarenquadrupeln  Ql.  and  Qj..,  (i  «  1,  2,  3,  4),  welche  die 
Eigenschaft  besitzen,  dafs  irgend  eine  dieser  acht  den  Strahl  c 
gemeinsam  habenden  Scharen  jede  der  drei  anderen,  die  weder  im 
Buchstaben  b  noch  im  Index  1,  2,  3,  4  mit  ihr  übereinstimmen, 
in  einem  anderen  Strahl  schneidet.  Mit  Ausnahme  der  Bedingung, 
dafs  die  vier  Scharen  Ql  einen  Strahl  gemein  haben  sollen,  sind 
sie  ganz  willkfirlich  im  anzunehmen,  und  können  nachber  die 
Tier  Scharen  Ql  aus  ihnen  abgeleitet  werden. 

9.  Eine  dritte  Abbildung  des  Doppelviers  wird  erhalten,  wenn 
man  —  auf  die  stereograpbisflbe  Projedion  des  quadratischen  Baumes 
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Q*  verziclitend  —  im  JS*^  neben  diesem  Q\  einen  linearen  Baum 
and  nock  zwei  andere  quadratische  Bäuma  8\  und  von 
vier  Dunennonen  derart  annimmt,  dafs  die  quadratischen  Schnitt- 
flächen Fl  vom  R*  mit  den  drei  quadridimensionalen  quadratischen 
Bftamen  einen  Bündel  mit  einem  Doppelvier  sur  Basis  bestixnmen. 
lütn  erhält  dann  im  drei  Strahlencomplexe,  einen  linearen  und 
twei  quadratische,  weldie  sich  in  zwei  Quadrupeln  von  ebenen 

Strahlenbüscheln  durchdringen.  Dabei 
bilden  die  acht  Mittelpunkte  und 
die  acht  tragenden  Ebenen  die  Eck- 
punkte und  Seitenflftchen  Ton  iwei 
einander  sowohl  um^  als  einge- 
schriebenen Tetraedem,  welche  be- 
kannte SÜgnr  man  sieh,  wie  Herr 
J.  de  Yries  nachgewiesen  hat,  am 
einfachaten  mittels  eines  Hexaeders 
(I*ig.lO)  wwirkliohen  kann.  "SMr- 
lich  kdnnen  hier  die  vier  Strahlen* 
bttechel  des  einen  Quadrupels  nur  insofern  willkBrlich  gewihlt 
werden  als  innerhalb  der  Beschr&nkiing,  dafs  sie  einem  namHiAim 
linearen  Oomplexe  angehBren  sollen,  möglich  ist  Und  hier  gilt 
dann  offenbar  der  Satz:  Alle  quadratischen  Strahlenoompleze,  weleba 
Tier  in  einem  linearen  Oomplü  willkfirlich  gewählte  Strahlenbfischel 
enthalten,  haben  noch  ein  zweites  Quadrupel  von  Strahlenbfiachaln 
des  nSmlichen  linearen  Gomplexes  mit  einander  gemein;  zwischen 
den  Strahlenbüschehi  dieser  beiden  Quadrupel  walten  die  bei  den 
compIementiTfin  Geradenquadrupeln  des  Doppelviers  nachgewiesenen 
Beziehungen  ob. 

Zum  Schlulli  sei  bemerkt,  dafii  wir  in  Fig.  10,  wie  eine  Yer- 
gleichung  mit  Fig.  8  lehrt,  &8t  ganz  auf  unsere  SjmMik  vom 
Artikel  6  snrfickge&Uen  sind;  denn  in  beiden  Figuren  bOden  die 
acht  Wflifeleckpunkte  die  acht  Geraden  des  Doppelviers  ab,  u.s.w. 


Beweis  eines  Satzes  über  KrümmnngslinieiL 
Von     Wangerin  in  Halle  a.  8. 

Für  den  bekaiLutuu  Satz,  dafs  bei  der  'irausioniiation  durch 
reciproke  Radien  die  Krümmimgsliuien  einer  FlUchü  in  die  Krfim- 
jn!ing<liui('n  der  transformirton  Fläche  übergehen,  läfst  sich  ein  üu- 
sckauiiciitir  und  übersichtlicher  Beweis  geben,  wenn  man  als  bekannt 
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▼oranssetzt:  1.  den  Dnpin'sehen  Satz  über  dr^fach  orthogonale 
Flächenscharen,  2.  den  leicht  zu  beweisenden  Satz,  dafs,  wenn  sich 
zwei  Flächen  senkrecht  schneiden,  auch  die  reciproken  Flächen  auf- 
einander seukrt'cht  st^htiu.  Der  Beweis  wird  folgeudcnnarsen  geführt: 
Ninmit  niHti  zu  der  gegebenen  Fläche  F  die  Parallelflächeu  sowne 
diejenigen  abwickelbaren  Flächen,  welche  von  den  Flächennormaieu 
in  den  Krömmungslinien  von  gebildet  werden,  so  hat  man  ein 
dreifach  orthogonales  Flächensystem,  das  bei  Transformation  durch 
reciproke  Radien  nach  Satz  2  in  ein  eben  solches  übergeht.  Wendet 
man  auf  letzteres  den  Dupin 'sehen  Satz  an,  so  folgt  unmittelbar  der 
zu  beweisende  Satz. 


Ueber  die  Be^ffe  Lftn^e,  OberflSolie  ind  Vdnmen« 

Von  Harmann  Miakowaki  in  Zürich. 

1.  Der  Begriff  des  Ausdehmmgsmtegnüs  in  einer  Mannigfoltig- 

keit:  J* ixidx^, . .  dx«,  d.  i.  für  n  »  3  der  Begriff  des  Volumens 

eines  Körpers |  gehihrt  m  den  elementarsten  Begriflian  in  der 
Analysis  des  ünendliehen;  es  knüpft  dieser  Begriff  unmittelbar  an 
den  Begriff  der  Anzahl  an.  (Yergl.  G.  Jordan,  (kmn  d' Analyse, 
2«4d.,ilp.  18— 31.) 

WesentUch  schwieriger  als  die  Einführung  des  Yolumenbegriffs 
ist  die  Begrilndung  der  Linge  einer  Curye  als  Grenze  der  Unge 
Ton  Polygonen,  die  der  Gurve  geeignet  eingeschrieben  sind,  und  der 
Oberfläche  einer  krummen  Flftche  als  Grenze  der  ObeiflSehe 
▼on  Polyedern,  die  in  Bezug  auf  die  PlSche  geeignet  eonstnurt  sind. 

Htm  kann  jedoch  diese  anderen  Begriffe  Ltnge  und  Obeiflfiche 
auch  allein  aus  dem  Begriffe  des  Volumens  mittelst  eines  einfachen 
Orensttberganges  entwickeln: 

Bs  sei  C  eine  Curve.  üm  jeden  Punkt  Ton  C  als  Mittelpunkt 
denke  man  sich  eine  Kugel  mit  dem  Badius  r  abgegrenzt,  unter  r 
eine  feste  positive  GiOfse  yerstanden.  IHe  Menge  aller  derjenigen 
Punkte  des  Raumes,  wekhe  in  das  Innere  oder  die  Bogrenzung  yon 
wenigstens  einer  dieser  Kugeln  zn  liegen  kommen,  definirt  uns  den 
Bereich  der  Entfernung  <  r  von  der  CurYO  C.  Es  sei  V(r) 
das  Volumen  dieses  Bereichs  (falls  ihm  ein  bestimmtiy  Volumen 

zukommt),  so  kann  der  Grenzwert  toh  für  ein  nach  Null  ab- 
nehmendes r  (fisUs  dieser  Grenzwert  eiistirt),  als  die  Lftnge  der 
CarTO  C  eingoAhrt  werden.  —  Es  sei  1^  eine  Fliehe.   Man  oon- 

8« 
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fltniire  in'  entq^cvohender  Weise  dem  Bereich  der  Entfernung  ^  r 

▼on  J*.   Eb  sei  F(r)  das  Yolnmen  dieses  Beraiebs,  so  kaiin  te- 

V(r) 

Grenzwert  von         für  ein  nach  Nnll  abnehmendes  r  (vorausgesetzt, 

dafs  die  Gröfse  F(r)  sowie  dieser  Grenzwert  ezistirt),  als  die 
Oberfläche  der  Fläche  F  eingeführt  werden. 

Es  ist  einleuchtend,  dafs  hierbei  zunächst  die  Länge  einer  gerad- 
linigen Strecke  und  die  Obexflftohe  eines  ebenen  Dreiecks  genau  mit 
den  gewöhnlich  dafür  angenommenen  Werten  sich  ergehen;  infolge- 
dessen werden  überhaupt  in  regulären  Fällen  Längen  und  Oberflächen 
in  dem  eben  erklärten  und  andererseits  in  dem  üblichen  Sinne  die 
gleichen  Werte  Toratellen. 

8.  Die  soeben  gegebene  Definition  einsr  Obecflacfae  führt  nns 
zu  einer  bemerkenswerten  VeraUgemeinemng  des  Begnffii  Oberflftche, 
indem  wir  an  Stelle  von  Kugeln  beliebige  einander  RhnliBbe  und 
lihnUeh  gelegene  conyeze  KOzper  yerwenden.  Ich  werde  mach  hier 
auf  die  Betraditong  geschlossener  FlHohen  beschrftnken. 

Unter  einem  convezen  Körper  Terstehe  soh  eine  Punktmenga 
im  Baume,  welche  abgeschlossen  ist,  die  Eigenschaft  hat,  mit  einer 
beliebigen  Geraden  stets  entweder  eme  Strecke  oder  einen  Punkt 
oder  keinen  Ponkt  gemein  su  haben,  und  endlich  nicht  gana  in 
einer  Ebene  liegt.  Eine  conreze  FUche  bedeute  die  vollständige 
Begrenzung  eines  convexm  Körpers.  Denken  wir  uns  nun  einen 
beliebigen  couTexen  Körper  K  zu  Gnmde  gelegt  Es  sei  die  Be- 
grenzung von  K  und  0  irgend  ein  bestiiniiiter  innerer  Punkt  Ton  K, 
Ich  will  Q-  die  Flftohe  der  Distanz  1  von  0  nennen  (auch  die 
Aichfische  der  Distanxen).  Ist  P  ein  beliebuser  Punkt  und  t 
eine  positive  Gröfse,  so  soll  dann  unter  derPlftche  derDistans  r 
Ton  P  diejenige  convexe  Fläche  H  verstanden  werden,  welche  P 
umschliefst  und  mit  G  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  derart,  dafs 
je  zwei  gleichgerichtete  Radienvectoren  von  P  nach  H  und  von 
0  nach  (r  st«ts  in  ihren  Lilngen  das  constante  Verhältnifs  r :  1 
darbieten.  Der  von  dieser  i'iLit.lie  //  umschlossene  convexe  Körper 
ist  dann  der  Bereich  der  Distanz  <!  r  vun  P. 

Es  sei  nun  F  eine  beliebige,  ganz  iin  Endlichen  gelegene  ge- 
schlossene Fläche,  d.  h.  eine  Punktmeuge,  mittelst  deren  der 
ganze  Raum  sich  in  zwei  abgeschlossene  Mengen,  A  nnd  J",  zer- 
legt, von*  denen  eine  jede  die  ^Men^e  F  als  vollständige  Be- 
grenzung besitzt  und  welche  sonst  unter  einander  keinen  Punkt  ge- 
mein haben;  dasjenitre  von  diesen  zwei  durch  F  geschiedenen  Raum- 
gebieten, in  dem  keine  Grenzen  für  die  Coordinaten  der  Punkte 
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▼orhanden  sind,  heilte  der  änfsere  Rbuhi  Ton  das  ander«, 
der  innere  Banm  tob  F.  Wir  deolcea  uns  um  jeden  Pmücfc 
ton  F  den  Körper  der  Distanz  <r  von  dem  Punkte  abgegrenzt. 
Es  sei  Qji{r\  bes.  Qj{r)  der  Teil  des  Gebiets  bei.  des  Ge- 
biets J,  welcher  von  der  Gesammtheit  aller  dieser  Körper  überdeckfc 
wird,  weiter  Ya  {f\        Yj  (**)  das  Volumen  von      (r),  bei.  tob 

V/ v/1         neifse   der  üreiiznert   von  — bez.  — - —  nir  ein 

nach  Null  abnehmendes  r  die  verallgemeinerte  Aufsenober- 
fläche,  bez.  Innenoberfläche  (abgekürzt  v.  AO.  bez.  v.  JO.) 
von  J^,  immer  stülschweigend  vorausgesetzt,  dals  die  betreffenden 
Volumina  und  Grenzen  existiren.  Die  halbe  Summe  aus  T.  AO. 
und  V.  J 0.  von  F  heilse  die  Terallgemeinerte  Oberfiftche  Ton  JP. 

3.  Die  Existenz  der  Mer  in  Fiage  kommenden  Grennrarte 
l&bt  sich  in  ein&oiher  Weise  darOmn,  wenn  die  sn  beluMidelnde 
Flttohe  Ff  ebenso  wie  die  AiefaflSehe  der  Distanien  eine  con- 
Toze  Fliehe  Ist  Dann  ist  der  innere  Banm  J  von  F  ein  eon- 
▼ezer  EOiper,  nnd  es  sei  sein  Volumen.  Der  Banm  (r)  wird 
bier  jedesmal  anüser  von  F  noch  Ton  einer  zweiten  oonvezen  Vllehe 
(r)  begrenzt«  der  Flftohe  deijenigen  Funkte  in  ^,  ftr  welehe  die 
kkinste  Distanz  Yon  den  Pnnkten  in  F  glsicb  r  ist. 

Sind  zunAohst  sowohl  J  wie  K  Polyeder,  d.  h.  je  von  einer 
endliehen  Annhl  von  Ebenen  ▼ollstllndig  begranit|  so  wird  anefa 
der  Yon  (r)  begrenzte  oonyeze  KOcper  bei  beliebigem  Werte  des  r 
ein  Polyeder  sein.  Bei  Zugrundelegung  irgend  eines  Parallel- 
eoordinatensystems  erweisen  sieh  alsdann  die  Ooordinaten  der  Ecken 
von  F^(r)  als  ganse  Bneave  Funktionen  Ton  r,  nnd  vermöge  der 
dreireihigen  Detenoinaaten  fOr  Volnmina  von  Tetraedern  erscheint 
hemadh  F^(^)  als  eine  bestimmte  ganze  Function  dritten  Grades 
▼on  r,  d.  h.  der  vierte  Differenzenquotient  der  Function 
^Ai^)  ist  gleich  NnlL 

Nun  kann  man  eine  beliebige  convexe  Fläche  stets  durch  zwei 
Polyederflächen  annähern,  von  denen  die  eine  ganz  im  inneren  Räume, 
die  andere  ganz,  im  äufseren  Räume  der  Fläche  verläuft,  und  welche 
mit  tinander  ähnlich  und  Lihiiiich  gelegeu  smd,  und  zwai"  Uüch 
derart,  dafs  dabt  i  das  lineare  Dilatation sverhUltiiis  zur  Erzeugung 
der  zweiten  PoljedtrlUcho  aus  der  ersten  beliebig  nahe  an  1  lieg^. 
(Vergl.  meine  Geometrie  der  Zahlen  8.  33).  Wenden  wir  diesen 
Hülfssatz  sowohl  in  Bezug  auf  die  eine  Fläche  wie  auch  in  Be- 
zug auf  die  Aiekiliiche  G  an,  so  zeigt  sich,  dafs  jene  Eigenschaft 
des  Yerschwmdens  des  vierten  Di^ferenzen^uoueutea  von  sich 
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Ton  PolyederflSchen  sofort  auf  zwei  beliebige  conyexe  Flächen  F,  G 
ühertrSgt.  Danach  wird  in  allen  Fällen  das  Volumen  des  von  J*^  (r) 
b^renzten  Körpers  einen  Ausdnick  haben: 

wo  C7^,  Cj,  gewisse  von  r  unabhängige  Constanten  sind. 

Nunmehr  wird  3  (7|  die  veraUgemeinerte  Aaüsenobeifliche 
YOn  J*. 

Man  erkennt  leicht,  dafs  bei  Veränderung  des  Punktes  0  im 
Inneren  ron  K  die  Gröfsen  Cy,  C,,  (X,  sich  nicht  ändern,  dafe 
sie  also  nur  TOn  den  zwei  Flächen  F  und  Qy  nicht  von  dem  Punkte  O 
abhängen.  Vertauscht  man  die  Rollen  dieser  zwei  Flächen,  so  treten 
an  die  Stelle  von  C^,  3Cj,  SC,,  die  Werte  C'3,  SCj,  SC^,  C<,. 
Es  ist  also  das  Volumen  von  K  und  3(7^  die  t.  AuÜMnoheEflftche 
▼on  (t,  wenn  F  als  Aichfläche  der  Distanzen  benutzt  wird.  Alle 
Gröfeen  C^^  C|,  C^,      sind  danach  positiv. 

Ffir  den  hier  eingeführten  Begriff  der  Au&enoberflftche  lieben 
wir  als  in  gewissem  Sinne  charakteristisch  die  Eigenschaft 
hervor: 

Enthftlt  ein  convexer  Körper  einen  anderen  convexen 
Körper  in  sieh,  so  besitzt  stets  die  Begrenzung  des  ersteren 
Körpers  eine  grössere  v.  Aufsenoberflftche. 

Weiter  iBfiit  sich  zeigen:  Die  v.  InnenoberflSohe  einer  converan 
Fliehe  F  ist  gleich  dem  Werte,  der  fOr  ihre  v.  AuJhenobeifllcbe 
entsteht,  wenn  die  Aichflüche  der  Distanzen  0-  durch  die  su  ihr  in 
Bezug  auf  den  Punkt  0  symmetEische  Flache  ersetst  wird.  Danach 
erweisen  sich  v.  AufsenoberflAche  und  v.  Innenoberflttche  flir  eine 
convexe  FlAche  F  stets  als  gleich,  wenn  die  Axchfilche  eine  Fliehe 
mit  Mittelpunkt  ist 

Wird  nunmehr  als  AichflSche  eine  Kugelflftohe  vom 
Radius  1  genommen,  so  erweist  sich  ZC^  als  die  Öberfläolie 
der  convexen  Bladie  F  im  üblichen  Sinne,  während  alsdann 
die  gessmmte  mittlere  Krfimmung  von  F  dazsteUl 

Endlieh  machen  wir  die  folgende  Bemerkang: 

Sind  F  und  G  mit  einander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
(worunter  der  Fall  einzubegreifen  ist,  dafs  die  Flächen  durch  blofse 
Parallelverschiebung  auseinander  hervorgehen),  so  ergiebt  sich 

4.  Von  diesen  Befaraehtongen  will  ich  hier  haufytsiehlidh  Ge- 
brauch machen,  um  einen  neuen  und  strengen  Beweis  fOr  den 
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Satz  zu  g^ben,  dals  unter  allen  convexen  Körpern  von 
gleichem  Volumen  die  Kugel  die  kleinste  Oberfläche  hat| 
und  um  7.ugleicli  diesen  Satz  auf  ciuen  inhaltreioheren  und 
analytisch  einfacheren  zurückzuführen. 

Jfiih  stütze  mich  dabei  aof  den  folgenden,  von  Heim  iL  Brunn*) 
bewiesenen  Satz: 

Es  seien  und  «T^  zwei  beliebige  oonvexe  Körper,  die  nicht  mit 
einander  sowohl  tthnüch  wie  Shnlieh  gelegen  sind,  vom  Volumen 
bes.  Verbindet  man  jeden  Pnnid;  ?on  mit  jedem  von  nnd 
teilt  die  Verbindongsskeeke  jedesmal  in  einem  festen  VerhMtnisiie 
til  —  wobei  0 < < <  1  ist,  so  erfllllt  die  Menge  aller  Tsr- 
scbiedenen  solchen  Teilponkte  wieder  einen  conTOxen  Körper  «Tf 
nnd  gilt  ftr  dessen  Voinmen  TT«  die  üngleichimg: 

Wir  nehmen  nun  an,  es  seien  die  Fliehen  F  nnd  G  nicht 
einander  fthnJich  nnd  Ähnlich  gelegen,  nnd  können  ft^^y^""  diesen 
Satat  in  der  Weise  anwenden,  dafs  wir  für  und  J|  die  zwei 
conTexen  Körper  nehmen,  welche  TOn  swei  der  oben  betrachteten 
Pliohen  ■Fa(r)  ftr  iigend  swei  Werte  r^r^  nnd  r  begrenzt 
werden;  fOr  Jf  erscheint  hierbei  der  von  Fa^t)  fOr  r  »  (1  —  t)r^  +  tr^ 
begrenzte  Körper.  Die  entstehende  Ungleiehnng  kommt  nnn  darauf 
hinaus,  daCi  die  durch  s^— 

ftir  r'>0  dargestellte  Curve ,  wenn  mau  r  und  w  als  Aliscisse  und 
Ordinate  in  einer  Ebene  deutet,  überall  convex  auf  ihrer  der  r-Axe 
abgewandten  Seite  ist,  oder  anders  formulirt,  dafs 

är* 

ist  im  ganzen  Bereir-br  r  >  0. 

Führen  wir  den  in  3.  gewonnenen  Ausdruck  von  W(r)  ein,  so 
mufs  danach 


*)  Inaiigaialdimertation,  München  1887,  S.81.  —  Herr  Brunn  hat 
fireiUeh  an  der  angeführten  Stelle  ausdrücklich  die  Meinung  geaufsert: 
„Znin  Beweise  der  Maximaleigenschaft  der  Kugel  lAftt  sich  dieser  Sats 
nicht  Yerw6nden^\ 
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för  alle  Werte  r  ^  0  stets  >  0  sein.  Hierfür  wieder  sind  die  zwei 
Bedingungen 

I)  C*  -  C,C,  >  0, 

II)  <V-CiCt>Q 
oder  also  die  Ungleichungen 

C?j  Cj 

eri'orderlich  und  hinreichend. 

Beachten  wir,  dafs  wir  die  Rollen  der  beiden  Flüchen  F  und  yer- 
tauschen  können  und  dafs  alsdann  an  Stelle  der  <irö("sen  Cq,  Cj,  C,,  C3 
diese  Gröfsen  in  umgekehrter  Folge  treten,  so  sehen  wir,  daDs  yer- 
möge  dieser  Ecciprorität  die  Ungleichung  I),  für  zwei  beliebige 
convexe  liächen  genommen,  bereite  die  Ungleichung  XI)  in 
sich  schliefst 

Nun  leiten  wir  aus  1): 

dann  ans  H): 

•Im  idt  EUnuBation  von  C^i 

her.  Nehmen  wir  jetzt  für  die  Aiohfllohe  der  Dktanaeii  «in« 
Kngelilttche  yom  Badins      so  ist 

femer  Cq  das  Volumen  und  8C7|  die  OberflScke  des  toh  F  be- 
grenzten Körpen  im  gewöhnlidien  Sinne;  seteen  wir 

w  folgt  daher  8C|  >  isfJK*,  d.L  der  Sata^  dals  imftar  allen  oon- 
Texen  Körpern  von  gleiehem  Yolunien  die  Kogel  die  UeiiHte  Ober- 
fläche besitzt 

Diese  Eigenschaft  der  Engel  erscheint  aber  hier  als  Aosflufs 
des  weit  allgemeineren  imd  an'aljtisch  einfacheren  Theorems 

welches  sich  auf  swei  beliebige  convexe  Körper  bezieht  Dieses 

Theorem  liefert  im  Speciellen,  wenn  man  für  einen  der  Körper  die 
Kugel  nimmt,  zwei  neue,  die  Kugel  unter  allen  convexen  Körpern 
charakterisirende    Beziehungen:    Nämlich    unter    allen  convexen 
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Körpern  von  gleicher  Oberfläche  besitzt  die  Eagel  erstens  die 
kleinste  mittlere  Krflmmnng,  zweitens  das  gröfste  Prodaet 
sns  Volumen  und  mittlerer  KrAmmung.  Ans  beiden  Sätzen 
ngleich  resultirt  als  f  olgeniiig  jene  liekaiiiite  isopmoietrische  Eigen- 
seliaft  der  Kugel. 

5.  Der  Sohlufii  des  Vortrags  Inrachte  nodi  ein  Theorem  über 
die  Bestimmung  einer  geschlossenen  ooiLTexen  Pl^che,  wenn  filr  sie 
in  jedem  Punkte  die  Gaufsisehe  Krflnuniing  als  Funktion  der  Normalsii« 
xiehtvmg  In  dem  Punkte  beUelng  Torgesohrieben  ist^ 


Zu*  Theorie  der  geoditiselieii  Idiien. 

Von  Paul  St&okel  in  KieL 

1.  Bin  bekanntes,  in  die  LehrbOoher  (Ibergegangenes  Tbeofem 
TOn  3,  LiooTille  (Journal  de  Ifiath&n.  [1]  XL  S.346.  1846)  besagt» 
dalii  die  geodltis^ea  Idaisn  der  lUdien,  bei  denen  das  Quadrat 
des  Limenekmentes  d$  auf  die  Form 

lü(u)  -  V(v)]  (du*-^  dv') 

gebracht  werden  kann,  sich  durch  Quadraturen  bestimmen  lassen. 
Bewegt  sich  n&mlich  auf  einer  solchen  Fläche  ein  materieller  Punkt 
ohne  den  EinfluXs  ftulserer  Kräfte,  so  wird  seine  Bewegung  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  (oonstanten)  Geschwindigkeit  dnroh  die  Oleichnngen 


/*  im         P  iv 


in  denen  t  die  Zeit  bedeutet,  während  a,  ^,  t  Constanten  bezeichnen, 
deren  Werte  durch  die  Anfangsbedingungen  der  Bewegung  bestimmt 
sind. 

Unter  gewissen,  sehr  allgemeinen  Voraussetsungen  ttber  die  Be- 
schaffenheit der  Functionen  ü(u)  und  V(v)  kann  man,  wie  im 
Folgenden  gezeigt  werden  soll,  aus  den  Gleichungen  von  LioufiUe 
Schlosse  auf  den  Verlauf  der  geodätischen  Linien  ziehen. 

2,  Es  seien  9(1»),  x(«)i  A»)?  ♦W»  »Wi  Ä'W  Functionen 
des  hingeschriebenen  Argumentes,  die  folgenden  Bedingungen  genügen: 
In  einem  Gebiete  ^  der  Veränderlichen  1«  und      das  durch  die 
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erklärt  ist,  soüen  ersttus  -Ah:  sechs  Functionen  eindeutig,  endlich 
und  stetig  sein.  Zweit»  ns  sdllen  die  Functionen  f(tt)  und  g{i') 
in  @,  die  Grenzen  tinL-^t  schiossen,  wesentlicli  positive,  von  Xull  ver- 
schiedene Werte  haben,  wälirend  drittens  qp(w),  ^'('')?  w(i') 
in  &  ebenfalls  das  Vorzeichen  nicht  wechseln,  jedoch  an  eui /einen 
Stellen  verschwinden  dürfen.  Endlich  soll  vierten?^  die  Detenmnante 
tpco  —  tpx  ^  ®  beständig  positiv  oder  beständig  negativ  sein  und 
niemals  gleich  Null  werden. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  gilt  ein  von  Herrn  Staude 
(Math.  Annalen  29.  S.469. 1887,  Journal  fürMathem.  105.  S.d03.18dO) 
hewiesene«  Theorem,  wonach  durch  das  üxnkehiproblein 


b 


die  Veränderlichen  u  und  v  für  das  Gebiet  ®  als  eindeutige,  end- 
liche, stetige,  gerade  Functionen  der  unbe sr Ii r linkt  veränderlichen 
Argumente  x  und  y  definirt  werden,  welche  zweifach  periodisch  sind 
mit  den  Periodensystemen: 


und 


M 


a  b 

den  Wurzeln  ist  überall  das  positive  Vorzeichen  su  gehen.  Dabei 
weiden  alle  Wertepaare  o:,  7/,  die  dasselbe  dem  Gebiete  (9  an- 
gebOrige  Wertepaar  fi|,     liefern,  dafgeateUt  durch  die  Foimeln: 

«  —  ±  «I  +  2miQ)„  4-  2ii4flD^j, 

y  —  ±  ^1  +  2tH^(a^  +  2wi,w,„ 

wo  m,  und  tn,  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten  und  das  Werte- 
paar  «|,      dem  Gebiete 

angehört  und  das  einzige  der  verlangten  Art  m  diesem  Gebiete  ist. 
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3.  Bafs  man  das  yorstehende  Theorem  für  die  Untersachung  der 
geodätischen  Linien  auf  den  betrachteten  Flächen  verwerten  kann ,  ist 
bereits  bemerkt  worden  (Stockei,  Math.  Annalen  26.  S.  95.  1889, 
Staude,  Journal  fOr  Mathematik  105.  S.  322.  1890),  ohne  dafs  jedoch 
dieser  Gedanke  genauer  durcbgefiihrt  worden  wäre.  Das  soll  jetzt 
geschehen,  nnd  es  soll  im  Besonderen  der  Sat^  1  owi^en  werden, 
daCs  die  geodätischen  Linien,  sobald  das  Theorem  Yon 
Herrn  Staude  anwendbar  ist,  entweder  geschlossen  sind 
oder  ein  gewisses  Gebiet  der  FlAehe  überall  dicht  be« 
decken. 

Damit  die  beiden  Systeme  von  Gkichnngen,  nm  die  es  sieh 
handelt,  in  Übereinstiummng  gebiacht  w^en,  hat  man 

5j(m)»-1,  ©(i;)  — —  1, 

(«  -  a)(A  -  u)f(u)  -  ü(u)  -  «,      -  b)(B  -  v)ff(v)  V(v) 

zu  setaen  und  zu  untersuchen,  wann  die  vier  Bedingungen  erfüllt 
sind,  die  bei  dem  Theorem  von  Herrn  Staude  Torausgesetzt  werden. 
Da  der  Ausdruck 

das  Quadrat  des  Linienelementes  der  betrachteten  FUhshe  darstellt, 
so  Tersteht  sieh  von  selbst,  daf^  {7(ti)  und  F(v)  eindeutig  sind. 
Dagegen  wird  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  in  gewissen  singulären 
Funkten  und  Gurven  aufhflren  kdnnen,  die  auf  der  Flftche  markut 
werden  mögen.  Ebenso  erkennt  man,  daJk  U{u)  —  V(v)  im  All- 
gemeinen positiv  sein  mufe  und  nur  in  singulären  Ponkten  ver- 
schwinden kann,  die  ebenfidla  zu  markixen  sind.  Endlich  denke 
man  sich  als  singuläre  Curven  auch  diejenigen  Gurren  u  oonsi 
und  V  —  const.  ausgezeichnet,  in  denen  ü{u)  und  V{v)  mit  Zeichen- 
wechsel verschwinden.  Alsdann  sind  in  einem  Flächenstflcke  3i 
keine  der  genannten  singulären  Pimkte  und  Gurven  enthält,  die  Be- 
diaguiigeii  1),  3)  und  4)  erfüllt. 

Betrachtet  mau  jetzt  einen  Punkt  n^y  Tq,  der  innerhalb  eines 
solchen  Flächenstückes  5  liegt,  so  gehen  von  ihiu  unendlich  viele 
geodätische  Linien  aus,  von  denen  jede  einzelne  durch  die  Richtung 
ihrer  Tangente  im  Punkt  ti^,  Vq  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  den 
Wert  des  Verhältnisses 

dv 

charakterisirt  ist,  der  iiu  Fuakte  Uq,  Vq  für  sie  statt  hat.  Befindet 


's 
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sich  der  bewegte  Punkt  zur  Zeit  <  —  0  an  der  Steile  u^,  üq,  so 
lauten  die  Integralgleichungen  der  Bewegung: 

«  *  ab 

n  V  Ho 

d%         r  ^  du         r  dr> 

ab  ab 

hierm  ist  die  Constauto  a  durch  dfjn  An^gswert  TOn  p  eindeutig 
bastinmit,  denn  aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich: 

Darohliuft  abo  jp{  das  IntemU  (0 . . .  +  oo),  so  duolüftitft 
«  stotig  die  Werte  Toa  7(9^)  ^ 

Wird  der  Ooiistanteii  «  ein  bertimiBtar  Wert  dee  IbtemUes 
[F(vo)  . . .  ^(t4o)]  beigelegt,  so  hat  man  die  Avsdrileke 

^w-«  1+s 

zu  untersuchen.  Beide  haben  im  Punkte  m^,  Vq  einen  wesentlich 
positiven  Wert,  und  es  kommt  daher  alles  darauf  an,  ob  die  Gleich- 
ungen U{n)  —  a  0  und  «  —  V{v)  =  0  je  zwei  der  GrÖfse  nach 
aufeinander  folgende  einfache  Wurzeln  a  und  h  und  B  besitzen, 
zwischen  denen  beziehungsweise  Uq  und  Vq  lie^.  Dann  und  nur 
dann,  wenn  diese  Fordening  erfüllt  ist,  besteht  die  Bi  dingung  2). 
Damit  aber  die  Bedingungen  1),  3)  und  4)  erfüllt  bleiben^  muis 
das  Gebiet  a<u^A,  h<9<,B, 

das  mit  0«  besei^ämet  werde,  ganz  umerfaalb  emet  FUktatttOfllEBi  % 
der  Torher  defixiirten  Beschaffenheit  liegen,  Wenn  das  satriilt,  soll* 
«  ein  zulftssiger  Wert  und       ein  zulässiges  Gebiet  heifoen. 
Nunmehr  sei  Uq  ein  zulässiger  Wert  von  also 

^{^)  -  «0 -  (m  -  ao)(Jo -  w)/i(M). 

«b  -       -    -  i'oX^Q  -  «)^e 
wo  /*o(u)  und  ^o(^)  ^       Gebiete      wesentlich  poaitiT  ansfiüton. 
L&IM  man  alsdann  «  von  uq  zu  einem  hiwreidieiMl  naben  taaeh- 
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barton  Werte  «i  ttbergduo,  so  fiilgt  am  der  Stetigkeit  y<m 
U(u)  und  F(«),  dafii  ancih  zu  «r^  Wnrselpaara  %  und  ul^,  und 
der  YerUuigteii  Beechaifenlieit  gehOren,  und  es  wird  auch  bei  ge- 
bdriger  Kleinheit  der  DüFerens  «j  —  du  Gebiet  &a,  ziüAssig  aeiiL 
Uithin  wird  sioh  das  Theorem  Ton.  Hierm  Biaude,  wenn  es  IBr 
eben  Anfuigswert  anwendbar  ist,  anch  auf  dn  ganses  Intervall 
TOn  Anfangs  werten  p  "  (pi  -  -  -Pi)  anwenden  lassen,  innsorhalb  dessen 
Pq  liegt,  oder  es  wird,  geometrisdi  gesprochen,  einen  gewissen 
Winkebraum  sulAssiger  Anfimgsriohtongen  geben,  die  TOn  dem 
^^oM»  Uq,  ausgehen.  KOglieherweiBe  mn&bt  dieser  Wmkel- 
ratmi  sBmtiiehe  An&ngsriohtimgen,  möglicherweise  nur  einen  Teil, 
und  in  diesem  Falle  kann  es  auch  mehrere  getrennte  WinkeL 
räume  zulässiger  Anfangsrichtungen  geben,  die  entweder  an  einander 
stolsen  oder  durch  Wiukelräume  unzulässiger  Anfaag^chtungen 
getrennt  sind. 

4.  Nach  diesen  Vorbereitungen  sei  «  em  Wert,  zu  dem  ein 
zulässiges  Gebiet  ®a  gehört.  Denkt  man  sich  in  den  Integral- 
gleichung! n  der  Bewegung  die  rechten  Seiten  durch  x  und  y  ersfitzt, 
so  W(  rden  dadm«  h,  nach  dem  Th^orfm  von  Herrn  Staude,  'k  und  v 
als  eindeutige,  endliche,  stetige,  gerade  iunctionen  der  Argumente 
j  und  V  definirt,  die  zweifach  periodisch  sind  mit  den  Perioden- 
systemen: ^  ^ 


und 


In  diesen  Functionen  u  und  v  von  x  und  y  läl  alsdann 


X 


/du  f  dv 


V 

w 


an  setsen,  SOdaTs  sich  u  und  v  als  eindeutige,  stetige, 
Functionen  Ton  t  ergeben.  Da  sieh  u  und  v,  als  Functionen  tou  s 
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und  y  ang6Mli0ii,  In  Fourier'sche  Reihen  zweier  Veriüiderlichar  ent- 
wiokohi  iMien,  dw  oaeh  Viel^Achen  der  Variableii 

fortadmitan,  bo  w«rd«ii  ü  und  v  aU  Functionen  tch  ^  licli  ■]• 
xwei&ch  unendliche  trigonomefansohe  Bd]ien  denteUen  lawen«  die 
nach  den  8iniu  und  Goflinns  der  YielAehen  Ton  swei  lineeien 
Fnnctionen  der  Zeit  i  forftschreiten  (ymfjL  auch  StBvde,  MatiL 
Annalen  29.  8.  464.  1887). 

Ea  isfst  sich  seigen,  dalli  die  Garren,  die  man  erliSlt,  indem 
«  nnd  V  gleicli  den  so  definirten  Fonotionen  yon  t  gesetrt  werdaa, 
entweder  geschlossen  sind  oder  das  Gebiet  0(«  llberalldicht 
bedecken. 

Ist  nSmlidi  «i^ ,  t^j  irgend  eine  Stelle  des  Gebietes  (8ai  die  aneh 
mit  der  Stelle  u^,  znsammeniaUen  darf,  so  werden  u  nnd  p, 
wenn  man  sie  snnftchst  wieder  als  Functionen  Ton  »  und  jr  ansieht, 
die  Werte      nnd     fttr  . 

»  —  »1 -f  2»4Wii  +  2iM,fljjj, 

y  —  yi  +  2iiiifl»i,  +  2m^vin 
annehmen,  wo      und  iN|  wieder  beliebige  ganse  Zahlen  bedeuten 
und  wo  Xi  und      dem  Gebiete 

angehören.    Bei  der  weiteren  Untersuchung  sind  swet  wesentlich 
Terschiedene  Fälle  zu  unterscheiden. 
Hat  erstens  das  Verhältnis 

keinen  rationalen  Wert,  so  lassen  sich  nach  einem  bekamiten  SatM 
(^nxfjL  etwa  Kroneoker,  Berliner  Sitsungsbeiiehte  1884.  8.  107; 
Werke  Bd.  3,  S.  31)  Indiebig  yiele  Pasie  ganser  Zahlen  fij,  ^  derart 
bestimmen,  dals  ■  o         i  o 

irgend  einem  gegebenen  Werte  beliebig  nahe  kommt.  Hieraus 
folgt  aber  vermöge  der  Stetigkeit  der  Fnnctionen  «  und  v  Ton  x 
und  y,  dafs  zu  den  Werten 

y-y« 

Werte  und  r,  von  te  und  v  gehören,  die  sich  von  %  und  v 
beliebig  wenig  unterscheiden. 
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G«lit  muk  nnnnielir  la  den  geocUltiflohAti  lonien  zurOok  und 

/du  f  dt 

«  fr 

80  folgt,  dafs  nr  Zeit 

der  bewegte  Punkt  eine  Stelle  ii^,  erreicht,  die  der  gegebenen 
Stelle  u^,  beliebig  nahe  kommt,  und  das  tritt  sogar  beliebig  oft 
ein,  da  es  ja  beliebig  Tiele  Paare  ganzer  Zahlen  fi^,  der  ver- 
langten Beschaffenheit  giebt.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dafs  die 
betrachtete  geodfttisohe  Linie  das  Gebiet  %^  ftberalldicbt 
erfüllt. 

Hat  zweitens  ^  einen  rationalen  Wert,  so  seien  und 
diejenigen  beiden  ganzen  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler,  für  die 

inxd,  w&brend 
positiT  ansfiftUt;  da 

A  B 

-  V)  dudv 


er  (f^- 


a  6 


einen  wesentlich  positiven,  von  Null  verscbie'lcnen  Wert  hat,  so 
knnn  Sl  nicht  yersckwinden.  In  diesem  Falle  werden  u  und  v 
zur  Zeit 

genau  dieselben  Werte  Uq  und  Vq  annehmen ,  die  sie  zur  Zeit  f  »  0 
hatten,  demi  das  Wertepaar  fi^,      geliOrt  ja  hei  ganzzabligem 
nnd  ^1  zn  ^  ^ 

«-2p,«„+  2g,^+J  -J  -y—. 

m  h 

Mithin  ergiebt  sich  eine  periodische  Bewegung  mit  der 
Periode  3i$i,  nnd  die  geodft tischen  Linien  werden  ge- 
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schlosseue  Curven,  die  innerhalb  des  Gebietes  (3^«  ver- 
laufen. 

Wird  a  variirt,  sodafs  es  stetig  von  einem  zulässigen  Werte  Oq 
zu  einem  benachbarten  zulässigen  Werte  cf^  übergeht,  so  erfahren 
auch,  wie  man  ohne  Mühe  beweist,  die  Perioden  2ni^  und 
stetige  Ändeningen,  und  dasselbe  gilt,  da 


TOn  Null  Terschieden  ist,  auch  TOB  dein  Quobentsn 


es  sei  denn,  daCs  q  von  a  unabhängig  ist  und  bestftndig  denselben 
Wert  behält,  üm  diesen  Ausnahiuefall  yorweg  zu  erledigen,  so 
giebt  es  in  ihm  für  die  zulftssigen  Werte  von  a,  die  dem  Werte 
benachbart  sind,  je  nachdem  q  rational  oder  irrational  ist,  entweder  lauter 
geschlossene  oder  lauter  flberalldiohte  Bahnen  des  bewegten  Punktes. 
Wenn  aber  q  wirklich  von  a  abhängt,  so  wird  q  stetig  ein  Intervall 
(Qq  •  - '  9i)  durchlaufen.  Weil  darin  die  rationalen  Werte  von  q  überall- 
dicht  verteilt  sind,  so  gilt  dasselbe  Ton  denjenigen  Werten  der  6r5ise  a 
in  dem  Intervall  («q  . .  «1),  die  gesdilossene  Bahnen  liefeni,  oder  mit 
anderen  Worten:  Abgesehen  ron  dem  schon  erledigten  Aninahme&U 
sind  in  einem  Winkelranm  znlftssiger  Anlangsriohtnngen 
diejenigen  Anfangsrichtungen,  die  geschlossene  Bahnen 
liefern,  Überalldioht  verteilt,  und  swar  haben  sie  die 
KSchtigkeit  des  Inbegriffes  der  ganzen  Zahlen. 

5.  Es  mOge  noch  ansdrftcUieh  henrorgehoben  werden,  dafo  es 
FlAdien  der  betrachteten  Art  giebt,  bei  denen  die  Bedingung  2) 
für  keinen  einzigen  Pnnkt  erfiUlt  istb  Das  tritt  som  Beispel  ein, 
wenn  U  oder  V  sich  auf  eine  Gonstante  reducirt,  also  wenn  die  FlJIcfae 
auf  eine  Botationsflftche  ahwiefcelbar  ist  Die  genauere  tJnttr- 
suchung  iälst  für  diese  Flttchen  eine  Erscfaeiunng  erkionen,  die  er^ 
wfthnt  zu  werden  verdient  Ist  die  Flftohe  eine  Botaläonsflioiis,  so 
haben  die  geodätischen  Linien  unter  gewissen  Yoranssetsongen,  die 
in  meiner  Inauguraldissertation  (Berlin  1885)  prScisirt  sind,  die 
Eigenschaft,  im  Allgemeinen  ein  von  zwei  Parallelkreisen  begrenztes 
Gebiet  entweder  überalldicht  zu  bedecken  oder  innerhalb  eines 
solchen  Gebietes  geschlossen  zu  verlaufen.  Betrachtet  man  aber  die  von 
Bour  bestimmten  Schraubeuilächen ,   die  durch  Biegung  aus  der 
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3BUytatü«8flScfae  lurTOigelieii  (Journal  de  rioole  pöljtedmiqaei 
GaUer  39,  8.  82.  1862),  so  bentten  die  entsprechenden  geod&iisclien 
Lmien  ün  allgemeinen  Iceme  von  beiden  Eigensohaften.  Es  beruht 
das  darauf,  dafs  die  BotationsflSche  als  aas  nnendHcli  vielen,  auf- 
einander liegenden  Scfaichten  bestehend  auftafiunen  ist,  die  bei  der 
Biegung  ans  einander  gerollt  werden. 

Zum  Beispiel  lifst  sich  das  Catenoid: 


«  — y»*+a«  •cos»,   y —yi»>+a**sinv,  s 


durch  Biegung  in  die  geradlinige  Schraubenfläche: 

dB  — ««OOS«,  ff^u*tmVy  if^av 

überführen,  wobei  die  Parallelkreise  in  Schraubenlinien,  die  Meridiane 
in  gerade  Linien  verwandelt  werden.  Läfst  man  hierbei  v  von  Vq 
bis  I'q  +  2n  wachsen,  so  ist  klar,  dafs  bei  der  Rotiiüoiibflilche  ein 
Meridian  sich  ma  3liO^  drehend  die  ganze  Flüchb  durchläuft, 
während  bei  der  Schraubenfläche  eine  Gerade  um  360''  gedreht  und 
um  eine  Strecke  der  Länge  a  gehoben  wird,  sodafs  man  nur  einen 
Gang  der  Fläche  von  der  Höhe  a  erhält.  Eine  geodätische  Linie, 
die  auf  der  Eotationsfläche  denselben  Meridian  zum  zweiten  Mal 
passirt,  geht  also  auf  der  Schraubpofläche  in  einen  neuen  Gang  über, 
sie  kann  sich  daher  nicht  sclüiüiseu  oder  wieder  in  die  Nähe  des 
Anfangspunktes  der  Bewegung  kommen. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Betrachtung  der  allen  Biegungsflächen 
gemeinsamen  DifitreiitialLl»  n  hung  der  geodätischen  Linien  nicht 
immer  ausreicht,  um  deren  gestaltliche  Verhältnisse  zu  erkennen, 
vielmehr  kann  auch  die  Beschaffenheit  der  gerade  betrachteten  be- 
sonderen BiegungsÜäche  von  wesentlichem  Einflufs  sein. 

Eine  andere  Frage  w&re  die,  was  an  die  Stelle  des  Theorems 
▼on  Herrn  Staude  tritt,  wenn  die  Bedingungen  für  die  Functionen 
^M»  ti^)f  fM'i  ^        nicht  erfüllt  sind.  Die  genauere 

ünt^miehnng  ergebt,  dafs  das  Theorem  im  Wesentlichen  unverändert 
gilt,  wenn  die  Determinante  qpcx»  —  i^x  iaolirten  Punkten  ver- 
schwindet, sodaljB  die  Stellen  der  Fläche,  an  denen  dsm^O  ist, 
nicht  als  singul&r  aasgeschieden  zu  werden  brauchen.  Dagegen 
ist  die  Bedingung,  dab  9>(ti),  ^(v),  »(v)  das  Zeichen  nicht 
wechseln  dürfen,  YOn  wesentlicher  Natur,  und  es  erüffiiet  sich  hier  ein 
•Feld  fOr  weitere  XTntetsnchungen,  die  zunächst  an  einfachen  Bei- 
spielen, dann  f&r  allgemeinere  T^pen  yononehmen  eine  lohnende 
Ao^he  sein  wird. 

Jakmbtiielii  4.  I>««tie1»«a  M fttliMii.-T«i«iiiigiuig.  DL  1.  9 
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Cfetdittedie  LinieH  tnd  Ptieelef leke  Polygone. 

Von  Wüih.  Wirtmger  in  Inna  brück. 

Im  Anschfafg  tn  die  TOrstebende  Note  des  H.  Stickel  ist  es 
vieUeiolit  tou  Interesse  daxauf  bijunweiseii,  dafo  die  Theorie  der  ge- 
schlossenen geodätischen  Idnien  auf  einer  Fliehe  s  weiter  Ordnung  als 
Grenziall  die  Theorie  der  Poncelet'sohen  Pofygone  enthlH  Da- 
durch wird  nicht  nur  die  Verhindung  swisohen  einem  Tielhehandelten 
FroUem  der  synHietischen  Geometrie  und  der  FlidienÜieorie  her- 
gestellt, sondern  man  gewinnt  auch  an  don  Giensfiül  eine  iiypisehe, 
in  allen  Einzelheiten  ohne  Mühe  anssufBhzende  Tontelliing  von  dem 
Yerlavf  der  geodttisdien  Linien  und  der  gc  .schlossenen  unter  ihnen* 

Man  hat  nur  nötig,  die  gewfllmliehen  Pormefai  und  SitM  Über 
geodKtische  Linien  auf  FIftchen  zweiter  Ordnung  auf  die  FocaleÜlipee 
eines  Systems  Ton  oonfoealen  FIfichen  zweiter  Ordnung  anzuwenden, 
um  zu  sehen,  dafii  hier  die  geodfttisohen  Linien  in  gehroehene,  gerad- 
linige ZUge  llbergehen,  deren  Ecken  eben  auf  der  FocaUOipee  H^gen 
\md  deren  Winkel  yon  den  Normalen  der  Ellipse  halbirt  werden. 
I)iese8  Verhalten  steht  auch  in  voller  Übereinetimmimg  mit  der  be- 
kannten Fermat'sohen  Formulirung  des  Beflexionsgesetzes  und  der 
statisoben  Erklärung  der  geodfltischen  Linie  als  Gleichgewichtsfigur 
eines  gespannten  Fadens,  sobald  man  nur  die  Ellipse  als  Lamellti 
auffalsl  und  den  FaJfU  von  einem  riiiikte  der  obem  Seite  der 
Lamelle  über  den  Band  hin  nach  einem  Punkte  der  untern  Seite 
gespannt  denkt. 

Aus  den  elementaren  Focaleigenschaften  folgt  dann  unmittelbar, 
dafs  ein  solcher  geodätischer  Zug  aus  lauter  Tangenten  eines  zur 
Ellipse  oonfoealen  Kegelschnittes  besteht,  und  zwar  einer  Hyperbel, 
wtiin  riiu'  lind  infolge  dessen  jede  Seite  des  Zuges  die  Brennpunkt- 
stre  'kr  kreuzt,  sonst  alter  tiii*  r  Ellipse.  Das  ist  auch  der  Grenzfall 
eines  ]<ekLtnnteu  baUes  Über  das  Verhalten  Yon  geodätischen  Linien 
und  Krüumiungslinien. 

Man  sieht  also:  Die  geschlossenen  geodätischen  Linien 
des  Ellipsoides  gehen  in  diesem  Grenzfall  über  in  Pon- 
celet'sche  Polygone,  welche  der  Ellipse  einlese  hr  leben 
und  einem  confocalen  Kegelschnitt  umgeschrieben  sind,  und 
es  können  die  Polygone  von  gerader  Seitenzahl  unmittel- 
bar, diejenigen  Ton  ungerader  Seitenzahl  erst  nach  zwei- 
maliger Umlaufung  als  geschlossene  geod&tisohe  Linien 
aufgefafst  werden. 
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Man  hat  nch  nlmUeh  sa  dflokciL,  da6  bei  jedesmaliger  Be* 
gegnung  mit  der  EUipse  der  Zug  Yon  einer  Seite  der  Lamelle  anl 
die  andere  fibertritt. 

Ist  die  SU  Gnmde  gelegte  Elüpee  ein  Kreis,  eo  werden  die  ge- 
acUiMaenen  geodstiecben  Linien  ein&eb  die  regnllnn  eingeeobriebenen 
Polygone,  denen  aneb  die  Dnrehmeaaer  beimiiiMilen  sind. 

Selbstredend  kann  man  dieselben  Betraebtongen  fDr  eine  Parabel 
oder  Hyperbel  anstellen.  Dabei  ergeben  sieb  für  die  Parabel  gar  keine 
gescbloseenen  geoditisohen  Linien,  sondern  dieee  erstrecken  sich 
sttmflicb  ins  Unendliche. 

Das  besprochene  Grenzverfohren  hat  auch  für  compUcirtere 
Fälle  heuristischen  Wert,  denn  beim  Grenzübergang  zu  einer  ebenen 
Lamelle  gehen  die  geodätischen  Linien  immer  in  geradliiii<^ä^  Züge 
über,  welche  —  singulare  Stelleii  ausgenommen  —  da,  wo  sie  der 
Begrenzung  der  Lamelle  begegnen,  sich  nach  dem  KtiÜexionsgesetZ| 
aber  auf  der  andern  Seite  der  Lamelle  fortsetzen. 


NnmeriMike  BmtStaamg  yn  Detmiianteii. 

Yon  £.  Jürgeni)  m  Aachen. 

T^ota  der  Einümhheit  imd  Übersicbtlichkeit,  welehe  das  Büdongs« 
gesete  der  Determinanten  ansaeiebnet,  ist  die  nnraerisohe  Bereehniing 
derselben  eine  mOlieTolle  Arbeit,  weleber  man  am  liebsten  ans  dem 
Wege  geht,  sobald  der  Qrad  der  Determinante  niebt  gans  niedrig 
ist  nnd  flue  Elemente  TielstelTige  ZaMen  sind.  So  kommt  es  denn, 
dftb  die  Determinanten  bei  allgemeinen  üntersnehnngen  swar  fort- 
wttbrend  gebranoht  werden,  fttr  nnmerisdie  Beispiele  aber  wenig 
Verwendung  finden.  Und  doch  kann  man  in  der  iimdamentalen 
Bedeutung  der  Determinanten  eine  Anforderung  erbU^en,  andi  die 
Präge  ihrer  nnmerisehen  Berechnung  nicht  ganz  in  Temacblftssigen. 

Die  folgende  auf  der  Formel 


berulu'iido  Methode,  wo  J  die  durch  Weglassen  der  ersten  Zeile  und 
Goloni^(>  ontstehendo  T^nterdetenaiu&nte  und  x  die  Ldsung  des  zu- 
gehörigen Gleiohungssystems 
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bedeutet,  ist  ofteiibar  dann  von  Vorteil,  wenn  die  I>erechung  von  x 
erheblich  leichter  geschieht  wie  die  von  D,  was  eintritt,  sobald  die 
Diagonalglieder  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  andern  Glieder 
in  derselben  Reihe  überwiegen;  denn  dann  hat  man  ein  bequemes 
und  sicheres  Verfahren,  um  x  mit  jeder  gewünschten  Genauigkeit 
zu  berechnen,  und  zwar  braucht  man  nur  Substitaticmen  allereinfachster 
Art  nach  einander  asrowenden*  Wie  die  Bedmnng  dann  TerUuiti 
zeigt  ein  BeispieL 

I    4671^;—  374«—    87i»*  — 200 

-102«  +  2668y-    21*-  ««--400 
^  18a;  +  283y+2750#+  147«^  800 

—  54«+  219  (/+  184«+d430fi»  1000. 
Da  die  rechten  Seiten  klein  sind,  so  werden  dieselben  erst  mit 
1000  multiplicirt,  darauf  wird  x  durch  -\-  x  ersetzt,  d.  h.  man 

wendet  die  Substitution  j;  —  —  43  +  ^  an  und  setzt  wieder  x  an 
die  Stelle  von  \\  diiduiLh  Undern  sich  die  rechten  Seiten  uud  gcheu 
über  bez.  in  853,  -404386,  300774,  997078.  Um  nun  auch 
in  der  zweiten  Gleichimg  die  rechte  Seite  zu  verkleinem,  wird 

—  157-f  y  für     gesetzt,  wodurch  die  rechten  Seiten  bez.  — 16781, 

—  1210,  337355,  1032061  werden.  In  dieser  Weise  fahren  die 
acht   Substitutionen   -  43  +  a;,   —  157-fy,    123 -f  £r,   296  +  u, 

—  16  +  jP,  5  +  1  -f  i/,  —  1  -f  M,  welche  sich  in  die  vier  Sub- 
stitutionen —  38  -f  ^,  —  156  -f  S/,  107  4-  ^,  295  4-  i<  Trusammen- 
ziehen  lassen,  diu   rechten  Seiten  über  m  dio  kiemeu  Wt-rte  259, 

—  726,  -  583,  —  936.  Nachdem  diese  mit  1000  multiplicirt 
worden  sind,  werden  die  rechten  Seiten  von  259000,  —  726 0(K), 

—  583000,  —936000  durch  die  Substitutionen  36  -f      —  283  -ft/, 

—  1 88 -f  1 3  +  ;er,  —  247  +  M  herabgedrückt  auf  2059,  988, 150,- 1419. 

Hieraufl  fblgt,  dafs 

j5 —  0,038  +  0,000036  —  ~  0,037 964 
y  —  —  0,166  —  0,000283  —  —  0,156283 
0  -i  0,107  -  0,000 175  «  0,106  826 
1»  -     0,296  -  0,000 247  -    0,294  768 

auf  sechs  Becimalen  genau  die  Losungen  von  I)  sind  und  in  die 

linken  Seiten  eingesetzt  die  Brgebnisse 

—  200  -  0,002059 

—  400  —  0,000988 
300  —  0,000150 

1000  +  0,001419 

liefern. 
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IN0  Ar  Gleudmiiga^Tstem  mar  gebfauehte  Vonmefsang 
wird  mm  aber  fIBr  gewOhiüioh  nicht  erfült  sein,  2.  B.  luolit  für 

6y  +y^^  + 


4it-l 

y^«  +  (6+1/3)^4. 51.J1 4-  (1  ^.  ya)u  -  o. 


81;  + 


Dann  kommt  es  darauf  an,  das  Gleichungssystem  passeud  um- 
zufoimt^Ti  und  zwar  mit  Hülfe  von  Multiplicatoren;  bei  ihrer  Auf- 
suchung wird  man  sich  den  Vort-eil  nicht  entgehen  lassen,  fiir  die 
Coefficienten  nur  gau?.  roh  angeaälierte  Werte  zu  benutzen;  im, 
TOrliegenden  Falle  üudet  man  für 

1,7«  +  2,8y  +  3«   +  4«     -  1 

6x  +  IJy  +  4;p    +  0,24u  —  0 
9x-{-5y    4-  l,9ier+ 2,33w  — 0 
Maj4- 7,7y  +  6,1« -f  2,4tt  -0 

&]fl  geeignetem  System  von  Hvlt^licatoren: 


M) 


Diese  Multiplicatoren  wandeln  U)  in  I)  um,  falls  die  Coe£&> 
cienten  von  II)  auf  zwei  Decimalen  genau  genommen  werden;  benutzt 
man  jedoch  bis  auf  acht  Decimalen  genaue  Werte,  wobei  dann 

-  1,41421356;         -  1,73205081;  -  1,70997595; 

yf  ->  1,91293118  ist,  so  erhJUt  man  das  Gleichungssystem: 


—  2 

—  4 

3 

10 

5 

-  2 

3 

-3 

10 

5 

—  10 

2 

—  7 

2 

5 

-4. 

ffl) 


46,68065dd(-  l,120956y--  2,745688« 

-  0,387650« 

-  1,0114779?  +  25,686292^  -  0,185344« 

•f  0,023680u 
0,200996»  +   2,3416ö7y  -f  27,495688;? 

+  l,444842x 

—  0,557094^6+   2,159916|^+  1,325862;? 

4-  34,302706« 


-  -  2 


=  -  4 


-  10, 
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Db  dieses  Gleidrongssystem  angenlliflrt  mit  dem  oben  auf- 
gelösten flbereinstunmt,  so  werden  audi  die  Losungen  in  den  eitten 
DecimAlstellen  ftbereinstimmen.  In  der  That  mnltiplicut  man  ni- 
naebst  anf  beiden  Seiten  mit  10',  nm  das  Komma  n  beseitigeo, 
nnd  darauf  die  rechten  Seiten  aUein  mit  10^  nm  die  drei  ersten 
'Deoimalen  zu  finden,  so  erteilen  die  Werte  —  88,  — 156,  107 
nnd  395  fHat  se^     z  nnd  M  eingesetst  den  linken  Seiten  die  Werte 

—  2007137244,  -  3981471634,  3995825986,  9945388180; 
oder  mit  anderen  Worten  das  Gleichimgssjstem  Sndert  sich  dnreh 
die  Substitutionen  —  38  +  —  156  +  107  +  x^i  295  -f  m  in 
der  Weise,  dafs  die  rechten  Seiten  von  den  ursprünglichen  Werten 

—  2000000000,  -  4000000000,  SOUt>000000,  10000000000 
übergehen  in  die  liirem  absoluten  Werte  uacli  erheblich,  kleineren 
7137211,  ~  18528366,  4674014,  64611820.  Weiter  werden 
die  rechten  Seiten  herabgedrückt  durch  die  Substitutionen  —  1  -|-  jf 
und    2  -f  t*   für   y   und   M    auf   6791588,    7110566,  4126017, 

—  11833676,  unl  da  diese  Werte  erheblich  kleiner  sind  als  die 
Hälften  der  Diugonalelemente  in  den  zugehörigen  Gleidinngen,  so 
sind  die  Lösungen  bis  auf  drei  Becimalen  ganz  genau: 

jB  —  —  0,038 
y--0,167 
ff«  0,107 
«-  0,297. 

Zur  öuccessiven  Bestimmung  der  weiteren  Deciraalen  werden 
die  rechten  Seiten  zunächst  mit  10  multiplicirt  und  darauf  durch 
die  Substitutionen  1  -\'  3  -f-  1  +  i?,  —  4  +  t*  erniedrigt,  dann 
wieder  die  übrig  bleibenden  Reste  mit  10  multiplicirt  und  durch 
die  Substitutionen  5  -|-  x,  4  -f  «,  4  -f-  ^,  2  -(-  1  -f  ^,  —  1  -f  m 
erniedrigt,  dann  die  Beste  wieder  mit  10  multiplicirt  und  durch  die 
Substitutionen  — 3-fa;,  4+jEr,  4  +  u,  1-fx  erniedrigt 

und  endlich  die  mit  10  mulüplicirten  Beete  diiroh  ^  3  +  «i^»  ^  + 

—  1  +  erniedrigt. 

Man  findet  so  tUr  x  den  auf  sieben  Deömalen  genauen  Wert 

«  -  -  0,088  +  0,0001  +  0,00006  —  0,000002  —  0,0000008 

^  ac  -  -  0,0378423. 

Ebenso  ergiebt  sich 

y  —  —  0,1567156 
ff*-*  0,1071488 
n—  0,2866840. 
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Ans  der  angesieUtaii  Bechnnng  gehen  anfterdeiii  nodi  die  beim 
Bnsetieii  dieser  Werte  reobte  Terbieibenden  Beste  bervor. 
Dft  ftr  die  zn  II)  zugehörige  Detenninaiite 

YS 

6 


f6 
6 


4 


8 


21 


8 
4 

Vf 

Vi  e  +  yä    ö|  i-hVi 

die  vimiittelbare  Auareebmiiig  der  ITnterdeteiiiiiiiaiite  J  den  Wert 

J  —  13,7217209 

liefert,  so  ist 

Sollte  nun  für  den  Wert  D  eine  noch  gröfsere  Genauigkeit 
Terlaogt  werden,  so  müTsten  xunftcbst  die  Elemente  von  2>  auf  mehr 
wie  acbt  Deeimalen  berechnet  werden.  Das  alte  Multiplicatorensystem 
M)  wttide  dann  bleiben,  und  auöb  das  GUicbongasystem  in)  würde 
sieb  nur  wenig  indem,  so  dab  die  nea  anznsteUende  Beehnnng 
niebt  alkagroA  sein  würde* 

An  dem  gewiblten  Beispiele  ist  das  YeiUren  bis  m  Ende 
durebgeflibrt  worden;  wie  freilich  die  Aufracbung  der  Mnlti]dicatoren 
rationell  geschehen  bann,  dieses  wird  erst  ans  der  folgenden  Be* 
trachtung  .erhellen. 

Znr  Berecbnnng  der  Betenninante  fünften  Ghrades 


(h 

Vi 

Vs 

8 

4 

«« 

6 

1/8 

4 

8 

6 

Vf 

n  1 
^» 

«5 

Vi 

6  +  ^8 

H 

i  +  Vi 

deren  ünterdetenrnnaate  den  bereits  gefundenen  Wert  —  862,6027 
bat,  mab  man  nmlebst  geeignete  Mnltiplieatoren  für  das  Gleichungs- 

ff,«  H- l,7y  +  2,8«;  +  3«+  4  i;-0 
VgX-i-  6y+l,7ir+  4tt  +  0,24«-0 
«4«+   8y+   8f  +  1|9«  +  2,38«  —  0 
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flueheii,  wo  «i  den  Bjmptfeeil  Yoa  ßi  den  Hanptteil  von  ^ 
u.  8.  w«  bezeichiiet  Ein  Teil  dieser  Arbeit'  ut  bereite  gdeietel^ 
mdem  offenbar  das  obige  Multip]ieatoceni;ystent  M)  anf  die  vier 
letzten  Gleiobnngen  angewandt,  diesen  nabesn  bereits  die  gewflnsolLie 
Form  ertheüt:  nur  die  CoefiBdenten  von  9B  wevden  in  allinniouien 
der  Yoranseetinng  nicht  genügen,  klein  genug  m  sein.  Man  wird  nun 
snidkslist  geeignete  Miiltipla  der  neuen  vier  letzten  Gleidinngen  von 
der  ersten  abdeben,  so  dab  man  eine  erste  Oleiehung  erhalt,  in 
weleber  der  Ooeffieient  von  x  die  andern  Coeffidenten  stark  Uber* 
wiegt,  und  die  so  gewonnene  Gleiehung  dann  üoeneits  weiter  be- 
nutzen, damit  fBr  die  vier  leisten  Gleichungen  der  erste  GoefBeient 
klein  genug  auefidle.  Hat  man  auf  diese  Weite  ein  geeignetee 
Uultiplioatorensjstem  gefimden,  so  kann  man  es  oft  sweekmAIsig 
dann  noch  durch  •ein  anderes  mit  kleineren  Zahlen,  die  ungefidir 
dieselben  Verhältnisse  haben,  ersetzen. 

Wie  das  Verfahren  fortschreitet  zu  Determinanten  sechsten  und 
höheren  Grades,  leuchtet  ein;  und  zwar  treten,  je  höher  der  Grad 
der  Determinanto  wird,  die  demselben  innewohnenden  Vorzüge  um 
so  mulii-  liurvor.  Was  die  dabei  aufzuwendende  Arbeit  aiiljcliilit, 
so  spielt  bei  der  Aufsuchung  der  Multiplicatoren  die  Vielstelligkeit 
der  Elemente  keine  Rolle;  sie  macht  sich,  um  an  das  gewählte 
Beispiel  anzuknüpfen,  erst  hei  Aufstellung  und  Auflösung  des 
Gleichungssystems  HI)  geltend,  aber  doch  in  bescheidenem  Mafse. 
Hervorzuheben  ist,  dafs  die  Rechnung  gleichmäfsig  und  sicher  vor- 
schreiust  und  eine  nachträgliche  Steigerung  der  Genauigkeit  ver- 
hältnifsmäfsig  leioht  ermöglicht;  auch  gestnttrt  sie  (  vontiiell  wünschens- 
werte kleine  AndcruiiiTL'ü  an  den  Elementen  der  lieterminante  am 
Schluls  noch  anzubringeii  und  den  TSinfliif«  dieser  Audenu^en  zu 
überschlagen. 


Über  eine  Angabe  der  kAuüiiäausdieii  ArithmetüL 

Von  H*  T*  Mangoldt  in  Aaehen. 

Wenn  ein  Kapitalist  ein  4prozentiges  Wertpapier,  dessen  Bück- 
zahlung nach  einem  gegebenen  Plane  zum  Nennwert  erfolgt,  zum 
Kurse  von  80  Prozent  erwirbt^  so  machen  die  Zinsen,  welche  er 
jährlich  erhält,  nicht  nur  4  Prozent,  sondern  5  Prozent  des  An- 
kaufspreises aus.  Und  zu  den  Zinsen  tritt  noch  die  Aussicht  auf 
einen  einmaligen  Gewinn  von  20  Prozent  des  Nennwertes  bei  der 
Bttekzablung.   Ist  nun  die  Anssioht  anf  einen  soUben  einmaligen 
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Gewinn  bei  dem  oben  erwähnten  oder  irgend  einem  anderen  Geschäft 
fthnlicher  Art  als  gleichwertig  mit  einer  weiteren  Erhöhung  des 
Zinsertrages  des  in  dem  Geschäft  steckenden  Kapitales  anzusehen? 

In  dem  —  bei  amerikanischen  Eisenbabn-SchuldTersehreibungen 
die  Begel  bildenden  —  fall,  dafs  der  Nennwert  des  Wertpapiers 
sn  emem  im  Yoibiis  festgesetzten  Zeitpunkt  zurückgezahlt  wird, 
kami  bierüber  kaum  ein  Zweifel  bestehen.  Denn  in  diesem  Fall 
könnte  ein  dem  Ankauf  des  Weripapieres  genau  entsprechendes  Ge- 
schftft  aucb  mit  einer  Sparkasse  abgeschlossen  werden,  welche  die 
Zinsen  in  bestimmten  Zeitabschnitten,  etwa  jährlich,  gutsclireibt  und 
mit  dem  übrigen  Guthaben  weiter  verzinst,  sobald  nur  der  ZinsfuTs, 
den  sie  gew&hrt,  richtig  bemessen  wird«  Wenn  beispielsweise  demi 
KapttalaBten,  welcher  Gelegenheit  hat,  eine  4prozentige  nach  30 
Jahren  som  Nennwert  rlloksahlbare  SohnldTersebreibung  mm  Kurse 
80  Frosent  m  erweilien,  eine  Sperkaase  snr  Veiftgimg  sttnde, 
welche  anf  die  gemachten  ilmlagen  jShrlich  mehr  als  6  Piosent 
TergHiete,  nnd  er^  anstatt  den  in  Erwlgung  gesogenen  Aiikauf  des 
Wer^piers  wirUich  abzuschliebeiL,  das  dafür  bestimmte  Geld  bei 
der  Sparkasse  einlegte,  so  kSnnte  er  auf  je  80  H.  nrsprOngliche 
Sinlage  jährlich  4  H.  Zinsen  abholen,  ohne  dadnrck  die  gat> 
gesdiziebenen  Zinsen  völlig  au  erschöpfen.  Sein  Gutiiaben  wflrde 
slso  trois  der  legebnftfirigen  Erhebnng  jener  4  M.  Zinsen  allmählich 
wachsen,  und  durch  riditige  Bemessung  des  ZinsfiiTses  der  Sparkasse 
wllzde  sich  eireichen  lassen,  dalk  nach  SO  Jahren  auf  je  80  Hark  der 
ursprünglichen  Einlage  aufter  den  dann  sam  lotsten  mal  sa  erheiben» 
den  4  M.  Zinsen  ein  Guthaben  Ton  genau  100  M.  Yozlianden  wSre. 
Der  unbekannte  Zinsfäfi,  den  die  Sparkasse  gew&hren  mflfirte,  um 
diese  Bedingungen  xa  erRUIen,  stammt  mit  demjenigen  llheiein,  den 
der  Kapitalist,  felis  er  die  SchnldTezscfareibnng  unter  den  angegebeneii 
ITmstladen  ankanfto,  auf  sein  in  diesem  GeschUt  stockendes  Geld 
thati&ehUdi  «niden  würde. 

Erfolgt  die  Tilgung  einer  Reihe  yon  Schuldyerschreibnngen 
nicht  auf  eanmal  zu  einem  bestimmten  Zeitpunkt,  sondern  aUmShÜch 
im  Wege  iährlicber  Ausloosungen,  so  ist  der  Erwerber  eines  einzelnen 
Stückes  allerdings  dem  Spiel  dos  Zufalls  unterworfen,  indem  sein 
Stück  möglicherweise  schon  nach  einem  Jahre,  vielleicht  aber  auch 
erst  nach  2  oder  3  oder  noch  mehr  Jahren  ausgeloost  werden  kann. 
Aber  wenn  die  Tilgung  nach  einem  feststehenden  Plane  erfolgt,  so 
haben  alle  diese  Möglichkeiten  bestimmte  zahlenmäfsig  angebbare 
Wahrscheinlichkeiten,  und  wenn  man  die  Hoffnungen,  welche  der 
Erwerber  eines  einzelnen  Stückes  sich  Ternünftigerweise  machen  <jLarf^ 
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init  ihren  mathematischen  Werteü  in  Ansatz  bringt,  so  findet  man, 
dafs  er  für  .sein  Anlagekapital  auf  genau  denRell>eii  Ertrag  Aussicht 
liat  wie  ein  Grofskapitalist,  der  sämtliche  Stücke  der  betrachteten 
Anleihe  auf  einmal  erwerben  und  sich  dadurch  den  Wirkungen  des 
Zufalls  entziehen  würde.  Ein  solcher  Grrofskapitalist  würde  durch 
Besahlung  des  Ankaufspreises  einfach  den  Ansprach  «rwerboi,  bift 
Elim  Ende  der  Laufzeit  der  Anleihe  Jahr  für  Jahr  diejenigen  im 
Voraus  festgesetzten  Betrftge  zu  erhalten,  welche  dar  Bchuldner  zum 
Zweck  der  Verzinsung  und  Tilgung  der  Anlirihit  wagptaxibat  häL 
Sin  derartiges  Gesch&fk  könnte  aber  wieder  gaai  ebeneo  gat  ndt 
einer  Sparkasse  abgesohloesen  werden,  wenn  diese  einen  genügend 
hohen  Ziineftife  gewüuie.  Aneh  im  gegenwlitigen  Fall  ist  aieo  die 
Zusicbeiimg  einei  einmnligen  Gewinns  bei  der  Bttekahbmg  ils 
l^eidnrartig  mit  euer  Erbttliuig  des  Zinsertrages  mwMeheo. 

Der  nnbekannte  ZinsloA  sn  wekihem  siek  das  in  einem 
Gesehaft  der  in  Bede  stelwnden  Art  steckende  Kiq^tal  tbatBieUiioh 
TBizinst,  Ist  am  einfiwhsten  dadorch  sa  finden,  dab  man  nidit  flir 
n  selbst,  sondern  statt  dessen  für  den  sugebOiigen  Zinsftustor 

eine  Gleichung  ansetzt. 

Wenn  ein  Kapitalist  Stücke  einer  Anleihe,  welche  mit  p  Prozent 
jährlich  verzinst  und  nach  einer  ganzen  Zahl  n  von  Jahren  zum 
Nennwert  zurückgezahlt  wird,  zum  Kurse  c  erwirbt,  so  ergiebt  sich 
der  Zinsfactor  r,  welcher  dem  von  ihm  thatsächlieh  erzielten  Zins- 
ertrage entspricht,  aus  der  Gleichung 

c  r"  -  ji  (f*-* r  + 1)  - 100  -  0, 

die  durch  Multiplioation  mit  (r  —  1)  auf  die  einfachere  Fonn 

(1)        f*  [er  -  (c  +  j»)]  -  [100  r  -  (100       -  0 

gebracht  werden  kann. 

Diese  Gleichung  hat,   da  die  Beihe  der  Coeffidenten  nnr 

2  Zeichen  Wechsel  darbietet,  aufser  der  Wurzel  r— 1  nur  noch  eine 

reelle  positive  Wurzt-l.  iJitiSü  letztere  liegt  obcrlialb  1  und  ist  eben 
der  gesuchte  Zinsfactor.  Da  mau  von  vorn  herein  weiTs,  in  welcher 
Gegend  man  sie  zu  sucheu  hat,  so  kann  siü  durch  wenige  ProbeM 
in  kürzester  Zeit  mit  grofser  Schärfe  bestimmt  werden. 

Bei  anderen  Arten  der  Tiltnmg  treten  au  die  Stelle  der  Gleichung 
(l)  vprwipkf  Iti  re  Gleichungen,  weiche  sich  indessen  in  den  praktisch 
vorl^ommenden  Ifälien  seihet  dann  noch,  wenn  besondere  2ieheft- 
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umst&nde  wie  s.  Bb  eine  dem  Beginn  der  Tilgung  yorangelMnde 
Waji^zeit  oder  ein  von  den  Zinaen  Abgehender  Steuerabzug  zu  be« 
rfickeichtigen  sind,  auf  solcbe  Formen  bringen  lassen,  dafs  die  Er- 
mittelang  des  unbekannten  Zinsfactors  durch  Probiren  keine  über* 
mässige  Bechenarbeit  erfordert.  Der  Umstand,  daljs  der  Grad  der 
M&nlösenden  Gleichung  in  der  Kegel  hoch  ist,  indem  derselbe  mit 
der  Anzahl  der  bis  zum  Ende  der  Tilgung  nooh  bevorstehenden 
Zinszahlungstermine  übereinstimmt  oder  diesell  e  gar  noch  um  einige 
Einheiten  übersteigt,  bildet  fllir  die  praktieeha  Branehbukeit  des 
VeifUireiie  kein  TTw<ii*miM^ 

In  den  LehrbUcheni  dar  krafinlmuflehen  Aiitiunetik  wird  die 
Beracbnong  des  Zinsertrages  eines  Wertpapieres  unter  Berlleksichtigimg 
der  Terloosangsehuioe  in  der  Begel  nidit  bebandeli  Dies  gUt  anoh 
Ton  dem  anf  die  Berechnungen  im  EffektengescfaSft  besonders  ans* 
fBhrlieh  eingehenden  Lehrbadi  ton  W.  Christian s,  Das  Beehnen 
im  BankgeschSft,  Berlini  4.  Aufl.  1899.  Doeh  ist  hier  ein  besonderer 
Absdmitt  (S.  83 — 90)  der  folgenden  mit  der  obigen  Terwandten 
Aufgabe  gewidmet:  Welchen  Kurs  darf  man  flr  eine  jihriieh  mit 
p  Froient  Tom  Nennwert  sn  Ternnsende  nnd  nach  n  Jahren  nt  pari 
xflcksahlbare  Anleihe  bieten,  wenn  man  eine  »prosentige  Yendnsong 
des  in  dem  GescUtft  steokenden  Kapitals  beaaspmoht?  Vnd  mit 
HUlfo  der  B.  141 — 144  beigegebenen  Kvrswert-TabeUen  Ift&t  sich, 
wenn  die  ganie  AnloOie  nach  einer  gegebenen  Ansahl  von  Jahren 
anf  einmal  sarttckgesahlt  wird,  anch  &b  umgekehrte  Anfgabe  der 
Beredmnng  des  Zinsertrages  bei  gegebenem  Ankanftknrse  nihenmgs* 
weise  lOsen.  Aber  auf  den  praktisch  besonders  wichtigen  Fall,  dafs 
der  Schuldner  die  Verzinsung  und  Tilgung  der  Anleihe  durch  Zahlimg 
einer  Reihe  gleichbleibender  Annuitäten  bewirkt,  sind  diese  Tabellen 
nicht  anwendbar.  Allerdings  sagt  Christians  (S.  91),  man  koaiie 
diesen  i''all  dadurch  erledigen,  dafs  man  zuniichst  den  Zeitpunkt 
ermittelt,  zu  welchem  die  Hälfte  der  Aukiho  g'etilgt  ist,  und  daua 
so  rechnet,  alB  ob  die  Rückzahlung  der  ganzeu  Anleihe  zu  diesem 
Zeitpunkt  auf  einmal  erfolgte.  Doch  liefert  dieses  Verfahren  nur 
eine  rohe  Annäherung  und  kann  unter  UmstÄndeu  zu  einem  Werte 
des  Zinsertrages  führen,  der  Ton  dem  wirklichen  Werte  erheblich 
abweicht. 

Als  Beispiel  werde  eine  4prozentxge  Anleihe  von  1000000  M. 
betrachtet,  zu  deren  Verzinsung  und  Tilgung  der  Schuldner  am 
Ende  eines  jeden  Jahres  48  915,05  M.  aufwendet.  Dann  bat  der 
Schuldner  ziir  vollständigen  Tilgung  diese  Annuität  43  Jahro  lang 

  •   

und  am  £nde  des  44.  Jahres  noch  einen  Bestbetrag  yon  20003,00 
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zu  bezahlen,  und  die  Hälftn  der  Anleihe  ist  nach  30  Jahren  getilgt. 
Himmt  man  nun  an,  dafs  ein  Käufer  8tQcke  dieser  Anleihe  zum 
Kurse  78,20  Prozent  erwirbt,  so  liefert  das  angegebene  Nftherungs- 
tarfiüiren  mit  Hülfe  der  Ghristians'Mben  Tabellen  einen  lEirtr^g 
Ton  nur  5,500  Frofant,  wftbcend  die  genmiie  Bereehinmg  6,688  Pn>- 
leni  ergiebi. 
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Hervorgegangen  aus  dem  seit  Jahren  empfundenen  Bedflrfnissc  nach 
einem  engeren  wissenschaftlichen  und  persönlichen  Zusamiuenschlurs  der  F'ach- 
genossen,  hat  sich  die  Deutsche  Mathematiker- Vereinigung  gebildet 
mit  der  Aufgabe:  „iu  gemeinsamer  Arbeit  die  Wissenschaft  nacli  allen 
Richtungen  zu  iordem  und  auazubauen,  ilirc  verschiedenen  Teile  und  zer- 
streuten Organe  in  lebensvolle  Verbindung  imd  Wechselwirkung  zu  setzen, 
ihre  Stellung  im  geistigen  Leben  der  Nation  nach  Gebühr  zu  heben,  ihren 
Vertretern  und  Jmigem  Gelegenheit  zu  ungezwungenem  collegialischen  Ver- 
kehr und  zum  Austausch  von  Ideen,  Erfahrungen  und  Wünschen  zu  bieten". 

Dementsprechend  bringen  die  Jahresberichte  u.  a.  über  die  geschäft- 
lichen Angelegenheiten  und  über  die  auf  den  Jahresversammlungen  ge- 
halteneu Vorträge  Berichte,  femer  alljährlich  ein  Verzeichnis  der  Mitglieder 
mit  genauer  Adrossenangabe,  Nekrologe  über  die  verstorbenen  Mitglieder 
mit  beigefügten  Bildnissen  und  enthalten  aufserdem  gröfsere  Referate  über 
einzelne  Zweige  der  gesamten  mathematischen  Wissenschaften. 
Diese  Referat«,  welche  den  gegenwärtigen  Stand  unserer  bez.  Kenntnisse  in 
historisch -kritischer  Darstellung  zusammenfassen,  sind  von  anerkanntem 
wissenschaftlichen  Wert«;  sie  bieten  jedem  die  Möglichkeit,  einen  Einblick 
in  die  geistigen  Bestrebungen  der  Gegenwart  zu  gewinnen,  wie  ihn  auch 
derjenige  besitzen  sollte,  der  durch  seinen  Beruf  mehr  oder  weniger  an  der 
aelbstthätigen  Fortbildung  der  Wissenschaft  gehindert  ist. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  gr.  8.  geh. 
I.  Band.  1891.  Im  Auftrage  des  Vorstandes  hrsg.  von  G.  Cantor, 
W.  Dyck  und  E.  Lampe.    1892.  n.  7.60. 

Enthaltend:   Chronik  der  Vereinigung  für  da«  Jahr  1891,  lowio  die  anf  dor  Yorsummlung  in 
Halle  a.  S.  gebalti-ueu  Vortrag*)  [IV  u.  78  .S.],  ferner 
W.  F.  Mvjer :  De.  rieht  Uber  dengegenwitrtigcaStsndderlnTarianton- 

theorib.    [V  u.  S.  81—292.] 

 II.  Band.   1892.   Hrsg.  von  G.  Cantor,  W.  Dyck  und 

E.  Lampe.    1893.  n.  .iL  4.60. 

Enthaltend:   Chronik  der  Vereinignng  fUr  das  .Tahr  1802,  sowie  die  auf  der  Verganimhiniy:  in 
Nürnberg  gehaltenen  Vortriigo  [Hl  u.  74  S],  ferner 
Fr.  Kütter:    Die  Entwickolnng  der  Lehre  rom  £rddrack.    Mit  zwei 
Figuren  tafeln.    [S.  7i>— 156] 

 in.  Band.   1893.    Hrsg,  von  W.  Dyck  und  E.  Lampe. 

1894.  n.  16.— 

Enthaltend:  Chronik  der  Vereinigung  fflr  das  Jahr  1893,  sowie  die  auf  der  Versammlung  in 
München  gohalteuen  Vortrüge.   [IV  u.  106  S  ]    Mit  12  Figuren  im  Text,  ferner 

B.  Drill  u.  M.Xovther :  DieEntwickelungderTheoriodcralgebraischcn 
Functionen  in  kltoror  und  neuerer  Zeit.    [XXIII  u.  S.  109 — .SGC] 

L.  Ilenneb<<rx:  Über  die  Entwickelnng  und  die  Hauptaufgaben  der 
Theorie  der  einfachen  Fachworke.  Mit  zwei  Figurontafeln.  [t5.567 — 601.] 

  —  — -  IV.  Band.    1894.    1895.    Hrsg.  von  A.  Wangerin  und 

A.  Gutzmer.    1897.  n.  .iL  16.— 

Enthaltend:   Chronik  dor  Vereinigung  für  die  Jahre  1894  und  1895,  sowie  die  auf  den  Vor- 
sammlungen in  Wien  und  Lübeck  gehaltenen  Vorträge  [V  ii  174  S],  femer 
D.Hilbert:  Die  Theorie  d  algebraischen  Zahlkörpor.  [XVIII  u  S.177— 546.] 

 V.Band.  1896.  Hrsg.  von  A.  Wangerin  und  A.  Gutzmer. 

2  Hefte.    1898/99.  n.  JL  7.20. 

1.  Heft:  Chronik  der  Vereinigung  für  das  Jahr  1896,  sowie  die  auf  der  Versammlung  in 

Frankfurt  a.  M.  gehaltenen  Vortrage.    [94  S.]    1897.  n.  .H.  2.80. 

2.  —     E.  Kötter:  Die  Eutwickelung  der  synthetischen  Geometrie.    In  swei 

Teilen.    I.  Teil.    1.  Lieferung.    [128  S  ]    1897.  n.  JH  4.40. 

2.  Lieferung.    1901.    [Unter  der  Presse  ] 
[Der  II.  Teil  erscheint  in  einem  spat<;ren  Baude.] 

 —  VI.  Band.  1897.  Hrsg.  von  G.  Hauck  und  A.  Gutzmer, 

2  Hefte.    1899.  n.  8.— 

1.  Heft:  Chronik  der  Vereinigung  für  das  Jahr  1897,  sowie  die  auf  der  Versammlung  in 
Braunschweig  gehaltenen  Vorträge.    [142  S.j    189».  n  ^K.  4.— 

S.  FInKterwalder :  Die  geometrischen  (Jrundlageu  der  I'hotogram- 
motrie.    Mit  19  Figuren  im  Text.    [41  8.] 

Finsterwalder :  Mechanische  lioziobuugen  bei  der  Flftchen-Defor- 
8-    —  \       matiou.    Mit  33  Figuren  im  Text.    'S.  4S— 90.; 

"  Bohlmann:  übersieht  über  diowichtigstcnLehrbQcherderlnfini' 
teaimal-Kechnung  Ton  Euler  bis  auf  die  heutige  Zelt.  [S.  91—110  1 
[IV  u.  HO  a.]    1899.  D.  ^  4.- 


Jfthresbericlli  der  Deutschen  Matiiematiker-Yereiniguag.  gr.  8.  geh. 
Vn.  Band.  1898.  Hn|?.  von  G.  Hauek  und  A.  Gntsmer.  S  Hefte.  1899. 

n.  JL  \1  9.0. 

1.  Uott:  CbroDik  der  Veroinigang  für  das  Jahr  1898,  lowie  die  aaf  dor  Vertammluog  in 
DUaaeldorf  gel»»U«ii«»  Vortrftffe.  [169  8.]  1^.  n.  4.6». 

i.  —  £•  Caakcr:  Dl»  Entwiekeloog  der  Wahraek»ialIchk«ik«theori«  «a4 
il»r«r  Anwsndnngon.   [VIllu.  279  S]   1899.  b.  8.— 

 VULBand.  18yy.  Hrsg.  von G. Hauck  und  A.  Gutzmer. 

S  Hefle.   1900.  n.  JC  16.— 

1.  Haft:  Chronik  der  Vt  roinigung  fOr  das  Jabr  1809,  nuwie  die  auf  (^<>r  VorsAminIunc  in 
München  gohalt^nfn  Vortrage.  Mit  den  Bildnissen  »on  C.  L.  lit-rhiird», 
Sophus  Lie,  K  v  Lommel,  Frledr.  Mayeii  H.  Soh»i>irA,  Karl 
Schober.   £IV  u.       S.J   1900.  n.  .K 

i.  —  A*  BdMrafllM:  Dl*  Bniwlokalunf  dar  Lehr«  Toa  d«B  VuBktnan&lf  • 
fSltltkoiten.    Mit  8  Figuren  im  T«eI.   [IV  u.  251  S.]   1900.         n.  U(C  8-— 

 IX.  Band.  1900.  Hrsg.  Ton  K.  Hensel  imd  A.  Gatsmer. 

2  Hofto.  1901. 

1.  Heft:  Chronik  dor  AVrfini^inff  f*lr  daa  Jahr  1900,  sowie  die  auf  der  Versammlung  in 
Aachei  l  /t  i  <  ' .  »rtrn^K  Mit  den  BQdallMB  ▼OD  K.Bob«k,  R.  Hoppe 
und  B.  W  ilt  heil  a     .IV  u  110  81    1801.  n.  JK.  i.~ 

S.    —    K*IIeun:  Die  kinetischen  I'roh  I  ome  der  w|«t«atok«ftliakOB  Technik. 

Mit  18  Flsufon  in  Tsxt   [VI  u.  Iä3  S.]   1900.  B.  JL  4 — 

V  1)11  grOfieren  B«fen.ton  lind  fflr  die  nftchsten  Bftnde  n.  a.  in  Vot- 
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Vorwort. 


Kmetuche  Probleme  ans  dem  Bereieh  der  theoretaschen  Haschinen'- 

lehre  sind  in  neuerer  Zeit  von  hervorragenden  Technikern  mehrfach 
behandelt  worden  und  haben  in  Fachkreisen  ein  lel)hafte.s  Interesse 
frrpfirt.  Immer  häufiger  werden  von  der  Praxis  theoretische  Frageu 
gestellt,  zu  deren  Beantwortung  die  Principien  der  rationellen 
Dynamik  erforderlich  sind  und  eigenartige  Anwendungen  finden, 
welche  den  üblichen  Darstellongen  der  Bewegangslehre  fremd  ge> 
blieben  Bind. 

Auf  die  systematisebe  Meebamk,  die  bisher  trnter  dem  ror^ 
wiegenden  EinflnJs  astronomischer  and  physikalischer  Flrobleme  stand, 
wird  durch  dieses  Hervortreten  specifisoh  technischer  Aufgabengrappen 
eine  sdion  jetzt  dentlieh  merkbare  —  die  firOheren  Gedchtqwmkte 

erweiternde  —  Rückwirkung  ausgeübt. 

Gleichzeitig  erwächst  dem  Mathematiker,  soweit  er  df^  allgenieino 
Mechanik  als  Wissenschaft  vertritt,  di*'  Pflicht,  diese  Erscheinungen 
auf  einem  rasch  fortschreitenden  Nachbargebiete  objectiv  lu  verfolgen 
und  innerhalb  seines  Ideenkreises  die  Tragweite  der  überlieferten, 
klassisch  formulirten  Principien  der  Dynamik  angesichts  der  neuen 
Sachlage  eingehend  zu  prüfen  nnd  nötigenfalls  auf  iweckentsprechende 
Erweiterungen  derselben  zu  sinnen. 

Das  yorliegende  Referat  ist  auf  Anregung  der  im  Jahre  1897 
in  Braonschweig  gemeinsam  mit  der  Versammlung  Deutscher  Natur- 
forscher und  Ärzte  tagenden  ,J)eutschen  Mathematiker-Vereinigung^ 
enttitanden. 

Die  \v<  s'  Ht li(  lien  (iosichtsintiikt--  kamen  in  einem  auf  der  Ver- 
sammlung m  München  gehaltenen  Vortrage  des  Verfassers  zur  Aus- 
sprache. 
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Vorwort. 


Für  din  Form  der  Darstellun^r  waren  zwei  Rücksichten  mafs- 
gebend.  Eimtial  schien  es  ire'ijot en,  dem  Mathematiker  hinreichendes, 
sachlich  orientirendes  Material  zu  liefern,  wodurch  die  AuswaM  der 
Litteraturangaben  vorwiogend  bedingt  wurde.  Andererseits  waren 
die  kinetischeii  Ftobtomgruppen  und  die  zugehörigen  Lösnngametliodeii 
soweit  m  entwiekeln,  daTs  dem  Fachtechuker  der  ^TStemartisefae 
Znaairnnenhapg  mit  den  Torhandenen  mathematisch«!  Theorien  er- 
iiohtlieh  wird. 

Der  Yerfiisser. 
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A.  Die  tecludMke  MeeluiKik  als  Zweig  d«r  allgeveiien 

Neeliaiiik. 

1.  Bxjründung  der  »ystetnatischen  Mechanik.  Die  rationelle 
Mechanik  hat  mit  dem  Erscheinen  von  D'Alembert's  Dynamik  (1743) 
insofern  einen  gewissen  Absuhlufs  erreicht,  als  hiermit  alle  princi- 
piellen  Bchwierigkeiten,  welche  früher  gegebenenfalls  das  Ansetzen 
der  Bewt-guiigägleichungen  körperlicher  Systeme  veranlaCste,  ein  und 
für  allemal  b«9eitigt  waren.  D'Alembert  sagt  selbst,  dafs  er  die 
GesefcEe  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  der  Edxper  auf  die 
Ueinstmögliehe  ZaU  zurOekgefttbrt  habe,  und  dab  sein  Princip  zur 
Auffindung  der  Bewegung  der  Körpw,  die  in  beliebiger  Weise  auf 
einander  wirken,  yollkonunen  ausreichend  sei.  Die  Weiterentwick- 
lung der  Mechanik  hat  zwar  die  Wahrheit  dieser  Erkenntnis  nicht 
umgestofsen,  aber  auch  gezeigt,  dafs  die  Beschränkung  der  Mllir^^fueinen 
Principien  auf  dii*  kleinste  Anzahl  keineswegs  allen  Anforderungen 
entspricht,  welch«  i  nu  m  glichst  vielseitige  Vertiefung  des  mecha- 
nischen Forschens  verlangt  hat.  D'Alembert's  Behandlung  der  dyna- 
mischen Probleme  ist  eine  vorwiegend  synthetische,  und  es  blieb 
dem  grofsen  Genie  Lag  ränge 's  vorbehalten,  das  ganze  GebSude  der 
Hechanik  auf  festen  analytischen  Grundlagen  att&ubauen  und  hier- 
durch  den  allgemeinen  Principien  erst  diqenige  handliche  und  feste 
Gestaltung  zu  geben,  welche  sie  zu  unYerSnderUohen  Werkzeugen  bei 
allen  mecbauiscben  Untersuchungen  gemacht  hat  Lag  ränge  war 
sieh  der  Erreichung  dieses  Zieles  klar  bewufst.  Li  der  Vorrede 
seiner  Mecanique  analytique  (1788)  kennzeichnet  er  seine  Leistung 
mit  den  Worten:  ..T^es  methodes  que  j'y  expose  ne  demandent  ni 
Con.strnctioTi--.  r;i isonnements  geometri'pies  ou  mi^caniques,  mais 
seulenient  des  Operations  alg4briques,  assujeties  a  une  inarche  regu- 
liere et  uniforme."  Diese  einseitige  Hervorhebung  der  rein  analy- 
tischen Methode  hat  in  der  Folge  freilich  eine  bedeutsame  liück- 
wirkung  erfahren  müssen,  die  namentlich  der  technischen  Mechanik 
zu  gute  gekommen  ist.  Aber  hierdurch  ist  der  eminente  Wert  des 
Lagrange 'sehen  Grundwerkes  keineswegs  beeintr&chtigt.  Es  ist  und 
bleibt  das  kanonische  Buch  des  Mechanikers  —  sowohl  als  unTergleich- 
liches  systematisches  LehigebSude  wie   auch  als  unerschöpfliche 

Ja]inBl»nlafat  4.  DMt«e1iMi  ll«llMiii.-T«<«lBlgwii9.  XX,  t.  1 
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K,  Heun,  Kinetische  Probleme. 


Fundgrube  üür  den  Forscher.  Das  Princip  der  virtuellen  K<  s'  h  wuidig- 
keiten,  die  analytische  Fassimg  des  D'Alembert'sclien  Priucips  — 
die  Grundlage  d«r  technisclieii  Dynamik  — ,  der  Satz  von  der 
kl^Btten  Aetion,  die  Bew^'ungsgleichimgeii  f&r  allgemeine  CoordinateUf 
die  Variation  der  Constanten  in  ihrer  Anwendung  auf  das  Problem 
der  klnnen  Schwingungen  und  auf  die  geniherte  LSsung  allgemeiner 
dynamixdicr  Probleme,  die  Wirkimg  impulsiver  Krftfte,  die  Statik 
der  inneren  Systemkräfte  bew^^  Körper  sind  hier  mit  einer  Grflnd' 
lichkeit  und  Klarheit  auseinand ergesetzt ^  die  von  den  modernen 
Darstellungen  nitr  ausnahmsweise  übertreffen,  meist  nicht  annähernd 
erreicht  wir^l  Besonders  auffallend  ist  die  Bevorzuginiij  astrono- 
mischer Problexiie  und  die  hiermit  in  Verbindung  stehende  Be- 
schiiiiikang  auf  conservative  Kräfte  und  Vernachlässigung  der  Reibung. 
Das  lag  aber  im  Sinne  der  Zeit,  in  der  Lagrauge  lebte,  und  für  die 
er  arbeitete.  Die  Mechanik  des  Himmels  stand  seit  dem  Ersdieinen 
▼oa  Kewton's  „PHncipien**  im  Tordergnuid  dei  wimenadiafUicIratt 
Inleressea.  Eat  an  zweiter  Stelle  kamen  43»  ProUeme  der  thaora- 
ttaehfln  Fkjaik  —  nanoentilicii  das  Prolilem  der  aclrwingendea  Saite  — 
und  ganz  im  Hintergnnde  —  mit  den  Hilfsmitteln  der  Empina 
sieh  hegnigend  —  begaon  die  Te^nik  ihre  Laufbahn,  eben  enfe 
ämr  Wiege  entwachsen. 

2,  Es  war  infolgedessen  naheliegend,  dafs  die  nsfroicnju^rhe 
Meekanik  nach  Lagrange  eine  vielseit^  und  energische  Ausbüdung 
erfuhr.  Laplace  falste  das  gesamte  Wissen  auf  diesem  Gebiet  in 
seiner  „Mecanique  Celeste"  /-üsaminen,  Poisson  erweiterte  die  Theorie 
der  YariatLon  der  Gonstanten  und  Hamilton  knüpfte  an  das  Princip 
der  Idemsten  Aotioii  an  und  «ehnf  das  Prineip  der  wiireadea 
Aetion,  wodurch  es  ml^lidi  wurde,  aneh  die  Integrale  der  Bewegunga- 
^eichutigen  in  eine  kanonisclie  Vom  in  bringen.  Diese  weitam- 
ihseenden  Gesichtspunkte  wandte  er  auf  das  StOrungvproblem  an  vaA 
ffthrte  hiermit  jedes  dynamische  Problem  auf  die  Aufsuchung  der 
nach  ihm  benannten  Hauptfunction  zurfick.  Ist  diese  durch  irgeoA 
welche  Mittel  bekannt,  so  ergieht  sich  daraus  durch  einfache  Diffe- 
reut  Kition  das  Integralsjstem,  welches  die  Bewegung  in  ihrean  Zeitn 
Verl  Hilf  vollständig  darstellt.  In  mathematischer  Beziehung  ist  das 
Hahiilton"sche  Resultat  von  Jacubi,  Bertrand,  Bour  u.  a.  hi»  auf 
die  neuste  Zeit  vereinfacht,  weitergelUhrt  und  jenseits  des  ursprünglichen 
Anwendungsgebietes  verallgemeinert  worden.  In  den  letzten  Jahren 
ist  die  astrOBnaiisofae  Mechanik  einer  duiehgreifenden  kritiselMn 
Beviakm  von  Hem  Poincar^  unterzogen  worden,  die  namentlich  dia 
Oonyargenz  der  gebrttuchlicben  Beihenentwicklnngen  einer  sfarsngen 
Prüfimg  unterworfen  hat  So  knm  sich  dteser  2w«ig  der  Meolnsiik 
einer  hohen  Ausbildung  rühmen,  zu  deren  ESireiolrang  wihrend  swaier 
Jahrhunderte  rflstig  gearbeit  wurde. 
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3.  Die  phffsikalisdte  Medimik  iife  dardi  Poistoa  naA  Qreen  als 

selbständiger  Zweig  begiUndet  worden.  Sie  hat  ihre  eig<wtflmliclian 
Methoden  erhalten^  die  namentlioli  dureh  Lame,  Stokes,  Maxwell, 
Lord  Kelvin,  Kirchhoff  und  v.  Helmholtz  in  überraschender 
W(*i«;t»  gcf(5rdot  und  weitergebildet  wurden,  so  dafs  sie  h)  ihrer  TJo- 
sanitheit  rin  tVstgeschlossenfS  Kyst»'rn  von  Werkzeugen  geworden  sind, 
mit  deren  Benutzung  alle  Probleme  der  theoretischen  Physik,  sobald 
die  notwendigen  hypothetischen  Grundlagen  geklärt  und  anerkannt 
sind,  erfolgreich  in  Angriff  genommen  werden  können.  Im  Mittel- 
punkt dieser  Entwicklungen  tteht  der  Bttti  von  der  EiMtung  der 
Energie,  welelMr  im  Hamilton'ehen  PriBcip  cHe  beqnewete  analytieohe 
Fcffmnlkimg  erhalten  hat  Irt  die  Fonn  der  kinetieehen  und  poton* 
tieUen  Energie  bekannt»  so  führt  die  AnsAhning  der  Variatioaen 
ohne  besondere  Schwierigkeit  in  den  Differcntialgleichtmgen  des 
Problems,  die  meist  mehrere  abhBngige  und  unabhängige  Verttnderliohe  - 
enthüllten.  Die  Integration  mit  Berücksichtigung  der  Grrenzbedingnngen 
ist  allerdings  fast  stets  nur  in  den  einfachsten  —  aher  meistens 
auch  den  wichtigsten  —  Fällen  mit  den  jetsiigen  Mitteln  der  Ana- 
lysis  au>?fÖhrbar. 

Nachdem  durch  l^outh  und  v.  Helmiioltz  die  verborgenen 
Maisen  in  die  physikaliche  Mechanik  emgefülirt  wurden,  hat  Hartz 
den  kllknen  Versueh  mteAaiimeB,  die  mechanischen  Prlncipiun  im 
Sinne  dieser  modetnen  Aneehammgen  mit  Zugrundelegung  des  Priaeips 
der  Erhaltung  der  Energie  unier  der  Annahme  ,,TollBtlndigei^^  Systeme 
in  ein  a^Mohlossenes  System  zu  bringen.  Das  mit  Geist  und 
Oesehick  durchgeftthrte  Unternehmen  hat  in  den  weitesten  Kreisen 
Bewunderung  herroigemfen,  scheint  aber  nicht  einmal  too  den  Phy- 
sikern zur  Lösung  neuer  Probleme  benutzt  zu  werden,  da  sich 
seiner  Anwendung  schon  h*i  den  trivialsten  Aufgaben  die  Durch- 
filhrung  erschwerend» ■  Hindernisse  in  den  Weg  stellen.  Für  die 
technische  Mechanik  ist  eine  nutzbringende  Anwendung  dieser  —  an 
und  ftlr  sich  ganz  berechtigten  —  Anschauungen  vorläufig  aussichts- 
los, obwohl  sie  in  gewissem  Sinne  das  Ideal  eines  Systems  der 
physikalMien  Mechanik  Yerwirkliekt  haben. 

4.  Gtomärimihe  MedimUk,  Qewissenaalhen  als  Beaotion  gegen 
die  einseitige  analytische  Ausbildung  der  ViBchaaik  durch  Lagrange, 
Poisson  und  Hamilton  ist  das  Bestreben  heryorragender  Geometir 
SU  betrachten,  als  gleichbweehtigt  neben  dieselbe  eine  geometrische  zu 

setr.en.  Dieser  Weg  wurde  von  Poinsot  und  Chasles  mit  grofsem 
Ertblg  betr^-ten  Kr  bot  den  Vorteil  einer  unmittelbaren  Ansf-hau- 
lickeit  und  erleichterte  die  Auweudimg  graphischer  Ililtsmittfi  zur 
expliciten  Durehlührung  mechanischer  Probleme.  In  dt^r  Statik 
waren  die  sjnthetiseh- geometrischen  Methoden  am  nahe  liegendsten, 
da  diese  mit  der  Beduction  der  Streekensystone,  sofeek  es  sich  um 
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starre  Syteroe  bandelt,  ToUkommen  identisch  ist.    Die  sjstenmÜMlie 

Ausbildung  dieses  Gebietes  verdanken  wir  vornehmlich  Moebina, 
Minding  und  Culmann.  Für  die  Festigkoitslehre  haben  sie  in 
der  Technik  eine  ausgedehnte  Bedeutung  erlariL^^^  Aber  auch  fnr  die 
Fortentwicklung  der  Dynamik  haben  sich  dif»  Lrro me  trischen  Methoden 
sehr  fruchtbar  erwiesen.  Nachdem  durch  die  ^Vibeiten  von  Plücker 
und  Herrn  F.  Klein  die  Theorie  der  Liniencomplexe  und  Congni- 
enzen  geometrisch  begründet  war,  gelang  es  Sir  Ii.  Ball  diese 
Lehren  auf  die  Mechanik  des  starren  Körpers  zu  übertragen  und 
diirdi  Ehiftthmng  des  Begriib  der  conjugirten  Sohnuben  oamentlieh 
den  Lnpulsproblemen  einen  ungeahnten  Grad  der  Anschaiilicfakelt  au 
geben.  Natttrlich  lassen  sich  dieselben  Resultate  aadi  rein  analytisch 
mit  Hilfs  der  Vectoianalysis,  wie  es  von  Everett  geschehen  ist,  ge- 
winnen. Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dafs  die  Anwendung  dieser 
Lehren  audi  tur  die  technische  Kinetik  in  gewissen  Fallen  groise 
Voi-teile  hat,  doch  würden  hier  vorwiefonfl  Probleme  von  mehreren 
Graden  der  Froibfit  in  Betracht  kommen,  welche  in  der  thfon-tischen 
Maschinenlehre  erst  spürlicli  behandelt  sind.  JedeniaJls  steht  die 
geometrische  Mechanik  den  Hedürluissen  der  Technik  näher  als  die  im 
Hertz 'scheu  Siiiue  ausgebildete  physikalische  Mechanik.  Selbst  die 
Yorläuiige  Beschränkung  auf  impulsive  Kräfte  vermindert  die  Bedeutung 
der  BaU'sehen  Resultate  nur  scheinbar.  Denn  mit  Benutiung  der 
Variation  der  Constanten  wird  es  nicht  untlberwindlich  schwer  sein,  den 
Fall  stetiger  Ezafte Wirkung  —  namentlich,  wo  es  sich  um  conereke 
Probleme  der  Praxis  handelt  —  auf  den  erstoren  Fall  zmftckzufllhTen. 

5.  Welche  Stellung  nimmt  nun  die  tecliniscJte  Mechanik  zu  den 
eben  kurz  gekennzeichneten  drei  Zweigentwicklungen  der  allgemeinen 
MechaniV  *M"nV  Ist  sie  eine  coordiuirte  Disciplin  mit  selbstllridigen 
Methoden  oder  nur  eiue  Zusammenfassung  einzelner  —  ohne  inneren 
Zusauunenhang  stehender  —  Anwendungen  der  allgemeinen  mecha- 
nischen Principien  auf  Bauconstructioneu,  Maschinenelemente,  praktisch 
vorliegende  Kraftfelder  u.  dergh,  wie  sie  sich  grade  —  nachdem  die 
reine  Empirie  ihre  Dienste  Tcrsagte  —  einer  theoretischen  Behandlung 
au%edrängt  haben?  Schon  ein  Veigleich  der  technischen  Festigkeits- 
lehre mit  den  mathematischen  Theorien  der  Elasticitftt  sowie  der 
Hydraulik  mit  der  rationellen  Hydrodynamik  seigt,  dafs  wir  es  hier 
nicht  mehr  mit  zusammenhangslosen  Anwendungen  allgemeiner 
theoretischer  Sätze  auf  Einzr]pr  >!  lerne  zu  thun  haben,  daXs  vielmdir 
auf  diesen  —  sich  längerer  historischer  Entwicklung  erfreuenden  — 
Gebieten  ganz  entschieden  ausgeprägte  individuelle  Behandlungsweisen 
und  Resultate  vorliegen,  die  ihre  unverleughare  praktische  Physio- 
gnomie sofort  erkennen  lassen  und  deutlich  zeigen,  dafs  sie  in  einen 
gewissen  selbständigen  Gegensatz  zu  den  verwandten  rein  theoretischen 
Disciplinen  getreten  sind.    Wenn  sie  den  letzteren  auch  vieles  ver- 
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danken,  so  haben  doch  —  namentlich  in  den  letzten  zwanzig  Jahren 
• —  henorragende  Techniker  klar  erkannt,  dals  die  Voraussetzungen 
der  älteren  mathematischen  Theorien  den  thatsftchHchen  Verhältnissen 
im  allgemeineii  nicht  entsprechen,  und  dafs  pUuunäfsige  Versnche 
flbr  die  Erkenntnis  der  VerändeningeD  und  Beansprudrangen  der 
technischen  Materialien  ansusteUen  waren,  um  su  gesicherten  Grund- 
lagen SU  gelangen.    Diese  Bestrebungen  sind  noch  lange  nicht  ab- 
geschlossen, da  sich  mit  der  Zahl  der  experimentellen  Resultate  auch 
die  Schwierigkeiten  vermehren,  in  der  grofsen  Mannigfaltigkeit  der- 
selben   einfache    unfi    :illgeraein   brauchbare    Gf*sf't7Tn!irsi^'keiten  zu 
erkennen,  welche   alliin   eine   mnt}iemf«tis<*h«»    Vtq-a rbeit im tj-  7iilass»^n. 
Aber  der  eiugeschiagene  Weg  hat  gesunden  Bodeu,  was  den  endlichen 
Erfolg  —  trotz  aller  Hindernisse  —  bei  wackrer  Arbeit  sichert. 
Auch  für  die  technische  Dynamik  ist  die  Sachlage  keine  wesentlich 
andere.   Hier  steht  die  matiiematische  Theorie  in  grofser  Vollendung 
sur  Verfügung  bereit.  Eine  blolSM  Kenntnis  derselben  scheint  hinsu- 
reichen,  um  sie  auf  jeden  möglichen  praktischen  Fkll  ohne  weiteres 
anzuwenden.   Wenn  man  sich  —  wie  es  natflrlich  in  den  ersten 
Stalirn    der   Entwicklung   geschah   —   auf  die   Betrachtung  TOn 
Maschinenelementen  beschränkt»  die  aus  ihrem  natürlichen  Zusammen- 
hang gerissen  sind,  dann  mag  dieses  naive  Vorgehen  einige  brauch- 
bare Resultate  liefern,  aber  eine  tiefere  Erkenntnis  der  dynnnup<}i«-n 
Wirkung  des  Ganzen  ist  so  nicht  erreichbar.    Hierzu  ist  es  uuln  iliii<rt 
nötig,  den  vorliegenden  Mechanismus  als  vollständiges  methanisches 
System  zu  behandeln  und  gleichzeitig  die  veränderlichen  statischen 
Verhältnisse  in  der  Mannigfaltigkeit  der  Lagen  der  einzelnen  Maschi- 
nenteile auft  gründlichste  su  erforschen.   Neben  die  Dynamik,  die 
nur  das  Bewegungsgeseti  festsustellen  eriaubt,  tritt  eine,  im  System 
der  rationellen  Me<^ianik  nur  nebensiclilich  gestreifte  Disciplin  —  die 
„Kinetostatik^,  welche  es  sich  sur  Aufgabe  stellt,  nicht  aUein  die 
Zapfen-  und  Lagerdrücke,  die  Kupplungsspannungen  und  Fundament- 
reactionen  während  der  TeränderÜchen  Bewegungs-  und  KraftverfaXlt' 
nisse  zu  verfolgen,  sondern  auch  die  KrSfte  und  Momente  der  inneren 
Beanspruchnnixon    eines    beliebigen    Querschnittes    jedes  einzelnen 
Maschinenelementes  für  jede  Lage  und  Stellung  desselben  erkennen 
läfst.    Es  ist  hier  gleich  gültig,  ob  die  vorliegende  Entwickelung  der 
technischen  Kinetik  dieses  Ziel  für  alle  in  Frage  kommenden  ver- 
wirklichten oder  nur  projectirten  dynamischen  Systeme  zur  Zeit  schon 
erreicht  hat  —  entscheidend  ist  bereits  die  klare  SteUung  eines 
Problems,  dessen  endgültige  und  allgemeine  Ij9sung  prindpiell  als 
möglich  erkannt  wird  und  dessen  praktischer  Nutsen  von  keinem 
Techniker  in  Frage  gestellt  werden  kann.    Im  weiteren  Verlauf 
dieser  Darstellung  wird  aiifserdem  gezeigt,  dafs  ätae  Durchftlhrung 
des  dynamischen  und  des  kinetostatischen  Problems  durohaus  keine 
principiellen  Schwierigkeiten  im  Wege  stehen. 
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ti.  Bas  niatirklle  Stfstmi  m  der  techmfichm  Mrc' anik.  Wenn 
wir  den  specdfiscben  Eigentüinlichkeiteu  der  ma^cliiiielieu  Urganifiiuen 
BÄher  treten,  so  bemerken  wir  nuSehtt  «me  aulaerordentUche  Mmi- 
aigfaltigkeit  der  medumiaehon  SjitemgestftltoogeiL  Wahl  t^ük  mtk 
die  Dampfinssokme  mit  dem  phjnaolitB  Pendel  in  PanJlele  bringen, 
denn  beide  haben  eine  oaciUatoriadie  Bewegong^  wakihe  nidht  nUflin 
durch  das  Kruftfeld  sondern  auch  durch  die  Massen  Verteilung 
bestimmt  ist  Aber  in  dem  einen  Falle  ist  das  Sytem  ein  einfacher 
starrer  KMrper,  im  anderen  eine  weit  verwickeitere  Gelenkverbindung, 
bei  weichern  «chon  die  Bf»\vptrung'  der  Pleuplst^npro  wenn  ilire 
Massenvert^JÜung  h»^rru''ksirlitii;t  Avird ,  ümstUndlichkeiten  in  d^r 
dynamischen  Behandlung  notwendig  macht.  Weit  pröfsert'  \  er  Wick- 
lungen treten  ein,  wenn  der  Regulator  in  seiner  natürlichen  Ver- 
bindung mit  dem  Kurbelgetriebe  und  der  Steuerung  behandelt 
werden  soll.  Im  Yergleioh  hienmt  endieint  lelfast  daa  DreiUfoper- 
proUem  der  Astronomen  als  ein  «infischeres.  Noch  schwieriger  ge- 
etaltet  sieh  die  Übersicht  des  medhaiusdien  Systems  bei  den  im 
Geleise  geftthrten  Tnmsportmaeehinen,  also  bei  der  Untersnchmig 
der  Bewegung  eines  Eisenbahnzuges.  In  der  CleflUlcurve  haben  wir 
eine  doppeltgekrOmmte  Bahnaxe  zu  berttcksiehtigea,  die  hinundber- 
g^ehenden  Massen  der  Maschine,  die  Oefrengewichte.  die  Elasticität 
dvT  Schienen,  die  drehbaren  Radaxengestelle,  die  Wagenkupplungen 
und  Nn«'l«'s  Andere  erschweren  die  Fommlirnng  und  Übersicht  de» 
meeha]u^  lieii  Systems  so  sehr,  dafs  man  bisher  eine  vollständig«» 
dynamische  und  kinetostatische  Durchaj-beitung  unterlassen  und  sich 
mit  der  Behandlung  einiger  hierhingehörigen  ganz  elementaren  Teil- 
-probleme  begnügt  hat.  Li  Besag  wk  die  Oestaltung  des  mafterieUea 
Systems,  dessen  Bewegung  und .  statisehe  VerfaUtnisBe  untecsiisht 
werden  solleB^  unterscheidet  stdh  also  die  tecfanisciie  Mechanik  gans 
wesentlich  yon  der  rationeUen,  welche  es  meistons  T<m  Ten  herein 
in  der  Hand  hat,  die  Oonstellation  desselben  so  einfach  voraus- 
«nsetaen,  dafs  unndtige  Sohwierigfceiten  bei  der  Aufstellung  der 
Bewegungsgleichungen  ttbefhanpt  Termieden  werden. 

7.  Dir  Knijt fdder  in  der  iedmisdien  Mcxahunik.  Zu  analogen 
Ergebnis^t^n  ttilirt  der  Vergleich  der  Kraftfelder  in  der  technisrhfm 
Mechanik  mit  dun  anderwärts  auftretenden.  Die  ganze  theoretische 
Astronomie  gründet  sich  auf  das  Newton 'sehe  Fem  Wirkungsgesetz,  und 
wo  in  der  Physik  nach  den  Anschauungen  Faraday's  und  Hazwell's 
icheinbar  weniger  einfache  KraftfeUer  Torkcnnmen,  finden  diesdben 
in  den  technischen  Veiwetinagen  magnetischer  and  elekfarieehei' 
Wirkungen  ihre  Stelle.  Die  Dampfdiagrunune,  die  Explosionsdiagramme 
bei  den  Wärmemotorenf  die  hydraulischen  Kraftdiagramme  bei  d«i 
Turbinen  sind  graphische  Dar»tellung*»n  des  Feldes  der  treibenden 
Krüfte,  welche  durch  Versuehe  festgestellt  sind.   Die  ffOharakteristik'^ 
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der  Elektromotoren  onthiüt  in  der  Zuglinie  oder  Drehmoraentlinie 
|lfleichtalls  das  Schauhild  tlcs  Krat'tverlaufs,  wie  er  T^nterlape  für  die 
weitere  dynaiiiisrlu'  Lit  liaiKllung  des  betretfenden  FroL>iei«H  V  erwenduQg 
findet.  In  allen  diesen  Fällen  ist  kein  analytisches  Gesetz  der 
Kraftwirkimg  gegeben  —  es  können  deshalb  die  allgemeinen  lutegra- 
tiOBSmistiiocIjen,  wekbe  dunh  Hamilton  und  Jaeobi  auegebildet  dnd» 
«unitteLbtr  nidit  gebrauebt  werden.  Duu  konuoit  noeh  dw  weitere 
ünuUiid,  dafs  der  Kraftrerkaf  bei  einem  Motor,  dessen  Tourenaibl 
zwischen  weiten  Grenzen  schwankt,  im  allgemeinen  eine  Function 
der  Geschwindigkeit  ist  Mit  diesem  Falle  hat  sich  aber  die  rstionelle 
Mechanik  —  soweit  es  sich  um  systematische  Darstellungen  der 
Integrale  der  Bewegtmgsgleichungen  handelt  —  so  grit  \\'ic  gar  nicht 
befafst.  Höchstens  könnten  in  dieser  Be/iphung  einige  Beispiele  in 
Betracht  kommen,  bei  denen  schon  frühzeitig  der  I^uftwiderstand 
berücksichtigt  ist.  Aber  die  Widerstandsleider  bei  litn  iransport- 
waschinen  haben  auTser  diesem  i'uctor  noch  viele  andere  Momente 
wie  Beibung,  Adhäsion,  UngleichfÖnnigkeiten  im  Belastungswiderstand 
in  Bedmung  zu  bringen.  SndUeh  m<{gen  suoh  häufig  eintretende 
UnstetigkeiteB  in  den  teebnisehen  Knftfeldem  ErwShnnng  finden. 
80  haben  wir  s.  R  bei  der  im  Vieitaet  arbeitenden  Oaamaecbine  nnr 
eine  Periode,  in  welclier  die  treibsfide  Kraft  wirksam  ist.  Selbst 
die  nach  den  Regeln  der  Statik  ausführbare  Beduction  der  verschie- 
denen Kräftesjsteme,  welche  an  demselben  Mechanismus  tbätig  sind, 
ist  nur  in  dem  Falle  statthaft,  wo  lediglich  die  Kenntnis  der  Be- 
wegungsvorgänge verlangt  wir«!.  Handelt  f"?  sich  aber  um  die 
Bestimmung  der  Lagerdrücke  und  der  Festigkeitsbeanspruchuugen  in 
den  einzelnen  Maschinenel^enten,  so  würde  dieselbe  zu  ganz  ialschen 
Resultaten  fähren. 

# 

8.  Die  PrMeme  der  teehniBdim  Mtekmik  veHemgm  sine  e^^plkUe 
JABmg,  Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  bei  einem  tecbnischsB  ProUem 
gelnagen,  die  Bewegungsgleiehvngen  in  fagaachbarsr  Fenn  an&nstoUea, 

so  verlangt  die  Praxis  naturgemftls  eine  soldie  Integration  derselben, 
dafs  die  resultirenden  Jüösungen  in  expliciter,  aber  zugleich  nuttgÜchat 
einfacher,  für  die  Auswertung  fertiger  Form  erscheinen.  Die  rationelle 
Mechanik  bemiügt  sich  statt  dessen  hnufig  mit  transcend^'nt^n  Func- 
tionen oder  (Quadraturen,  durch  deren  Discussion  (iann  na«  h  langer 
niüiievoller  Rechnung  einige  Eigenchaften  der  betrachteten  Bewegung 
gefolgert  werden  können.  Für  die  Bedürfnisse  des  Technikers  ist 
hiermit  nichts  gewonnen,  er  muls  sogar  peinlichst  bestrebt  sein, 
gerade  in  den  Endresultaten  alle  analjtiaGhen  Fonaen  su  venneidea, 
die  sich  nicht  unnittolbar  llr  die  he<|Benss  Handhdbwag  tabelUven 
'lassen  oder  die  nnmerisefae  Ajnredmnng  im  fegebeaen  Falle  ebne 
Zsttveilust  gestatten.  Diss  sind  alles  AalMsrnBgaa,  wel^e  der 
ieebuiadien  Kinetik  eigentfimlieb  sind.  Sie  gipfsln  itt  dem  eutfiMbsA 
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Satze:  Die  Technik  kann  ihre  theoretischen  Bewegung?.- 
problemc  nicht  nach  Belieben  stellen,  wie  die  rationelle 
Mechanik  ihre  Übungsbeispiele.  Sie  mufs  die  Massen- 
systeme, die  Eräftesjsteme  nehmen,  wie  sie  die  Bedürfnisse 
der  Praxis  hinstellen.  Ihre  Ldsnngsmethoden  dienen  nicht 
xur  lUnstration  eleganter  mathem  atiseh  er  Theorien,  son- 
dern mftssen  vor  allem  sich  durch  die  grOfste  erreichbare 
Einfachheit  auszeichnen. 


B,  Die  ersten  Verstehe  rar  systenatisehen  Begrtliidiuis  der 

teehiisehem  l^yiamik. 

9.  Watt  bezeichnet  sich  in  seinen  Patentschriften  sowie  in 
einigen  Briefen  zu  wiederholten  Malen  und  mit  einer  gewissen  Emphase 
als  „philosopher*'.  Das  bedeutet  soviel  als  Naturforscher  oder  in  ucM;h 
engerem  Sinne  Physiker.  Er  will  damit  ausdrucken,  daDs  die  MotiTe 
au  seiner  grcÜBen  Beform  im  Dampimaschinenban  nidit  planlos  einem 
bloA  erfinderischen  Kopfe  entsprangen  sind,  sondern  dafo  sie  ^elmehr 
die  Fracht  eines  langjftrigen  exact-wissenscbaftlichen  Forschens  dar- 
stellen. Hauche  VorschUge  Watts  haben  sich  auch  in  der  Technik 
nicht  ohne  weiteres  yerwirklichen  lassen  ^  wfthrend  der  Condensator, 
die  Stopfbüchse,  der  doppeltwirkende  Kolben,  der  Indicator,  das 
Parallelogramm  -nn-  ( Jeradführung  sowie  rlf^r  Centrifugalregulator^gover- 
nor)  die  t  berlegenheit  der  !>ampfma.schine  als  Motor  bis  heute  be- 
gründet haben.  Mit  der  li  Isten  Ausdauer  untersuchte  er  die  calo- 
rischen  (uundeigenschaften  des  Dampfes,  und  es  gelang  ihm,  ntit  den 
einfachsten  Hilfsmitteln  das  nach  ihm  benannte  Verdanipfungsgeiietz 
au&ustellen,  welches  später  von  Regnault  weiter  ausgebildet  wurde. 
Mit  der  theoretischen  üntersuchung  der  dynamischen  Massenwirkungen 
der  osciUirenden  Teile  der  Dampfinaschine  hat  sich  Watt  gar  nicht 
befalst,  obwohl  die  erforderlidien  mechanischen  Principien  hinreicbend 
entwickelt  waren.  Hierzu  hatte  er  aber  auch  keine  Ewingende  Vev 
anlassung,  denn  die  damals  gebräuchlichen  Kolbengeschwindigkeiten 
waren  verhHltnismlifsig  kleine,  und  das  Schwungrad  genügte  —  bei 
den  nicht  zu  hoch  gespannten  Anforderungen  an  den  gleichmäfsigen 
Gang  der  Maschine  — ,  um  ihren  Einüufs  auf  erträgliche  Grenzen 
herabzudrücken. 

10.  Vorgänger  Poncde^s.  Dem  kinetischen  Problem  wandten 
sich  erst  firansOstsche  Mathematiker  und  Techniker  mit  Entsi^eden- 
heit  zu.  Goriolis  war  wohl  der  erste,  welcher  den  Einfluls  der 
osdUiienden  Teile  bei  den  Balancirmascfainen  untersuchte.  Er  ver- 
nachlässigte aber  hierbei  den  Einflufs  der  Trägheit  der  Lenkstange. 
Ooriolis  hat  sich  durch  seine  Entdeckung  der  Gesetze  der  relatlrea 
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Beschleunigung  einen  bleibenden  Namen  in  der  Gpschichte  der  ■ 
Dynamik  orworLen.  Sein  ..Calcul  de  l'eflFet  des  viiariiiues''  (1829), 
später  unter  dem  aust'ühriiclieren  Titel  „Mecanique  des  coq)s  solides 
et  calcnl  de  l'effet  des  machines"  in  erweiterter  Bearbeitung  er- 
schienen, bat  hauptsächlich  dazu  beigetragen,  dem  Arbeitsbeghü*  und 
dem  Princip  der  JErittltang  te  Ihiergie  di«  gMhxmtäib  Stelhuig  in 
der  ieohnisohen  Meehuiik  m  vencbaffan.  In  gleioliem  Sinne  wirkte 
andh  Navier  dnreb  die  Herausgabe  eeinee  ^fiAsami  des  le9ons  sur 
TappUeation  djS  la  mleaniqne  aux  ntadiineS**.  Die  analytische  Be- 
hüidlung  ist  in  diesen  Sobriften  mit  grofser  Gewandtheit  durch- 
gefllfart,  aber  wir  vermissen  darin  ein  tieferes  Eingehen  auf  die 
realen  Verhältnisse  der  Technik.  Sie  können  sieh  noch  nicht  von 
dem  Boden  der  rationellen  Mechanik  losreifsen  und  vermeiden  es 
ängstlich,  aui  concrete  Maschinenprobleme  näher  einzugehen.  Dies 
blieb  Poncelet  vorbehalten. 

* 

Ii.  T.  V.  Poncelet  ist  der  eigentliche  Begründer  der  syste- 
matisehen  teehnisehen  Mechanik,  sowohl  des  statischen  als  auch  des 
dynamischen  Teiles  derselben.  Seine  Theorie  der  nisammengesetsten 
Festigkeit  elastaseher  EOrper  ist  bis  beute  nnttberboifen  und  bildet 
immer  noch  die  Qrundlage  rar  Berechnung  der  mehrfach  bean- 
spmchten  Maschinenelemente.  Die  Navier'sche  Theorie  verbesserte 
er  in  den  wichtigsten  Punkten.  Die  Deformation  der  Querschnitte 
gebogener  oder  verdrehter  Balken,  die  gegf^nseitige  Wirkung  der 
gespannten  Fasern,  die  Reactioneu  der  befestigten  Stellen,  sowie  die 
Einflüsse  der  Gleitungen  auf  die  öpannungserscheinungen  hat  Poncelet 
im  8.  Abschnitte  seiner  „Applications  de  la  mecanique  aux  machines" 
fttr  die  Beduitiiisse  des  Technikers  in  unübertroffener  Weise  be- 
handelt. Selbst  die  vom  mathematischen  Standpunkte  strengeren 
üntersnehnngen  De  St.  Venant's  Uber  die  Torsion  und  Biegung  der 
Prismen  seheinen  nicht  mehr  Brauchbares  für  die  Praxis  geliefert  sn 
haben  als  die  einüMiheren  Poncelet'schen  Methoden.  Es  ist  nur  zu 
bedauern,  dafs  die  von  Poncelet  gewählte  Darstellungsform  dem 
Studium  so  beträchtliche  Schwierigkeiten  bereitet  und  eigentlich  nur 
füi-  diejenigen  in  vollem  Mafse  verständlich  ist,  die  sich  vorher  mit 
den  einschlägigen  späteren  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  gründlich 
bekannt  gemacht  haben.  Dann  erkennt  man  aber  auch,  di\£s  die 
Vorwürfe,  die  Clebsch  in  seiner  „Theorie  der  Elasticität"  der 
üblichen  technischen  Festigkeitslehre  an  verschiedenen  Stellen  macht, 
nur  zutreö'end  sind,  wenn  man  das  Poncelet  sehe  Werk  ausschliefst. 

13.  Potwdets  Verdienste  um  die  dUgememe  iedmiadfe  KmeÜk, 
Der  dynamische  Teil  der  „Applications**  ist  einüsch  und  leicht  yer- 
st&sdlich  geschrieben.  Poncelet  nntersdieidet  bei  jeder  Arbeits- 
maschine den  Operator  nnd  den  Reoeptor,  heute  wUrden  wir  sagen 
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das  treibende  Kraftfeld  und  dai>  widerstehende  Laatfeld.  Dazwii>cheQ 
liegen  gleichsam  die  passiven  Widerstände,  wie  Beüjung  und  Ad- 
haidcm  der  Maaduaentoile.  Auf  Gmid  d«e  FrincljM  der  lebeodigwi 
ErSlie  hat  ^r  ICeehanimui  die  Aa^be  der  Übertragung  oÜer 
Forf|iAaiunuig  der  mitgttetUiea  Ennfle  sn  lOcrnehnieo.  Alidiim 
sind  alle  Umsfciade  einer  genauen  Analyve  untenrorÜBn,  die  bei  dem 
Bewegungsvorgang  in  Betracht  kommen.  D&  nun  die  Kraft-  und 
Belasfeungsfelder  fast  immer  als  unveränderliche  Daten  za  betrachten 
sind,  so  beginnt  Poncelot  mit  einer  cründlichen  Untersuchung  des 
•dynamischen  Verhalten«?  dpr  Rpc'iilitoren,  welche  d^'n  '^tntionäreii 
Oang  ermöglichen.  Hierbei  sind  alle  MasseDwirkiniir« n  Sfirgfältig 
berilcksichtigt  und  der  notwendige  ünempfindli^AkeiLsgriid  klar  hervor- 
gehoben. Überhaupt  ist  die  wichtige  Erkenntnis  der  gegenseitigen 
Beuehungen  imd  andererseits  getrennten  Functionen  des  Regu- 
lators und  dee  Sebwungrades  Idar  und  muatergültig  hervoigehoben. 
Da  die  Gonstmction  dee  Centrifogalreglers  in  der  Folge  mannigäche 
Änderungen  und  principielle  ümbikhangen  efiabren  bat,  lo  kann 
man  natürlich  keinen  AttfiMshlafs  hierüber  in  onem  Werke  enchw, 
dessen  Grundlagen  schon  TOr  achtzig  Jahren  durch  Vgrleanngan  in 
Metz  gelegt  wurden.  Aber  gerade  der  erfahrene  Techniker»  der  mA 
•durch  ron.structionsabänderungen  nicht  beirren  läTst^  vielmehr  Prin- 
cipien  von  bleibendem  Worte  ohne  Schwierigkeit  von  einer  con- 
stnictiv  veralteten  Forai  aul  eine  verwandte  zu  fibertragen  versteht-, 
kuim  heute  noch  die  classische  Darstellong  Foncelet's  mit  Erfolg 
gebrauchen. 

In  dem  Gang  der  Maeebiae  nntencbeidet  Poneelet  die  Anlaufs- 
peiiode,  den  etationSren  Znstand  und  di«  Aualanftpenode.  Demnaeh 
-serfUlt  aucb  die  dynamische  Theorie  des  KttiM^jstems  in  sirai 
Abschnitte.    W&hrend  der  Stationiren  Peiiode  bleibt  die  GrVlse  der 

Winkelbesdileanigung  in  engen  Grenzen,  die  durch  den  Ungleioh- 
förmigkeitsgrad  bestimmt  sind.  WiÜirend  des  Anla^itf^  oder  Auslaufe 
kennen  die  positiven  resp.  negativen  Beschleunigungen  sehr  beträcht- 
liche Werte  annehmen  und  hierdurch  auch  bei  der  kinetostatischen  Be- 
rechnung des  Schwurt i^rades  und  d^r  Welle  zu  berüeksirhti elende,  nicht 
unbeträchtliche  Bjeguugs-  und  I  »tsiuiisiuomente  hervorrufen.  Sobald 
das  trpiV»(>nde  und  widerstehende  Kraftfeld  bekannt  i.st,  lassen  sich  in 
jedetu  Falle  —  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Mechanik  —  die 
beiden  Grundgleichungen  an&tellen,  die  snr  Besümmung  der  Winkei- 
besebleunigung  und  der  WinkelgesehwindiglDsit  luBreidien.  Dies 
alles  ist  von  Poneelet  in  einer  Weise  dnrebgeflüurt,  dab  jeder 
Leser  der  ^Applications"  sich  unwillkürlich  die  Fn^e  stellen  wird, 
warum  Lürade  dieser  fundamentale  Teil  des  Werkes  in  der  späteren 
technischen  Litteratur  eine  so  geringe  Beachtung  gefunden  hat. 
Hierfür  liifst  sich  jedoch  unschwer  eine  völlig  ausreichende  Eh*klärung 
geben.    Das  allgemeine  Interesse  für  die  Berftcksichtigiag  der 
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Trägheitskräfte  bei  deu  Motoren  mit  Kurbelgotriebe  erwachte  be- 
kanntlich erst  nach  dem  Erscheinen  von  Radinger's  Theorie  der 
Maschinen  mit  hoher  Kolbengesoh windigkeit  (1869j.  Jet^t  liefs  sich 
errt  klar  erkennen,  wa«  Poncelet  in  seiner  DarateUimg  veraftumt 
hfttie.  Er  hatte  nlailich  nidit  daran  gedacht,  die  Drfloke  der 
Kaaeenbeeehlennigiuigen  mit  dem  EiqMuuionediagiamm  der  Dampf* 
Wirkung  ansdiautidi  au  eombiniren  vnd  war  dcduüb  anoh  nicht  in 
der  L^;e,  die  praktisch  wichtigen  Folgerangen  aus  seiner  im  übrigen 
ganz  exacten  kiniftifleheB  Theorie  an  aiehen.  Zu  diesem  Schritte, 
welchen  Hadinger  gethan  hat,  war  eben  die  Zeit,  in  welcher 
Poncelet  lebte,  noch  nicht  hinreioh«Bd  impulsiv. 

13.  Die  Stof'ftupirknnffrn  hei  PoiiccUt.  Für  die  Berechnung  der 
Masse  des  Schwungrades  sowie  der  kinetostatischen  Beanspruchung 
desselben  hat  Poncelet  in  jeder  Hinsicht  Ausgezeichnetes  geleistet. 
Erfindlich  ^orberntet  dnreh  die  Torangehende  djnamisdie  Behandlnng 
des  KnrbelBystemB  entspricht  diese  Theorie  allen  Anforderongen, 
welche  die  moderne  Technik  an  die  Lösung  dieses  Problems  stellen 
kami.  Znr  bequemeren  Handhabung  derselben  hat  Poncelet  eine 
graphische  Dnrdifiihning  gegeben,  ^e  sich  natttrlich  snf  die  aoalj- 
tischen  Ableitongen  st&tst. 

Seine  neue  Theorie  der  Zahnräder  hat  sich  in  ihren  Gnmd- 
zügen  bi>  jetzt  bewährt,  doch  legi  raart  nenonlincrs  in;t  Kechf  fyröfseren 
Wert  auf  eine  rrleif^hmUrsigere  Verteilung  der  Äutlüi:»' h  ückf  und 
gewinnt  dm-ch  das  btudiura  der  Abnützungsergebnisse  nt  uM  (iesii  ht>* 
punkte  zu  geometrischen  Verbesserungen  in  Gestalt  und  Anurduung 
der  Verzahnungen.* 

Poncelet  hat  ancib  den  tfas^inen,  bei  -deren  Wirkung  pl5ta- 
•Bohe  Gesdhwindigkeitsinderungen  auftreten,  wie  Stammen,  Hammer- 
werken, Btoüsmaschinen,  ein  herroRagendas  Litaresse  entgegengehraohi 
ISfirgends  ist  die  tiieoiretische  Behandlung  mit  so  eigentümlichen,  heilte 
noch  nicht  Überwundenen  Schwierigkeiten  verbunden  wie  hier.  Der 
Gmnd  liegt  in  der  ungenOgenden  Ausbildung  der  Stofsgeeetse. 
LaprraTipc  hat  sich  in  seiner  „Mecanique  analytique"  gar  nicht 
damit  beschäftigt,  obwohl  D'Alembert  von  neuem  die  Autinerksam- 
keit  der  Mathematiker  darauf  gelenkt  hatte.  Mtui  erkennt  al>er 
leicht,  (lafs  die  Untersuchung  der  Stofswirkungen  gar  nicht  in  den 
Bereich  der  rationellen  Mechanik  gehört,  sondern  ein  specifisch  physi- 
kalisches Problem  ist  Zu  dieser  Auffassung  muDste  schon  eine 
nohtige  Deutung  des  Carnot'schen  Prineipes  ftthreo.  Bevor  die 
Idnet&lien  Grundlagen  in  dem  ganxen  Yerlanf  des  Btolsproceases 
je  nach  der  mnteriellen  Oonstitntion  der  ttcfa  treflbnden  Kflrper 
pl^sikalisch  bekannt  sind,  kann  die  Mechanik  nicht  eintreten.  Eine 
neue  Arbeit  Ton  Herrn  A.  Korn  zeigt  uns  aber  sur  (Genüge,  welche 
Verwickelungen  bei  einer  ezacten  Behandlung  schon  in  dem  Ter- 
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hältnismäfsig  einfachen  Falle  des  elastischen  Stofses  auttreten. 
Poncelet  war  sich  dieser  Schwierigkeiten  wohl  bewui?>t,  iiat  sich 
aber  bei  diesem  Teile  seiner  dynamischen  Untersuchungen  so  ge- 
schickt geholfen,  als  es  ttbeiliaupt  möglich  war.  Der  Ton  ihm  ein- 
geschlagene Weg  l&fsi  dch  vielleicbt  am  Uanten  durch  die  Wieder- 
gabe seiner  eigenen  Worte  oharaktefisiren.  „Um  die  in  dem  Systeme 
stattfindonden  Verlaste  an  lebendiger  Kraft  zu  berechnen,  mnls  man 
sie)]  die  ^Faschine  in  ihre  Terschiedenen  einxelnen  Bestandteile  zer- 
legt denken  und  untersuchen,  was  ftlr  jeden  dieser  Bestandteile  ge- 
sondert sfritttindet.  Denn  man  sieht  leicht  ein,  dafs,  wenn  irgend 
zwei  Rp^1  iuidn  ite  ein^r  zusammengesetzten  Maschine  zu«amiiiPnstor<;i  n, 
in  jedem  derselben  Compreshionsk rufte  P,  P'  hervorgeruten  werden, 
welche  nach  der  Normalen  in  dem  Berührungspunkte  wirken,  sowie 

bewegende  Kräfte  9  *        «  welche  von  der  Geschwindigkeits- 

Snderung  jeder  Masse  henrflhren.  Anfserdem  Teranlassen  diese  Ter> 
schiedenen  Krftfte  an  den  Lagern  und  Zapfen  Beaotionen,  welche 
wir  allgemein  mit  If  bezeichnen  wollen  und  welche  Beibnngen  hervor- 
rufen, die  durch  fK  ausgedrückt  werden  können.  Nun  findet  aber 
nach  dem  Prindp  der  virtuellen  Geisch windigkeiten  jeden  Augenblick 
zwischen  den  in  jedem  Falle  nach  einer  entsprechenden  und  leicht 
zn  bestimmenden  Kirhtung  genommenen  verschiedenen  Kräften  P, 
P',  (p,  f'N  das  Gleichgewicht  statt,  und  da  der  Korj^er  nur  eine 
einzige  geometrische  Bewegung  annehmen  kann,  so  giebt  es  auch 
nur  eine  einzige  Gleichung  des  Gleichgewichts.  Aber  da  es  nicht 
darauf  ankommt,  den  Wert  der  Kräfte  P,  P'  imd  der  Geschwindig- 
keit fnr  jeden  Augenblick  der  6to£Q»eriode  zn  ^bestimmen,  und  dA 
anlserdem  das  (Peseta  der  bewegenden  Kräfte  9  unbekannt  ist,  so 
untersacht  man  nur,  was  in  dem  Augenblicke  der  grölirten  Zusammen* 
drückung  stattfindet,  um  daraus  die  Geschwindigkeit  der  verschiedenen 
Massen  m  und  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  abzuleiten.  IHe 
oben  erwähnte  Gleichgewichtsgleichung  ist  aber  zu  diesem  Zwecke 
hinreichend,  wenn  sie  auf  die  verschiedenen  Bestandteile  der  Maschine 
angewendet  wird,  und  wenn  man  sie  vcm  dmi  Augenblicke  des  An- 
fangs der  Conipression  bis  zum  Ende  derselben  int^prirt  annimmt. 
Diese  Gleichung  giebt  also,  wenn  die  Geschwindigkeit  eine>  Teiles 
vor  dem  Stöfs  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  die  Geschwindigkeit 
desselben  nach  dem  Stöfs  und  folglich  die  aller  anderen  Punkte  der 
Maschine.  Wenn  man  demnach  von  der  lebendigen  Kraft,  welche 
vor  dem  Stoft  stattfindet,  die  in  dem  Moment  der  grOl^ten  Com- 
pression  stattfindende  abnehti  so  erhält  man  den  Ausdruck  der  ver- 
lorenen lebendigen  KiUfte.^'  In  diesem  Sinne  hat  nun  Poncelet  den 
Stols  der  Hebedaumen  und  Stampfer,  die  impulsiven  Wirkungen  bei 
den  Hammerwerken  und  bei  den  Maschinen  zum  Durchschlagen^ 
Schneiden  und  Prägen  eingehend  behandelt    Die  Grundlagen  der 
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Bereclmuiigen  sbd  nicht  an  allen  Stellen  ylSDig  einwvxfBfrei,  aber 
solange  nicht  nm&ngreiche,  durch  geeignete  theoretische  Gesichts- 
punkte geleitete  Eiperimentaluntersuchungen  planmäfsig  in  Angriff 
genommen  werden ,  ist  eine  Ckmsolidinmg  dieses  Gebietes  der  tech- 
nischen Mechanik  nicht  zu  erwarten. 

14.  T)ir  Ihirrhfithrunfi  rhr  Reibungsprobleme  hn  PoftreJef.  Die 
Berücksichtigung  der  Reibaug  bei  den  kinetischen  Problemen  der 
Technik  verursacht  ebenfalls  anfserord entliche  Schwierigkeiten.  Wie 
im  Falle  des  Stoises  haben  wir  es  auch  hier  mit  einem  Vorgänge 
za  thnn,  dessen  spedfische  EigentOmliohkeiten  —  weil  auf  physi- 
kalischer Grandlage  ruhend  —  nur  durch  experimentelle  Metiioden 
erkannt  werden  kSnnen. .  Die  Versuche  ron  Coulomb  und  Morin 
fahrten  nun  allerdings  m  sehr  önfbofaen  Geset^n,  die  sich  auch  in 
einigen  Fallen  der  F^xis  innerhalb  zulässiger  Grenzen  als  brauchbar 
erwiesen  liaben.  Aber  genauere  Beobachtungen  haben  gar  bald 
gezeigt,  dafs  dieselben  meistens  so  erheblich  von  der  Wirklichkeit 
abweichen,  dafs  sie  nicht  einmal  als  Onindlage  oberflächlicher  Über- 
schläj^'e  dienen  könui  u.  gesclnveige  denn  als  sichere  Daten  für  eine 
langwieripe  theoreüselie  Uuiersuchuug.  Über  die  neuerem  Versuchs- 
ergebnisse  ist  erst  in  einem  späteren  Abschnitt  diesem  Refemtes  zu 
berichten.  Hier  genügt  es,  die  Leistungen  Poncelet's  in  kurzen 
Zügen  zu  kennzeichnen.  Da  sich  Poncelet  der  ungewöhnlichen 
Schwierigkeiten  auf  diesem  Gebiete  klar  bewubt  war,  so  hat  er  sieh 
in  der  Behandlung  desselben  von  vornherein  eine  wesentliche  Be- 
schrSnkung  auferlegt.  Die  ein&chen  Coulomb 'sehen  Erfahrungs- 
^tze  fBr  richtig  haltend,  sah  er  doch  sofort  ein,  dafs  ein  wechselndes 
Regime  im  Verlauf  der  Geschwindigkeiten  einer  arbeitenden  Maschine 
wegen  der  hiermit  verbundenen  Veränderungen  der  Reactionen  in 
den  Gelenken  und  Anflap'eflächen  —  auch  bei  seinen  einfachen 
Voraussetzungen  —  uuübcrwiTnlbnre  analytische  Bchwierigkeit«n 
herbeifülireu  wüi-de.  Er  eutsciilols  sich  deshalb  bei  der  lierechuung 
der  passiven  Widerstände  in  den  Maschinenteilen  sowohl  eine  gleich- 
mäfsige  Bewegung  als  auch  eine  nahezu  imver&iderliche  Kräfte* 
Wirkung  von  vonüierein  Yorauszusetsen.  Femer  fOhrt  er  die  ünter- 
Buchung  unmittelbar  nur  flbr  Masehinenelemente  durch.  Aber  seine 
Darstellung,  welche  mit  der  Umsicht  und  Gewandtheit  eines  genialen 
Forschers  ausgeführt  ist,  l&Tst  doch  deutlich  genug  erkennen,  dafs 
er  über  eine  statische  Behandinn g  des  Gegenstandes  nicht  wesentlich 
hinausgekommen  ist.  Die  Frictionsdynamik  ist  heute  noch  in  einer 
sehr  rftckstfindigen  Verfassung,  ja  man  thut  vielleicht  gut,  die  An- 
sätze, welche  bis  jetzt  für  die  starreu  Systeme  vorliegen,  gar  nicht 
weiter  zu  verfolgen,  denn  sie  leiden  an  einem  unverbesserlichen 
Grundübel,  auf  welches  HeiT  Painleve  aufmerksam  gemacht  hat. 
Die  Dynamik  starrer  Systeme  kennt  nämlich  nur  die  geometrische 
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« 

B«1Üiraiig  zweier  Körper  in  einem,  zwei  oder  drei  Punkten,  in  oinir 
gerftden  Linie  oder  bei  nicht  völliger  Übereinstimmung  der  Krftmm- 
ungen  in  einoTn  infinitPsimaVn  Fläcbenolement.  Die  pra"kti«ih  vor- 
kommenden BerühruTipen ,  denen  man  doch  u'^rn  eine  nioLÜrhst 
grofse  Ausdehnung  gicbt,  sind  fast  durchweg  geometrisch  überstimmt, 
setzen  also  nicht  mehr  die  absolute  Starrheit  der  l)oi-{ihrendpu  K<)i-])er 
voraus,  die  auch  praktisch  gar  nicht  vorkommt.  JJa  wii*  auf  diesen 
wichtigen  Gegenstand  später  noch  einmal  anafthrliek«*  inr&oUaMnmen, 
so  mögen  diese  Andeatengcn  jet/t  genügen.  Poncelet  hat  ftueh 
den  Torwandten  Üntenadnmgeii  Uber  die  B^bong  nnd  Steifigkeit 
der  Seile  einen  breiten  Baum  gewidmet,  d«  eie  aber  in  neueren 
Daistelltangen  der  techniichen  kfecbanik  fast  ganz  unverändert  wieder- 
gegeben sind,  so  können  wir  sie  —  weil  allgemein  bekannt  —  hier 
flbergehen.  Auch  die  ausführlichen  Auseinandersetzungen  Poncelet'a 
über  die  calorisrhcn  und  «ökonomischen  Verhältnisse  der  damah  sre- 
bruiK-hlichen  1  »nniiifmaschinen  sind  nicht  eingehend  zu  besprechen, 
denn  sie  ächlieisen  sich  in  Form  und  Inhalt  auÜB  engste  Mi  die 
Pambour'sche  Darstellung  an. 

15.  P9netk^$  Verdimste  um  die  Htfäraufik.  Auf  dem  Gebiffte 
der  Hydraulik  hatte  Poncelet  bedentende  Vorgänger,  wie  Daniel 
Bernonlli,  D'Alemberi,  Pronj,  1! jtelwein,  Girard  und  NaTier. 
Seine  ThStigkeit  war  dedialb  hier  besonders  darauf  gerioktet,  die 

grofse  Menge  der  ihm  yorliegenden  Reeoltate  kritisch  m  siebten  nad 

die  hydrodynamischen  Gedcbt^punkte,  welche  die  mathematischen 
Theorien  beherrschten,  systematiscli  auszubilden.  Daneben  hat  er 
durch  ^^ahlreifho,  sorgfältig  ausgeführte  Versuche  das  Beobachtuugs- 
mat/^rial  erheblich  bereichert.  Besonders  eingehend  sind  die  Stauungs- 
verhältnissp  flielsender  Gewässer  behandelt,  wobei  er  jedoch  vor- 
wiegend der  trefflichen  Arbeit  Belanger's  gefolgt  ist.  Vor  allem 
sind  aber  hier  Poncelet 's  Verdienste  um  die  Ausbildung  der  Theorie 
der  WaseenAder  bervormkeben.  Dia  analjütcke  Dnrckfllhmng  der- 
artiger Pkxibleme  sttttat  nek  auf  die  Bernonlli'Mke  Hypotheea 
panlletor  QuerMteitte  des  bewegten  Wassers.  Hierdnrdi  wifd  es 
mQglick,  das  Princip  der  Erkaltung  der  lebendigen  Kräfte  zum 
Ausgangspunkt  der  Rechnung  zu  machen.  Dabei  sind  aber  die  Ver- 
luste kinetischer  Energie  des  Waswrs  beim  Eintritt  und  Austritt 
sorgfältig  in  Betracht  zu  ziehen.  Poncelet  gelangt  auf  die  Weise 
zu  dem  Satze,  dai's  der  Nutxeflfpct  der  fff^^Jiniten  Wirkung,  welche 
dem  verfügbaren  (.{cfalle  entspricht,  vermindert  um  die  lebendige 
Kraft,  welche  das  Wasser  l>ei  dem  Verlassen  der  Maschine  noch 
behält,  und  um  diejenige  lebendige  Kraft,  welche  dasselbe  beim  Ein- 
tritt durch  den  Stöfs  verlierti  gleieh  ist  Nachdem  diese  Princspieo 
auf  die  Wirkung  der  ▼ertictden  Wasserrlder  mit  ebenen  Sekaufehi 
angewendet  und  gezeigt  ist,  dafs  ihr  NutM^BCt  cwiseben  0,8  nnd  0,S 
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liegt,  giebt  Poncelet  die  Theorie  der  nach  ihm  benannten  VV^asser- 
räder  mit  gekrümmten  Schaufeln.  Hi^r  ist  bekanntlich  der  Verlast 
des  Wassers  an  kinetischer  Enerke  beim  "Kintritt  in  das  Oerinne 
fast  verschwindend.  Die  Gleichung  der  leljcndigen  Kr&fte  zeigt,  dafs 
der  piuktiäche  Nutzeffect  bei  dieser  Oonstruction  0,75  des  theo- 
retischen beträgt.  Auch  die  Theorie  der  horizontalen  Turbinen,  die 
damals  noch  wenig  verbreitet  waren,  hat  Foncelet  ausgearbeitet 
uod  ist  TOI  KaTier'  geleiiMe  in  mmeher  Bimthmif  tiMHciudt. 

16.  Das  Vontflhende  mag  gnflfeBt  mn  Poneelet'a  grnad- 

legende  Bedeutung  fUr  die  tttümisehe  Mechanik  nnd  insbesondere  fEkr. 

den  kill'  tischen  Teil  derselben  erkennen  zu  lassen.  Nach  ihm  haben 
viele  mit  Erfolg  auf  diesem  Gebiete  weitergearbeitet.  Bedten- 
bacher  hat  in  seinem  „Maschinenbau"  (1862 — 18G5)  ganz  besonders 
dazu  beirr^tmoren,  r\af^  anch  deutsche  (Jeistosarbeit  einen  integrirenden 
Teil  zu  diesem  Bau  geliefert  hat.  Seine  mechanische  und  analytische 
Durchbildung  steht  derjenigen  Poncelet's  nicht  nach,  aber  da  das 
Fundament  zu  seiner  Zeit  einmal  gelegt  war,  su  war  sein  Bestreben 
vornehmlich  darauf  gerichtet,  die  bereits  in  Angriff  genommenen 
Problene  in  der  Form  eleganter  sn  gestatten  —  worin  er  den  £mn> 
zOsiioiien  ^genienren  nichts  nttdignli  —  nnd  tndeverseits  Aufgaben 
SU  beaiMten,  ^e  ent  fftr  ihn  aeit^emifii  wwen,  wie  das  wiättge 
Problem  der  oscillatorischen  Bewegung  L  i  Locomotive  während  der 
Fahrt  Auch  hatte  untordes  die  Physik  ein  neues  Gebiet  erOftiet 
—  die  mechanische  WSrmetheorie,  deren  Bedeutung  fftr  den  Bau 
calorischer  Maschinen  liedteabacher  wohl  zuerst  erkannt  nnd  er- 
folgreich verwertet  hat. 

In  England  hat  mau  sich  während  der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahr- 
hundert« um  Probleme  der  technischen  Dynamik  wenig  bekümmert, 
vielmehr  den  auf  empirischen  Grundlagen  betriebenen  Maschinenbau 
einträglicher  gefunden.  Auch  waren  die  gesehSfUieh  gllnstigsten 
Zeiten  niclit  besonders  geeignet,  ^peenlatiTS  Forsehnngen  zn  fMem, 
deren  Erfolg  in  dar  Technik  doch  nar  ansnafamsweise  etui  unndttel-' 
barer  ist.  Erst  nach  dem  Erscheinen  von  Rankin e's  Manual  of 
i^Hed  Hechanics  (London  1858)  ist  das  Interesse  f&r  theoretische 
Beliandlimg  tedmischer  Probleme  sneb  hier  ein  allgemeuMres  ge< 
woiden. 

€•  ObenieM  der  aUgeneiiiai  Kiietik  des  lUrbelipetriebes« 

17.  Ehe  wu  zur  Darstellung  von  Badinger 's  Theorie  der 
Massenwirkimgen  in  der  Dampfmaschine  übergehen,  erscheint  es 
zweekmf£Big,  gewisse  Aincipien  nndMetihoden  der  lationellenHechaittk 
eingafaendsr  sn  beteaaktSB,  die  für  die  Bamtölnng  der  djmamisafaen 
Ofundlagan  diesor  l%Bone  nnd  der  sieh  hietnn  «■schliaCiipnden  Arbeiten 
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feststehende  Gesichtspunkte  gewahren.  Von  hier  aus  Ijifst  sich  dann 
auch  das  Wrsnntliche  dieser  Leistungen,  von  dem  minder  Wichtigen 
leichter  abson  ^  i  n,  und  es  wird  gleichzeitig  ein  weiterer  Opsiehtäkreis 
für  eine  objective  Beurteilung  der  später  in  Betracht  kommenden 
Litteraturerscheinungen  gewonnen. 

18.  XHe  BewegungsffleMivnffen  von  Lagrange.  Wir  beginnen 
mit  einer  Disciucion  der  Lagrange'sohen  DiiFerentialgleicliaiig  flir 
die  vorliegenden  Zwecke.  Beieiolmet  man  in  üblicher  Weise  die 
Coordinaten  des  dynamischen  Systems  mit  9it  (Ttj  die  ent- 
sprechenden Oomponentea  des  Kraftfeldes  mit  -  '  •  nnd 

setzen  — =  q,y  danu  ist  die  Bewegung  des  Systems  mit  der  kine- 
tischen  Energie  £  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 
ddE  dE 

In  nnBeiem  FaUe  setzt  sidi  die  GrOfae  E  ans  drei  Teilen  tnsammen, 
so  dafs  wir  E  ^     •\-  setsen  kdnnea,  wenn  nur  eine 

Kurbel  Yorliegt  E^  bcMteichnet  die  kinetische  Energie  der  rotirendea 
Teile  (Welle,  Schwungrad,  Kurbel  und  etwa  vorhandene  Gegen« 
gewichte,  Excenter  und  dergleichen).  E^^^  ist  die  Energie  der  Lenk- 
stange und  El  diejenige  der  translatorischen  Teile  (Kreuzkopi^ 
Kolbenstange  und  Kolben).  Sind  mehrere  Kurbeln  mit  gegebenen 
Schrüiiknngswinkeln  vorhanden,  so  wird  der  Gang  der  l?etbniing 
hierdurch  nirlit  wesentlich  becinÜuTst.  Q  bestimmt  sich  in  bekannter 
Weibe  aus  eleu  Diagrammen  des  treibenden  und  des  eflfectiven  Wider- 
Standes.  Von  dem  Eiuiiufs  der  lleibung  soll  hier  noch  abgesehen 
werden.  Handelt  es  sich  nun  nur  um  die  Erkenntnis  des  Be- 
wegungsvorgauges  in  dem  Kurbelmeehamsmus,  so  fthrt  man  als 
eimdge  Goordinate  am  bequemsten  den  Winkel  der  Kurbelerhebnng 
Aber  eine  der  TotUgen  ein,  setzt  also  q^B  und  bringt  E  auf 

die  Form  E  =        '  i^j^  •    Hierin  ist  F  eine  bekannte  Function 

des  Trägheitsmomentes  der  rotirenden  Teile  und  der  Lenkstange 
sowie  der  "Masse  der  trauslatorischen  Teile  und  der  Lenkstange.  Als 
vtranderiiche  (Jröfse  tritt  nur  der  Positionswinkel  B  auf.  Die 
Lag  ränge 'sehe  Gleichung  wird  jetzt: 

+       wo  (^-^  ist 

Sie  gestattet  also  die  Bestimmung  der  Winkelbeschleunigong  filr 
jeden  Zeitmoment,  wenn  B  fOr  denselben  bekannt  ist  Da  sich  nun 

« 

B  aus  der  Gleichung,  welche  das  Princip  der  Erhaltung  Aat  Energie 
liefert,  als  Fniiction  von  B  durch  eine  Quadratur  bestimmen  ULlirt, 
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80  kann  man  auck  ^  als  bekannt  ansehen.  Der  wirklichen  Aus- 
führung der  Rechnung  stellen  rieh  allerdings  mancherlei  HindeanuM» 
in  den  Weg,  aber  diese  aollen  ent  sp&ter  betrachtet  werden. 

Weniger  einfach  ist  der  Gang  der  analytischen  Behandlung, 
wenn  die  Gröfsen  und  Richtungen  der  Zapfen-  und  Auflagedrücke 
für  jeden  Knrbelwinkel  verlangt  werden.  Doch  geben  auch  iu 
diesem  Falle  die  Lagrange'schen  Gleichungen  die  übersichtlichste 
Form  der  Lösung. 

Wir  denken  uns  nämlich  zunächst  aufser  0  auch  r  veränderlich, 

dann  kann  man  E  als  Function  von  ö,  ß  uiid  r  ausdrücken. 
Ebenso  wollen  wir  auch  annehmeu,  l  sei  neben  &  variabel,  so  dafs 
man  noch  einen  zweiten  Ausdruck  für  E  bilden  kann.  Statt  der 
wirUidieii  Bewegung,  welche  nur  einen  Grad  der  IVelheit  beritrti 
flnbatitairt  man  aleo  der  Beahe  nach  swei  virtuelle  Bewegungen  mit 
swri  Graden  der  IMheit,  deren  Natur  ohne  writerea  aus  den  An- 
nahmen verstttndljcli  iat*  Die  betreffenden  kinetischen  Energien 
haben  die  Form 

F'^^L'e'-\-M'er-^{^'r'  und  F" ^ \ L" + Jifei  +  ^N^l*. 

Zu  den  Lagrange 'sehen  Gleichongen  für  die  Variablen  r  und 

l  treten  jetzt  noch  die  Bedingunn^gleichungcn  r  =  const.  und 
l  SB  const,  so  daijs  dieselben  die  folgende  Gestalt  amtehmen: 

diW""är +        r  =^  const  r^O, 

d  BF  "      dF"      ,,,,,,  ,   1  f^ 

diW  ^'^^i+^h    '      const.  l  =  0, 

Die  mit  Indioes  Yersehenen  Gröfsen  Q  sind  die  Oomponenten 
der  trabenden  und  widerstehenden  Erttfte  belogen  auf  die  virtuellen 
Yezibidenmgen  der  betreffenden  Goordinaten.  8r  und  Si  sind  die 
Componenten  des  Kurbelzapfendruckes  in  der  Richtung  des  Kurbel- 
armes  und  der  Lenkstange.  Die  Ausdrücke  für  dieselben  lassen 
sich  in  eine  noch  übersichtlichere  Form  bringen.  Durch  EinMhrung 
des  Wertes  von  F'  und  Di£ferentiatioTi  erhält  man  nämlich 

Jtf'e  +  (^-i^K  =  «'  +  «- 

Nun  ist  aber  nach  der  uzsprflngliohen  Bewegungsglriohimg 

^'^  + 

Folglich  lassen  rieh  die  Componenten  des  Drucks  auf  den  Kurbel' 
-ZKptetL  in  die  Form  bringen: 

J«l»rMb«tiehi  d.  DfVtidMB  lI«tli«n..Yw*inlfiiim.  S 
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Hierin  beseiduten  die  Gröfsen  A  und  B  bekannte  Functionen 

deB  Winkels  0.  Für  die  Bedürfnisse  der  Praxis  kann  oian  sich 
selbstverständlich  weit|rehende  Vereinfachungen  in  diesen  Ausdrücken 
erlauben,  dagegen  ist  es  in  vielen  Fällen  nicht  statthaft,  den  Einflafe 

der  WinkelbeschleimijEfnng  von  vomhcrein  zti  vemachlHssigpn. 

Kennt  man  die  l>rfU'lfp  auf  den  Knrbelzapfen,  so  hat  die  Be- 
rechnung der  Reactionskrättc  am  Kreuzkopfzapfen  und  im  Wellen* 
lager  keine  erwähnenswerte  Schwierigkeit. 

19.  Die  Bemsprudmng  eines  hewegten  starr eti,  Körpers  und 
eines  aus  starre»  QUedem  besMmden  Systems,  Wir  wenden  im» 
nun  zu  einer  Diseussion  des  D'Alembert'schen  Princips,  welche» 
der  natOrliehe  Ausguigspiinht  für  die  Behandlung  kin^tostatiseher 
Probleme  ist.  Bezeichnet  man  mit  X,  7,  Z  die  Gomponmitem  der 
auf  ^e^Volnmeinheit  (Ts^i)  belogenen  körperlichen  Kiilfte,  mit 

jr,  r,  Z  die  auf  die  EUchendnheit  (0  —  1)  bezogenen  Oberfildien- 

kräfte  und  mit  F,  W  die  Reactionscomponenten  im  Massen* 
El^ente  adT',  welche  durch  die  Systemverbindung  bedingt  sind, 
dann  lauten  die  Bewegungsgleichungen  für  ein  beliebiges  Element 
bei  Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Goordinatensjstems  ^): 


Für  eine  mit  den  geometrischen  Bedingungen  des  Systems  verein- 


wenn  das  Integral  fiber  die  ganze  Masse  des  Systems  erstreckt 
wird.  Bas  System  möge  zunSdist  als  ein  starres  roransgesetst 
werden,  das  aber  in  einem  beliebigen  Bewegongsznstand  begriffen 
sein,  also  6  Grade  der  Freiheit  besitzen  buin.   In  dem  KOrper 

nehmen  wir  ein  mit  demselben  festverbundenes  Coordinatensystem 
(x\  y\  /)  an  und  legen  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt  (£) 
eine  Ebene.   Hierdurch  wird  ein  einfach  zusammenhängender  Körper 

gpometrisch  in  zwei  Stücke  A  und  B  zerlegt.  Das  Integral  [h^ 
zerfällt  jetzt  gleichfalls  in  zwei  Teile,  deren  iSunime  natürlich  gleich 
Null  bleibt.  Wir  wollen  uns  nun  für  einen  Augenblick  den  geo- 
metrischen Schnitt  physisch  realisirt  denken  und  uns  vorstellen,  in 


1)  Die  Flächenkräfbe  sind  nur  an  der  Oberfläche  von  Null  verschieden. 


ZadV+(ZdO)+  WadV 


Xad  V  -j-  {Xdü)  +  Ü0dV 


Y0dV  +  (YdO)+  VödV 
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dem  StAek  Ä  8ei  senkreeht  zur  Schnittebene  ein  prismatischer  Zapfen 
emgelassen,  dem  an  der  entsprechenden  Stelle  des  Stückes  B  ein 
passpudes  Zapfenloch  gegenübersteht.  Hierrlunh  können  die  Teile 
nach  <ler  Trennung  wieder  so  zusammenget ii^'^t  wordfri.  dafs  sie  in 
ihrer  Verbindung  mit  dem  ursprünglichen  Köi'])»'r  geoiueinsch  identisch 
sind.  Ist  das  System  unter  dem  Einflufs  der  treibenden  Kräfte  in 
Bewegung,  so  entsteht  die  Frage,  wie  die  statische  Beanspruchung 
des  Zapfens  vollständig  zu  bestimmen  ist.  Hierzu  könnte  man  die 
allgemeineii  viitaelleii  Verschiebungen  des  Körpers  B  xelatiT  sa  dem 
K<lrper  A  ausdrfickeii  und  dann  das  Princip  der  virtnellen  Arbeiten 
anwenden.  In  dem  Sinne  der  Ball' sehen  Untersnchnngen  lielse 
sich  die  Gesamtbeanspmchung  des  Zapfens  durch  einen  „wrench** 
ausdrücken.  Wir  ziehen  jedoch  hier  die  in  der  Technik  gebräuchliche 
Beduction  des  Kräftesystems  auf  drei  Gruppen  vor  und  bemerken, 
dafs  dieser  Weg  in  einem  allerdings  sehr  einfachen  Beispiele  (Be- 
anspruchung einer  unendlich  dünneu  Pendelstauge)  schon  von  Kouth 
eingeschlagen  wurde.  Bei  einem  beliebigen  starren  Körper  —  in 
allgemeiner  Bewegung  —  kuuuen  wir  die  Beanspruchung  des  Zapfens 
auf  Zug,  Scherung,  Biegung  und  Torsion  für  eine  beliebige  vii-tuelle 
Trennimgsebeue  bestimmen.  Es  sind  demnach  im  allgemeinen  zwei 
Resultantkr&fte  (Zug  und  Schemng)  nnd  zwei  Momente  (^Biegung 
nnd  Torsion)  sn  berechnen.  Zu  diesem  Zwecke  beziehen  wir  die 
Bewegung  der  Elementarteile  auf  das  mit  dem  Körper  fest  Teibundene 
Coordüiatensystem  {x\  y'i  g*)  nnd  bezeichnen  die  Oomponenten  der 
Beschleunigungen  und  Kräfte,  insofern  sie  auf  dieses  System  be- 
zogen sind,  mit  einem  Index.  Dann  ist  Ittr  ein  Element  im  Innern 
des  Körpers: 


A\  B\  C'  sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  Coordinaten- 
ursprungs  (rö,  t/o,  ^o)-  I^ie  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  {ai) 
um  die  Momentanaxe  seien       r/,  r,  so  dafs 

jf'  «  —  (r*  +  p^ff'  +  q  (re  +px')  +  irx'  ^pg* 
y      —  (p^  -\-  q^)  e'  +  r{px'  +  qy')  +  py'  —  qx' 
wird,    äetsen  wir  nun 

2r-  («#'  -  rgy  +  (r«'  -  j>»7  +  o»,'  -  qxy 
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dftnii  nehmen  die  BecohleniugimgtoomponeBteii  die  Fonn  an: 


dT  dN  dL 
BT  ,   dL  dM 


In  derselben  Weise  lassen  sich  aber  auch  die  QrÖüsen  A'  B'  (f 


sowie  X'  Y*  Z*  ausdrücken,  Dauaaeh  kOnnen  wir  andi  tehrailML'): 


€x'  '    es'       dy'  • 


worin  nun  P',  i',  M'j  N*  bekannte  Functionen  der Coordinatpn  r' v'jp', 
der  Winkelgescliwludigkeiten  p,  7,  r,  der  Winkelbeschleunigungen 


bilden  wir  nun  die  Resultantkräfte  und  Moment«  der  auf  B  wirkenden 
inneren  Ki^äfte  in  Bezug  auf  die  Zapfenstelle  x,',  i/g,  rj,  an  welcher 
die  Körper  Ä  und  B  miteinander  verbunden  sind.  Auf  diese  Weise 
erhUt  man  die  resultirenden  ErSfte 


BUt^ßU'dV,  BVi^ßV'dV,  BWi'^ßW'dV 


M,  —  ß (x  W'  —  /U')dV^B {x.  Wi  —  r; üi\ 
^.^S9(p'U'-^x'V')dr^B{9:u,-'$iV4). 


B  bedeutet  hier  die  Masse  des  abgetrennten  Körperstückes  i?,  über 
die  auch  alle  Integrationeii  zu  erstrecken  sind.  Nach  einem  häufig 
benntaten  Satae  der  Integralrechnung  lassen  sich  aher  die  ▼orstehenden 
Ausdrtteke  in  die  folgende  Form  bringen: 


1)  Voigt  Compend.  der  theoretischen  Fh^ik  1.  Bd.,  888. 


und  die  Momente 


BUi 


BWi 
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und 

= J j[(r^+^'5)cos^  +  (^'P--y'X)co8i^— (y'P+5'X)cosfld5 

« j  a[(ic'i+«'^cos|+(»'P— r'^cosij— (Ä'P+ic'ijcosflrfJÖ 

U'  —  V')dT 

= j  +«'X)ooe|+(f 'P— »'iÖ«)8ij-(«'^  oosfl  dB 

- f[WM  +  x^L)l^.  +  (y'P_^'JV)^-.(x'P+/J^}|^]rfF. 

dB  ist  bier  dn  Element  der  Oberflftohe  des  Körpers  B^  und  |,  %  t 
sind  die  Winkel,  welohe  die  nach  ftuisen  gerichtete  Kormale  in 
diesem  Elemente  mit  den  Axen  der  Coordinaten  x'y'e'  einschliefst. 
Da  nun  in  fast  allen  Fällen,  wenigstens  bei  den  für  den  Maschinenbau 
in  Betracht  kommenden  Materialien,  die  Dichte  6  eine  innerhalb  des 
betreffenden  Maschinenteiles  unveränderliche  Gröfse  ist,  so  verschwTndcn 
unter  dieser  Annahme  in  den  vor'^tehenden  Formeln  ajle  über  den 
Eainn  yB)  ausgedehnteu  Integrale  und  es  bleiben  nur  die  über  die 
Ob  er  fluche  des  Körpers  erstreckten  Integrale  stehen,  die  sich  aber 
iu  allen.  Anvvcndungsbeiüpielen  aufserordentlich  vereinfachen,  du  diu 
Begrenzimgen  der  Maschinenteile  doch  ganz  vorwiegend  —  schon  iu 
Blicksicht  auf  die  Herstellung  und  Bearbeitung  dersdiben  ^  Ebenen 
oder  Kreiscylinderflichen  sind. 

Hat  man  nun  die  obigen  Flftebenintegrale  ansgefObrt,  so  sind 
nur  noch  die  von  den  infseren  Oberflächenkräften  herrührenden  Be- 
standteile  hinzuzufllgen  und  das  zuletst  erhaltene  Krftftesjstem  so  zu 
redudren,  dafs  es  nach  der  j^chtong  der  Zapfenaxe  und  zwei  zu 
einander  senkrechten  Richtungen  in  der  Schnittebene  zerlogt  Ist, 
um  die  endfjnltiL'cu  Werte  für  die  Beanspruchung  auf  Zug,  Scherung, 
Biegung  und  Torsion  des  in  boliebigor  Bewegung  befindlichen  Körpers 
zu  erhalten.  Hierbei  mufs  man  natürlich  die  Gröfsen  xö,  </oj  «o» 
-^Oi  ifiit  i'o;  p<,  fjj  f  und  /7,  q,  r  für  die  ausgewählte  Lage  oder  den 
bestimmtea  Zeitpunkt  als  bekauut  voraussetzen,  so  dais  man  im  all- 
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gemeinen  Falle  die  Ijittsgrale  der  Bewpt'iingsjjleicbungen  als  bereits 
vorliegend  betrachten  rnüfste.  Eine  eintacht  (  berlegung  zeigt  aber, 
dafs  diese  Voraussetzung  nicht  vollständig  oder  —  wie  in  fast  allen 
wichtigen  Fällen  der  teohniscben  Anwendung  —  gar  nidit  erfUlt 
aein  miiTs.  Denken  wir  uns  nttmlich,  der  auf  seine  Festigkeit  ni 
unterstuihende  bewegte  Körper  sei  in  dem  Punkte  (xiffliS)  fest- 
gekalten,  so  dafo  er  nur  nock  drei  Grade  der  Freikeit  besitat,  so 
drücken  die  Eu  1er 'sehen  Gleichungen  ^,  y  als  Functionen  Ton 
j),  r  aus,  und  das  Prineip  der  lebendigen  Kräfte  giebt  fthr  den 
Fall  eines  Potentials  der  äufseren  Kräfte  eine  Beziehung  zwischen 
q  und  r,  sowie  den  die  Lage  des  Körpers  bestimmenden  Coordinaten. 
Häutig  wird  auch  das  Prineip  der  Flächen  noch  zwei  weitere  unab- 
hängige Gleichungen  für  diese  drei  Coraponeuten  liefern,  so  dafs  mau 
die  verlaugten  Gröfsen  (p,  r)  ohne  eine  Integration  von  Ditferenlial- 
gleichungen  von  vornherein  als  Functionen  der  lagenbei>tnumeu<itn 
Coordinaten  kennt  und  ohne  weiteres  zur  Bestimmung  der  Be* 
anspruchungakrftfte  Ubergehen  kann.  Noch  einfacher  gestaltet  sick 
diese  Untersuchung,  wenn  nur  ein  Grad  der  Freiheit  Torliegt,  wie 
bei  dem  Kurbelmechanismus.  Hier  kOnnte  nkan  allerdings  in  einer 
anderen  Bicktung  eine  Schwierigkeit  yermuten,  da  das  System  kein 
starres  ist,  wie  wir  anfangs  vorausgesetzt  haben.  Aber  nach  dem 
in  dem  Torigen  Abschnitt  Auseinandergesetzten  ist  diese  Schwierig- 
keit nur  eine  scheinbare.  Greifen  wir  B.  die  Lenkstange  aus  dem 
Kurbelsjsteni  heraus,  so  können  wir  dieselbe  als  einen  freien  Krtrj>cr 
ansehen,  wenn  wir  nur  die  Reactionen  in  dem  Kurbel-  and  Kreuz- 
kopfzapfen, die  wir  nun  als  bekannt  ansehen  diu-fen,  als  Oberflächen- 
kräfte zu  den  äufseren  Kräften  (der  Schwere)  hinzunehmen.  In 
dieser  Weise  ist  der  vorliegende  Fall  der  Idnetostatischen  Unter- 
suchung eines  Gblenkteiles  auf  den  allgemein  behandelten  sorü<^<' 
geführt.  Das  Endintegral  der  Bewegungsgleichung  braucht  man 
hier  gar  nicht  au  kennen,  denn  die  Lagrange 'sehe  DÜferential- 

gleichung  giebt  B  als  Function  von  B  und  B,  Das  Prineip  der 
Erhaltung  der  Energie  liefert  die  Abh&ngigkeit  der  Winkelgesckwiodig- 

«   

keit  B  vom  Kurbelwinkel  9,  und  die  oben  dargestellte  Methode  ergiebt 
die  expliciten  Ausdrttcke  fttr  die  dynamostatische  Beanspruchung 
eines  beliebigen  Querschnittes  irgend  eines  Bestandteils  des  Kurbel- 

mechanismus  für  jede  Stellung  des  Kurbelarmes  nach  der  Ausfuhrung 
sehr  einfacher  Oberflächenintegrale,  Nun  sind  freilich  in  Wirklichkeit 
die  Constructionsteüe  einer  Maschine  nicht  starre  Körper,  sondern 

mehr  oder  weniger  elastisch  und  dadurch  während  der  Bewegung 
und  der  Kraftübertraf^ung  periodischen  Deformationen  unterworten. 
wodurch  die  oben  gemachte  Voraussetzung  der  Starrheit  nicht  mehr 
streng  erfüllt  ist  und  gleichzeitig  auch  die  Angrift'spunkte  der  inneren 
Kräfte  entsprechende  Verschicbungen  erleiden.  Für  die  kinetostatische 
Beurteilung  des  Mechanismus  kann  mau  die  hierauti  resultiiende  Be- 
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einflussung  vorläufig  immer  vernachlässigen.  Selbst  weuii  tuiüial  in 
gewissen  Fallou  eiue  strenge  Behandlung  notwendig  ist,  so  kann 
man  die  unter  Voniiusetsung  der  Stairbeit  gewonnenen  Beanltate 
doch  fast  imnier  als  eine  erste  Anidilierung  betrachten  und  den 
Einflnfs  der  elastisdien  DeCormatioiien  als  Oonrector  hinzofOgen. 

Man  kann  die  kinetostatische  ühtersuohnng  eines  Systems  auch 
svweilen  mit  Vorteil  direot  an  die  Lagrange'scheu  Bewegungs- 
gleichungen anschliefsen.  Damit  aber  die  Ansohaunng  des  kinetischen 
und  statischen  Sachverhaltes  nicht  durch  den  Schematismus  der 
Kerhuung  vordunkelt  wird,  erscheint  os  zweckm'dfsig,  vorher  die 
l>p:Tiü'liche  Bedeutung  der  Gleichungen  von  Lagrange  mit  einigen 
Worten  hervorzuheben. 

Bei  dieser  Überlegung  ist  nun  von  vornherein  zu  beachten, 
dafs  die  Coordinaten  in  diesen  Gleichungen  ganz  allgemeine  Be- 


Flg.  1. 


stimmungsgrdfsen  der  Lage  und  Configuration  des  Systems  sind. 
Ist  dieses  zwangsläufig,  so  genügt  eiue  Coordinate  (z.  B.  der  Rotations- 
winkel des  Kurbelarmes  bei  der  Dampfmaschine  Fig.  1),  hat  es  zwei 
Grade  der  Freiheit,  so  sind  zwei  Coordinaten  in  passender  "Weise 
auszuwählen  (Regulator  Fig.  10).  T>iese  Coordinaten  könneu  ihrer 
Natur  nach  Zahlgröfsen,  Strecken,  Flächenstücke  oder  begrenzte 
körperliche  Bäume  sein.  Da  jedoch  diese  Auseinandersetzungen 
eigentlich  in  die  systematisch on  Lehrbüchur  der  Dynamik  gehören, 
so  wollen  wir  uns  hier  auf  den  ersten  Fall  beschränken,  zumal  .sich 
die  llbrigen  leicht  darauf  zurilckftthren  lassen.  Solche  reine  Zahl- 
grOAen  sind  z.  B.  die  in  absolutem  Mabe  ausgedrückten  Winkel, 
welche  hftnjBge  Verwendung  finden.  Aus  dem  ganzen  System  der 
Coordinaten  greifen  wir  eine  beliebige,  heraus  und  betrachten  den 
kinetischen  Prooefs,  welcher  dem  Übergang  yon  0  in  6     $6  ent- 
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sprioht,  wShrend  die  Obrigen  Coordiiiatm  iinferKnderlidi  bleibe«. 

Die  zugehörige  Arbeitsleistujig  der  Anfeeren  Kräfte  sei  Q6d.  Es  bleibt 
also  uoch  die  Arbeit  zu  bestimmen,  welche  im  kinetischen  Energie- 
feld als  Folge  des  gesamten  Besclileunigiuigsprocesses  geleistet  wird. 

Diese  setzt  sich  —  im  allgemeinen  —  aus  zwei  wesentlich  ver- 
schiedenen Teilen  zusammen.  Die  kinetische  Ent*rtrie  erfährt  zunächst 
«dne  Änderung  für  sich,  d.  h.  insofern,  als  dor  immitlelbare  Eintlufs 
des  Übergajigs  tod  0  in  0      dO  im  räumlichen  Sinne  in  Betracht 

B  E 

kommt   Dieser  Arbeitsanteü  ist  offenbar  '^^^*   Daneben  ändert 

sich  aber  auch  die  BewegnagagrOlm  £mv  des  ganaan  Systems  infolg« 

des  Impulses,  weloben  daa  System  der  Geschwindigkeiten  in  der 
Zeit  di  erbftlt.   Die  entflprechande  ArbeitsgröJse  ist  daigesteUt  durch 

oder,  wenn  wir  das  Mafs  dieser  Wirkung  auf  die  Zeiteinheit  be- 
ziehen, durch  ~  T^dd.  Nun  ist  klar,  dafs,  jemehr  Arbeit  ans  dem 

^  dt  de  » 

dE 

zur  Verfügung  stehenden  Betrage  Q6B  zur  Vermehrung  von  -r-rdd 

d  d  E 

aufgewendet  wird,  destoweniger  zur  Vannahnmg  der  GrOfee  ^  ^  ^  ^ 
ftbrig  bleibt.   Im  allgemeinen  ist  also 

dt  cd  dO 

dE 

Die  GrbüBe  ^  ist  die  Oomponente  der  BeweguigsgröIiBe  des  Systemg 

genannt  worden,  welche  der  Coordmatc  0  entspricht.  Aber  diese 
Beaeichnung  bat  keinen  bestimmten  ffinn,  wenn  die  Dimension  Yon  9 
nicht  berfldcsichtigt  wird.    Ist  $  eine  reine  Zahl,  wie  wir  Torans- 

gesetzt  haben,  so  moTs  man  — r  als  das  zugehöiige  Moment  der 

d  E 

Bewegungsgröfse  £mv  des  Systems  auffassen,  -^y  ist  unter  der- 
selben Voraussetzung  ebenfalls  ein  Mouieut.     lu  der  Nomenolatitr 

der  neueren  technischen  Dynamik  wird  diese  Gröfse,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  als  Moment  des  Massendriicks  bezeichnet.  Die  all- 
gemeine Mechanik  hat  dieser  Gröfse  keine  besondere  Aufmerksamkeit 
geschenkt,  weil  sie  erst  (luantitativ  bekannt  wird,  sobald  die  so- 
genannten Zwischenintegrale  der  Bewogungsgleichuugen  gefunden 
sind.     In  der  technischen  Mechanik  begnügte  man  sich  bisher  fa^t 

immer  mit  einem  ^Mittelwert  für  t/'  etc.,  wudiucii  allerdings  die 
•dynamische  Lösung  des  Problems  ganz  umgangen  und  durch  eine 
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kinttmatische  ersetzt  wird  (cf.  Nr.  29).  Im  übrigen  ist  man  auch 
mit  der  Bezeichnung  „Massendmck  "  nicht  consequent  vorgegangen^ 
da  die  bugenannte  Centrifugalkraft  beim  Regulator  doch  dieselbe 
Benennung  verdiente,  aber  nicht  erhalten  hat.  In  Wirklichkeit  ist 
dE 

— r   weiter   nichta  als  das  Mals  der  räumlichen  Energie* 

ftiid«ning,  weiche  Ptmumton  tauäi  die  Coordiiiftto  $  habon  iii0ge» 
Die  Bewegimgagleidhiiiige&  toh  Lagrange 

d9E     BS     ^       d  dE     dE  ^ 

würden  demnach  begrifflich  interpretirt  lauten: 

Das  Moment  der  eingeprägten  Kräfte  in  Bezug 
auf  jede  Coordinate  ist  gleich  der  totalen  Zeit- 
derivirten  des  entsprechenden  Momentes  der  Be- 
wogungsgröfse  des  Systems  vermindert  um  das  zu- 
gehörige Mafs  der  räumlichen  Enörgieäuderung. 

Die  "Kraftmomente  werden  gewöhnlich  aus  den  recht  winkligen  Kraft- 
componenten  X,  T,  Z  nach  den  bekannten  Formeln 

berechnet.  Dies  ist  immer  sehr  ein&ch,  aber  zu  einem  anschauliehen 
Verständnis  des  kinetischen  Vorgangs  nioht  hinreichend,  welches  erst 
durch  eine  einfache  geometrische  Überlegung  gewonnen  wird.  Denkm 
wir  uns  wieder  nur  die  Coordinate  0  \n  0  ^  80  veründert,  so 
beschreiben  die  Angriffspunkte  aller  wirkenden  Kräfte  gewisse  un- 
endlich kleine  Wege  im  Kaum,  welche  wir  mit  dem  gemein^amf-n 
Zeichen  6' s  bezeichnen  wollen,  da  sie  nicht  mit  den  wiikiichen 
Wegen  zusammenfallen,  wenn  noch  andere  Coordinaten  mafsgebend 
sind.  Der  Winkel,  welchen  P  imL  ö' s  bildet,  sei  (iyd'.s).  Daun 
ist  offenbar  die  virtuelle  Arbeit  der  Krftfte  f&r  das  ganze  System: 

und  demnach: 

Das  Momftit  Qß  ist  also  begrifflif-h  die  Suimue  der  Verhältnisse 
der  virtu«  Ih'ii  Arbeiten  der  einzelneu  Kräfte  zu  der  entsprechenden 
Coordiuuleuuudemng,  wenn  die  übrigen  Coordinaten  des  Systems  un- 
verändert bleiben. 

Der  Zusammenhang  des  kinetostatischen  Problems  mit  den  Be* 
wegungsgleicfaungen  von  Lagrange  ist  ein  sehr  naheliegender,  wenn 
wir  ein  aoa  starren  Gliedern  bestehendes  Gelenksystem  Ton  mehreren 
Freibeitsgraden  TorattssetMo.   Wir  denken  uns  nftmlich,  wie  oben 


Digilized  by  Google 


26 


K.  He  an.  Kinetische  Probleme. 


bei  der  Betraclituiig  des  einzelnen  starren  Körpers,  einen  Mascbiut^n- 
teil  durch  einen  ebenen  Querschnitt  getrennt,  wodurch  der  ganze 
Mechanismus  in  zwei  Stücke  A'  und  A"  xerfallt.  Der  Fall  eines 
mebrfiuh  snsanuneiihäugenden  Systems  im  Biemann' seilen  Sinne 
Terlangt  eine  besondere  Behandlung.  Es  handelt  sich  mm  darum, 
das  Kräftesystem  der  Beaotionen  för  den  angenommenen  Sdmitt  so 
za  bestimmen,  dafo  bei  Anbringung  desselben  an  Jeder  Schnittfläche, 
natftrlich  im  umgekehrten  Yoneiehensinne,  jedes  abgeia'cunte  Stllck 
der  Maschine  sich  unter  dem  Einfluib  seiner  äuTseren  Kräfte  genau 
so  bewegt,  als  wenn  der  Schnitt  nicht  realisirt  wäre.  Der  Einfa-  h- 
]  '  it  wegou  sollen  zwei  Grade  der  Freiheit  angenomnion  werd»Mi. 
W  ir  i)ildeu  nun  die  kiiiotische  Energie  FJ  und  das  Mom*^nt  Q'  der 
HuTaeren  Kräfte  für  das  Stück  A'  und  nennen  die  eutsprerhend*»n 
Momente  der  Reactionen  5^  und  6'^.  Dann,  heilsen  die  Bewegungs- 
gleichuiigen  für  dieses  System; 

Die  Bewegungsgleichvmgen  Ar  das  ganze  System  mit  der  Energie 

Ihre  Zwischeuintegrale  mögen  die  Form 

(8)        iu«.«.*.  iii(e,«,*,t)-ti 

besitzen.   Selbstverständlich  dürfen  bei  der  Bildung  von  Qq  und 
nicht  die  Angriffs^mokte  der  ftolseren  Ejr&fbe  verlegt  werden,  wie 
dies  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  (2)  oft  üblich  ist  Dagegen 
kann  man  die  Rechnung  gegebenenfUls  vereinfachen,  indem  man  statt 
der  Gleichungen  (l)  die  folgenden 

^^'^  dt  de     1^ TtlT^~^*^ 

aufstellt.    Die  Grölseu 

o        d  dE'      dE-  d  dE"   ,  dE"  . 

75"  ~  *  "  "  S  15"  +  ^ä^"  +  ' 

sind  nun  als  Functionen  von  Ö,  ip  und  der  geometrischen  Be- 
stimmungsstücke  der  Lage  des  Querschnittes  bekannt  Die  beiden 
Momente  89  und  Stp  werden  aber  zur  Bestimmung  des  voUstftndigeu 
Systems  der  Beaetionskrftfte  im  allgemeinen  nicht  ausreichen.  Um 
Ewei  weitere  Momente  zu  erhalten ,  müssen  E  und  die  Q  durch 
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Einführung  neuer  Coordinaten  |  und  i}  transformirt  werden,  wodurch 
man  dann  die  Momente  «St  und  erhält.  So  f^hrt  man  auch  im 
allgemeinen  Falle  eines  Svstpras  mit  mehr  als  zwei  Freilioitsgraclen 
fort  ,  bis  das  Kräftesystem  dor  Roaetionen,  d.  h.  die  Resultantkral't 
und  das  Drehmoment  derselben  \  llstiindig  bestimmt  sind. 

Die  Transformation  der  Energie  und  die  Neuaufätelluug  der  Q 
(falls  kein  Potential  der  ftnlseren  Kräfte  existiii)  erscheint  auf  den 
ersten  Blick  sehr  Ustig,  ist  aber  bei  gesohicicter  Wahl  der  Coor- 
dinaten auch  in  anderer  Benehnng  nü^oh,  da  ee  alle  statiflchen 
Betraditungen  ersetzt.  Bei  einfachen  lünetostatischen  Problemen 
' —  und  solche  sind  bisher  nur  behandelt  —  wird  man  jedoch  den 
üblichen  Methoden»  welche  cartesische  Coordinaten  benutzen,  den 
Vorzug  geben.  Aus  einer  gewissen  theoretischen  Neugierde  könnte 
man,  im  Ansehlnfs  an  die  obigen  kinetostatischen  BetracbtnnfTen, 
dif'  Aut'L'n)>o  stellen,  die  Bewegung  der  bpidfn  Teile  A'  und  A' 
von  dem  Augenblick  der  Trennung  an  /n  iiiit*>rsuehen,  indem  man 
das  Kraftfeld  für  die  nächsten  Augenljiu  ke  unverändert  beibehält. 
Die  oben  ([»  imirten  Energien  E'  und  E"  werden  allerdings  nach 
dem  Eintritt  des  Bruches  durch  andere  zu  ersetzen  sein,  welche 
anfser  den  bisherigen  noch  neue  unabhängig  Veränderliche  enthalten. 
Offenbar  kann  man  aber,  wenn  man  die  Bewegung  von  Ä*  und  Ä" 
nur  fOr  eine  sehr  kan/B  ZSeitdaner  nach  dem  Eintritt  der  Katastrophe 
bestimmen  will,  sich  hierzu  der  Gleidrangen 

dt  de       30  dt  dv> 

bedienen,  da  auch  der  Einflnfs  der  neuen  geometrischen  Yerhiilinisse 
und  »ler  sie  ausdnickeudeu  ZusatzTariablen  in  den  ersten  Zeit- 
monieuten  verschwindend  klein  bleibt.  Sollte  man  einmal  derartige 
theoretische  üutersuchungeu  für  teelmisi-li  realisirte  Mechanismen  in 
Angriff  ueUiueu,  so  wüi^de  selbstverständlich  der  dynamische  Vorgang 
des  wirklichen  Zusammenbruches  der  Maschine  durch  solche  theo« 
retische  Speculationen  noch  keineswegs  adäquat  dargestellt  sein,  da 
in  dem  praktisdien  Falle  noch  sehr  wichtige  Faetoren  mafsgebend 
sind,  die  in  der  obigen  Problemstellung  gar  nicht  berührt  sind. 

20.  Bercchnttnrf  der  WmMgeschivindujknf  und  der  7nittlerrn 
Geschiehidfffh  it  beim  Kurhdnmhanimms.  Kritik  drr  ühlichfm 
fmition  drs  Ungleidiförmigkeitsf/rades.  Das  Princip  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft,  soweit  es  für  unser  Problem  in  Betracht  kommt, 
verlangt  nur  eine  kur/e  Erörterung  der  Eigentümlichkeiten,  welche 
hier  auftreten.  Sein  Ausdruck  folgt  unmittelbar  aus  der  Lagrange'- 
sehen  Gleichung 
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^Ti  iw-^  +  fl- 

Denn  hieran«  erUUt  man  durch  MnlÜplieation  mit  B 

oder 


dE^QdB  d.  h.  £ 


£q  ist  der  Wert  von  jfc'  für  t  =  t^,  wo  dann  auch  Q  =  0^  wird. 
Wir  wollen  den  Dampfdruck  in  der  Richtung  der  Kolbenstange 
mit  D  ond  den  Widentand  (TF)  im  Knrhelzapfen  senkredit  nun 
KmMarm  angreifend  denken,  was  erlaobt  ist,  eo  lange  ee  sidi  nur 
imi  die  Untemudinng  der  Btwegmg  dee  HeefaanInniB  ohne  BOiUclit 
auf  die  Dmckspannnngen  handelt  Den  Taagentialdmck  dee  Damplea 
heaeichnen  wir  mit  jT,  den  Eolbenweg  mit  x,  dann  hat  man  naeh 
dem  Prinoip  der  Yirfcnellen  Oeeohwindigkeiten  die  bekannte  Benehimg 


oder  da 
iet: 

d.  h. 

Nnn  ist 


—  Bdx  =  TrdBy 
jp«Breos0-(-lco6i} 


D  [r  sin  ö  -j-  ^  sin  ^        =  Jr, 

D  (sin  «  +  i  «n  , .  ^2)  _  j)  2£(1±  i> 

\        *  r       '  aO/  C08« 


Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dafs  die  Wirkung  der  Schwere 
auf  die  beweglichen  Teile  vernachlässigt  ist    Die  Gleichung 

E  —  JEr0  ^J*QdB 
ergieht  jetzt  B  in  der  Form 


Irelehe  gewQlmlidi  als  Grundlage  üBr  die  Bereohnnag  dea  Sehwnn^ 
radee  benutzt  wird.  Der  Widerstand  W  ist  zuweilen  eonitant.  In 
diesem  Falle  wird 
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»ff  4n 

J  Tde^2nW   oder  J  Tdß'^^nW 

für  =  0  seuu  je  nachdem  die  Masi  hint'  im  Zweitact  oder  —  wie 
viele  Gasmusehinen  —  im  A  ierta(  t  arbeite  t.  iSotzen  wir  eine  solche 
stationäre  Bewegimgbiurm  voraus,  so  kaun  man  sich  die  Frage 
Stollen^  wie  grofs  die  Zeitdauer  ä>(,Q  einer  ganzen  Periode  ist,  und 
diese  in  denelben  Weise,  wie  bei  dem  Pendelproblem  beaatworten. 
Man  erb&lt  ans  der  Snergiegleidrang  fOr  den  Zweitact: 

dB 

WIPO 


W)d$ 


Da  T  und  W  als  Functionen  des  Winkels  6  bekannt  sind,  so 
kann  man  den  Wort  dieses  bestimmten  Integrals  sehr  beqnem  und 
mit  beliebiger  theoretischer  Genauigkeit  mit  Hilfe  der  G  aufs 'scheu 
Quadraturmethode  (vergl.  Nr.  49)  berechnen.  Vielleicht  gelingt  es 
auch   mit   Hilfe   von  photographischeii   Seheiiaufnahmen,  dieselbe 

Gröfse,  sowie  den  Verlauf  von  6  als  Function  von  t  (resp.  0)  ex- 
perimentell zu  bestimmen,  wenn  W  als  dynamometrisch  belcanuter 
Bremswiderstand  wirksam  ist  und  gleichzeitig  Dampldingranime 
aufgenommen  werden.  Aus  dem  VergleKii  des  theoretischen  und 
beobacbteten  Wertes  tieften  sich  dann  manche  wertvolle  Sofalftsss 
liehen. 

2  7t 

Aus  Äqq  folgt  die  mittlere  Geschwmdigkeit  ö«q=  r— •  Hieran 

knüpft  sich  der  BegriflF  des  UngleichfÖrmigkeitsgrades  (e)  der 
Masobine  während  des  stationftren  Ganges  derselben.    Bisher  hat 

man  diese  Gzdfes  mir  ab  FonctioiL  des  Osaobwindi^Esitsniaximiuiis  ($') 

und  lümmums  {0"}  betraohiet  «nd 

gesetzt.  Ais  mittlere  Geschwindigkeit  ist  hier  nicht  der  obige  Wert 
von  Bqq  angenommen,  sondern  das  arithmetische  Mittel  aus  6'  und  ß". 
Jedenfalls  genügt  die<:<»  übliche  Definition  von  e  nicht  den  An- 
forderungen, die  mau  an  ein  Mafs  der  Abweichung  des  ftinctionalen 
Verlaufs  einer  GröCse  von  ihrem  Mittelwerte  stellt.  Es  empüehlt 
sidi  daher,  dieselb«  dnreh  mn»  rationellst«  m 
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Wir  bilden  zu  diesem  Zweoke  das  Integral 


d0 


und  betrachten  diesen  Wert  statt,  des  e  als  den  Uugleichlormigkeits- 
grad  (cf.  Fig.  2)  des  Küibehnechanismus.  Hierin  ist  von  eminenten 
Werten  der  Winkelgeschwindigkeit  nicht  mehr  die  Rede,  ebenso 

vei.>(  h  windet  der  Einflufs  des  Vorzeichens  von        —  ö,   da  diese 
Differenz  zum  Quadrat  erhoben  ist. 
iaet,  so  bat  man  mitnrgemftfs 


Arbeitet  die  Maschine  im  Vier- 


47r 


7M  setzen.  Die  in  jedem  Falle  auszuführende  Quadratur  bietet  nicht 
die  geriugsten  Schwierigkeiten,  wenn  das  graphische  Material  vor- 
liegt.  Der  Znaammeiduuig  der  mittleren  Winkelgeschwindigkeit 


Fi«.  S. 


mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Bq,  die  der  ftnlseren  Totlage  0^0 
entspricht,  ist  in  Nr.  26  "durch  Nähenmgsreohnnng  in  eine  Form 

gebracht«  welche  eine  sehr  einfache  Berechnong  von  B^^  aus  B^  oder 

Yon  Bq  ans  B^  gestattet. 

21.  Der  MehrhurhelmecJMnLwius.  Die  Coordinatm  des  Schwer^' 
pt4nktes.  Bisher  haben  wir  den  Kurbehnechanismus  als  ein  ebenes 
System  brfrnchtet.  Dies  ist  —  nnnif^ntlich  für  die  kinetostatische 
Behaudlung  -  nicht  mehr  zulässig,  sobald  mehrere  Kurbeln  vor- 
handen sind.  Dann  müssen  die  Ansatzgleichungeu  für  ein  räum- 
liches System  entwickelt  werden.  Wir  wollen  hier  nur  die 
Gröfsen  J^,  welche  in  der  Lag  ränge 'sehen  Bewegungsgleiehuag  auf- 
treten, sowie  die  LagenrerUnderungen  des  Schwerpunktes  (:r*,  ^*  z*) 
des  ganzen  SjBtems  bestimmen.  Der  Ursprung  (0)  des  im  Baume 
festen  Coordinaiensystems  der  jc,  jf,  »  sei  am  Ende  der  Wdlenaxe 
gelegen  (cf.  Fig.  3),  die  «-Axe  liege  wagerecfat  nach  vom,  die  .v-Axe 
in  der  WeUenaxe  nach  links  und  die  ir-Aze  senkrecht  nach  oben. 


Ul 


yiiized  by  Google 


C.  Übenicbt  der  aUgemeinen  JEiiietik  des  Kurbelgetriebea.  31 


Hkmi  treten  noch  die  mit  den  Massen  fest  verbundenen  —  also 

im  Ratinio  beweglichen  —  Goordinatensjsteme. 

L  Botirendes  System.  Der  Coordinatenanfang  Oq  falle  mit  O 
zusammen.  Die  Coordinaten  a^,  Cq  —  znr  Zeit  t  =  mit  den 
absoluten  zusammenfallend  —  rotiren  in  der  "Riehtnng  -(-  .r  — -\-  g. 

IL  Systeme  der  Lenkstangen.  Di«*  <^'o"Hinat*>tianfangsj)unkte 
^01)  '^iH'  •  •  •  legen  wir  in  die  Mitte  der  beircrtendt  n  Kurbel/.apfcn. 
Syateiiituurdinaten:  flo,  in  der  Axe  der  Lenkstange  nach  dem  Kreux- 
kopf  zu  wachsend,  h^i  parallel  zui  j/-Axe,  (q«  gleichstimiuig  mit  der 

in.  System  der  Krenzkifpfe.  Die  Coordinatenanfangspnnkto 
Oj,  0|,  » . .  in  der  Mitte  der  Krenskop&apfen.   Die  Coordinate  n,. 


Uff.  8. 


in  der  Axe  der  Kolbenstange  nach  dem  Kolben  zu  wachsend,  d«. 
parallel  zur  t/-Axe,      prleichstimmig  zur  z-Aice. 

Die  Geradführungen  bilden  mit  der  positiven  z-Axe  die  Winkel 

7i  WS  1  •  •  • 

<.|,  £'21  •  -  ■  seien  die  Abständo  der  Kurbelmittelpunkte  von  0, 

Cg,  . . .  die  Abstinde  der  einzelnen  Hütelebenen  der  Schwungrad* 
messe  und  etwa  mit  der  Welle  umgehender  Ansgleichsmassen 
von  0  aus  gemessen, 

^11      •  "  ^3  geometrischen  LSngen  der  Enibelarme, 

L&ngen  der  Lenkstangen  zwischen  den  Zapfenmitten 

gemessen, 

«Tj,  (^2,  .  .  .  die  Winkel  der  Knrbelerhebnngen  ttber  die  wagerechte 

Lage  zur  Zeit  ^  =  'o- 
Die  Bezichnnc^en  zwischen  den  Coordiria! ( 11  des  fenten  und  der 
beweglichen  Systeme  sind,  wenn  wir  den  Kotationswinkel  mit  d  be- 
zeichnen, die  folgenden: 
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0) 


<e) 


I.  Botirendes  System. 
[X  «  Oo  cos  («I  -}-  Ö)  —    sm  (a,  4" 

|jr      «OWÄ  (a,  +  ö)  +  Co  cos  (a,  +  ö) 


n.  System«  der  Lenkstangen. 

(d)  |r.«e<H-^< 

if  —  ro.sm(a.+  0)  +  ao,co8(y,+  i2)  +  Cö.8in(y,  +  ij) 

Mena  treten  noch  die  geometrischen  Bedingongsgleichiingen 

(c)  /oi  sin  ij  —  —  r,  cos  (a,  +     +  ö) 

in.  Systeme  der  Kreuzkopfo. 

jp  —  [r,  sin  (y,  +    +     +  ^0 1  CO«'»?]  cos  y,  +  «i  cos    +  ^  *™  y«  • 

Ans  diesen  Qleiehnngen  sind  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  t 
die  absoluten  Componenten  der  Geschwindigkeit  jedes  in  Bewegung 

befindlichen  Massenelementes  dm  zn  bilden,  woraus  sich  dann  der 
Ausdruck  für  die  Gesamtonergie  E  des  bewegliclien  Systems  ohne 
jede  Schwierigkeit  nnfstpüen  läfst.  Wir  setzen  zur  bequemeren 
Unterscheidung  der  einzeluen  Bestandteile 


Man  tiüdet  dann  duixii  intcgratiun  über  die  !^Iassen  der  einzelnen 
Maschinenteile,  wenn  A^B^^Cq  die  Trägheitsmomente  der  rotirenden 
Masse  3Xo,  ^-lo,,  Bq,,  Co,  diejeuigeu  der  Lenkstangen  mit  den  Massen  J/o, 
und  Ml  die  Massen  der  translatorischen  Teile  bedeuten,  die  folgenden 
AnsdrAcke: 

wo  noch  zur  Abkürzung 
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(0 


gesetzt  ist  und  a*^,  c^^  die  Ooordiii&teii  des  Schwerpirnktes  der 

Lenkstange  /oi  sind. 

Die  vorstehende  Entwicklung  reicht  aus,  um  die  Bewegiing" 
des  ganzen  Kurbolpetrir  hc^  zu  untersuchen,  sobald  das  totale  Kraft- 
feld bekannt  ist.  Die  erweiterten  Formen  von  Ij  unter  der  Voraus- 
setzung, iliils  r,  und  It  virtuelle  Veränderungen  erfalu-en,  sollen  hier 
nicht  mitgeteilt  werden.  In  Rücksicht  aut  die  Theorie  der  Massen- 
Ausgleichung,  welche  weiterhin  zur  Darstellung  kommt,  wollen 
wir  im  Anscblnfs  an  die  Gleiebnng  (c),  (d),  (f)  noch  die  Werte  für 
die  Sebwerpunkts-Ooordinaten  x*^  y'^  g*  des  ganxen  in  Bewegung 
befindliohen  Systems  anführen.  Dies  erfordert  eigentlich  gar  keine 
Bechnnng  und  liefert  dennoch  die  natürliche  Grandlage  für  das  or^ 
wfthnte  Problem  und  andere  verwandte  Betiachtungen.  Wir  setzen 
die  ganze  Masse  des  Systems  »  Jf  und  bilden  die  Integiale 

J* tdm  «  Jf«\  J* ^dm  —2-^/,   J  Mdm^  Me*, 
Die  Gleichungen  fc),  (d),  (f)  ergeben  dann  sofort: 
Hx'  -  M,  1^«;  ^co.  («.  +  e)-cl  ^sin  («.  +  «)J 

+ 2-^^0,1',  ';09(«,+  ö)  +  oj,  sui(j',+  ij)  —  c;, cos (y,  +  i))J 

I 

+ {ir,sm  («, + y,+  Ö) + cos  J  sin      a;  siny  -   cosy, } , 

I  < 

Ml-  -  M,  («.  +  öj  +         cos  («.  +  ejj 

+2^0.  [ r.  »In («.  -h  «)  +     «« (y.  +  fl)  +  c;,™ (y. -h  fl)] 

+^Ji^  [[rsin (a -f        Ö)  +  l^^cos ti]cosy^+a; cosy^-^c] siuy^  j . 
I 

Da  y*  selbstverständlich  constant  ist,  so  beschreibt  der  Schwer- 
punkt in  der  Ebene  y  =  y*  eine  kiumme  Linie,  deren  Gleichung 
H  (x*f  z")  a  0  sich  dnrch  Elimination  von  B  ans  der  ersten  und 
dritten  Gleichung  ergeben  wtlide.    W&re  dagegen  das  System  als 

J«lu«tb«ilcb(  d.  Dmitadi«»  lC»{b«m.-yflnliilgiiiig.  IZ,S.  8 
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Ganzes  im  Räume  frei  beweglich,  so  würde  der  Schwerpunkt  allein 

der  Wirkunp  der  äufseron  Kräfte  folpen  "Will  man  die  Com- 
ponentPii  der  Geschwindigkeit  und  der  Bf  hleunigung  des  Sehwer- 
punktfeb  l»f  stinmien,  so  sind  die  Ausdrucke  von  x'  und  r*  nach  der 

Zeit  i  zu  ditferentürcn,  wodurcii  wieder  die  Gröfsen  Q  und  (i  als 
FaHoren  auftreten.  6  kann  wieder  mit  Hilfe  der  Lagrange 'sehen 
Bewegungsgleichung  climinirt  werden.  Es  ergeben  sieb  also  die 
Componenff^n  der  Besr  iilniuigung  des  Schwerpunktes  als  bekannte 
Functioueii  des  Rotations  Winkels  B  und  der  yeränderücheu  Wmkel- 

gescbwindigkeit  ß. 

Bei  allen  demrfinrpn  TJeohnungen  kann  man  den  Hilfswinkcl  r} 
neben  B  beibehalt<*n.  Ks  (;rscheint  in  den  meist^^n  Fällen  nicht 
einmal  TOrteilhaft,  denselben  durch  Anwendung  von  Keiheueutwick- 
lungen  zu  eliminiren,  da  man  von  vornherein  nicht  immer  mit  Be- 
stimmtheit weifs,  welchen  Grad  der  Anuahening  man  gebraucht, 
zumal  derselbe  während  der  Untersuchung  bald  gröfser  bald  kleiner 
sein  mxSk.  Die  Formeln  «rezden  dnreb  das  IGtfttliren  dieses  Hilft- 
winkels  geschmeidiger,  bleiben  streng  richtig  nnd  können  je  nadi 
dem  gerade  Torliegenden  Bedllrfiiis  am  Ende  der  üntersachvng  ver- 
einikcht  werden. 

B.  Kadinger's  Theorie  der  Dampfmaschinen  mit  hoher  Kolbei- 

gesehwindigkeit 

22.  üfosdUne»  mit  koker  KolbengesdiwmdiißBeU,    Die  Masaeu- 

wirknngen  sind  im  allgemeinen  der  GrOlse  f^6*  proportional!  Sie 
wachsen  also  nidit  allein  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (bezw.  der 
Tourenzahl  n)  sondern  auch  mit  der  Gröfae  des  Habee  (2r).  Für 
die  Beurteilung  derselben  ist  also  die  mittlere  Kolbengeschwindigkeit 

in  erster  Linie  mafsgebend. 

Die  im  Jahre  1867  in  Paris  ausgestellte  Allen'sche  Maschine 
mit  5  Meter  Kolbengesehwindigkeit  gab  Radinger  den  ersten 
Anstofs  zur  Ausbildung  seiner  Theorie  der  Massenwxrkungen  im 

Kurbel mochanismus.  In  gleichem  Sinne  anregend  wirkten  auch  einige 
Artikel  über  Allen 's  sclmelUaufende  Maschine,  welche  im  „Engineering*^ 
Bd.  5.  veröffentlicht  wurden.  Die  erste  Publication  Radingor's 
über  diesen  Gegenstand  ist  schon  S.  11  erwähnt  Seine  systematische, 
alle  einschläglichen  Gesichtspunkte  berücksichtigende  Arbeit  —  in 
Form  eines  Handbuches  —  erschien  im  Jahre  1870.  Üuhiger  Gang 
und  Ökonomie  in  den  Anlage-  und  Betriebskosten  sind  die  beiden 
Fiaetoreii,  welche  die  Bevorzugung  hoher  Kolbengescihwiiidigkeiten 
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bei  ziditig  gewftlilter  Dampfveiteilung  begründen.  Badinger^) 
untencheidet  drei  Maeflhin  wnkategorien  i 

1.  „Langsiint  gehende  Kolben  (l  Meter  pr.  See.)  und  gelinge  Ex- 
pansion geben  einen  ruhigen  Gang.  Durch  die  Erfahrung  er- 
probte, aber  gegenwärtig  Terlaseene  Anordnung.  Anlage-  und 
BetHebekosten  boeh.** 

S.  i^Miiteliobnell  gehende  Kolben  (bis  2  Meter  pr.  See.)  und  mittlere 
Eiqiannon-  geben  rubigen  Gang.  Durch  Erfahrung  erprobte, 
gegenwärtige  Anordnung.     Anlage-  und  Betriebskosten  mäfsig.^ 

3.  „Sehnellgehende  Kolben  (4 — 6  Meter)  und  hohe  Expansion  geben 
nihigen  Gang.  Durch  die  Erfahrung  noch  wenig  erprobte,  kftnftige 
Anordnung.    Anlage*  und  Betriebskosten  gering/' 

Die  teebniflche  Anforderung  des  ruhigen  Ganges  war  also  auch 
bei  den  langsam  laufenden  Maeehinen  älterer  Bauart  erftült,  aber 
die  Herstellung  des  Mechanismus  war  bei  gleicher  Kraftübertragung 
wesentlich  kostspieliger  als  bei  einer  Maschine  von  gleicher  Leistungs- 
fähigkeit und  hoher  Kolbengeschwindigkeit.  Radinger* s  Problem 
bestand  also  wesentlich  in  der  Erforschung  der  Bedingungen,  welche 
den  stofsfreien  (iang  sicliem  und  in  der  Feststellung  der  zulässigen 
oberen  Grenze  der  Kolbengeschwindigkeit  bei  gegebtiuem  Admissiouä- 
druck  des  Dampfes. 

23.  Baäinger's  Fitmd  für  dm  BesdtUmtgwn^fSdntde»  Ffir 
den  Hatfaematiker  bat  der  Ausdmck  MMassenwirknng^  etwas  Be- 
fremdendes'), da  er  es  fllr  ganz  selbstTerstftndlich  bftlt,  dafs  man 
bei  einem  dynamischen  Problem  die  beweglichen  Massen  berücksichtigt. 
Dies  war  ja  auch  von  Kavier,  Coriolis  und  namentlich  Poncelet 
bei  ihren  Untersuchungen  über  das  Kurbelgetriebe  ausgiebig  ge- 
srhehen,  aher  rüp  Maschinenconstructenrp  hatten  auf  diese  theoretischen 
Auseinandersetzungen  lange  Jahre  keinen  ausreichenden  Wert  gelegt. 
Mit  der  Beurteilung  der  erforderlichen  statischen  Festigkeit  der 
einzelnen  Teile  waren  sie  erfahrungämäfsig  iiiuitichend  vertraut,  uud 
im  übrigen  waren  nur  kinematische  aber  keine  eigentlichen  dynamischen 
Qesiebtspnnkte  in  der  Praxis  mafsgebend.  Eine  Ausnahme  bildeten 
allerdings  die  Locomotiven,  bei  denen  man  wiederboH  den  Trttgbeits- 


1)  Vorrede  zur  ersten  Auflage  (1870). 

2)  Der  „Masscndrnck"  int  nach  der  Auffapsnng  der  rationellen  Mechanik 
ein  Moment  der  kinetischen  Energie,  also  keine  Kraft.  Dasselbe  gilt 
filr  die  sogenannte  Gentrifbgalkraft.  Bei  der  tbeoretiiebMi  Bebandlung 
kinetischer  Probleme  der  Technik  hat  man  die  naturgemäfse  Trennung 
zwischen  kinetischer  nnd  potentieller  Energie  nur  zu  häufig  vernachlässigt 
und  dadurch'  die  Übereicht  nicht  erleichtert,  sondern  getrübt.  Treten  neben 
den  consenrativen  Erftften  nocb  Reibimgen  mid  fthnlidke  pa8si?e  Wider- 
stände  auf,  so  i^t  das  Energie^v^^tem  in  drei  Teile  zu  /erfegen  und  dem 
entsprechend  der  theoretischen  Bearbeitung  zu  unterziehen. 


Digitized  by  Google 


36 


K.  H«iin,  Kinetasohe  Plrobleme. 


emflii&  der  Massen  genauer  untersucht  hatte.  Herr  v.  Bach  bemerkt 
in  semen  „Maschinenelementen"  (1896)  ausdrücklich,  dais  der  Begriff 
der  Massen wirlnmg  nicht  als  eine  Errungenschaft  Radinger*8  an- 
zusehen sei,  indem  er  folgendos  anführt:  „Es  ist  hier  und  da  üblich 
geworden,  anzunehmon,  dafs  das  Gesetz  der  Beschleunigungskräfte 
erst  seit  25  Jahren  gefunden  oder  doch  erst  seit  dieser  Zeit  von 
den  ausführenden  Ingenieuren  beachtet  werde.  In  dieser  Beziehung 
sei,  ganz  abgesehen  von  dem,  was  bei  den  Locomotiven  schon  damals 
erkannt  worden  war,  darauf  hingewiesen,  dafs  sich  bereits  in  der 
Zeitscbrift  des  YereinB  dentscher  Ingenieure  1862  8.  269  die  Be- 
rechnung der  Kurbel'-  und  Oatterzapfen  bei  Sägegattern  tu  s.  w.  mit 
Büeksicht  auf  die  Bezwingenden  Massen  durchgeführt  findet,  und 
dafs  jedenfalls  schon  io  den  50er  Jaliren  auf  Grund  solcher  Bechnungen 
thatBftchlicli  construirt  und  ausgefClhrt  wurde.  Ohne  die  Inhetracht» 
Ziehung  der  Beschleonigungskrättc  wäre  hier  eine  Berechnung  über- 
hanpt  unmöglich  gewesen."  Die  T^ichtigkeit  dieses  T'^rteils  wird 
niemand  in  Zweifel  ziehen  können,  nbor  das  Verdienst  Radinger'? 
wird  dadurch  in  keiner  Weise  gemindert,  auch  läfst  sich  nicht  ver- 
kennen, dafs  der  BegrilY  der  Massenbeschleunigung  erst  nach  dem 
Erscheinen  seiner  Dampfma sehinen theorie  auf  allen  Gebieten,  wo 
diese  Vorstellung  zur  richtigen  Erkenntnis  der  dynamischen  Wirkung 
fBhrt,  allgemeine  tecbniache  Yerwertnng  gefanden  hat.  Insbesondere 
sind  dem  Dampfinaschinenbau  für  lange  Zeit  die  Wege  gewiesen 
worden,  welche  der  moderne  Betrieb  gebieterisch  verlangte. 

Badinger  zerlegt  die  Massen  des  Kurbelgetriebes  in  rotirende 
(Mq)  und  hin-  und  hergehende  Von  der  genuachten  Bewegung 

der  Kolbenstange  sieht  er  ganz  ab  und  denkt  sich  ihre  Masse  in 

passender  Weise  zwischen  Kurbel-  und  Kreuzkopfzapfen  Terteilt. 
Die  üblich«!  Methoden  der  rationellen  Mechanik  wendet  er  nicht 
unmittelbar  an,  sondern  schlägt  einen  eigentümlichen  inductiTen 
Weg  der  Behandlung  ein,  der  nur  scheinbar  elementarer  —  in  Wirk- 
lichkeit undurchsiilitiger  —  als  das  methodische  Verfahren  ist.  Man 
kann  an  allen  Stelleu  dos  Buches  ein  gründliebes  Verständnis  d<»r 
mechanischen  Grundwahrheiten  bemerken,  aber  nirgends  die  syste- 
matische Behau  dl  uug  des  Gegenstandes,  wie  sie  seit  hundert  Jahren 
in  der  rationellen  Mechanik  gebräuchlich  ist.  Wir  erachten  es 
deshalb  für  angemessen,  zunSchst  den  Zusammenhang  sdner  Dar- 
stellung mit  der  Lagrange'schen  Gleichung 

herzustellen. 

Den  Abstand  des  Kieuzkopf/.aplens  von  der  Welleumitte  be- 
zeichnen, wir  wie  früher,  mit  o:.  Dann  ist  nach  Radin ger's  Vor- 
stellung von  der  Verteilung  der  Massen  die  kinetische  Energie 
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oder  da  ^  ™  ^  *  ^ 
also: 

Femer  iat 

Q'-r{T-W),  T  

Die  Lagrange 'sehe  Gleichung  lummt  also  die  h'vrm  an: 

In  der  Gröf&e 

setzt  Badinger  immer  0^$^  und  nennt  sie  den  „BeBchlennigiingB- 

dracV  der  translatorischen  Hassen.  Die  Derivirte  —  ^j^isi  also 

die  Tangentialcornpünente  des  Beschleuüigungsdi'uckes  am  Kurbel- 
sapfen  angreifend  gedacht.    In  der  Gleichung 

Te  r(«««  +  tg,  o^ff) 

kann  man  näherungsweise  wegen  der  Begehung 

sini|     j  sin (9 

anch  tgi}     -|-  sind  setzen,  so  daÜB  man  die  fiading er' sehen  Fonneln 

^^«-r(8in(/-i-tTsm2ö) 

und 

erhält^  deren  Discussion  das  erste  Capitel  seines  Werkes  gewidmet  ist. 

Rechnet  man  den  Kolben  weg  (s)  von  der  äuJseren  Totlage  aus, 
so  wird 

«  —  r  +  i  —        r(l  —  C08Ö)  +  i(l  —  cosij) «=  2r8in j  , 


«  r        /i     f     ^        /C0B2Ö    ,      .    0  . 
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Mit  grofser  Annäherung  kann  man  immer  setzen: 
35,-r(«0B«  +  tg,-jjJ  

Diese  Formel  ist  genauer  als  die  Ton  Rad  Inger  benutzte  und 
tür  die  Anwendung  vnrhliltnismJlfsig  kurzer  LenVstanrre  ebenso 
bequem.  Die  Beziebuii^^  der  Winkel  $  und  ij  kann,  man  aus  einer 
kleinen  Tabelle  entnehmen ,  wie  z.  B. 


6 

V 

n 

n  n 

e 

0» 

o.o<> 

0.0* 

6.0*    j  180* 

16« 

6.0   1     3.7  3.0 

3.5 

166« 

30® 

9.6 

7.2    1  5.7 

4.8 

150* 

45<> 

13.6 

10.2 

8.1 

6.R     '    135*  ' 

16.8 

12.5 

100 

8.3 

120* 

75*     1  18.8 

14.0 

11.2 

9.3     j  105* 

90» 

19.5 

14.5 

11.5 

9.6  90» 

Badinger  discntirt  —  wie  oben  bemeiÜ  —  den  Verlauf  des 

bomontolen  MMMndnicks  -  ».55,  »*  n«r  fUr  den  F»U  Ö  - 

WO  also  die  mittlere  Wiiikelgeacliwindigkelt  des  Knbelannes 
bedeutet.  Dies  schliefst  aber  die  Voranssetsnng  ein,  dafo  die 
SchwanknngeiL  der  Winkelgeschwindigkeiten  wShrend  der  Tour  in 
sehr  engen  Chrenaen  bleiben.  Unter  dieser  Annahme  braucht  man  aber  in 

Bezug  aof  die  für  ^  benntaste  Kiherungsformel  r(GOS^-|- joos 

gar  nicht  so  angätlidi  zu  sein,  denn  die  Ersetzung  des  veränderlichen 

B  durch  den  constanten  Wert  0^^  bringt  einen  viel  gröfseren  Fehler 
in  die  Betrachtung  hinein.  Wir  führen  die?^  ausdrücklich  an,  weil 
einige  nachfolgende  Bearbeiter  der  Kurbeltheorie  an  dem  Ausdruck 

co&Q  -\'  -^00^26  Anstofs  genommen  haben,  ohne  die  einünisvoUere 

Hypothese  B^B^  zvl  berühren.  Die  Beibehaltang  des  Winkels  i| 
ist  also  anch  nnr  dann  am  Platse,  wenn  man  das  ganse  Problem 
nach  den  hergebrachten  Regeln  der  Mechanik  behandelt,  d.  h.  erst 

den  Verlauf  von  0  bestimmt  und  die  (Iröfse  •  überhaupt 

nicht  mit  dem  Krai'tfeld  combioirt,  wie  es  ßadinger  gethan  hat 
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Andererseits  hat  dieser  unsystematische  Weg  —  ganz  abgesehen  von 
den  ohne  Bedenken  in  Kauf  /.u  nehmenden  Ungenauigkeiten  —  auch 
einige  nicht  zu  unterschätzende  methodische  Vorteile.     Durch  die 

gewaltsame  Hypothese  0  =  Oqq  erhielt  Radinger  gleich  im  Anfang 
der  Untersuchung  ein  approximatives  Ma£s  über  den  Verlauf  der 
Oröfse 

sobald  er  den  freien  Dampfdruck  D  und  den  genäherten  Wert 
Jtfj  ^  •      Aber  d«r  Hablinge  2r^h  giapUach  auftrog,  und  er 

kam  80  auf  dem  kOrzesten  Wege  zu  einem  auiserordenilich  wichtigen 
Anschaaungsbild  ttber  das  Veihalten  der  horisontaleii  Drehkraft  am 


r  :  i  =  l  :  4 
Fig.  4. 

Kurbelzapfen.  In  Fig.  4  ist  ein  Expansionsdiagramm  für  beide 
Kolbenseiten,  sowie  die  Dai*stellung  des  Beschleunigungsdruckes  in 
theoretischer  Ausftlhrung  mitgeteilt,  welches  die  hier  auftretenden 
Verhältnisse  besser  zu  übersehen  gestattet  als  eine  analytische 
Discussion  der  Formeln. 

Man  erkennt  sofort  —  wenn  man  sich  aus  dem  rechtsseitigen 
und  linksseitigen  Dampfdiagramm  den  freien  Druck  construirt  denkt 
und  den  jeweiligen  Beschleimigungsdraek  algebnusch  addirt,  daüi 
der  Horiiontaldradk 
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bei  Anwendung  hoher  Expansion  an  Gleichinäfsif?keit  betrachtlich 
gewinnt  —  und  dies  ist  Eadinger's  leitender  Gedanke,  der  allen 
llbrigen  Folgerungen  aIs  Grundlage  dianl  Der  Maesendmck  mildert 
also  den  Einflnfe  der  eminenten  Werte  des  Dampfdroekes  —  er 
hemmt  seine  Wirknng  in  der  eisten  und  nnterstOizt  sie  in  der 
swelten  Hnbli&lfte. 

Ans  Fig.  4  erkennt  man  finmer,  dab  die  Drücke  des  Rück- 
ganges —  auch  hei  ToUkommen  symmetrisdier  Dampfrerteilung  für 
beide  Seiten  des  Kolbens  — *  nicht  mehr  TöUig  symmetrisch  tarn 
Vorwärtsgang  bleiben. 

Der  analytische  NUhei-ungswen  des  Beschleunigungs<ii-ucks  für 
die  Einheit  der  Kolbenfläche  f  kann  durch  Anwendung  der  Relation 
-9,81  =  1\  und  durch  Identiücu-ung  von  ö,81  mit  tc^  auf  die 
übersichtliche  Fonn 

gebracht  werden.  Der  Coefficient  :  fh  ist  von  den  Dimensionen 
und  der  Massenvcrteilung  der  Maschine  abhängig  und  infolgedessen 
fOr  die  eiaselnoi  Haschineokategorien  typisch.  Badinger  giebi 
f&r  dreifach  ezpandirende  Schiffsmaschinen  die  folgenden  Werte 

Hochdruckcyh    Mitteldiuckcyl.  NiederdruckcyL 

0.4d,  0,20,  0.12, 

iür  Locouiotiven  ohne  Kuppelstangen  die  Zahl  O.oo  an. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  auch  der  maximale  Wert 
TOn  9,  nimlich 

Dieser  Dmck  darf  den  freien  DampMmek  auf  den  Kolben  nie 
llbersehieiten.  Der  Admissionsdmck  muTs  deehalb  für  jeden  be- 
sonderen Wert  Ton  eine  gewisse  H5he  haben,  damit  der  Kolben 
nicht  vom  Kurbelzapfen  geschleppt  wird.    Hierdurch  würde  ein 

Dmckwecksel  im  Gestänge  eintreten,  welcher  notwendiger  Weise  von 
einem  die  Ruhe  des  Ganges  störenden  Stöfs  begleitet  ist  ^leistena 
ist  der  Admissionsdmck  gegeben,  dann  darf  nicht  gröfser  ge- 
wählt werden,  als  der  Gleichung 

Y         tfm»x  ^  0 

entspricht.  Badinger  hat  aber  aii6erd«n  nodi  erkannt,  dafs  die 
obenerwälinte  notwendige  Bedingung  nicht  immer  hinreichend  isi. 
Wird  nämlich  das  Fülinngsrerh&itnis  zu  klein  genommen,  so  kann  ea 
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vorkommen,  dafs  der  erwähnte  Dnickwechsol  in  der  Mitte  des  Kolbcn- 
laufs  erfolgt.  Es  wird  also  aus  diesem  Grunde  die  Expansion  einge- 
schränkt oder  anderentnll«  der  Admissionsdruck  noch  passend  erhöht 
werden  mtlssen.  Der  emgehenderen  Untersuchung  dieser  Verhältnisso 
ist  das  zweite  Capitei  des  R ad ingor' sehen  Werkes  gewidmet. 

24.  Die  TangenHalkraft,  Das  resuUiremie  Drthmment  an  der 
Wdk.  Die  natvrgem&Tse  Grundlage  für  die  Benrteilang  des  Ein- 
flnflses  hoher  Eolbwigeachwindigkeit  auf  den  Gang  der  Masdiine  ist 
die  schon  wiederholt  augefOhrte  Lagrange'sche  Gleichung 


wo 


ist.  Hadinger  seilt  immer  stillschweigend  einen  constanten  Wert  des 
Widerstandes  W  voraus,  da  anderenfalls  seine  Resultate  gans  wesent- 


lich modihcirt  würden  und  die  libersichtliche  Einfachheit  derselben 
yerloren  ginge.  Bei  dem  synthetischen  Aufbau  seiner  Untersu<diung 
geht  er  nun  aur  Discossion  der  tangentiellen  (effeetiTen)  Pmckkraft 

über,  wobei  —  wie  immer  —  0  durch  Bqq  ersetzt  ist.  Zur  Ver- 
anschaulichung  habe  ich  in  Fig.  ö  den  tangentiellen  Trägheitsdruck 
der  translatorischen  Teile  und  der  Lenkstange  für  r  :  l  =  1  :  3  dar- 
gesteUi  Die  Figuren  6,  7  und  8  geben  der  Reihe  nach  die  directen 
(einseitigen)  Dampfdiagranmie,  den  Verlauf  des  freien  Druckes  J> 
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r:|sl:S. 
Fig.  S. 

mid   endlidi   der  tengentiellen  Zapfendrfloke  ^^0*  und 


^J)  —  JH j  ^     ^  für  dasselbe  SchabstangeiiTerfaftltiiis. 


de^  de 
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Die  linke  Seite  der  Lagrange 'sehen  Gleichung,  nämlich 

ist  Ton  Badiager  nur  insofern  berfioksiohtigt,  als  darin  Jl{^  yor- 
kommt,  also  die  Schwnngradmasse,  welehe  die  abeolnten  Werte  ron  ^ 

herabdrückt.  £r  betrachtet  also  ak  das  Moment  der  Wiukel- 
bescbleanigong  nnr  die  GrOJGie  r^M^^*  Hätte  er  den  ftblichen 
Weg  der  systematischen  Meehanik  «ingeBchlagen,  eo  wttrde  er  in 

dem  Factor  Jtf^  ein  die  Wirkung  des  Schwungrades  günstig 


aar 

Fig.  1.  Freier  OMapfdnick. 


ist  immer  positiv. 

Bei  Berücksichtigung  dieses  Punktes  thut  man  jedoch  besser,  den 
exacten  Wert  für  F  zu  nehmen  oder  doch  wenigstens  die  Massen 
3/j  und  nach   den  Regeln,   vrelohe   don  Ingenieuren  fTolHufig 

sind,  auf  Kiirbelzapfeu  und  Kreuzkopfzapfen  zu  vertoil^in  l  brigens 
hat  Iladingcr  durch  die  Beachtung  des  tangeuti-  11(  n  Ma^sendruck8 
erkannt,  dafs  die  ausgleichende  Wirkung  des  Schwungrades  durch 
das  Gestänge  unterstützt  wird  (Dampfmasch.  3.  Aufl.  pag.  90). 
Diese  Wirkung  ist  aber  Ton  der  oben  berührten  zu  trennen.  Viel 
wichtiger  ist  die  Beelammnng  der  Geschwindigkeit  der  gleich- 
m&fsigsten  Drehkraft,  welehe  Badinger  in  folgender  Weise 
fonnnlM:  „Jede  Geschwindigkeit  bringt  eine  andere  Art  der  Arbeits- 
ahgabe an  die  Enrbel  mit  sich.  Die  beste  Art  derMlben,  der  gleich- 
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niäfsigste  Gang  der  Masclime  wird  aber  gewiis  dann  erzielt  werden, 
wenn  die  Geschwindigkeit  so  ermittelt  wurde,  daJGs  der  bei  jedem 
Kolbengang  im  Sdiwungring  annisainmehide  und  wieder  abragebende 
Axboitsüberachufo  im  YerhSltnis  zur  Gesamtazbeit  ein  Kleinstes» 
d.  ml  wenn  das  YeildUtnis  der  ftbenagenden  Fliehe  des  Tangentiml- 
dmckdiagramms  gegen  das  Widentandsreehteek  ein  Minimnm  wmL*' 
In  diesem  Sinne  würde  also  in  der  Fig.  8  das  Flachenstück 
über  ST  verglichen  mit  dem  Rechteck  AB  CD  das  Mafs  für  die 
üngleichfönnigkeit  der  Drehkraft  darstellen.  Nun  ist  es  aber  bei 
gleichflächiger  Ül)erragung  durchaus  nicht  gleichgültig,  wie  grofs  die 
Basis  iST  im  Verhältnis  zum  Kvubelzapfenweg  2nr  ist  —  und 
Radinger  bemerkt  auch  selbst  im  weiteren  Verlauf  seiner  Unter- 
suchung, der  zweckmüfsigste  Wert  von  ST  sei  jrr,  obwohl  in  der 
zu  Grunde  gelegten  Formulirung  von  einer  Beschränkung  der  Ba^is 
keine  Bede  ist.  Es  kann  daher  auch  leicht  vorkonmien,  dafs  die 
Winkelgeschwindigkeit  einen  recht  hohen  Wert  an  gewissen  Stellen 


Fig.  8. 


des  Kurbelkreises  erlaugt  und  dafs  diese  naturrremäfs  von  einer 
starken  Winkelbeschleunigung  begleitet  ist,  ohne  dafs  dies  auf  das 
obige  Mais  der  Ungleichfömiigkeit  einen  Einflufs  hat.  Es  wäre 
wohl  exacter,  übersichtlicher  und  gleichzeitig  einfacher  gewesen  bei 
der  üntersuchong  der  gleichmäfsigsten  Dreh  Wirkung,  von  der  Energie- 
gleichung 

0 

^F,ei  -  r  ((pll  -  w)  de 

0 

auszugehen  und  die  in  Betracht  kommenden  Gröfscn  und  Functionen 
so  zu  wählen,  dafs  der  analytisch  ausgedrückte  Energieüberschufs 
in  möglichst  engen  Grenzen  schwankt  oder,  wie  Kretz  Torgeschlagen 

hat,  für        von  vornherein  eine  obere  Grenze  festzusetzen.  Wir 

wollen  hier  auf  eine  n&here  Discussion  dieses  —  allerdings  sehr 
wichtigen  —  Punktes  nicht  eingehen,  sondern  uns  mit  der  Wieder* 


Diyiiized  by  Google 


D.  Radinger's  Theorie  d.  Dampfmasch,  m.  hoher  Kolbengeschwindigk.  45 


gäbe  dor  Bsdinger'sciien  Begaltaie  begnügen  (Dampfinasdunen 
3.  Aufl.  pag.  94): 

a)  ,^ie  Geschwindigkeit  der  gleichmäfsigsten  DreUcnift  wird  desto 
höher,  je  höher  die  Dampfspannnng  und  je  höher  die  Ffillung 
wird. 

b)  Mit  der  FflUimg  daif  man  nicht  höher,  als  bis  snr  Grenze 

}  gehen. 

c)  Itir  höhere  Fflllnngen  als  0.5  giebt  es  kme  gflnsfagste  Ge- 
schwindigkeit. 

d)  Daher  werden  Maschinpn  mit  hoher  Füllung  (über  0.5)  desto 
gleichmäfsiger  wirken,  mit  Je  kleinerer  Geschwindigkeit  sie 
arbeiten. 

e)  Eine  Maschine  erhält  bei  jener  Geöchwindigkcit  die  gleic-hmiifsigste 
Dvohkraft,  bei  welcher  zu  Ü'^ginn  jedes  Hnbes  ein  Druck,  gleich 
dem  doppelten  Enddruck  aul  den  Kolben,  zui  iugaugtiet/.uüg  der 
Massen  yerwendet  wird. 

f)  Die  gOnstigste  Geschwindigkeit  ist  ftr  alle  jene  Maschinen  con- 
stant,  deren  Enddmck  der  gleiche  ist.** 


25.  Tandem-  und  Verhunämaschinen.  Die  gekuppelten  ^laschinen 
sind  entweder  ZwilUngsmasobinen ,  wie  die  Locomotive,  bei  denen 
jede  Kurbel  in  einem  selbständigen  Kraftfeld  steht,  oder  sie  sind 


Pig.  9.    Di«gr&nim  einer  Tandem -Maschine. 


Kessel  Bpannung  4    kg        11  ochdruckcy linder    D  =  iO  cm 

Dnuk  im  Condanut.  fik  T»e,  0^1  kg  irtedardnidcqrliii^r  />  a  ?&  em 
Tovnasalil  110  Hab  fiOyS  od 

Verbundmaschinen,  indem  der  Dampf,  nacbdein  er  in  einem  '''vHnder 
gearbeitet  hat,  in  dem  zweiten  Gylinder  die  Kx}  ii;?ion  bis  zum  Aus- 
puifdmck  oder  bis  zur  Condensatorspannnng  fortsetzt.   Haben  beide 
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Cylinder  eine  gemeiiisame  Kolbenstange,  so  nennt  man  die  Vor 

richtung  eine  Taudemmaschinc,  wirken  die  Kolben  aber  auf  getrennte 
Kurbeln  derselben  Welle,  so  liegt  die  gewöhnliche  Verbundmaschine 
vor.  Der  constante  Winlcel  zwischen  den  beiden  Kurbclarmen  — 
der  Schränkuiigs  Winkel  —  bedingt  eine  Phasendifferenz  in  d<»r 
Wirknn^^  der  Kraftfelder.  Häufig  ist  zwischen  dem  Hochdruck-  und 
Niederdruckcyliuder  noch  ein  besonderer  Zwischenraum  —  der 
Beceiver  —  eingeschaltet,  der  dem  4berstr0menden  Dampf  daen 
▼orftbergehenden  Aafosthalt  gestattet  und  meistens  besonders  heizbar 
Ist,  um  die  Spannung  des  aus  dem  Hochdruckojlinder  kommendeai 
Dampfes  durch  Zufttlming  yon  Winne  su  erhohen  oder  doch  un- 
verändert  zu  erhalten. 

Die  Tandemmaschine  unterscheidet  sich  nur  durch  die  Ge> 
staltong  des  Kraftfeldes  von  der  gewöhnlichen  Eincjlindermascbine. 
Sie  eignet  sich  nach  Badinger's  üntersnchnnrr  besondei-s  für  hohe 
Kolbengeschwindigkeiten.  Denn  der  hohe  Druck  im  ersten  Cylinder 
genttgt  allein  schon  zur  rechtzeitigen  Besehleunigung  des  GesUliiL-  . 
so  dafs  der  niedrige  Anfangsdmck  im  zweiten  Cylinder  belanglos 
wird.  Auch  sind  der  Compression  geringere  Grenzen  gesetzt  als  bei 
anderen  Terbuidmaschinen.  Daher  auch  Badinger's  günstiges  Ur- 
teil: Nachdem  die  Tandemmaschine  leicht  bis  Eolbengeschwindi^ 
keiten  TOn  6  Meter  und  mehr  gelangen  kann,  su  welcher  Hdhe 
weder  die  Beceiyer-  no4^  die  Woolfmaschine  mit  ihren  Nieder^ 
druckseiten  je  zu  folgen  im  stände  sein  wird,  so  erachte  ich  sie 
als  die  Verbundmaschine  der  Zukunft.  Schon  heute  scheint  mir  ihr 
Gang  ruhiger  als  der  ihrer  Schwestern.'* 

Zur  Beurteilung  der  dynamischen  Wirkungen  der  zweikurbelitfen 
Maschinen  im  Sinne  der  Darstellung  Radinger's,  wollen  wir  die 
kinetische  Energie  eines  solchen  Systems  nach  den  allgemeinen 
Eutwickelungen  (pag.  32)  vor  Augen  stellen.  Wir  setzen  in  den 
dortigen  Ausdrücken  a^  =  0^  cfg  =  «,  yi  =  90**  und  erhalten 
mit  einigen  imbedeutenden  Veniaohlüssigun$?en : 

-fi-'  =  i  l  -»0  +  +  +  M,  r?  [sin  0  4-  tg  yj,  cos 

+  lf,r;  [Bin  (Ö  +  «)  +  t«  iji  OOS  (Ö  +  a)   )  Ö» 

Hieraus  folgt  für  tt^dO**  und  r,^r|,  Uf^'^M^^  M^^M^,  k^h^ 

■B—  il^o-f-  ^^01^1  -i-  -f-  2  sin cos  Ö) )  Ö*, 

wenn  man  kleine  Gröfsen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt.  E  ist 
also  mit  0  nur  in  sehr  geringem  Grade  veränderlich.    Dasselbe  gilt 

dann  auch  för  Badinger's  tangentieUen  Beschleunigungsdruck  ^  (cL 

Dampfinasohinen  3.  Aufl.  pag.  143). 

Für  die  Woolf'sche  Maschine  ist  a  «  180^  und  folglich: 

=  i  l ^0  +  23^01'-!  +  23firJ (sin Ö  +  tgijj cos ö)»  1  • 
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Die  MassendrUcke  am  Kurbelzapfen  addiren  sich  also  hier.  Man 
hat  doshall)  dieses  Sys^tem  fn<jf  ^anz  aufgegeben,  weil  sie  höhere 
Kolbeügeschwindigkeiten  gar  nicht  vertragen.  ^^ünstigero  Verhält- 
nisse treten  ein,  wenn  mau  vier  Ujiinder  nach  dem  Tandemsystem 
auf  zwei  Kurbeln  wirkeu  läfst. 

Radinger  hat  anch  noch  die  Dreicylindermaschinen  vom 
Standpunkte  seiner  Massendrucktheorie  eingehend  betrachtet ,  wir 
k5imoa  aber  hier  toxi  emw  'Wiedergabe  der  Besnltate  um  so  mehr 
absehen,  da  wir  im  folgeaden  Cafätel  Gelegenheit  haben,  den  mehr- 
fadien  Korbehnechamannu  in  anderer  Hinaicht,  auf  Veranlawinng 
des  Problems  der  Ifaesenanflgloidmng  bei  Scbiffsmascfainen,  ohnehin 
zu  erörtern. 

Hier  mögen  nnr  noch  einige  Andeutungen  über  die  Behaudhmg 
der  Kraftfelder  bei  den  Verbundmaschinen  Platz  finden.  Die  üb-> 
liehen  Indicatordiagramme  geben  zunächst  für  jede  Kolbenstellung 
den  einseitigen  Druck  /),  auf  f  ineii  qcm  des  Kolbens  bezogen.  Die  Basis 
eiues  jeden  Diagramms  ist  also  2r,  und  der  gesamte  Druck  auf  die 
Fläche  ft  wird  f,p[  sein.  Von  der  Gegenseite  wirke  gleichzeitig  der 
Druck  ftPf  i  oiglich  ist  die  gesamte  treibende  Horizontalknt  1 L, 
wenn  wir  die  Maschine  als  liegend  voraussetsen  und  Ton  der  Wirkung 
der  Schwere  absehen: 

Diese  GrÖfse  soll  aber  als  Function  von  0  daigestellt  werden.  Hierzu 
mii0i  man  die  Beriehung  zwischen  dem  Winkel  0  und  den  oinselnen 
Ton  den  Totlagen  gerechneten  Eolbenwegen  kennen,  nSmlieh 

$t     2rt  sm  — 5 —  •  — 2  » 

*  co.| 

wo  ^ 

sin  1^,  =  —  sin  (ö  +  ««) 

ist.  Kennt  man  also  fttr  einen  bestimmten  Wert  von  B  die  Gröfeen 
^if  ^1)  •  •  «1  80  kann  man  fUr  jede  Stelle  p,  — pt  ans  den  einzelnen 
Diagrammen  entnehmen  und  dann  den  resnltirenden  Druck  D  be- 
redmeo.  Die  Ingeniem^  bedienen  sich  meistens  eines  graphischen 
Verfahrens  (cf.  etwa  Proell's  Daestellungsmethode  Ztschr.  d.  V.  d. 
Ing.  1891  pag.  988,  oder  ,^ätte"  I.  1896  p.  711  u.  f.),  das  bei 
genügend  giofsem  Mafsstabe  hinreichende  Genauigkeit  und  anschau- 
liche Übersicht  über  das  vorliegende  Kraftfeld  gewährt. 

26.  Die  'Rracfionm  des  Fnmhimf-ntrs.  Win1:el{feschwindigVeit. 
lu  engem  Zusanimenhaug  mit  der  Verwendung  hoher  Kolben- 
geschwindigkeiten  steht  die  Frage,  mit  welchen  Mitteln  man  das  allsu- 
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starke  Anwachsen  der  statischen  Drücke  auf  das  Gestell  der  Maschine 
vermindem  kann.  Hadingor  nimmt  hierbei  wieder  den  horiiontalen 
Massendruck  des  Gestänges 

zum  Ausgangspunkt  der  Betrachtung.  Bei  den  Locomotiven  hatte 
man  es  schou  lauge  für  nötig  gefunden,  durch  AnbringTing  eines 
(tegengewichtes  diesen  Druck  in  horizontaler  Richtung  auszugleichen. 
Niitüi  lich  mufste  man  damit  den  Nachteil  mit  in  Kauf  nehmen,  daia 
abwechselnd  eine  Mehrbelastung  der  Sehienen  und  em  tdlweises 
Abheben  der  Masdiine  stottfindei.  Denn  das  Gegengewicht  kann 
nnr  durch  seine  Centrifügallmtfl  ?nrken.  Bei  stationären  Maschinen 
tritt,  nach  Badinger,  die  Notwendigkeit  der  Gegengewichte  schon 
bei  einer  Kolbengesch\nndigkeit  von  4  m  pr.  sec.  ein.  Hier  tragen 
sie  aber  auch  zur  Erhöhung  des  Trägheitsmomentes  der  rotirenden 
Teile  bei,  so  dafs  ihnen  ein  doppelter  Katzen  zukommt.  Bei  drei- 
cylindrigen  SchifFsma.sclnnpn  hält  "Radinger  eine  Ausbalancirang  der 
Schubstangen  und  der  Kurt)elii  füi-  nutzlos,  während  in  neuester 
Zeit  die  Notwendigkeit  derselben  stark  betont  wurde. 

Bei  dem  eigentümlichen  Gang  der  Radiiigor'schen  Unter- 
suchung ist  es  nicht  befremdend,  dafs  er  glaubt,  die  Veränderungen 
der  Winkelgeschwindigkeit  während  einer  Tour  des  stationären 
Ganges  HeTsen  sieh  durch  „reine  Rechnung  nur  schwer  oder  gar  nicht 
derartig  verfolgen,  dafis  sich  die  Punkte  der  gröfsten  und  Ueinsten 
Umfangsgeschwindigkeiten  und  die  üngleichmäCngkeit  des  Schwung- 
rades ergeben".  Nun  ist  es  ja  ganz  gleichgültig,  ob  diese  Be- 
stimmung durch  reine  Rechnung  oder  auf  rein  graphischem  Wege 
erfolgt  Jedenfalls  hat  keine  der  beiden  Methoden  besoodere 
Schwierigkeiten.  Radinger  benutzt  das  Tangentialdi-uckdiagramm, 
in  weichem  bereits  die  angenäherte  Triigheitskraft  des  Gestänges 
berürksiobtigt  ist,  und  betrachtet  diejenigen  Fliichenstücke  des  Dia- 
gramms, welche  die  Linie  des  Widerstandes  überragen  oder  von  ihr 
tiberschnitten  werden.  Der  Punkt,  wo  die  Überragung  beginnt,  ist 
natui'gemäfs  ein  Minimum  füi-  die  Winkelgeschwindigkeit,  dagegen 
treffen  wir  ein  Maximum,  wo  die  Untersehneidung  der  Wideratands- 
linie  beginnt  Die  gröfsto  der  Übeiragungs-  oder  ünterschneidungs- 
flftchen  dient  zur  Bestimmung  der  erforderlichen  Masse  des  Schwung- 
rades. Dies  folgt  auch  unmittelbar  aus  der  Lagrange 'sehen 
Gleichung: 

denn  die  Maxima  und  Minima  TOn  $  müssen  mit  groiser  Annäherung 
der  Gleichung 
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genügen,  da       yon  der  grossen  ICasse       nnaUi&nglg  ist.  Will 

man  i  ini  der  tichwungradberecbnung  kein  theoretiÄchea  Diagramm 
zu  Giimde  legen,  Bondeni  ein  bolclies,  wie  es  der  projectirten 
Steuerung  erfabrungsmäTsig  entspricht,  so  ist  für  D  zunächst  keine 
analytifldie  Duntelltmg  gegeben ,  mid  die  arithinetisclie  Bestimmniig 

der  eminenten  Werte  von  6  könnte  erst  beginnen,  sobald  für  den 
Y«rlavf  der  CfarG&e  jD  tSo»  analytiMho  AaiehfaiMuiotioii  aufge^Ut 
wIm.  Wir  wollen  die  Werte  tob  9^  wakbe  den  Gronsn  te  gr5lSrtaii 
Übemguigs-  oder  TJaterBciiamduBgsflldia  «Bfaqpnoiien,  mit  0^  and  0^ 
beseidmen.  Dann  bildet  Bndinger  auf  grapbiaohem  Wege  dai 
Integral 


i' 


und  eetzt 

wo  Ö'  und  B"  die  absolut  gröCste  und  kleinste  während  der  'iour 
vorkommende  Winkelgeschwindigkeit  bedeuten.  Für  das  bisher  übliche 
Mail»  der  üngleichförmigkeit 

folgt  dann  da«  Beffoltat: 

2  / 

Knn  ist  aber; 

Badinger  bat  also  das  zweite  Glied  des  rechtsstehenden  Ane* 

dmcks  vernachlässigt  und  ohne  weiteres  Öj  =»  $\  sowie  0^  =  Ö*'  ge- 
setzt.   Das  Fortlassen  der  Oröfse,  weUbc  die  Masse  Mi  des  hin-  und 

hore^'bonden  OH^tilnges  enthält,  kann  man  worrp?i  des  überwiegenden 
Wertes  von  3/„  jedenfalls  zugeben,  dagegen  sieht  man  —  in  An- 
betracht der  mannigfaltigen  Gestalten  des  Verlaufs  der  Function  I) 
(man  vergl.  ein  wirkliches  Indicatordiagramm  einer  Verbuiid- 
mascbine,  wie  etwa  Fig.  9,  mit  den  theoretischen)  nicht  tiu,  dafs 

6^  und  0.2  mit  dem  gröfstüii  uad  kleinsten  Wert  von  ß  zusammenfallen 
müssen.  Hiertür  ist  auch,  solange  man  über  die  Gestalt  des  Dampf- 
diagramms  nicht  ganz  bestimmte  Voraussetzungen  macht,  gar  kein 
Beweia  an  bringen.  Wird  anfiserdem  noeh  ein  wiabler  Widerstand 
nngenonunen,  so  kann  sich  diese  Betrmehtung  nooh  mehr  oomplicireiL 

JalwMlMrliilil  d.  DmImImii  llMMm.<Tenliiigiuig.  IZ,t.  4 
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Diese  und  andere  —  dem  Mathematiker  r  hu»  weiteres  auffallende  — 
»Schwierigkeiten  wüi*den  vollstllndig  verschwinden,  wenn  man  sich  dazu 
entschliefsen  könnte,  das  pag.  30  vorgeschlagene  MaTs  der  ünglcich- 
förmigkeit  ftLr  die  Schwungradsbestimmung  zu  Grronde  zu  legen. 

5)7.  SegHmmmg  der  UnUaufsgesdwm^^^teU  am  dm  Anfangs- 
hedingfmgm.  SalkmdU  BtgHmmmg  der  Maset  des  Si^wmtffrodet, 
Hiermit  steht  «ba  dynamiMhe  Betnehtong  in  engem  Zusammenliang, 
die  Radinger  in  seiner  nmfiuigreichen  Üntersuchung  nicht  berührt 
hat,  die  man  aber  rar  Kl&rlegnng  des  Verlaufs  der  Winkelgeschwindig- 
keit während  einer  Tour  des  stationären  Ganges  der  Maschine  nicht 
entbehren  kann.  Nach  dem  Prindp  der  Erhaltung  der  Energie  l&Ikt 

*  dd 

sich  bekanntlidi  $  mm  —  fOr  jeden  Wert  des  Argumentes  B  be- 
stimmen, sobald  0  für  irgend  einen  speciell  ri  Wert  von  Ö  ge- 
geben ist  Es  besteht  dann  die  —  mehrfach  erwähnte  —  Beziehung 

V^e  — ^i^o^o  +  ^rJ{T''  W)d9 ,         -  r»Jfo. 

Tn  dieser  irhung  ist  Öq  fttr  die  Uufsere  Totlage  des  Kurhelarnies, 
also  dem  Argiiinonte  0  =  0  entsprechend,  gewählt    Wie  hängt  nun 

aber  mit  der  im  voraus  festgelegten  Tourenzahl  der  Maschinfi 
zusammen?   Es  nützt  nichts,  dieser  Frage  aus/,u weichen  und  tiwa 

voraus/iisetzen,  Öq  solle  mit  der  mittleren  Winkelgeschwindigkeit  ö^q 
zusammeulallen,  denn  alsdann  wüfste  man  nicht,  füj-  welchen  Wert 
des  Argumentes  dies  stattHn  let  Diese  Beziehung  ist  durch  die 
pag.  29  angef&hrte  Gleichung,  uauilich 


«00 


W)de 

gegeben,  denn  Wqq  ist  durch  die  Angabe  der  Tonrenzahl  pro  Minute 
bekannt 

Hieraus  muXs  0^  bestimmt  werden.  Es  ist  dasselbe  Problem, 
welches  beim  einfachen  Pendel  nur  genauen  Dnrchftlbraag  den  Ge- 
brauch transcendenter  Functionen  mlangt  In  der  technischen 
Mechanik  sind  aber  derartige  ffilftmittel  möglichst  an  TenneideD. 
Wir  begnügen  uns  desihalb  mit  einer  gans  elementaren  Nshemngs- 
rechnnng,  indem  wir  durchweg  kleine  Grüften  Ton  der  sweiten  Ord* 
nimg  veniachlttssigen.    In  der  obigen  Gleichung  können  wir  dann 
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setacen  und  eihalten  DAch  dem  hiaomisehen  Satie: 

Zur  AbUkxzaiig  schreiheii  wir  mm 

•  =y[(7)-3f,f;..0>)^;-rlK]dö 


und 


0 

Die  Funetioii  0  stimmt  bis  auf  kleine  Gri^fsen  zweiter  Ordnimg 
mit  J* F^d$  nnd  ^  in  demielben  Grade  mit  der  von  Badinger 

grapiusch  dargestellten  Gröfae  iD  —  ^ij^  '  ^2o)^ —  ''^  überein, 

welche  man  in  seinem  Sinne  als  den  resultirenden  Tangential  Zapfen- 
dmek  beieiehnen  könnte.  Wir  wollen  deshalb  auch  in  dem  obigen 
Ausdruck  fOr  O  die  Grösse  $1  durch  dj,  ersetzen,  da  sie  den  relativ 
kleinen  Factor  Jf|  hat  In  dieser  Weise  erhalt  man  die  einfiMhe 
Besiehnng 

Bei  der  Ausflihmng  kann  unmittelbar  aus  dem  Badinger - 
sehen  Diagramm  entnommen  worden.  Umgekehrt  folgt  mit  demselben 
Grad  der  Ansiherung: 

Hieraus  berechnet  man  also  die  Winkelgeschwindigkeit  der  äul'seren 
Totlage,  sobald  die.  Tourensahl  n  nnd  also  auch  ^  ge- 

geben isl 

Für  die  Schwnngradsbestimmnng  in  dem  Toigesehlagenen 
Sinne  benntsen  wir  (cf.  pag.  80)  den  neuen  Ausdruck  für  den  Grad 
der  üngleicfalOrmigkeit  des  Ifaschineaganges: 

4* 
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fir 


und  setaem  dttrin: 


0 

oder  angenlliert: 


Für 

wird  dann,  bei  dem  gewtiüten  Grad  der  Genauigkeit: 

In  dem  zweiten  Factor  der  rechten  Seite  wollen  wir  noch  $^  darch 

^«0  ersetzen  und  wieder  die  Glieder  der  zweiten  OrODsenordnnng  weg- 
laeaen.    Auf  dieee  Weise  erhält  man 


—  * 


und  man  sielit,  dafe  sieh  die  yerlangte  Grölse  Mq  bei  gegebeaem 
Ungleicbförniigkeitsgrade  ^  und  gegebener  mittlerer  Win- 
kelgeschwindigkeit     aoB  der  eiafadien  Gleidrang 

in 


leicht  numerisch  oder  graphisch  bestimmen  läTst.  Die  in  Betracht 
kommenden  Grenzen  für  die  Wert»^  des  Coefficienten  ^  wird  man 
natürlich  durch  genaue  Untersnchung  des  Gef5ohwiTidic7keitsvt^r1aufe5 
bekannter  Masehinentypen  feststellen  müssen,  da  keine  Beziehung 
zwischen  fi  und  dem  bisher  gebräuchlichen  Ungleichförmigkeitö- 
coei'ficientöu  f  besteht. 

28.  Die  Tozstehende  Analyse  der  Badinger 'sehen  Daapf- 
maaohinentlieQrie  mSge  genigen,  nm  den  Sinfluft  an  etkllren,  welchen 
Berne  YerOffentlielinng  anf  die  q»ät«re  IkitwieUnng  der  k^etiadb/eii 
Probleme  der  Techn^  ausgeübt  bat    Badinger  hat  in  aelteaam 
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Mafse  dazu  beigetragen,  dynamische  Methoden  in  praktisch  unmittel- 
bar brauchbare  Werkzenr^f^  umzubilden.  Ihm  - —  vor  allen  —  ver- 
danken wir  die  crtolgreichr  Durchführung  der  zum  Gemeingut  der 
Inp^ieure  gewordenen  Erkruatnis,  dafe  alle  BewegungsvorgÄnge  in 
den  realen  Maschmeii  mehr  sind,  als  geometrische  Oiisveränderungen 
im  BttDinfi  und  dab  nnr  auf  Grund  genauer  Yerfolgimg  dee  Ver- 
lauft der  Irinetiechan  Energie  und  deg  Kraftflildee  ein  latreffendes 
ffild  dem  »Quien**  der  dynsBÜsehen  Wirkung  innerkslb  dee 
Heehaniamos  erreichbar  ist. 

Wohl  war  die  technische  Kinetik  Yvnher  in  theoretischer  Hin- 
sicht hoch  entwickelt,  und  Männer  von  ausgezeichneter  mathematischer 
Befähigung  —  wie  Poncelet  und  Redtenbacher  —  hatten  die 
Grundla<rpn  ^esr-baff^^n ,  auf  clif>  "Radinger  seine  Dampfmaschinen- 
theori*'  h'ltte  unmittelbar  aufbauen  können.  Aber  pt  ist  seinen  eignen 
Weg  gegangen  und  hat  damit  einen  durchgreifenderen  Einflufs  auf 
die  Constructeure  der  Gegenwart  erlangt,  als  seine  gelehrteren  Vor- 
gänger. Nicht  durch  elegante  analytische  oder  geometrische  Ent- 
wicklnngen  —  vielmehr  durch  seine  elementare,  die  praktische 
Wichtigkeit  der  Sache  unmittelbar  treffende  Daratellangamethode  — 
hat  er  der  technischen  Kinetik  eine  dauende  Stelle  in  dem  Yomt 
dflr  i^ecretiidien  HÜfinittel  des  Maaehinencomtmeteiirt  gesichert. 

Andererseits  ist  es  aber  anch  entachieden  zu  bedanern,  dafs 
nach  dieser  Wiedererweckung  des  dynamischen  Interesses  in  den 
Kreisen  der  Ingenieure  jene  älteren  Ton  gründlichster  systematischer 
Wisseni?chaftlichkeit  durchdmTif7^'nen  Arbeiten  in  unserer  Zeit  noch 
lange  nicht  diejenige  Beachtung  gefunden  haben,  die  ihnpu  mit 
Recht  gebührt.  Grade  durch  ein  Studium,  welches  auf  moderne  — 
sich  der  Praxis  enger  anpassende  —  Gesichtspunkte  gegründet  ist, 
erschlielüsen  sie  uns  die  beste  theoretische  Einsicht  in  die  verwickeltsteu 
kinetischen  Probleme  der  Technik. 

fi.  Weitmr  AmImw  der  Kinetik  des  Karbclgetriebefl; 
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29.  Es  liegt  nicht  in  dem  Plane  dieser  DarstelluBg,  Uber  die 
zaldmchen  Einzel -Publicationcn  zu  referiren,  die  zur  Weiterentwi«^- 
long  der  kinetischen  Theorie  des  Korbelmechanismas  beigetragen 
haben.  Wir  werden  nur  die  allgemeinen  Gesichtspunkte  hervor- 
heben, die  in  Bezug  auf  Inhalt  und  Darstellungsfonn  dieser  Arbeiten 
bestimmend  waren,  und  die  auch  in  den  Hesultaten  einen  charak- 
teristischen Ausdruck  gefunden  haben. 

1)  Diese  Arbdton  haben  dem  Terf.  nur  im  Ansnige  vorgelegen. 
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Bftdinger  hatte  die  zusammengesetzte  Bewegung  der  Pleuel- 
stange nicht  besonders  bei-ücksiehtigt ,  vielmehr  ihre  Masse  mit  den 
rein  ti-aTi«l;itorisrhpn  Massen  vereinigt.  Wir  haben  hierauf  in  den 
frtlheren  l'arleguügen  kein  besonderes  Oewieht  gelebt,  da  die!?e 
Bewegungstorm,  sowie  die  Aufstellung  des  exacten  Wertes  für  die 
kinetische  Energie  der  Lenkstange  bereits  vor  Poncelet  bekannt 
war  und  niemanden  erhebliche  Schwierigkeiten  hätte  bereiten  können. 
Dennoch  ist  diesem  (Gegenstände  und  Terwindten  kinematischen 
Punkten  in  den  Arbeiten  yon  PrOll,  Wehage,  Wittenberg, 
Hill  n.  a.  Autoren  mne  sorgfUltige  Behandlung  zu  teil  geworden 
und  hat  auch  die  allgemeine  Anerkennung  der  Gonsfamotenie  gefonden. 

Der  Techniker  braucht  eben  oft  reeeptartig  ausgebildete  Ver- 
fahren bei  seinen  Untersuohnngen,  gerade  wie  der  Mathematiker  ron 
jeher  stereotype  Algorithmen  bei  seinen  Arbeiten  benutzt,  ilehrere 
der  in  Rede  stehenden  Einzelveröffentlichungcn  über  die  Kinetik  des 
Kurbelgetriebes  sind  für  die  nächstli'  goiidpii  "Rprlürfiiisse  des  Technikers 
zugeächnitten.  Sie  wollen  nicht  in  erster  Linie  i^eigen,  wie  man  der- 
artige Untersuchungen  mit  Hilfe  der  bekannten  geometrischen  oder 
analytischen  Methoden  der  allgemeinen  Mechanik  ausiiiiuen  könnte, 
sondern  wie  man  es  an  aosfOhrlich  mitgeteilten  conoreten  Beispielen^ 
mit  Bertteksichtigung  aller  durch  die  Präzis  gebotenen  Anforderungen, 
thatsftchlich  macäi  Der  Constmctenr  eignet  sieh,  wenn  er  die 
Wahl  zwischen  mehreren  LOsongen  desflelben  Flroblemji  hat,  diejenige 
an,  welche  ihm  am  bequemsten  erscheint  und  benntst  sie  dann  dauernd 
bei  seinen  Ausführungen  als  erprobte  Werkseug.  Ebenso  ist  die 
Frage,  ob  man  einer  graphischen  oder  einer  numerischen  Ausführung 
bei  diesen  Untersuchungen  den  Tor/.ut?  '^'^eben  soll,  meistens  nicht  zu 
beantworten  —  nnd  ein  Streit  *laiül>  r  könnte  loicht  dip  Grenzen 
des  Emsthaften  überschi'eiten.  Die  .'Lusciiaulicbkeit  piner  gi  niuetiischen 
Darstellimtr  der  Zwischen-  und  Endresultate  der  kiaetischen  Unter- 
suLhuug  eines  concreten  Mechanismus  wird  wohl  niemand  entbekren 
mögen,  aber  gleichgültig  ist  es  jedenfalls,  ob  man  zur  Erlangung 
derselben  etwas  melur  gerechnet  oder  mehr  gezeichnet  hat.  Bei  der 
TOrherrschend  geometrischen  Ausbildung  der  Techniker  werden  aller* 
dings  die  graphischen  Methoden  —  mit  ihren  Vorteilen  und  Schatten- 
seiten —  das  Übergewicht  behalten.  So  hat  denn  auch  der  Kurbel- 
mechamsmns  in  den  meisten  Arbeiten  des  yorstehenden  litteratur- 
yerzeichnisses  (die  Arbeiten  über  Locomotivschwingungen  und 
Ausbalancirung  der  Schiffsmaschinen  kommen  erst  später  in  Be- 
tracht) eine  vorwipf^^PTtd  fr<^o!netrische  Behandlung  erfahren,  wobni 
die  allgemeinen  theoretischen  Gesichtspunkte  in  den  vorhandenen 
systematischen  Darstellungen  der  rationellen  Mechanik  Tollständig 
ausgebildet  zur  Verfügung  standen. 

Einige  Arbeiten  bevorzugen  auch  den  rechnerischen  Weg.  So 
ist  s.  B.  Wittenberges  MeÜiode  der  „Schwerpuuktskreise**  eine  schOne 
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Verbiuduug  aualjtischer  Entwicklimg  mit  daxaaf  gegründeter  geo- 
metrischer Interpretation. 

Fast  alle  Axlieiten  tof  diflMi  GeMet  leiduMa  ach  durch  em 
stark  herrortritende«  kiaematisolias  Geprilge  am.  Es  hat  sogar 
snwailen  dsn  Ansehsin,  als  ob  die  Verfasser  ihre  kiaematisohe 
handlimg  des  Kurbelproblems  mit  der  dyaamisoheii  idenÜfiinrteii« 
worauf  namentlich  die  Art  des  eingeschlagenen  NähemngSTer&hrens 
hindeutet.  So  giebt  z.  B.  Land  unter  der  Gapitelübersclirift  ..Die 
djmamische  "Wirkung  des  Kurbelgetriebes"  als  Hauptziel  „die  Be- 
stimmung der  Tangentialtriebkraft  am  Kurbelzapfen ,  hei-vorgeruten 
durch  den  Dampfdruck  auf  den  Kolben  und  die  Massen kräfte"'  an. 
Diese    Gröfse    hängt    aber   bekanntlich   TOn   der  aucrenblicklichen 

Winkelgeschwindigkeit  0  ab,  deren  Verlauf  als  Function  von  0  oder 
der  Zeit  t  hier  nicht  aus  dem  Princip  der  Energie  auf  Grundlage 
des  Kiaftdiagramms  bestimmt,  sondern  —  wie  üblich  —  durch  den 

Mittelwert  6qq  ersetzt  wird.  Die  specirische  dynamische  Lösung 
ist  aber  auf  diese  Weise  eliminirt  und  durch  eine  kinematische 
Behandlung  ersetzt,  wie  es  auch  Radinger  in  ähnlicher  Weise 
gethSA  hat  Wir  dflrfen  jedoeh,  um  eine  VenHnrung  der  Begriffo 
—  die  Namen  sind  an  und  Ar  sidi  belanglos  —  zu  Temeiden« 
ein  Ihroblem  mit  «  Ozaden  der  Freiheit  nnr  dann  als  dynamisch 
gelöst  befaraehten,  wenn  die  2»  Integrale  der  IMfferantialgleichnngett 
der  Bewegung  bekannt  sind.  Im  Falle  dn  TCiirbel  ist  dies  theoretisch 
extrem  ein£i«ch,  aber  trotadem  ist  auch  hier  daran  fostsohalten,  da£i 

erst  durch  die  Kenntnis  von  0  und  $  als  explidte  Functionen  von  I 
die  «üdgültige  dynamische  Lösnng  gewonnen  wird.  Alles  Andere 
ist  dann  ein  Corollarium  hierzu.  Die  bisher  in  der  Technik  vielfach 
üblichen  kinematischen  L5s\!nc»^'n  ])ehalten  natürlich  stets  ihren 
praktischen  Wert,  wie  jede  brauchbare  Näherung  oder  Mittelwert- 
schatzung.  Man  muis  sie  nur  von  den  dynamischen  scharf  trennen 
(cf.  Nr.  27).  Die  Schwierigkeit  einer  allgemeinen  dynamischen 
Lösung  des  Kurbelproblems  liegt  allein  in  der  scheinbar  gesetzlosen 
Gestalt  des  ihatsächliehen  Kraftfeldes.  Die  DnrphfQhrung  eines 
conoreten  Falles,  also  bei  gegebenem  Dampf-  und  Belastongsdiagramniy 
bei  bestimmter  MassenTerteUnng  und  Tourenzahl  der  Maschine,  ist 
auf  graphischem  oder  analytischem  Wege  leicht,  denn  man  hat  nur 

r  * 

ans      die  GrOlse  Bq  und  dann  ans  der  Gleidiung 


9 


$  als  Function  von  $  zu  bestinunen  und  erhält  —  im  Bedarfsfälle  — 

hieraus  0  nnd  6  in  ihrer  Abhängigkeit  von  t  Man  gewinnt  aas 
der  Vergleidinng  einer  gröiseren  Anzahl  solcher  Untersuchungw 
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nnr  einjresclirünkte  GeRichtspunkto  in  Bezug  auf  den  Einflufs  des 
Admissionsdruckes,  des  Füllnnifscrrades  \md  der  Compression  auf  den 
<4aug  der  Maschine,  aber  kerne  libersiditiichen,  exact  formulirteo 
licsetze  über  die  weehselseitigen  metrischen  Beraehungen  der  ver- 
sckiedcnen  Phasen,  welche  den  maTsgebendtui  Parametern  entsprechen. 
Bei  Voraussetzaug  eines  theoretischen  Diagramms  Uefse  sich  aller* 
diags  dM  Kraftfeld  —  okne  Speeialiam^g  der  ehantkterifltbchen 
Ptremeter  —  tulTiiecli  deiniren  «ad  der  «Ugememeii  dynaiBiaehen 
DiirebfUirang  m  Gnmde  legen,  eo  daCi'die  gewttaechfceii  geeets- 
mäfsigen  Beziehungen  in  exacter  Form  gewonnen  werden  könnten. 
Aber  es  bleibt  doch  fraglich,  ob  der  grofse  Aufwand  an  Mühe, 
welchen  eine  solche  Lösung  erfordert,  in  einem  lohnenden  Verhältnis 
zum  praktischen  Wert  des  Resultates  stellt.  Man  vergleiche  nur 
die  in  Fig.  9  mitrretpilton  empirischen  1  »iii^naninie  einer  *^tatiouiireii 
Maschine  oder  diejenigen  einer  schnellta Inenden  Verbundiocomotive 
(ll^^rr  Eisenbahubauinspector  Leitzmann  luit  lu  seiner  Arbeit  „Vier- 
cjlmdnge  Locomotiven  mit  zwei  Triebwerken"  Z.  1898.  99  eine 
grofse  Ansahl  sehr  instmotiver  LocomotiYdiagramme  veröffentlicht) 
mit  dem  entsprechenden  theoretischen  Diagramm,  so  wird  man  sofort 
sngeben,  dab  eine  ezact  durchgeführte  allgemeine  theoretische  Ltfsong 
sich  durch  SpeciallBining  der  verfttgbaren  Parameter  solchen  wirk- 
lichen FSUen  nicht  einmal  nilberungs weise  anschlielsen  läfst. 

Mehrere  der  erwfthnten  Publicationen  enthalten  wertvolle  kineto- 
statische  Untersuchungen  des  Kurbelgetriebes.    Sie  sind  aber  alle 

auf  die  —  meist  unzulässige  —  Annahme  gegriindet,  dafs  0'  un- 
veränderlich ist,  während  doch  gerade  hier  der  Fall  einer  plötzlicli 
eintretenden  starken  Winkelbeschleunigunn-,  wie  «ip  heim  Durchgehen 
einer  Mascbinf»  oder  bei  Walkmaschinen  im  reguiiiren  Betrieb  vor- 
kommt, praktisch  der  wichtigere  Fall  i«t.  Es  ist  sehr  wiln^chens- 
wert,  dafs  dieses  wichtige  Gebiet  bald  durch  gründliche,  auch  die 
elastischen  MaLenaivürbältniäsc  beiücksichügeude  Arbeiten  von  neuem 
berei^ert  wird,  zumal  die  mathematischen  Schwierigkeiten,  hti  rich- 
tiger Erfassung  der  Kernpunkte  des  Problems,  durchaus  nicht  so 
grofs  sind,  wie  eine  obeiflftchliche  Betrachtung  vermuten  Iftfst. 

30.  Das  Problem  dfr  Massenausgleichung.  Obwohl  irh  die 
Litteratu  ran  gaben  über  die  St'irungen  der  Locomotivbewpn-nntr  und 
die  sorrruannte  „Massenausgli'ichung"  bei  Schiffsmaschiueu  getn-nnt 
habe,  so  halte  ich  doch  eine  gemeinsame  Betrachtung  der  entsprechen- 
den dynamischen  Probleme  im  folgenden  tur  zweckmäfsig,  mn  so  mehr, 
da  die  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkte  in  beiden  Fällen  viel- 
fach dieselben  sind. 

Wir  schicken  auch  hier  eine  sachliche  Übersicht  der  allgemeinen 
Lösung  dieser  Probleme  voraus,  weil  dies  die  historisehe  Darlegung 
der  Entwickelung  der  Ansdhaiinngsweisen  und  Besoltate  auf  diesem 
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Gebiete  erleicbtert  und  aufserdem  die  geradezu  unerträglichen 
Schwierigkeiten  zu  umgehen  gestattet,  welche  durch  die  Wiedergabe 
der  ganz  Terschiedenen  von  den  einzehien  Autoren  gew&hlten  Be- 
seiobniuigen  für  die  saUreichoii  auftretenden  GT<Often,  sowie  der 
mannig&dien  Ansgaagspimkie  der  üntertodiuugLn  heibeigefQbrt 
würden. 

Wir  denken  uns  die  mefaikiirbelige  Maschine  in  die  einzelnen 
aufeinander  folgenden  KurbelsTsteme  mit  den  Massen  Mi^Mi,  • .  ■  M',y . . . 
«erlegt  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  (8,)  eiuM 
solchen  Systems  mit  iB*y*i^*f  so  daCs  (nach  S.  33) 

K<  -  ^0,^^08(1,;.  -  y)  +  a;,«n{r;,  +  y)] 

K<  =  -^01 K  ^^'^    —  >',)  +         +  %)] 

+  Jlf^  I  (r^  sin     +    cos  ijj)  coß    +  a|  cos  y  J 
wird,  wenn  wir 

— cj.  —  c;«0    und       +     +  Ö  =  i^, 

setzen. 

Der  gemeinsame  Schwerpunkt  der  Kurbelarme  soll  also  in  der 
Axe  der  Hauptwelle  liegen,  was  durch  ein  einziges  Gegengewicht 
erreichbar  isi  Femer  sollen  die  Schwerpunkte  der  Lenkstangen 
und  der  zugehörigen  rein  translatorischen  Massen  in  den  Eb«ien  jf^-e« 
liegen,  jf*  ist  Ton  $  unahhftngig  und  gleich  e,.  Ihirdh  jeden  Schwer- 
punkt 89  legen  wir  ein  Coordinatensystem  parallel  su  dem  gemein- 
samen festen  System  der  y,  ß  und  beziehen  die  Coordinaten  der 
einzelnen  beweglichen  Massenelemente  dm  auf  dieselben,  so  dafii 

wird.  Die  Componentcn  der  Reactionon  des  ganzen  Mn^^chin^n- 
systems  hängen  vou  den  äufscrcn  Kriitten  und  den  Grofsen  \^die 
Integrationen  erstrecken  sich  über  die  einzelnen  Kurbelsysteme) 

^^2J'äi'''"''  ^-2Jiii'''"'' 

ab.  Die  Diseussion  dieser  Gleichungen  führt  zur  Lösung  des  Problems 
der  „Massenausgleichung**  mehrkurbeliger  Maschinen.    Man  erkennt 
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ohne  weiteres,  dafs  die  Componeatea  J[,  y,  Z  verechwindeB,  wenn 
die  Bedingnug^n 

erflUlt  smd,  da        oiwediee  gleich  Null  ist 

Die  Momente  JV»  und  Jf<  redncireii  sich  auf: 


m 


(3) 


Da  wir   nun  annehmen  können,  dafs  die  Massenverteilung  eines 

jeden  Kmbelsjstems  zur  Ebene  y  =  nahezu  symmetrisch  ist,  so 

Temdiwinden  die  Gröften  j  yi  ^bobA  j  ^^i 
nnmerkliche  Beste  nnd  ee  bleibt: 


< 


Die  Homentcomponenten  der  um  die  und  #-Axe  drehenden 
Beactionen  werden  also  su  Null,  wenn  die  weiteren  bazycentrischen 

Bedingungsgleichimgen 


da;.  dz. 


(5) 


erfllllt  werden  können. 

Um  die  OL  (2)      tutecsnehen,  entwiekeln  wir  die  Ooordinaten 

des  Schwerpunktes  in  Reihen,  yon  denen  nur  die  mafsgebenden 
Glieder  beizubehalten  sind.  Man  erhUt  nach  einigen  leichten  Be- 
dnctionen: 

<  «•  (l— i     (alf^,+Jitf,)  siny +r  (l  —     M^.cosy  cosi/; 
+  r  (M^^  +  itf  J  siny  sin-^/  —  ^  «  (<»  J^f^i  +  '-^f  j  siny  cos  2 1^ 

}  (6) 

<  —  (l— i  Q  (ö-afo.+^^  j  cosy-r  (l  —  j)  ilf^,  siny  cos  t/; 

+  r  (itfqj  If J  cosy  sinij;  —  J  |f  (aif^, + ( Jtf^  cosy  cos  2  ^ 
und  hierans  dnxch  Differentiation  nach  9: 
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dx  r 
r' 

-|-  J    {a  Mqi  +  i3f|)  sin  y  sin  2  ^, 

+  i  ^'  («•  Jf«i  +  Z  JfO  cos  y  sin  2  t • 

Sind  niin  die  GrOlben      -j-*,        fOr  die  gtaze  MMchme  onTO^ 

änderlich|  so  verschwinden  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (7), 
wenn  die  Bedingtmgen 


(8) 


^3f|Cos  2g|  a=  0,  ^^Jf,8in2«f|  0 


erluiil  sind,  und  zwar  auabiiäagig  von  den  Werten,  welche  iiiaii 
den  OrGfsen  y  beilegt  Die  GleiGhnngen  (5)  sind  unter  denaelbea 
Annabmen  eiflllli,  wenn  man  den  Gleichlingen 


(9) 


t«n  a«»0. 


^€,M,w»   «,  —  0, 

4  < 

I^^CtMt  eo8  2  «1 0,  sin  2    «  0 

für  die  Sehrftnkungswinkel  der  Kurbclarmc  genügen  kann. 
Ei  bleibt  noch  die  üntermhong  des  Momentes 


(10)  Jfy 


dt* 


dt*J 


dt  de  d& 


d  0  JS 

flbrig.   Da  sich  aber  die  GröDse  r  naturgemäfs  der  vollsuuidigen 

dt  dS 

h  S 

Ausgleiöhnngr  entsiebt,  so  betradtten  wir  zunächst  Wir  ent- 

wickeln den  Ausdruck 

mit  binreicbender  AnnSherang  in  die 
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+  iJ^y!(aJlf,.  +  IJf>in3*j0« 

Hieraus  folgt  ohne  weiteres: 

+  1  ^  ^1  (a  Jfcfo.  +  l^d  00«  »4r }  i«. 
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(11) 


Mit  Bücksicht  aaf  dio  Gleichungen  (8)  und  (9)  sowie  die  zugehllrigen 
Nebenhediiigiuigem  xediieirt  fioh  aber  dieaer  Ansdniok  »nf  s 

H  =  I         (o^.-Me.  +  i.^j  cos      .  fl« 


(13) 


und  der  Wert  der  ganafOn  kiaetisdien  £nergie  der  Maacbine  neht 
rieh  xQsammen  auf; 


+         (<4  Mo. + / J«,)  810  3  V. } «' 


(U) 


Hieraoe  eigiebt  sich  auch  die  GrOÜBe 


dtcQ 


Das  Glied  mit  dem  Vaotor  3^«  Ist  aber  immer  verhiltBismftlsg 
Uem  imd  bat  avJjBerdem  noch  eine  kurze  Periode,  so  dab  sein  Ein- 
flvb  auf  die  Bewegong  des  Systems  ein  geringfügiger  ist 

Der  besseren  Überaidit  wegen  fassen  wir  die  Lösung  des  Problems 

der  ^fMassenausgleichnng^  noch  in  den  folgenden  Sfttzen  zusammen: 
A.  Sind   die  Knrbelarme   einander  gleich    und  ihre 
Massen  Wirkungen  im  ganzen  durch  ein  Gegengewicht  aus- 
geglichen^) (oo »  0),  and  sind  die  einzelnen  Verhältnisse 

1)  Ist     >0,  so  tedeii  die  MltflBliiiuig  der  Factozen 


*>tw:).s  (luu  Uang  der  Rechnung.  Die  Massenausgleichung  bleibt  aber  in 
ähuiicber  Weise  ausfuhrbar,  und  iwar  ohne  iuiwendang  eines  Gegen- 
gewsebtes,  sobald  die  nOtige  Aniahl  Enrbebi  Torbandea  ist 


(12) 
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für  die  ganze  Maschine  unveränderlich,  so  verschwinden 
infolge  der  barycentrischen  Bedingangen 

nicht  nnr  die  den  MaBsenbeBehlennignngen 


entsprechenden  Beactionen  nnd  die  bewegenden  Wirkungen 
dee  GrayitationsfeldeB,  sondern  auch  gleichzeitig  die  mafs- 
gebenden  ▼erinderliohen  Bestandteile  in  dem  Ausdrnck 

für  die  kinetische  Energie  des  ganzen  Systems,  so  dafs 
sich  die  Maschine  naheza  wie  ein  auf  einer  Welle  befind- 
liches centrirtes  Rad  bewegt,  welches  an  seinem  Umfang 
nur  von  den  Tangentialdrtlcken  des  Dampf-Kraftfeldes 

beeinflufst  wird. 

B.  Untor  denselben  Sy stembedingnngen  bewirken  die 
weiteren  barycentrischen  Festsetzungen: 

das  Verschwinden  der  den  Momenten  Jf«  und  Üf,  ent- 
sprechenden Reactionen. 

Für  eine  Maschine  mit  vollkommen  ausgeglichenen  Massen 
lautet  die  Bewegungsgleichung: 

(16)  (B>+B')^~r^iT.-W.), 

t 

WO  B*  das  Trägheitsmoment  einer  im  Kurbelkreise  rotirenden  ideellen 
Ma^se  von  dem  üe trage 

(16)  jr-(i  +  i^'-^')2'jtf„ 

bedeutet 

Die  Winkelgeschwindigkeit  0  fSBr  den  Botationswinkel  $ 
sich  ans  der  einfiMthen  Oleidiung: 

e 

(17)  +  f [T,-  wdi« 
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Bei  dieeer  Gelegenheit  will  ioh  noch  hinzufügen,  dafit  die  frtther 

gegebene  Ableitung  Ton  $^  ans  Ö„  eine  Hodifieation  erfahren  mnds, 
wenn  die  rotirendeu  Massen  im  Vergleich  zu  den  Maximalweiten, 
welche  die  Differenz  Tt  —  Wt  erreicheu  kann,  nicht  mehr  Ton  flber^ 
wiegendem  Werte  sind,  wie  es  bei  Schiffsmaschinen  Torkonunen  kann. 

Für  eine  mchrkurblige  Maschine  ohne  Massenausgleichung  lautet 
die  Bewegnngsgleichung  (ß  Beechletmigung  der  Brdschwere): 

worin 

gesetzt  ist. 

Soll  die  im  vorstehenden  in  den  (aiindzügen  angedeutete  Massen- 
ausgieichung  aut  Locomotiven  angewendet  werden,  so  sind  nur 
ganz  unwesentliche  Modificationen  erforderlich.  Die  Kupplongs- 
knrbeln  ftndem  gar  nidits,  und  die  Knppelstangen  ordnen  sich  mit 

ihren  Massen  den  Mt  zu,  wenn  wir  das  betreffende  7     0  machen. 

Das  ganae  System  ist  also  bei  iwei  gekuppelten  Axen  als  Vier- 
karbelsystem  an&nfassen  nnd  dem  entsprechend  anszogleiöheiL  Ist 
dies  geschehen,  so  bleibt  der  gemeinsame  Schwerpunkt  der  in  Besug 

auf  das  Gestoll  beweglichen  Teile  in  relativer  Buhe  und  die  Störungen 
des  Ganges  haben  ihre  Ursache  nur  in  den  elastischen  Wechsel* 

wirknnpfen  zwischen  Rad  und  Schiene.  Hiermit  treten  wir  aber  in 
ein  Gebiet,  dessen  theoretische  Behnndlmio-  nur  auf  Grund  sehr  au55- 
pedehnter  nnd  sorgfaltiger  Beobachtunpf  ii  in  gewissem  Grade  möglich 
Wild.  Alles  voreilige  Rechnen  mit  Rücksicht  auf  willkürliche  System- 
hjpotheseu  kann  hier  —  im  günstigsten  Falle  —  nur  zur  Orien- 
tirui^;  des  Problems,  niemals  zu  Resultaten  führen,  die  für  die  Praxis 
einen  endgültigen  Wert  haben. 

31.  Der  Begrfinder  der  wissenschafUiohen  Theorie  der  Massen« 
ausgieichung  ist  Lechatelier.  Er  hat  im  Jahre  1849  die  analj^ 
tischen  Bedingungen  für  den  W^all  der  wichtigsten  Bewegnngs- 
stSmngen  der  Locomotive  gegeben,  nachdem  sehon  viele  Jahre  vor* 
her  der  Gebrauch  empirisch  gewählter  G^feagewichte  in  der  Praxia 
üblich  war, 

T)iese  Arbeit  voranlafsf^^  dann  Yvon  Villarceau  zu  einer,  äf^n 
Methoden  der  ratiouelleu  Mechanik  entsprechenden,  sehr  gründlichen 
Neubearbeitung  des  Problems.  Seine  Veröffentlichungen  aus  den 
Jahren  1850 — 52  beziehen  sich  auf  alle  Reactionscomponenten  und 
sind  mit  einem  analytischen  Apparat  ausgerüstet,  der  uns  heute 
als  SU  umfangreidi  eracheinl   Mt  dem  Frevlem  der  Sdiwingungen 
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hat  sich  Villarceau  nicht  befafst.  Dies  ist  wohl  erst  voa 
lledtenbacher  (1856)  in  Angntf  genommen  worden,  während 
Resal  gleichzeitig  die  elastischen  Sohwiugiuigen  der  Juenkstange  be- 
handelt hat. 

Da  bei  der  Locomotive  mit  zwei  Gylindem  eiiiB  willkürliche 
Annahme  Uber  den  YenobzIUikungswiii)»!  (er)  der  Sndielii  —  wegen 
des  Ansspringene  der  Mftschiiie  —  Ton  Tonihfirein  avegeschUmas 
schien,  so  haben  die  erw&fanten  Autoren  natOrlidh  die  Bedingonga- 

gleichuiigeLi  ^^ilf,  cos  a,  etc.  gar  nicht  in  Betracht  gezogen.  Hierzu 

gabou  pr<:t  die  mohrkurbiigen  Schiifsmaschinen  Anlafs,  und  es  war 
dem  Aiiienkaner  Taylor  (1891)  vorbehalten,  das  Problem  unter 
du  sein  (Gesichtspunkte  aufzufassen  und  zu  lösen.  Er  bediente  sich 
hierbei  der  Kräfte-  und  Momentpolygone,  welche  im  Falle  der 
Ausgleichung  gesehloseen  erscheinen,  auf  das  Soirabstangenyeiltlltnis 

P  nahm  er  keine  Käcksicht.    Im  Jahre  1092  nahm  Xarrow  ein 

englisches  Patent  aof  die  Massenausgleiohung  der  Schiffsmaschinen 
durch  Zusatzgewichte  (Bob  weights)  und  ein  Jahr  darauf  (10.  XI.  1893) 
erhielt  Schlick  das  bekannte  D.  R.  P.  Nr.  80974,  welches  bis  in 
die  neueste  Zeit  Stoft'  zu  den  heftigsten  Controversen  gab.  Eine 
Schilderung  derselben  giebt  Herr  Lüders  (Z.  1899),  die  auch  die 
einschlägUche  Litteratur  sehr  ausgiebig  berücksichtigt.  Den  ent- 
gegongesetTiten  Standpunkt  vertnlt  Herr  Riedler,  dessen  sachliche 
Gutachtung  die  Entscheidung  des  Reichsgerichtes  m&Csgebend  beein* 
hülste,  welche  zui-  Annullirung  der  1898  erfolgten  Nichtigkeita' 
erUftning  des  Patentamtes  flüurte»  Wührend  des  Hin*  tud  Her- 
streitens der  Paartmen  —  im  Herbst  1897  —  endhien  die  Axhett 
des  Henn  Lorens  in  der  Zeitsohr.  des  Yer.  dtich.  Ing.,  walehe  aar 
Klarstellung  des  ganzen  Problems  wohl  den  wichtigsten  Beitrag  ge- 
liefert hat.  Er  entwickelt  die  6  Oomponenten  der  beiden  Haapt» 
reactionen  und  weist  nach,  dafs  die  entsprechenden  Annallirongs- 
bedingungen  den  Wegfall  der  TangeTitialruassonwirkung  auf  das 
Drehmonient  an  der  Welle  zur  Folge  hat.  Die  oben  vorniisfjfxsf'hir  kt»^ 
theoretische  Übersicht  ist  im  An.schlufs  an  die  Lorenz  sehe  Arli«  it 
dargestellt,  wenn  auch  der  von  mir  gewählte  Weg  in  Bezug  auf 
den  Ausgangspunkt  und  die  Darchliihrung  ein  autierer  ist.  Die 
wesentlichen  Gesichtspunkte  sind  dadurch  nicht  verschoben.  Jeden* 
falls  war  dnrch  die  Veröffentlichung  von  Lorenz  ein  maftematiaeh 
sicherer  Boden  gewonnen,  anf  den  alle  sachlichen  Biscnssionen,  m 
denen  das  Problem  AnlaA  gab,  in  olgediver  Form  g«gzlbidet  weiden 
konnten« 

Herr  Knoller  hat  in  einer  bald  nachfolgenden,  an  die  Bedactdon 
der  Ztsdir.  (1899,  pag.  1371)  gerichteten  Zuschrift  interessante  Auf* 
Uttmngen  in  Betreff  der  Bedingnngsgleiohungen 
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^^Jlf,  sin  a,    =  0 
I 

^^üf I  e,  sin  Oft  a=s  0 


n. 


^if,8in2a,  =0 
^3f,  «1  OOS  2  »  0 
^Jtf«  e«  sm  2««  0 


\  c 


gegeben,  welche  hier  wÖrtlioh  angeführt  werden  können.  „Gruppo  I 
enthftlt  die  Bedingungen  der  angenäherten  Balancirnng;  aufserdem 
sieht  man  sofort,  dafs  sieb  Gruppe  TT  einzig  und  allein  durch  die 
Verdoppelung  der  Winkel  von  Gruppe  I  unterscheidet^  also  identisch 
ist  mit  (irnppe  I  einer  gedachten  Maschine,  die  dieselben  Gesfane^o- 
gewichte  und  Cjlinderabst&nde,  aber  doppelt  so  grofse  Kurl  *  hviukel 
be8it2t.  Daraus  folgt  die  Regel:  Eine  Maschine  ist  dann  voll- 
kommen bülaucirt,  wenn  sie  selbst  und  gleichzeitig  auch 
jene  Ifasehine,  welche  ans  ihr  durch  Verdoppelung  der 
Kurbelwinkel  entsteht,  angenähert  (d.  h.  für  unendliche  Schub* 
stangenlangen)  ausgeglichen  ist.  Ist  aber  eine  Tierkurblige  Ma* 
schine  angenähert  ausgeglichen,  so  ist  mit  denselben  (Gewichten  und 
Abständen  nur  eine  weitere  balancirte  Anordnung  möglich,  und 
zwar  jene,  welche  zur  ersten  symmetrisch  ist  Eine  Vierkurbel - 
maschine  ist  also  nur  dann  vollkommen  balancirbar,  wenn  sie  derart 
bescha£fen  ist,  dafs  durch  Verdoppelung  alier  Kurbelwinkel  wieder 
dieselbe  oder  die  zu  ihr  symmetrische  Maschine  entsteht  Dies  ist 
aber  nur  mit  Kurbeiwink*  I  i  von  0**  und  120^  möglich...  Es 
bleiben  also  bei  der  Vierkuroelmasehine  mit  parallelen  Cylinderaxen 
zwei  in  derselben  Ebene  liegende  Kurbeln  ah»  uuausfühi-bare  Be- 
dingung der  ▼oUkommenen  Balandrung  zorOcf 

Eine  eingehende  analytische  Discussion  der  obigen  Bedingungs- 
gleichungen ist  zuerst  von  Heirn  Schubert  gegeben  worden,  worftber 
dann  in  det  „Dynamik  des  Kurbelgetriebes*^  von  Herrn  Lorenz  aus- 
führlich referirt  wurde.  In  der  letztgenannten  Arbeit  findet  man 
eine  vollständige  I'bersicht  der  Theorie  des  Kurbelmechanismus  in 
zusammenfassender  äuTserst  übersichtlicher  Darstellung,  die  deshalb 
auch  zur  allgemeinen  Ori<"!if5runp  über  diesen  Gegenstand,  und  über 
die  Theorie  des  nahe  verwandten  Balancirgctriehes  sehr  g^M-irnir-t  ist. 

Die  gleichzeitig  jnit  der  Loren /.'scheu  Arbeit  erschienene  Ab- 
handlung von  J.  H.  Macalpine  beschäftigt  sich  in  Bd.  64  des 
Engng.  vorwiegend  mit  der  Entwickelung  der  periodischen  Glieder 
in  Fourier  sehe  Reihen.  Wer  für  solche  analythk^hen  Durch- 
flihrungen  Interesse  hat,  findet  darin  willkommenes  Material.  Fflr 

Jkbnsbciielift  d.  D«iitadiiMi  M*tlMiii.-Y«i«Iaicaag.  IX,  t.  5 


uiyiii^ed  by  Google 


66 


K.  Henn,  Kinetucbe  Probleme. 


die  prakti>rhp  Seite  der  Frage  kommt  besonders  die  Arbeit  in  Bd.  63 
des  Engng.  m  Betracht.  In  neuerer  Zeit  ist  der  Einflnfs  der  Massen- 
ausgleichung auf  den  gleichförmigen  Gang  der  Masciiine  mehrfach 
erörtert  worden.  Man  hat  sogar  behauptet,  dals  die  der  Ausgleichung 
entsprechenden  Sckränkungswinkel  die  eiforderliche  Gleichmftfsigkeit 
in. dem  retnltiraidtti  TtogentialdniokdiafruDiii  gar  nielit  roltoiiMi» 
Dab  die  legten  Anffiwsung  in  dieser  allgemeinen  Foim  eine  irr- 
tOmliche  isti  bnt  Herr  Lorens  wiederholt  bewiesen.  Sein  Azgoment 
(cf.  seinen  Vortrag  yom  5.  Aprü  1900  On  the  nnifonnity  of  tuniing 
momenis  of  marine  engines  in  der  Inst,  of  naval  architects)  berubt 
auf  der  Thatsache,  dab  der  Tangentialdmck  für  einen  einzelnen 
Gylinder  in  seinem  wesentlichen  Verlauf  dnrch  die  Foimel 

darstellbar  ist   Hieraus  folgt  für  den  Mehrkorbelmechanismas 

+  C0S2Ö  .^(^,C08  2a,+  ^,8in2a,) 

—  sin •  ^(jitsin2«i —  £|Cos2a(). 

Sotten  also  die  Scfawanknngen,  welche  von  dem  Argument  29  her^ 
rühren,  Yerschwinden,  so  müssen  die  Bedingungsgleichnngen 

^(At  eoi2tt^  +  Biaik2tt,)mmO^    ^(ii,  sin  2«, — Si  cos  äa«) — O 

ertullt  sein,  iemer  sei  der  mittlere  Tangentialdmck,  welcher  der 
Phasendifferenz  a,  entspricht,  Die  Bedingungsgleichungen  lassen 
sich  jetzt  nach  EinfRhrung  zweier  Constanten  a  und  h  auf  die  Form 
bringen  \t\ir  alle  Cyimder  werden  Diagramme  von  aiiuiichem  Verlauf 
TOrausgesetzt) : 

a coa 2«,  +  ^ sin 2«, 0, 

g  ^Xt8in2g<  —  6^^5£^co8  2«,«"  0, 

und  diese  sind  gleichwertig  mit  den  Relationen: 

co82tf<—0   und  sin  2«,=»  0, 

vr'  he  mit  den  obigen  Hegeln  fOr  die  Massenausgleichtmg  in  keinem 
Widerspruch  stehen,  wenn  die  Arbeiten  auf  die  einzelnen  Kurbeln 
richtig  verteilt  sind. 
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F.  Die  Stabilität  der  Bewp^n^  nnd  das  Problem  der  kleinen 

SekwinguigeB. 


Lft»ange,  M^can.  anal.  ed.  2.  (1811)  Bd.  1.  Sect.  VI.  cf.  auch  ed.  8 

(bertxand). 

EoTitVi,  A  treatise  on  tlie  ßtability  of  a  given  state  of  motion.  London  1877. 
•  D^uamicB  of  a  System  of  rigid  bodies.  ed.  4.  Pt.  I.  London  lb82. 
Pt.  H.  1884.  Anefa  dmoh  Sehepp  in  dentacher  Beaibeitung  mit  einom 
Vorwort  von  F.  Klein  veröffentlicht   Leipilg  189d. 

Lord  Rayleigh,  Theory  of  sound.  2  Bde.   London  1878. 

Föppl,  Vorleeungen  Bd.  IV.  1899. 


Airy,  On  Watte  govemor.  Hern.  Aitron.  8oc  11.  1840. 

V.  Lebean,  Des  regulateurs  appliqn^  anx  machines  &  vapeur.  Liege.  1890. 

M.  Baraz,  Der  Pendel re-^mlator  mit  beweglichem  Drehpunkt    Z.  1894. 

W.  Lynen,  Die  Berechnung  der  Centrifugalregulatoren.   Berlin  1896. 

Tolle,  Beitrag  zur  Beorteflong  der  OentrifugalpendeliegiilatoEen.  Z.  1896. 97. 

A.  Stodola,  Das  Siemens'sche  Regulirprincip  und  die  amerikanischen 
Inertiaregulatoren  Z.  1B99.  (In  dieser  Arbeit  findet  man  auch  reich- 
liche Litteraturangaben  über  Regulatoren.) 


Zenner  (Ut  E.)  1861. 

Redtenbacher  (Lit.  E.)  1865. 

Einbeck,  Theoretische  Untenuchongen  Aber  den  Unterbaa  von  Locomo* 

tiven.    Leipziisr  1875. 
Heu  Binger      waldegg,  Kuidbvch  der  tpeciellea  EiMubalmtechnik. 

Bd.  3.    Locomotivbau.    Leipzig  1882.    (UmfiuigreiobateB  Werk  aar 
systemati'äcben  aachlichen  ürientirang.) 
Fliegner,  ii.müiüa  der  Schienenstöfse  auf  die  gaukelnden  Bewegungen 
der  LoeomotiTen.  Vierte^.  Sehr.  d.  uatnif.  Gea.  Ztlricfa  1897. 


J.  Kleen,  Die  elastischen  Schwingungen  der  »SchiffskOiper.  Z.  1893. 
R.  E.  Froude,  The  non  uniform  rollmg  of  sbi]  s  Engnp.  61.  1896. 


Berling.  S  hiffsschwingungen,  ihre  Uzeachen  imd  Xzitik  der  Hittol  sa 
ihrer  Verminderung.   Z.  1899. 


32.  Der  Aimta  wm  Lagrange.  Das  Problem  der  klemen 
Sehwingungen  eineB  Systems  von  einer  endlichen  Anzahl  der  Freiheit' 
grade  sowie  der  continiiirlicheD  Systeme  mit  unendlich  vielen  Graden 

der  Freiheit  hat  in  der  wissenschaftlichen  Technik  schon  vielfache 
Anwendaugen  gefunden  Hier  wollen  \\\r  z\inächst  den  Schwingungen 
des  Regulators,  der  Locomotive  und  der  Schraubenschiffe  eine  kurze 
Darstellung  widmen  nnd  die  übrigen  noch  in  Betracht  kommenden 
Probleme  am  Schlüsse  des  Capitels  zusammenfassen. 

Lagrange  hat  die  Grundlagen  für  die  analytische  Durchfilhi-ung 
dieser  Fktibkme  Air  den  Fall  gegeben,  dalb  Ueine  Schwingungen  um 
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eine  Gleichgewichtslago  des  Systems  statttindcn.  Soine  Methode  läfst 
sich  in  einigen  Zeilen  andeuten.  In  der  Ruhelage  habe  ein  Element  dm 
die  absoluten  Coordinaten  Xq,  ff^,  infolge  der  Ausweichung  gerät 
es  in  die  Lage  (x,  t/,  z).  Hat  das  System  i  Ura.de  der  Bewegungs- 
freiheit, so  kann  man  die  Bewegung  durch  i  unabhängige  Veränderliche 
9p  '  - '  Ui  aiudrflUsken  und  fOr  den  Fall  sehr  kleiner  DeriatUmen 
Ton  der  Buhelage  (a  nnd  2»  constant): 


(1) 


I  I  X 

t  tu 
^       *0  +^  ^*  «<  +  f  ^  ««««««« 


<« 


setzen,  da  die  höheren  Potenz^  der  sehr  kleinen  Gröfsen  9|,  ...  gi 
unerheblich  sind.  Hierane  folgt  fttr  die  kinetiBChe  Energie  des 
SjBtems  ein  Ausdruck  von  der  Foim: 

(2) 

worin  die  Qröfsen  h  bekannte  Gonstanten  sind. 

Lagrange  ninunt  nun  ferner  an,  dad  die  gleichgewichtsstörenden 

Kräfte  ein  Potential  besitzen.  Bezeichnen  wir  dies,  soweit  es  sieh 
auf  die  Kräfte  bezieht,  welrlio  die  Masse  dm  mit  den  Coordinaten  r,  y^g 
beeinflussen»  mit  "^^dm^  so  wird  nach  dem  Taylor'achen  öatze: 

*  -  + (a  2-^'+ 0. 1 + + ^ 

t  I  I 

Hierin  bedeutet  selbstverstÄndlich  5?o       Wert  von  $  für  .r  =  oTq, 

y  =  Po,  ~  —  ~ 0  ^^"'^  ^-Pi  ^^^^  Glieder  zweiter  Ordnung  der  Ent\vickehin£r, 
welcbf^  also  die  Factoren  viifhRlten.  Die  Glieder  höberer  Ordnung 
werden,  der  obigen  Voraussetzung  geniufs,  vemachlilssicrt.  Wir 
bilden  nun  durch  Integration  über  das  ganze  Massensysteoi  die 
totale  Kräftefunction 

(8)  F  -/f      -  //,:+^  ff.t.  +  B„q.q,. 

Da  aber  nur  innere  Krifte  Toransgesetst  sind,  so  halten  sich 
diese  nach  dem  B'Alembert'schen  Princip  das  Glnohgewichi  Es 
mnfs  also 
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sein,  d.  h.  der  Ausdruck       J7|$«  in  Oleich.  (3)  ma&  yerschwindeiL 

  « 

Wir  eifaalten  demnach: 

7  =  ifo+l^^««M»  (4) 
und  daraus  die  Bewegangsgleichongen: 

oder 

^1  d*q^ 

^  +      fftKQit     0.  «=»1,  a. ...  # 

Diese  Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten  können  in  be- 
kannter Weise  intcgrirt  werden  und  liefern  die  vollstaudige  Lösung 
des  Problems.  Eine  sehr  ausfohrliche  und  originelle  Behandlimg 
dieser  nnd  fthalieher  Aufgaben  findet  man  in  dem  bekannten  Werke 
Lord  Rayleigh's  „Theoiy  of  Sonnd^. 

33.  Die  Stahilität  der  Bmegung  von  Bk^,  Im.  Jahre  1876 
setzte  die  Uniyersität  Cambridge  den  Adams  Pruse  ans  fOr  eine 
erfolgreiche  Bearbeitung  des  Themas  nThe  Oriterion  of  dynamical 

stabil ity",  welchen  E.  J.  Routh  gewann.  Durch  die  Yeröffent- 
lichung  der  Lösung  (1877)  hat  er  die  allp'f'moine  Dynamik  mit 
einem  anfserordentlich  wertvollen  Beitrag  Ijereichert  und  damit 
zugleich  bewiesen,  wie  unvorsiciiüg  es  war,  zu  behaupten,  das  Feld 
der  allgemeinen  Mechanik  sei  abgebaut  Die  astruuuuiische  Mechanik 
kannte  freilich  den  Begritf  der  stabilen  Bewegung  in  gewissem  Sinne 
(Laplace),  aber  die  allgemeine  LOsung  fehlte,  und  eine  solche  gab 
Bonth  mit  den  Begeln  nur  vollstftndigen  Dnrchfldmmg  fttr  jeden 
TOrkonunenden  Fall.  Dab  ihren  Anwendungen  anf  Probleme  der 
wiseensohaftlichen  Technik,  die  gerade  hier  in  Frage  kommen,  die 
expUcite  Durchfülirung  dennoch  erhebliche,  zuweilen  nnbealegbaro 
Sdiwiengkeiten  im  Wege  stehen,  liegt  anf  der  Han],  da  diese  hier 
nicht  in  ünvollkommenheiten  der  allgemeinen  Methode,  sondern  in 
den  oft  recht  ungefügen  oder  teilweise  unbekannten  Systembedingungen 
ihrfn  r4nind  haben.  Pi?^  T^e^riflfe  der  „stabilen'*  und  „stationären" 
l^steady  motion)  Bewegungen  und  die  Kritcnrn,  welche  die  zweitei- 
lose  Feststellunir  der?5elben  ermöglichen,  sind  tiu  die  Dynamik  von 
grosser  Bedeuluug.  Ich  gebe  deshalb  Uouth's  Detinitioneu  hier 
wOrtlich  wieder: 

A.  „Ein  dynainisolips  System  sei  unter  dem  Einüufs  emcs  eouserva- 
tiven  Krliile^}  stfius  in  irgend  einem  Bewegungszystand,  dem  die 
kinetische  £nergie  E  und  die  potentielle  Energie  V  entspricht. 
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E-\-  V  ist  dann  eine  bekannte  Function  der  Coordinaten  ^  *  St- 
und ihrer  ersten  Derivirten  nach  der  Zeit,  nämlich  q^,  q^i  •  ■  ^< 
K  -j-  V  ist  aiiCserdem  für  den  ganzen  Verlauf  der  Hewemmg 
constant  und  gleich  H.  Wir  setzen  ferner  voraus,  dais  emige 
oder  alle  Integrale  erster  Ordnung  (Zwischenintegiüle )  der 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  bekannt  sind,  nämlich 

■^1  («1»  fft»  ■  •  •  3i»  «I»  •  •  O^*^!»  OA'  (Ii.  ■■•  2x»  •  •  O^**^»»  8.  W. 
Endlich  sollen  die  Qri)i)9en  9^,  q^^  q^^  . . .  insofern  als  unab- 
hängige YerlnderHohe  betraditet  w«fden,  als  sie  niebt  dnrdi  die 
obigen  Gleidnmgen  m  einander  in  Beziehung  gesetzt  sind.  Ist 

nun  T  —  F  fElr  alle  GrOisenändeningen  von  7^ ,  «7^ ,  7^ ,  q^,  .  ♦ . 
(fttr  welche  natürlich  T —  V^H  bleibt)  ein  absolutes  Maximum 
oder  ein  absolutes  Minimum,  dann  ist  die  Bewegung  stabil 
fttr  alle  Störungen,  welche  die  Constanten  ,  C^,  ...  imTer- 
ändert  lassen."    (Bouth,  Djmamics.  Pt  II.  pag.  52.) 

B.  „Die  Gröfsen  9^  9,,  ...  seien  onabhftngige  Coordinateui  welche 
die  Position  des  Systems  bestimmen»    In  dem  Moment,  wo  die 

Störung  der  Bewegung  eintritt,  sei  Qi=^  q\t  ■  •  •  ^^n^ 

nach  der  Störung  ö*!  =*  ^?  +      <72  ==  q^  +  ^21  •  •  •  ^-^  er- 

kennen, ob  ...  kleine  Gröfsen  bleiben,  setzen  wir  in  den 

Diflferentialgieicbuugen  der  Bewegung  ^i  =  ?J  +  ln  ff8  =  ?S+lfi 
vemacliiässigen  ihre  Quadrate  und  höheren  Potenzen,  so  dafs  die- 
selben in  Bezug  auf  •  •  •  lineär  werden.    Werden  dann  die 
Coefficienten  ^j,  ^j,  .  .  .  von  der  Zeit  unabluingig, 
ist  die  uügf^jtörte  Bewegung  tia  die  Coordinaten  eine  stationiire."* 
(Bouth,  Stability  of  Motion,  pag.  2.) 

üm  die  Gleichungen  einer  stationären  Bewegung  an&ustellen, 
nimmt  Houth  au,  die  allgemeinen  Coordinaten  irgend  eines  SjsteoLS 
mit  i  Freiheitsgraden  seien  ^hi  •  •  •  Dann  ist  die  kinetische 
Energie  des  Systems 


tu 


wo  die  jRtM  Functionen       ij^t  •  •  -  Coordinaten  der 

gestörten  Bewegung  seien 

i|i  -»  ijj  +  «1,  ija  —  fi\  +  ff„  . . 

so  dafs  E  jetet  die  folgende  Form  annimmt: 

I  (  <« 


CJf  t* 
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Tu  derselben  Weise  kann  man   sich  auch  das  Potential  eut- 
¥nckelt  denken  und  erhält  den  entsprechenden  Ausdmok: 

y^^^  +^  H.a.  +  H,,q,q,. 

Die  Coefficienten  welche  bei  den  Schwingungen  des 

Systems  mn  eine  Gleicfagewiehtslage  (wie  bei  Lagrange)  nnrer- 
Inderiielie  Orfiften  sind,  kOnnen  hier  aneli  Functioiien  der  Zeit  t 
tm.  Im  enteren  Falle  Ist  die  Bewegimg  ,^üonii**,  im  swmien 
Falle  kann  de  auch  stationftr  sein,  wenn  es  gelingt,  statt  der  q 
neue  Variablen  einznftthren,  so  dafs  die  Coefficienten  wieder  von 
der  Zeit  unabhängig  werden.  Routh  hat  diese  Transformation  in 
seiner  Preisschrift  eingehend  untersucht.  Das  entsprechende  Trans- 
formationsproblem ist  analytisch  identisch  mit  dem  hokannten  TTaupt- 
axenproblem  der  FlsUihen  zweiten  <lrades  in  einer  mehrdimensionalen 
Mannigfaltigkeit  (cf.  Routh  Stabiiily  ]iag.  51 — 53).  Führt  auch 
«ine  solche  Coordinatentransformatiüu  nicht  zu  dem  gewünschten 
Ziel,  so  ist  die  Bewegung  jedenlails  nicht  stationär.  Wir  wollen 
hier  die  Coefficienten  in  den  Entwickelungen  von  E  und  V  als 
Coastante  annehmen.   Dann  ist: 


dE 


A  'i  +^  A^ni%  +2  -Bi»«»» 
jr  « 

ddE      ^       '^'^'^  1  V» 

—  -4*  +^  Atuin  +^  ^«'-^71 


dv 

3«. 


Diese  Werte  setzen  wir  in  die  Bewegungsgleichungen  Ton 
Lagrange:  dE  ,  gV  „ 

Sil*; + 

«in  nnd  eihalten  zur  Bestimmung  der  Oscillationen  die  Gleichungen: 

*  f  =  1 ,  2,  .   .  I 

und  die  Bedingungen,  weiche  die  stationäre  Bewegung  verlangt: 

Ai^  ™"  i?|t  Af     <^2f  I  •  *  •  Af  JSIi« 

Hieraus  ergeben  sich  die  Bedingungen  der  Stabilit&t  nach  den 
bekannten  Methoden,  welche  in  Jedem  Lehrbucli  der  Intogial* 
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rechniing  dargestellt  sind.  Ist  das  System  nicht  coaseiTativ,  wie  es 
bei  Berücksichtigung  der  Reiltungen  der  Fall  sein  ¥rird|  so  ändert 
ndi  der  Gang  der  Rechnung  nicht  wesentlich. 

34.  IKe  DifferenUälgleidiungm  für  die  Bewegung  des  CerUri^ 
fi/gälreffulaian.  Der  Regulator  bildet  eigentlich  mit  der  Matebine 
ein  einziges  Sjttem  mit  swei  Graden  der  Freiheit  (of.  Föppl  Vöries. 
Bd.  IV.  §  34).  Eine  diesem  Gesichtspunkt  entsprediende  tfaeoretisofae 
Behandlung  bietet  jedoch  —  wenn  es  sich  um  Dampfinaschinen  mit 
automatisch  Tsrinderlicher  Expansion  handelt  —  so  groCBe  Sdiwierig- 
keiten,  dass  man  sie  bis  jetzt  nicht  in  Angrifft)  genommen  hat. 
Wir  betrachten  deshalb  aucii  hier  den  Regulator  tüs  ein  Sjrstem  für 


/ 


 jr^  i-l 

Flg.  10.  OoexdlnfttMUdMO»  äm  C«ntrlftig»t>Kflgiilalor*. 


sich  und  die  durch  die  Kuppelung  mit  der  Haschine  übertragenen 
Krftfte  als  ftufsere  ErBfte.    Da  bei  den  ftulserst  mannigfaltigen 

Constractionssystemeii  aiich  die  für  die  Aufstellung  der  kinetischen 
Energie  tmd  das  Kraftfeld  in  Betracht  kommenden  Anordnungen 

noch  in  verschiedene  Gruppen  zerfallen ,  so  beschränken  wir  uns, 
da  es  s\r\i  doch  nur  um  die  Darlegung  der  allgemeinen  theo- 
retischen Gesiclit^i^inkte  handelt,  a\it'  die  Voraussetzung  eines  ge- 
wöhnlichen Pendeircgulators  (Fig.  lo). 

Die  Berechnunpr  der  kinetischen  Energie  des  Systems  ist  dann 
identisch  mit  derjenigen  eines  gewühniichen  Kurbelmechanismus.  Wir 

1)  Für  den  FaU  der  Turbineniegulirong  hat  Herr  Föppl  a.  a.  0.  die 
Oleich.  aufiiestellt  und  diaeutirt. 
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h«ibeD  df^'^halb  au*4i  den  T^egnlator  in  liegender  Stellung  gezeichnet 
und  alle  irüheren  Bezeichnungen  beibehalten.  Die  Schwerkraft  ¥rirkt 
also  in  der  Richtung  der  x-Axe.  Dem  Schema  in  Nr.  21  ent- 
sprechend haben  wir  zu  beachten: 

I.  Das  rotirende  System 
X     a^cos  0  —  ('o  sin  ö  1 

IL  Das  System  der  Lenkstange 

IT      e  -f-  r  sin  ö  —      än        Cq^  cos  t] 
mit  der  Bedingongsgleichung 

rmB^lmn^^h  —  e,  (1) 

woraus 

r  cos  Ö  ^ 
fl       ,   •  Cr 

folgt,  und 

IIL  Das  System  der  gleitenden  Teile 

jc»rco8Ö  +  /cosi2+aj,  jr— »A  +  Cj. 

Wir  setzen  wieder,  wie  in  Nr.  21,  die  relative  kinetische  Energie 
2?»  JE^  -|-  -f-  E^^  dann  wird  nach  AnsfiUinmg  der  Integrationen^) 
Uber  die  einzelnen  Teilsysteme: 

und  fßr  die  Schweipunktsooordinaten  (x*,  ^e*)  eriialten  wir  die 
Gleichungen: 

Jf  jE*  »  JU^  (oj  COS  9  —  clmk$)  ^      (r  cos  ^  -1-     cos  1} 

-|-  cji  sin  »^)  +  Jfj  (r  cos  ^  +  '  cos  7j  +  a\) 
Mz*  =»  Jtfo(c  +     siu    +  cj  cos  ^/j  4-  J/oi  (e  -f-  r  sin  Ö 
—  aJi  sin  II  +     cos  ij)  +  Jl,  (A  +  cJ) 


^  (2) 


(3) 


1)  Die  hierdurch  eintretenden  ächwerpunkt«coordinaten  von  Mqi  sind 
oSi  und  cSi. 
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Im  übrigen  ist  die  Massonverteilnng  (also  auch  die  specielle 
Form  der  Teile  des  Regulators)  ohne  Einflufs  auf  die  Rechuuiig. 
Bezeichnet  mau  das  Azimuth  der  Keguiaturebene  mit  imd  die 
Baumcoordinaten  mit  9i*  f'  e%  so  wird: 

=       y'  ^  g  ain  i^/^    g'      8  cos  ^ 

und  dementsprechend: 

it  +  j^i  4.  ^1        ^     ^.  ^^t 

Folglich  ist  die  totale  kinetische  Energie  einer  Begulatorhaifte: 

(4)  =  + 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist 

Die  Integration  ist  über  die  einzelnen  seitlich  beweglidien  Teile 
des  Regulators  za  erstrecken,  die  Sununation  über  die  so  erhaltenen 

Integralo. 

£s  wird  also: 

~h/    +  —  OfldSinii-l-c^cos  nydm* 

Die  Totalmomente  der  Ilufseren  Bj-afte,  welche  den  Coia^linaten  ß 
und  1/;  entsprechen,  bezeichnen  wir  vorläufig  mit  P  und  daim 
lauten  die  Bewegungsgleichungen  des  Systems: 

ätfiß     cd  dtc^  av"^ 

welche  sich  im  Torliegenden  Falle  auf  die  Form: 

bringen  lassen.    Fflr  die  nachfolgenden  Betrachtungen  wollen  wir 

aufserdera  —  wie  früher  —  die  Gröfse  IC  durch  ^  %  '  ersetzen, 
wo  5  ß^ch  den  Gl.  (2)  eine  bekannte  Function  der  Veränderlichen  $ 
ist  Die  Bewegung  des  Begnlaton  ist  dann  heBtiimnt  dnndi  di« 
Gleichungen: 

«»4i(t-t- 1       "     de  ^ )  ^ 


(7) 


Bezeichnen  wir  noch  die  Gomponenten  der  &aberen  KrSfte  nach  den 
Ooordinaten  des  im  Baume  festliegenden  Systems  mit  X%  Y'^  Z\ 
so  ist  bekanntlich: 
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(8) 


T>as  Kraftfeld,  durch  welches  die  Bewegung  des  BeguletoiB  beein- 
flufst  wird,  ist  meistens  ein  recht  complicirtes.  Es  kommen  nftmlich, 
die  folgenden  Constitaenten  in  Betracht: 

1.  Dm  Sehwerknit,  weLdie  alle  bewegl.  ÜMaenteile  beemfliÜBt 

2.  Federkrifte,  die  m  emseinen  Pnnkten  des  Gelenk^ystems  an- 
greifen. 

3.  Das  Moment  des  äufseren  Antriebs  um  die  x'-Aje. 

4.  Reibungen  in  dem  System  dee  Begulators  ohne  Bücksicht 
auf  die  Rotation. 

5.  Der  Widerstand  des  Stelkeuges  und  die  Bückwirkung  der 

Steuerung. 

6.  Dämptungeu  beim  Gebrauch  einer  Ölbremse  oder  dergL 

7.  Ein  Reibongfsmoment  nm  die  x'-Axe. 

Das  Moment  der  Schwerkraft  ist  Mff^^^  also  nach  Gl.  (3) 

bekannt.  Das  Moment  der  Federkräfte  ist  ebenfalls  in  jedem  ge- 
gebenen Falle  ohne  Schwierigkeit  theoretisch  bestimmbar.  Wir  setzen 
es  allgemein  gleich  F(ß).  Dagegen  ist  die  Festlegung  des  ^romenfes 
des  äufseren  Antriebes  um  die  x-Axe^  welcher  bei  flcr  Katlastung 
der  Maschine  eintritt,  nicht  so  einfach.  Denn  nun  ändert  sich  die 
Muffenstt'iluLig  und  es  beginnt  ein  veränderlicher  Zustand,  der  nur 
unter  bestimmten  Voraussetzungen  über  den  Verlauf  des  totalen 
Kraftfeldes  der  Maschine  erkennbar  wird.  Jedenfalls  ist  dieses 
Homent  eine  Fnnction  Ton  0^  welche  war  mit  f(ß)  beaeichnen  wollen. 
Die  Beihnngskrtfte  in  der  Pendelebene  lassen  sich  am  bequemsten 
doreh  Versiiohe  im  gegebenen  FUle  bestimmen.  Meistens  ist  die 
Muffenreibong  vorwiegend.    Diese  soll  deshalb  allein  berücksichtigt 

nnd  mit  +  J2  beaeichnet  werden.    Ihr  Moment  in  Besag  auf  eine 

dx 

Begtdatorhilfte  ist  dann  +  y       J ,  wo         r  cos  0  -f-  {  cos  i}  zu 

setzen   ist.     Der  Widerstand   des   Stellzeuges   hat  ebenfalls  den 

d  X 

Charakter  einer  Reibung.  Sein  Moment  Bei  4;:^  ^  d^'  ^  ^^Mb 
einer  etwaigen  besonderen  Dimpfong  in  der  Bichtnng  der  «^Aze 

setzen  wir  in  üblicher  Weise  das  Widerstandsmoment  =  +  t  f*  > 

wo  jn  eine  Erlahruugsconstante  bedeutet.  Das  Moment  der  Reibung 
der  beweglichen  Teile  des  Regulators  bei  der  Drehung  uiu  die 
rr'-Axe  entzieht  sich  ebenfalls  einer  exact«n  theoretischen  Festlegung 
a  pjiori.  Wir  machen  — -  wie  Routb  (Stability,  pag.  4iJ)  —  die 
Annahme,  dafs  es  der  Rotationsgosch windigkeit  proportional  sei,  setien 


Digitized  by  Google 


76 


K.  Heim,  Xiaetiidie  PkoUemew 


also  dM  entsprechende  Moment     —  f  empirische 

Constante  ist. 

Nach  diesen  Anseinandersetzongen  ftber  das  Kraftfeld  erhalten 


wir: 


(») 


dt 

DiMB  Werte  sind  in  die  Qleichongen  (7)  einsosetien. 

35.  Die  Wirhwff  dfs  Ve(inlnforp.  Astasie.  Streng  genommen 
ist  dor  oben  bestiinmtf  Wert  der  kinetischen  Energie  E'  nicht  voll- 
stündig.  Es  müfste  eigentlich  auch  die  kinetische  Energie  der  Feder, 
der  BestaudU'ile  des  Stellzeuges  und  der  Steuei-ung,  welche  von  dem 
Begulator  zwangsläufig  bewegt  werden,  mit  berQekslchtigt  werden, 
um  ein  zutreffendes  BUd  von  dem  ganzen  Bewegungsyorgang  zu  er- 
halten. Die  in  der  Technik  eingebfiigerten  theoretisdien  Unter- 
Buchongen  imd  Ansdiaanngen  Uber  die  Leistung  eines  Begnlatofa 
beschränken  sich  jedoch,  von  einigen  wenigen  Ausnahmen  abgesehen, 
anf  die  Discussion  der  Oleichgewichtsrerhiltnisse.  Obwohl  der 
Gegenstand  dadurch  aus  dem  Rahmen  unserer  Betrachtung  heraus- 
fSllt,  so  möclite  irlt  doch  f^in^»  knr7e  Darlegung  dieser  allg**mein 
adoptirten  statischen  Rflinndlungsweisen  hier  einfivjpn,  wpil  sie  atich 
fOr  die  dynamische  i^ehaudlong  des  Problems  bemerkenswerte  Ge- 
sichtspunkte iiergcben  kann. 

Die  Grenzbedingungen  des  Gleichgewichts  folgen  umiiitt<3lbar 
aus  den  Gleichungen  (7)  und  (9),  wenn  man  dort  6  =  0  und 

4^  »  0  setzt,  n&mlich: 

(10)  *«.^  +  2Jf,^  +  2f(tf)±(Ä+»K)^-0. 

Hierin  sind  alle  Gliedei  Tangentialcomponenteu.  Will  man  die  Com- 
ponenten  in  der  Richtung  der  or-Axe  haben,  so  hat  man  nur  mit 

zu  mnltipUdren  und  erh&lt: 

(11)  ^■*  +  ^M/^  +  2F{e)^{±(S+W)~0. 

£s  ist  Üblich,  die  Tourenzahl  fi  in  der  Minute  durch  die  Beziehung 

^  B  ^  f(  einzuführen.   Doch  Sndert  dies  nichts  an  den  folgenden 

Betrachtungen.  Man  denkt  sich  nun  für  jeden  praktisch  zulässigen 
Wert  von  &  (resp.  Xj)  die  drei  Gleichungen 
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de  •<■   '  -"»de  '  -'^-J  '  V"  r 

+  2K,^;  +  2F(Ö)  -      +  ITj^J 


(12) 


nacli  ij;',  und  tj;"  anfgelitat  und  stellt  diese  drei  Gröfsen  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  B  (resp.  durch  drei  Curven  anschaulich  dar. 
Es  Ist  dann  diejenige  Winkelgeschwindigkeit,  welche  der  Regulator 
haben  müTste,  wenn  er  mit  dem  Stellzeug  nicht  gekuppelt  wäre, 
also  ein  ,. idealer"  Wert,  während  ijl''  nnd  ip"  diejenigen  Winkel- 
geschwindigkeiten darstellen  sollen,  bei  welchen  der  Ausschlag  ein- 
treten kann,  je  nachdem  die  Bewegungstendenz  nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  liegt  SelhBtrerständlich  wirkt  der  passive  Widerstand 
B'\-W  immer  der  Bewegung  entgegen.  Nun  nimmt  muL  will- 
kSrlieh  an,  da&  ^"  —  —  ^'  *       s^i«  setit 

* 

AO  dals  mit  genllgender  Annilhenmg  w  2    ~  wird.  Die  OrObe  v 

nennt  man  den  „Unempiindlichkeitagrad"  des  Regulators.  Sie  ist 
identiscb  mit  Bezeichnet  man  mit  den  Indicee  o  und  «  die 

höchste  und  tie&te  Stellnng  des  Begolators,  so  ist 


2 


+ 

diejenige  GiOfee,  welche  man  den  „üngleichftnnigkeitsgrad**  des 
Begolators  genannt  hat. 

Die  Componente  der  ^samten  Gentrifagalkraft  des  Begnlators 

ist  nach  Gl  (10)  gleich  in  tangentialer  Bachtnng  oder  nach 

Gl.  (11)  gleich  ^  •  n^*  in  der  Bichtong  der  «-Axe.  Unter  der 
obigen  Annahme  ist  aber 

1^"«  —  1/;*  —       +  —  '4'*       2  =  v^l 

Die  Gröüse 

hat  man  ..Verstellungskraft"  des  Regulators  genannt,  w&hrend  man 
S  selbst  als  „Energie''  de&selben  bezeichnet,  obwohl  diesen  Giöfseu  nur 
eine  statische  Bedeutung  zukommt.  Die  ganze  Betrachtung  wird 
etwas  durchsichtiger,  wenn  man  die  mittlere  Gleich.  (12)  vorlftufig 
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ausschliefst  und  nur  die  erste  und  dritte  Gleichung  benutzt.  Man 
definirt  dann  eine  „mittlere"  Winkelgeschwindigkeit  durch  die 
Festsetzung      -f*     ^  bezieht  den  Unempfindlichkeits- 

gxmd  V  auf  diesen  Mittelwert      ebenso  wie  Toriier,  also  v        .  ^* 

Denn  jetzt  ist  in  aller  Strenge      =  t^o  ~h  =  ti'o  —  ^^«i» 

Durch  Sabtraction  der  ersten  und  dritten  Gl.  (12)  folgt  sofort: 


oder: 
und: 


v~-  ■  ^  ^S+W  (VenteUaDgsknft) 


Ans  dor  Gleichgcwichtsgleichung  (10)  resp.  (11)  hat  man  noch 
andere  l'olgerungen  gezogen.    Diejenigen  Werte  von  j:^,  welche  der 

Bedingung       »  0  entsprechen,  pflegt  man  die  „astatischen**  Punkte 

des  Regulators  zu  nennen.    Ist  dagegen  für  den  gangen  Verlauf  des 

Hubes       B>  0,  so  hat  man  es  mit  einem  astatischen  fiegulator 

zu  thiin.  Das  Verhalten  des  Mechanismus  in  der  ümgebnng  dnes 
astatischen  Punktes  wird  als  ein  „pseudoastatischee**  bezeichnet. 
Manche  Begnlatoren  Tcrwerten  auch  zur  Hubbegreniong  swei  ge- 
nügend weit  auseinander  liegende  astatiscbe  Punkt«.  Infolge  der  so 
definirten  Astasie  kann  der  Regulator  den  station&ren  Gang  der 
Maschine  bei  verschiedenen  Füllungs Verhaltnissen  bewahren,  ohne 
die  mittlere  Geschwindigkeit  zu  Undem.  Statische  Regulatoren  ver- 
ändern deiuoutsprechend  die  Touren/alü  der  Maschine,  sobald  eine 
Belaätimgäünderung  eintritt.  Sf^lbstverständlich  muls  die  Stabiätät 
in  beiden  Fällen  erhalten  bkiben. 

Man  kann  aus  der  zweiten  Gleichung  (7)  mit  Berücksichtigung 
TOu  (9)  die  Zeit  besümmeu,  welche  dor  Regulator  gebraudit,  um 
▼on  der  Winkelgeschwindigkeit  tif^  ausgehend  zur  Qeschwindigkeit 
if'  zu  gelangen,  bei  welcher  die  Yerstellwirknng  beginnt  Die 
Differentialfl^eichung  der  Bewegung  in  diesem  durch  dUe  Beibung 
bedingten  Übergangsstadium  geht  aus  der  Gleichung 

herror,  wenn  wir  der  Sache  entsprechend  ^  i-*  0  und  f{ß)  » c 
(constant)  setMu.   Dann  ist  also; 
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2i  ist  wohl  von  $  abhSngig,  muTs  aber  hier  auch  als  Gonstante 

bebandelt  werden,  da  es  nur  auf  die  Veränderung  von  tf;  ankommt. 
Die  aUgemeine  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  sehr  ein* 
fach.  Wir  ziehen  aber  ein  noch  Ty^^'piemeres  Xährangsverfahren  vor. 
Wir  können  nüralich  ohne  wp-^f  iitliehen  Fehler  in  der  Differential* 
gleichong  ^  ^      setzen  und  erhalten  dann  sofort: 

(16) 

Man  siebt)  dala  die  Wiakelbegcblewiiignng  oonstaat  ist  und  den  Wert 
(c  —  ^if^o)  :  II  hat.  Dieses  einfache  Resultat  ist  allerdings  nur  Folge 
unserer  VoranssetzTingen  und  des  eingeschlagenen  Nähemngsverfahrens* 
Setzt  man  in  Gleichung  (16^     »  tf;',  also  gleich  dem  Wert,  welcher 

ans  der  ersten  Gleichung  (12)  folgt  ,  so  ist  das  zugehörige  /  die 
Zeit,  welche  d^r  Regulator  [rrliraucht,  um  aus  dem  indifferenten  Zu- 
stand in  demjenigen  der  Öteiluugswirkung  zu  gelangen. 

36.  IHe  DifferenHalffleithutufm  für  die  Meinen  Sehmngunych  des 
Megulators.  Die  dynamische  Untersuchung  des  Regulators  ist  eigent- 
lidi  mit  der  Integration  der  Diffeientialgleicbungen  der  Bewegung 
identiseh.  Nun  ist  aber  die  aUgemeine  LOsong  der  Oleicbnng  (7) 
mit  den  zor  Veiflignng  stebeoden  analytisehen  HÜInnitteln  ftnüserst 
sehwieng,  wenn  nidit  umnSglieh.  In  jedem  besonderen  Falle  kOnnte 
man  allerdings  diese  Gleichungen  approximativ  mit  jedem  beliebigen 
Grad  der  Oenanigkeit  integriren,  würde  aber  auf  diesem  Wege  keine 
Resultate  von  allgemeinerem  Charakter  erlangen  können.  Man  bat 
sich  Malier  bis  jetzt  damit  begnügt,  nur  d^n  unmittelbar  auf  den 
Beharmngszustand  folgenden  "Rewegungsvorgaiig  nach  der  Methode 
von  Lagrange  zu  bestimmen.  Dies  ist  schon  von  Airy  geschehen 
und  fllbrt  zur  Kenntnis  der  Stabilität  der  Bewegung.  Wir  setzen 
dieser  Voraussetzung  entsprechend  {^cf.  Routh  ,Dyuamics'  Pt.  II. 
pag.  57 — 61  und  ,Stability  of  motion'  pag.  42 — 44): 

^  =  ^0  +  S  V  =  ^e  + 

imd  transfoimiren  die  Differentialgleichungen  diesen  Substitntionen 
gem&fs.  Man  erhftlt  SO,  nach  Weglassnng  der  Glieder  höherer  Ord- 
nung, die  Gleiehnngen: 

Tn  diesen  «Tloichungen  sind  alle  Goe^cienten  der  abhilngig  Ver- 
änderlichen und  ihrer  Derivirten  constant.  Sie  lassen  sich  deshalb 
nach  den  bekannten  Metiioden  allgemein  integriren.    Durch  Elimi« 
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nation  von  t]  erhält  mau  eiae  liaeäre  Gleichung  dritter  Orduong 
von  der  Form: 

(")         Fo'atl  +  G.     +  ifoil  +  -^a  -  0. 

in  welcher  alle  Coefficienteii  bekaamte  conetante  OtöImh  nnd.  Ge- 

wöhnlioh  begnügt  man  sich  'mit  allgemeinen  Integration  dieser 
Differentialgleichung.  Die  Bedingongen  der  Stabilität  ergeben  sich 
aus  der  determinircnden  Gleichnng  nach  den  bekannten  Regeln  der 

Algebra,  In  diesem  Sinne  ist  auch  das  Hegulatorproblem  YOU 
Wischnegradskj  im  Giv.  lug.  1877  untersucht  worden. 

37.  Die  ncueit'ii  Arbcifrn  über  dir  Tluorte  des  lieffulators  be- 
giuiL  n  si<'b  niibt  mehr  mit  den  einseitii?en  statischen  Betrach- 
tuni^en,  stiuderu  niuehen  ausgiebigen  Gebrauch  von  den  ihnen  zur 
Verfügung  stehenden  Lehren  der  rationellen  Mechanik,  soweit  dyna- 
mische Gesichtspuukte  in  Frage  kommen.  lu  dieser  Hinsicht  ist 
namentlich  die  Arbeit  des  Herrn  Stodola  Uber  die  Inertiaregnlfttoren 
(Z.  1899)  sebr  beaehtenswert  Hierin  ist  die  Theorie  der  FlAchregler 
mit  einer  frei  mitrotirenden  Behamingsmasse,  deren  Trigbeitswider- 
stand  als  SteUkraft  yenrertet  wird,  in  recÄit  flbersiehtlieher  und 
origineller  Behandlungsweise  dargestellt.  Wir  können  natürl:- Vi  in 
diesem  knrzen  Bericht  auf  die  einzelnen  Begulatorajsteme  nicht  ein- 
geben, sondern  müssen  uns  mit  dem  Hinweis  begnügen,  dafs  die 
dynamische  Bearbeitung  je  nach  der  Construction  des  bewe^jrlichen 
Systems  und  in  Rücksicht  nnf  das  Widerstandsfeld  der  Stfn-'rung 
für  die  verscliiedeueu  Typen  einen  besonderen  Charakter  aiilweist. 
Dövh  sind  die  Unt^frschiede  in  Bezug  auf  die  anzuwendenden  Me- 
thoden nicht  so  grofs,  als  man  beim  ersten  Anblick  der  auf^er- 
ordentlichen  Mannigfaltigkeit  der  gebräucblichen  Systeme  Termuten 
könnte.  Jemehr  die  kanoniscben  Methoden  der  allgemeinen  Dynamik 
in  den  technischen  Untersuchungen  Anwendung  und  der  Sache  an« 
gepauste  Durcharbeitung  finden,  desto  fester  scUiersen  sich  scheinbar 
auseinanderliegende  P^bleme  zusammen,  und  desto  leichter  lassen  sie 
sich  von  einem  gemeinsamen  Standpunkte  aus  überblicken,  der  die 
vielen  zufalligen  Unterschiede  nur  als  unwesentliche  Modificationen 
erkennen  läfst. 

38.  7^/^  Sehinn<j}(ngen  des  Oberbaues  der  Jjficomoiive.  Wir 
k?^nnen  uns  nach  dem  Vorhercreh enden  über  das  Problem  der  I<oc<v 
motivschwingungen  yäemlich  kurz  lassen.  Denn  es  ist  nun  ohne 
weiteres  klar,  wie  das  Problem  anzulassen  und  durchzuführen  ist. 
Die  ersten  allgemeinen  Ansfttae  verdanken  wir  den  BemtUraagen 
Bedtenbacbers.  Über  die  Ursachen  der  su  betrachtenden  Schwin> 
gnngen  sind  wir  zum  Teil  durch  die  Erörterungen  Uber  die  Massen- 
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wirkimgea  an  dem  Mehrknrbelaeohaniamus  orientirt.  £s  kommen 
«ber  noch  andere  Momente  in  Betraekt,  d&e  bei  der  stattmiitren 
Masobine  keine  Bolle  spielen,  wie  die  Wirkungen  der  elastiscben 
Federrerbindnngen  und  die  in  mathematiaeher  Fonn  sehr  schwer 
definiibaren  Beaetionen  der  Schienen,  der  Schwellen  und  des  Bahn- 
körpers. Bedtenb acher  hat  yerancht  den  Einflnft  der  Schienen- 
stöfse  durch  die  Einführung  hannonischer  Functionen  der  Zeit  m 
beriuksichtigcn  und  dadorch  seine  Behandlung  des  Problems  wesent» 
lieh  vereinfacht. 

Rehen  wir  zunächst  von  den  Schienen ^töfsen  ab,  so  sind  bei 
der  iheoretischen  Untersuchung  der  regehimisigen  Schwingungen 
zwei  Ursachen  zu  unterscheiden.  Einmal  erhält  der  ganzu  Lüco- 
motivbau  periodische  StöDse  infolge  der  Beactionen,  welche  die  Be- 
wegung dee  Kurbelmeebanismns  heiromift,  dann  aber  ikbertrftgt  der 
Unteiban  der  LoeomotiTe  Tertical  geritditote  Stöibe  auf  den  durch 
Federn  getragenen  Oberbau.  Die  eisteren  kOnnen  durch  die  Massen- 
ansgleiehnng  nahezu  zum  Yeisdxwinden  gebracht  werden  (vergL 
Nr.  31),  während  die  letzteren  auch  nach  der  Massenansgleichung 
innerhalb  gewisser  Grenzen  bestehen  bleiben.  Die  hier  in  Betracht 
kommenden  Kräfte  sind  l)  das  Gewicht  des  Oberbanes,  2)  die  ela- 
Btischen  Ki'äfte  der  Federn,  3)  Pressungen  gegen  die  Führungslineale, 
welche  dem  Dampfüberdruck  am  Kreuzkopf  proportional  sind,  4)  der 
Zugwiderstand  und  5)  die  Schienenjitöfse.  Dementsprechend  sind 
6  Componenten  der  Schwingungen  zu  betrachten,  uaiiilich  3  Trans- 
lationscomponenten  und  zwar  [x]  parallel  zur  Geleisaxe,  [y]  in  der 
Qneniohtnng  znm  Oeleise,  [z]  in  verticaler  Bichtong,  und  drei  rotar 
toiische  Oomponenten  (x),  (y)  nnd  (r)  um  die  entsprechenden  Axen. 
Da  aber  die  Tragfedem  im  wesentÜdien  mir  verticale  Stö&e  über- 
tragen, so  kommen  hiervon  nur  drei  Componenten  in  Betracht:  die 
translatorische  [e]  (das  Wogen)  sowie  die  rotatorischen  (x)  (das 
Wanken)  und  (tf)  (das  Nicken).  Das  Schlingern  (s)  wird  auf 
ebener  gerader  Strecke  bauptsäcliHch  durcli  restirende  Massenwirkungen 
hervorgerufen,  kann  al)er  auch  durch  Jieactionen  der  Fnhrbalm  ver- 
anlafst  werden,  die  sich  jedoch  einer  mathematischen  Behandlung 
vorläufig  entziehen.  Man  wird  überhaupt  bei  solchen  theoretischen 
Urteilen  stets  im  Auge  behalten  mdssen,  daiö  das  gesamte  üuXsere 
Kräftesjstem  keineswe^  in  allen  Einzelheiten  bekannt  ist.  Die 
Wirklichkeit  fiberragt  hier  etets  die  Gesamtheit  der  Hypothesen, 
welche  d^  mathematischen  Analjse  sa  Omnde  gelegt  werden.  Man 
denke  nur  an  die  Übergangscwren,  die  spiralförmige  Bahnaze  bei 
^eichzeitigem  Vorhandensein  von  Steigung  und  Krümmung  und  die 
eompliditen  elastischen  Beactionen  der  Schwellen,  Bflokwirknng  der 
Kuf^lungen  bei  starken  Änderungen  der  Bahnaxe  u.  s.  w.,  so  wird 
man  gern  zugeben,  dafs  eine  rollständige  Rücksichtnahme  aul  diese 
Mannigfaltigkeit  von  äufsereu  Einwirkungen  geradezu  unmöglich  ist. 

jAhiMberieht  d.  I>eiitaotMD  MAthain. •Vereinigang.  IX,!.  6 
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Bedtenbaeber  bat  den  EinflnTB  der  Tragfedern  sehr  eingehend 

und  luit  dem  ihm  eigenen  mathematischen  Geschick  tuitersucht.  Im 
übrigen  nimmt  er  ebenso  wie  Einbeck  eine  constantc  Zugkraft  an. 
Bei  dfflr  Ganstantenbestimmung  der  Integrale  fär  die  [.]  und  (y)- 
8phwin£ninpfpn  ist  ihm  jedoch  ein  Fehler  unterp'elaufeii,  der  m  un- 
richtigen Folgcrminron  aus  den  an  und  für  j^ieh  richtigen  aualrti^iipu 
Gleichungen  lülirte.    Dies  wurde  schon  von  Z^eh  bei  Gelegenlieit 
einer  Recension  des  Redtenbacher'schen  Werken  bemerkt  und  T^^r- 
anlafste  Zeuner,  das  Problem  in  teilweise  neuer  Fassung  nockmals 
zu  behandeln.    Zeuner  machte  auch  schon  die  widitige  Bemerkung, 
da&  auch  die  richtig  gestellten  themtiseben  üntersncihvngen 
Osdllationen  des  Oberbaues  der  LocomotiTre  eigentlich  keine  pnüctiadi 
verwertbaren  Besnltate  liefern.    Trotzdem  nahm  Einbeck  das 
Problem  wieder  von  nenem  anf,  Temachlässigte  aber  ebenso  wie 
seine  Y(>rgiin<rer  den  directen  EinfluTs  der  SchienenstOlSse.  Diesem 
ist  erst  in  der  Arbeit  von  A.  Fliegner  unter  Voraussetzung  von 
Längsschwellen  Rechnung  getrairen.     Der  Verfasser  hat  in  sehr  «re- 
sclii'lcf^r  Weise  die  in  Betraeht  kommenden  Deformationen  berürk- 
uichn^'t,  weshalb  ich  es  für  aufgemessen  halte,  seine  Überlegung  hier 
mitzuteilen.    „Bewegt  sich  das  Rad  auf  der  Sehiene  tort,  so  hat  in 
irgend  einem  Augenblicke  die  Gestaltsveränderun<:(  vor  dem  Rade 
noch  nicht  die  nötige  Zeit  gehabt,  sich  vuU stündig  auszubilden,  da- 
hinter ist  sie  umgekehrt  noch  nicht  ganz  zniückgegangen.  Die 
Profilenrven  sind  also  nnsymmetnsch  und  swar  so,  da&  der  Be- 
rfihnmgspnnkt  etwas  vorrückt   Solange  das  Bad  von  dem  Schienen- 
ende  goiügend  weit  entfernt  ist,  ändert  sich  die  AxhÖhe  desselben 
nicht.    Hat  sich  dagegen  das  Rad  dem  Ende  der  Schiene  so  weit 
genähert,  dafs  der  vordere  Endpunkt  der  Eindrückung  nicht  mehr 
anf  die  Schiene  fällt,  so  ist  vor  dem  Rade  nirht  mehr  genügendes 
Ma*^'  rir\l  vorhandf^n.  nm  den  Raddruck  in  der  bisherigen  Weise  auf- 
zunehmen; die  liindriickung  raufs  dort  zunehmen  und  die  Radaxe 
aufauijen  sich  zu  senken,  bis  das  Rad  den  Anfang  der  folgenden 
Schiene  triflFt.     Von  diesem  Augenblicke  an  beginnt  diese  Schiene 
einen  Teil  des  Raddruckes  aui'i^unehnien  und  die  erste  Schiene  wird 
daher  immer  mehr  enüastet   Die  Folge  davon  ist  ein  Wiedeiheben 
der  Badaze,  das  so  lange  andanert,  bis  sich  der  Raddruck  auf  beiden 
Seiten  gleichmSfsig  verteilt  hat    Das  weitere  Auflaufen  auf  die 
zweite  Schiene  erfolgt  dann  angenähert  gleidi,  nur  natürlich  im 
umgekehrte  Sinne,  wie  das  Ablaufen  von  der  ersten^'  (Fliegner 
a.  a.  0.  pag.  14  und  16).    Auf  Grund  dieser  anschaulichen  Auf- 
fassun?   der   Schienenreaction    stellt    der   Verfasser    die  aufwärts 
wirkende  Kraft ,  welche  durch   die  Federn  auf  den  Oberbau  über- 
tragen wird,  durch  eine  den  Verhältnissen  angepafste  Fourier'sche 
Reihe  dar  und  \e<A  diese  der  weitereu  Rechnung  in  üblicher  Weise 
zu  Grunde.     Er  konunt  zu  dem  Resultat,   dafs  die  gefährlichen 
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Schwingungen  fd.  h.  soklie  mit  wachsender  Amplitude)  immer  auf- 
treten, wenn  die  OscilJationsdauer  einer  Feder  gleich  der  Zeit,  welche 
znm  Durchfahren  einer  SehienenlHnge  nötig  ist  oder  gleich  einem 
Multipliun  derselben  wird.  Dies  biittt!  mau  natürlich  ohne  jede 
Rechnung  voraussehen  können.  Der  Verfaüber  erkennt  deshalb  auch 
an,  dafs  eigentliche  Constructionsregeln,  die  man  beim  Locomotivbau 
eiiihalteii  mflCste,  um  den  Einfiuft  der  Sebienenrtdrse  möglichst  herab- 
snsetsen,  acih  ans  den  mathema^ben  Entwickelmigen  Überhaupt 
nicht  ableiten  laeeen. 

39.  Srliiffsschwifigungen.  Die  BewegnngSTorgänge,  welche  ein 
schwimmendes  Fahrzeug  betreflFen,  zerfallen  in  drei  Gruppen:  1)  die 
sehwankenden  Bewegungen  des  ganzen  Schiffskörpers  unter  dem 
Eintkils  der  äufseren  Kräfte,  2)  die  Bewegungen  des  umgebenden 
Mediums  (stilles  oder  bereits  in  wogender  Bewegung  betindiiches 
Wasser)  und  3)  die  kleinen  Schwingungen  des  mehr  oder  weniger 
elastischen  Schiffskörpers,  welche  durch  innere  und  äufsere  Kräfte 
bedingt  werden.  Die  beiden  ersten  Probleme  wären  eigentlich  von 
der  iheoretiadien  Hydrodynamik  za  lösen.  Bekanntlich  sind  aber 
die  Voraussetaangen,  welche  anr  Aufstellung  der  hydrodynamischen 
Chnrndgleichnngen  geführt  haben,  einerseiis  den  wirklichen  physischen 
Systembedingungen  za  wenig  angepafst,  andererseits  wieder  in 
formaler  Beziehung  so  allgemeiner  Natur,  dafs  ihre  Anwendung  auf 
concrete  Probleme  der  nautischen  Kinetik  bisher  keinerlei  nennens- 
werte Erfolge  aufzuweisen  hat.  Trotzdem  hat  man  das  Problem  des 
Sehiffswiderstaudes,  der  Bewegung  des  imigebenden  Wassers  und  der 
Schwankungen  des  Schiffskörpers  wiederholt  in  Angnrt"  genommen, 
indem  man  von  Voraussetzungen  au.sgegangen  ist,  die  für  den  con- 
creten  Fall  teilweise  Folgerungen  auü  empiiischen  Modellversucbeu 
waren,  teilweise  anch  nur  dweäi  ihre  plausible  Form  einen  gewissen 
Grad  der  Berechtigung  verdienten.  Da  derartige  theorotiBche  Unter- 
suchungen durch  lahlreiche  Versnchsresnltate  und  Eifahrungen  ixmer' 
halb  gewisser  Grenzen  Bestätigung  fanden,  so  kann  es  i^cht  be- 
fremden, dafs  man  das  Erreichte  in  Fachkreisen  schätzte  und  den 
heuristischen  Weg  für  den  einzig  gangbaren  hielt.  In  diesem  Sinne 
sind  die  theoretischen  Arbeiten  von  Kankine,  Froude  und  Kriloff 
zu  mancherlei  praktisch  brauchbaren  Resultaten  gelangt,  die  auch 
das  Interesse  des  Mathematikers  und  Physikei-s  in  boheni  Grade 
verdienen.  Wir  müssen  uns  jedoch  hier  auf  die  Betrachtung  des 
dritten  Problems  bescbrünken ,  welches  mit  der  Hydraulik  in  einem 
loseren  Zusammenhange  steht^  aber  eine  dest^  imiigere  Verknüpfung 
mit  der  rationellen  Kinetik  aufweist.  Die  Vibrationen  des  Schiffs- 
körpers werden  im  allgemeinen  erst  in  belästigender  Weise  bemerkbar, 
wenn  die  Haschinenkraft  im  Yerhftltais  nun  Deplacement  eine  sehr 
grol^  wird.  Sie  kommen  also  namentlich  für  schnellfiJirende  Passagier- 
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dampfer  und  Eriegasohiili»  in,  Be- 
tracht. DainaiillberdaiiComplei 

der  dynamischeD  TJiSachen  von 
vornherein  keine  sicheren  Anhalts- 
punkte hat,  welche  für  eine  syste- 
matische Behandlung  des  Pro- 
blems doch  iir!V)f(lingt  erforderlich 
sind,  so  muis  die  nächste  Orien- 
tiruüg  auf  Grund  zuverlässiger 
Experimentalbcstiinmuiigeu  der 
Bichtnng,  Amplitude  und  Periode 
der  thatsächlich  stattfindenden 

OsciUaiionett  geschehen.  Zu  dieeem  Zwecke  haben  Yarrow  und 
Sehlick  Apparate  (Pallograpben  genannt)  in  Anwendung  gebraoht, 


Digitized  by 


F.  Die  SUbilttät  cl  Bewegnair    d.  Fkob]«m  d.  kleinen  Schwingungen.  85 


deren  Wirkungsweife')  auf  dem  Princip  der  Trägheit  beniht.  8ie 
sind  im  wesentlichen  mit  den  schon  lange  benntzten  Seismographen 
identisrh.  Drei  '^chwero  Massen  (vergl.  Fig.  lOa)  //,  T",  V  sind 
einzeln  gezwungen,  etwaige  Ausschlüge  aus  der  Hulielage  in  borizon- 
tÄler,  taunsversaler  oder  verticaler  Eicbtung  (meistens  verwendet 
man  nui*  zwei  Massen)  zu  machen.  Diese  Bewegunf?en  werden  auf 
eine  gleichförmig  rotirende  ächreibwaize  übertragen.  Zur  C'oor- 
dimrong  dient  m  vierter  Seluraibrtift  ZS^  weldier  die  Secnndoi 
forÜaiDifend  maridrt  Die  mit  dieser  Toxrichtimg  erhaltenen  ^allo- 
gnmme*'  entlinlten  selbBtyentftndlieli  anoh  den  Einflnls  mehrfacheK 
Nebenwirkungen,  die  man  aber  durch  vergleichende  Beobachtung 
wenigstens  annähernd  nachträglich  eliminiren  kann.  Ist  der  Apparat 
an  einem  bestimmten  Orte  dee  Schiffes  befestigt  und  passend  ohenturt» 
so  wird  er  im  allgemeinen  hei  Änderung  der  Wellentonren,  der 
Füllungsverhäitnisse  oder  der  Schränkuugswinkel  der  Kiirl)elwinkel  etc. 
verschieden  gestaltete  Pallogramme  liefern.  Da  in  jedem  Falle  drei 
unabhängige  Scbwingungscomponenteu  bekannt  sind,  so  sind  die 
betreffenden  Vibrationen  vollständig  bestimmt.  In  ihnen  sind  aber 
die  Einzelerscheimmgen  ganz  und  gar  vermischt.  Da  der  Schiffs- 
körper als  elastisehes  System  weder  analytisch  noch  empirisch  definirt 
ist,  so  kann  man  nur  auf  Qnmd  gewisser  Hypothesen  und  zahl- 
reicher, unter  den  verschiedensten  ftulSseten  UmstSnden  aufgenommenen 
Pallogramme  mit  einiger  Sicherheit  die  Anteile  der  erswungenen 
und  der  freien  Schwingungen  aus  den  unmittelbar  vorliegenden 
Resultantschwingungen  erkennen.  Die  theoretischen  Hilfsmittel, 
welche  hierbei  rnr  Anwendung  kommen,  sind  so  allgemein  bekannt, 
dals  wir  hierauf  an  dieser  Stelle  nicht  weiter  einzugehen  brauchen. 
Das  Hauptinteresse  di-s  Problems  liegt  übprliaupt  nicht  anf  Seiten 
der  Phoronomie,  sondern  in  der  Schwierigkeit  der  Erkenntnis  der 
Kräfte,  welche  die  erzwungenen  Schwingungen  veranlassen.  Herr 
Berling  unterscheidet  in  der  oben  angeführten  Veröffentlichung  als 
XTisachen  der  transversalen  erzwungenen  Schwingungen  die  folgenden: 

1)  Ilcactioueu  der  Hauptmascbinen, 

2}  Impulse  des  axialen  Propellerschnbs, 

3)  Um-egeim.äfj.igkeitcü  m  der  Form  des  Propellers, 

4)  Beaetionen  der  Teile  des  Achterschiffes  gegen  den  Wasserstrom. 

Die  Roactionen  der  Antriebsmaschinen  werden  je  nach  dem 
Grade  der  Mas.senausgleichung  vfrschiHdene  TU>triiL'e  haben.  Aber 
selbst  wenn  die  Massenausgleichung  eine  v  'IKtundige  ist,  SO  folgt 
doch  djirnuv  ni  -^h  k*>ineswegs  mit  Notwendigkeil,  dafs  diese  Reactionen 
YoUkummeu   verschwind eu.     Man  darf  nämlich  nicht  auXser  acht 


1)  Wegen  der  Theorie  kann  man  Perrj's  Darstellmig  in  leinen 
Applied  Mechanics,  London  1899,  8.  690  vergleichen. 


uiyiii^ed  by  Google 


86 


K.  Heiin,  Kinetische  Probleme. 


lassen,  dafs  die  bisherigen  Ausgleichungsmetboden  die  Starrheit 
der  Glieder  des  Systems  voraussetzen.  Da  nun  die  Teile  der  Mai>ehine 
thatsiUhlioh  elastisrh  sind  und  innerhalb  gewisser  Grenzen  kleine 
Deformationen  erl'ahrungsgemäfs  zulasöeu,  so  ist  es  wohl  möglich, 
dals  eine  als  starres  System  ausgeglichene  Maschine  gewisse  He- 
sotionswirkiiiigeii  auf  die  umgebenden  Massen  seigt,  indem  ne  die- 
selben in  erzwungene  Schwingungen  Tersetst  Versuche  mit  kleinen 
Modellen  können  jedenfalls  das  Gegenteil  nicht  beweisen. 

Nehmen  wir  aber  —  ungeachtet  dieser  offenbleibenden  Frage  — 
Im,  die  Maschinen  seien  in  Hblicher  Weise  ausgeglichen,  so  haben 
ynr  es  mit  einem  Motor  zu  ihun,  der  wie  eine  rein  rotirende  Masse 
unter  dem  dynamischen  Einfiufs  des  treibenden  Kraftfeldes  ond  des 

Propellerwiderstandes  st^ht  (man  vergl.  Nr.  30).  Die  Behauptung 
Berling's,  die  ünregelmäfsigkeiten  des  Propellerschubs  seien  nahezu 
den  ünregelmäfsigkeiten  des  resultirenden  Tangentialdnickdiagramms 
gleich,  ist  durch  die  Versuche  von  G.  Bauer  und  die  theoretischen 
Brtniilitungeii  von  Lorenz  widerlegt  worden.  Wenn  auch  in  un- 
mittelbarer Nähe  der  Masciiine  hetriU'htliebe  Ungleichmäfsigkeiten  in 
der  Winkelgeschwindigkeit  der  Welle  von  Fränzel  beobachtet  üiud, 
SO  war  es  doch  keineswegs  überraschend,  wenn  Messungen  in  der 
Kfthe  des  Propellers  einen  weit  grOl^eren  Oleichfijrmigkeitsgrad  er- 
geben haben. 

Der  Propeller  steht  währeud  der  virtuellen  Beschleuuigungs- 
phase  des  Motors  unter  dem  dämpfenden  Einflufs  des  Wasserwider- 
standes und  kann  die  ihm  zukommende  Beschleunigung  nur  zu  einem 
gewissen  Bruchteile  aufnehmen.  Der  Rest  wird  von  der  elastischen 
Welle  als  potentielle  Energie  vorfibeigehend  absorbirt.  Dem  ganzen 
Vorgang  entspricht  eine  kinetische  Problemstellung,  der  sich  die 
folgende  einfache  Fassung  geben  llfst:  Eine  elastische  Welle  Ton 
bekannten  Dimensionen  und  gegebenen  Elasticitäts-Constanten  wird 
an  dem  einen  Ende  von  einem  Drohmoment  beansprueht,  dessen 
Verlauf  für  einen  vnlii'Ti  Kreisiimf'ring  gegeben  ist  und  sich  nach 
jedrni  ümlauf  in  gh'U'her  Weise  wiederholt.  Am  anderen  Ende 
wiikt  ein  widerstehendes  Drehmoment,  dessen  (irufse  dem  Quadrat 
der  Winkelgeschwindigkeit  dieses  Eudqucrschnittes  proportional  ist 
imd  eventuell  noch  von  einem  Parameter,  welchen  man  als  die 
Sclüüpfong  ansehen  kann,  in  gegebener  Weise  abh&ngt.   Es  soll  die 

Winkelgeschwindigkeit  0'  des  unter  dem  Einflufs  der  Dämpfnng 

stehenden  Endquerschnittes  als  Function  der  Winkelgeschwindigkeit  0 
und  des  Botationswinkcls  6  des  Querschnittes  am  anderen  Ende 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  der  ganze  kinetische  Vorgang  die 
Periode  2  n  hxA,  bestimmt  werden.  IHe  Lösung  dieser  Au%abe  hat 
bei  den  voriiandenen  Hilfsmitteln  keine  besonderen  Schwierigkeiten. 
Liegt  sie  fertig  vor,  so  kann  das  Besnltat  mit  den  Beobachtungen 
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TergUcben  werden,  wobei  sich  auch  entscheiden  wird,  ob  der  Pro« 
pellerwidei-stand  lediglich  von  dem  Qondrat  der  effectiven  Winkel- 
geschwindigkeit oder  anch  zugleich  Ton  der  Schlttpfong  abhängt. 

Herr  Berling  hat  in  letster  Zeit  das  Widerstandsgesetx  Co'-f" 

verfochten  und  in  seiner  letzten  Mitteilung  [Z.  1900  Nr.  15)  au- 
geführt,  Herr  Schifisbauingenieur  Sellentin  habe  im  6.  und  8.  Hefte 
des  „Schiffbaus*',  Gentralorgau  för  Werft  und  Bhederei,  diese  Form 
der  Abhftngigkcit  streng  mathematisch  bewiesen.  Da  mir  diese  Ver- 
öffentlichung bisher  nicht  zagftnglich  war*),  so  ist  eine  Beurteilung 
dieser  Frage  hier  unmdglich. 

Der  Einflufs  der  Beactionen.  des  Achterschiffes  auf  die  er- 
zwungenen Schwingungen  ist  nur  durch  zahlreiche  Messungen,  die 
von  bostinnnton  theoretischen  AutTassnngen  gestützt  und  geleitet 
werden,  zu  ermitteln.  Ob  es  g'eliugen  wird,  in  diesem  Punkte  aus- 
reichende Klarheit  über  die  utecbanische  Natur  der  Impulse  zu  er- 
langen, läfst  sich  zur  Zeit  noch  gar  nicht  entscheiden. 

Die  freien  iongituilinalou  Schwingungen  haben  nach  den  bis- 
herigen Beobachtungen  (cf.  Berling  a.  a.  0.  S.  982)  eine  sehr  kleine 
Periode  und  Amplitude.  Die  transversalen  Schwingungen  zeigen, 
wie  zu  erwarten,  zwei  Knotenpunkte,  die  von  den  Perpendikeln  um 
ea.  Schiffsltoge  abstehen.  Die  Axe  der  Torsionsochwingungen 
kann  nur  durch  pallographische  Messungen  ÜBstgestellt  werden.  Ge> 
gebenen&lls  (Ibertrifft  ihre  Amplitude  diejenige  der  Transversal- 
schwingnngen,  namentlich  sind  sie  im  Vorderschiff  am  merklichsten. 
Es  möge  noch  erwähnt  werden,  dafs  Herr  Kleen  die  freien  elastischen 
Verticalschwingungen  (Z.  1893)  unter  der  Voraussetzung,  dafs  der 
ganze  BehiffskÖrper  als  Stab  aufgefafst  werden  kann,  the(jretisch  be- 
handelt hat.  Das»  allgemeine  Problem  der  Schwingungen  eines 
elastischen  geraden  Stabes  unter  der  Einwirkung  beliebiger  üufserer 
Kräfte  ist  bekanntlich  schon  von  Poissou  (Mem.  Ac.  Paris  1829) 
mit  großem  Geschick  in  Angriff  genommen  worden,  und  ee  wire 
deshalb  in  jedem  Falle  zweckmftlsig,  wenn  weitergehende  theoretische 


1)  Nachträglich  ist  mir  von  befreundeter  Seite  Gelegenheit  gegeben 
worden,  diese  Arbeit  einzusehen.    Unter  VorausBetzung  einer  idealen 

Flüssigkeit  findet  der  Verfa^iHer  auf  theoretiöchem  "Wege,  dafs  der  Wider- 
stand des  einjfetauchten  Kür])ers  von  der  beschleunigenden  Kruft  abhängt, 
wie  es  seit  Dirichlet's  L  ulerauchungeu  (Berliner  Monatsber,  lsö"J  be- 
kannt ist  Da  jedoch  die  Hypothesen,  welche  den  hydrod^namisehtn 
Gleichungen  für  ideale  Fln88iKli»'iten  zu  Hrnude  liegen,  in  \\  irkliehkeit, 
d.  h.  in  ihrer  Anwendung  auf  praktische  Probleme  der  Hydrauhk,  ihre 
Dienste  erfahrungsgemftrs  in  den  meisten  FftUen  verMgt  haben,  so  liegt 
sunftchst  kein  triitiger  Grund  vor.  von  der  Widerstandshjpothesc^  W  =  Gv* 
principiell  abzugehen     Im  Notfälle  wird  man  doch  eher  Ausdrücke  von 

der  Form  Co'-'^'  oder  Cv^-\-  C"'^  'n  Stelle  der  Newton 'sehen  Formel 
setzen,  als  neben  i;  ein  zweites  kuicmatisches  Argument  einführen. 
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Untcr'-TK  !inncpn  mit  Uücksicbt  auf  die  Schiffssch^ringiingfcn  dies*» 
gnmdl  LI  lide  Arbeit  beachten  würden,  weil  hierdurch  Wiederholung^ 
von  liingbt  Bekanntem  vemdeden  werden. 

Die  Polemik,  welche  sich  au  die  Berlingschc  AiLeit  an- 
geschlossen hat,  können  wir  hier  nicht  berOhren,  da  persönlich  zu- 
gespitzte niMMudisftliohe  Änfiwrungen,  auch  weim  sie  in  der 
oder  ftüderen  Beriehniig  lehireicli  eiiid,  den  Tendensen  des  tot- 
liegenden  Beferatee  fendiegen. 

10.  BaTl's  StabilitätsimtnsKrhungen.  Kreisellrirrqunn.  SfabUUät 
rasch  lau  femler  Wellen  und  Hängc^imhln.  Ball  hat  der  geo- 
mf*tris(*lien  L5f?ung  des  Problems  der  kloin Schwingunsren  eines 
starren  Körpers,  der  in  ein^üi  festen  Punkte  (I  wstützt,  vor  der 
Störung  unter  dem  Eintluis  der  Schwerkraft  im  Gieichgewicbt  war, 
einp  sehr  einfache  Form  geereben.  Da  diese  Untersuchungen  in  der 
2.  Aufl.  von  SchelTs  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  vor- 
süglieh  vnedergegeben  sind,  so  können  wir  uns  hier  mit  der  An- 
fOlurang  dee  Besoitats  begnügen.  a  plane  8  be  diawn  througfa 
the  point  of  enspenflion  0,  ooigugate  to  the  Tertical  diameter  OJ 
of  tbe  momental  ellipeoid,  then  the  oommon  conjngate  diameten  of 
fhe  two  ellipses  iti  which  S  cuts  tbe  momental  ellipsoid,  and  a 
circular  cylinder  whose  axis  is  OJ,  are  the  two  barmonic  axes.  If 
the  body  be  displaced  bj  a  small  rotation  about  one  of  these  axes, 
the  body  will  continue  for  ever  to  oscillate  to  and  fro  upon  this 
axis,  just  ns  if  the  body  had  hoen  actually  constrained  to  move 
about  this  axis."    (Theory  of  screws.    Dublin  1876.    S.  114.) 

Die  allgemeinere  Aufgabe  der  Bewegung  eines  starreu  Körpers 
um  einen  festen  Punkt  unter  der  dauernden  Einwirkung  äufserer 
Kräfte  hat  in  dem  Werke  von  F.  Klein  nnd  Sommerfeld 
„Über  die  Theorie  des  Kreisels**  eine  monographische  Bearbeitimg 
gefanden,  die  nicht  allein  die  specifleeh  kinematischen  nnd  kinetischen 
Seiten  des  Problems  beleuchtet^  sondern  auch  die  Integrationsmethoden, 
welche  die  neuere  Entwicklung  der  Analysis  an  die  Hand  giebt»  snr 
Darstellung  bringt.  Herr  Föppl  hat  auf  die  Bedeutung  solcher 
theoretischen  Untersuchungen  für  die  Anwendungen  in  der  tech- 
niRohen  Meelmriik  bereits  wiederholt  hingewiesen  und  in  seiner 
Dynamik  (Vorlesungen  Bd.  IV,  1809)  der  Verwendung  der  Kreisel- 
theoric  in  der  Praxis  einen  besonderen  Abschnitt  gewidmet.  Er 
weist  namentlich  auf  die  Vorteile  hin,  welche  das  Studium  ver- 
wickelterer  Bewegungsvorgänge  auf  dem  Boden  der  rationellen 
Mechanik  für  die  AnfShssung  und  sefa&tsongsweise  BenrleQnng  prak- 
tischer Probleme  hat»  wenn  die  letsteren  auch  nicht  in  allen  Einsel- 
heiten  den  theoretischen  Beispielen  entsprechen.  In  diesem  Sinne 
entwickelt  er  eine  sehr  anschauliche  Darstellung  der  psendoreguliren 
Kreiselprttoession  im  Anseblnfs  an  die  Klein'schen  Untersachtmgen 
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und  bnngt  ferner  eine  gaase  Beflie  dynamiBcher  Probleme  (Schwung- 
ring  auf  einer  Loeomotive,  LaTarache  Dampftmbme  auf 

Schiffe,  Bumerang,  Seitenablenlnmg  rotirender  Geschosse,  Jas  Fahrrad, 
rollende  Radaxe  in  gekrümmtem  Geleise),  die  mit  der  (Ijuiunischen. 
Stabilitätstbeorie  in  mehr  oder  weniger  engem  Zusammenhang  stehen 
nnd  zum  To il  in  den  bisherigen  Lehrbüchern  der  Mechanik,  die  ihnen 
gebührende  Beachtung  nicht  gefundpn  haben. 

Auf  die  Stabilitätsbetrachtimgen  der  rasch  umlaufenden  bleg- 
sawpn  Wellen,  welche  eine  Schwungmasse  tragen,  wollen  wir  hier 
etwas  nuüor  eingehen,  da  bio  unmittelbai-  in  den  Kähmen  der  tech- 
nischen Kinetik  gehören.  Fcippl  ä  Lösung  dieses  Problems  geht  von 
der  Yoranasetanrng  ana,  dab  der  Befestigungspunkt  A  der  S^wnng^ 
maese  (Bad)  Ton  der  geometrisohen  Terbindnngilinie  der  WeUenlager 
eine  TeriaderUcke  Entfemnng  ÄO  habe,  w&hrend  gleichseitig  eine 
constante  Excentricität  vorhanden  isi  Das  trübende  Kräftepaar  ist 
bestrebt,  eine  Botation  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  8  gehende 
Axe  henrorzorofen.  Da  aber  die  Welle  als  biegsam  Torausgesetzt 
wird,  so  kommt  noch  die  Biegungskraft  zur  Wirkung,  welche  von 
A  nach  0  gerichtet  ist  und  —  der  Gröüe  nach  —  dem  Biegungs- 
pfeii  proportional  ist.  Zerlegt  man  die  Beschleunigung  des  Punktes  S 
nach  zwei  zur  Verbindungslinie  der  Wellenzapfen  senkrechten  Rich- 
tungen, und  bezeichnet  man  die  Coordinaten  von  i>  in  Bezug  aui  0 
in  der  entsprechenden  Coordinatenebene  mit  x  und  dann  lassen 
sich  die  kinetisdien  BiffBrenttalgleichui^en  in  der  Form 

m-^  4*      +  ^*  ' 

tn  ^  +  <jf  -f  et  sinc»^ «~  0 

aufstellen.  Hierin  ist  m  die  Masse  des  Hades  (von  der  Ifasse  der 
Welle  wird  abgesehen),  e»  die  Winkelgeschwindigkeit,  t  =  8A  (Ex- 
centricität), nnd  c  bedeutet  eine  Constante,  welche  von  den  Para- 
metern der  Biegung  in  bekannter  Weise  abhängt.  Die  Integrale 
sind: 

X  =—  Afonut  +  £coB«(  +  e^t_  ^,cos«<, 

y  —  Csin«^  +  Dcos«^  +  e^,^  ^,8in»/, 

worin  C,  I)  die  Intcgrationsconstanten  bedeuten,  die  sich  aus 

dem  Anfangszustande  bestimmen  lassen,  und  «  —  yc/m  gesetzt  ist. 

Fili*  die  kritische  Winkelgeschwindigkeit  =  «  werden  x  und  ?/ 
unendlich  grofs.  Füi*  w  >  «  ist  die  Bewegung  um  so  stabiler,  je 
gröfser  a  wird,  da  für  ca  =  oo  die  Bewegung  in  die  rein  hanno- 
nische  übergeht    In  der  That  haben  die   von  Herrn  Ingenieur 
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L.  Klein  ausgeführten  Versuche  orgebon,  dafs  die  beobachtete 
kritische  Geschwindigkeit,  welche  sich  durch  ausgeprägtes  Unnihig- 
werden  des  Rotatiousmechanismus  bemerkbar  machen,  mit  der  ans 
der  obigen  theoretischen  Untersuchung  gewonnenen  hinreichend  über- 
einstimmen (^Füppl,  Dynamik  pag.  212).  Selbstverständlich  er- 
reichen did  Ooozdüittleii  »  und  Jf  hier  meht  unendlich  gro&e  Wette 
(auch  nicht  im  Sinne  yiitaeUer  Versdiiebungen),  da  die  obigen 
Gleichungen  ihrar  Natur  nach  weiter  nichts  als  coosequente  Folge» 
rungen  idealer  Hypothesen  sind^  die  sich  dem  thatsächlichen  Vor> 
gang  so  weit  anschUefsen,  als  es  zur  Gewinnung  eines  mathematischen 
Bildes  desselben  erforderlich  scheint.  Es  ist  deshalb  keineswegs 
ausgeschlossen,  dafs  auch  ein  etwas  abweichender  Complex  von  Vor- 
aussetzungen zu  Folgerungen  führen  kann,  die  formal  von  den  obigen 
tr!(  !ir  oder  weniger  versrhieden  sind,  aber  für  die  praktische  V'erifi- 
cu'ung  zu  demselben  Ergelinis  führen. 

Wir  gehen  nun  von  dem  gleichfalls  von  Herrn  Föppl  be- 
handelten Problem  der  schnell  umlaufenden  Hüugespindeln  über. 
,,Unter  einer  Hängespindel  soll  ein  Stab  veistanden  werden,  der 
oben  an  einem  GelenUbolsen  drehbar  befestigt  i8t|  von  da  aus  herab- 
hängt und  am  unteren  Ende  eine  Last  tiigt,  die  etwa  mit  Hüfe 
eines  Hakm  daran  aufgehSngt  sdn  mag.  Der  Gelenkbolaen  ist  an 
einer  schnell  rotirenden  Welle  befestigt.  Er  ydvd  von  dieser  mit 
hemm  genommen  und  dadurch  wird  auch  die  Hüngespii^el  samt 
dem  daran  aufgehängten  Körper  (etwa  einer  Centrifugentrommel)  in 
Umdrehung  um  die  lotrechte  Axe  mit  constant«r  Winkelgeschwindig- 
keit erhalt  ri''  (Fnppl,  Dynamik  pag.  228).  Da  bei  der  Unter- 
suchung nur  kleine  Ausschlüge  des  Spiudeleudes  betrachtet  werden, 
so  wird  der  Bewegungsvorgang  in  einer  horizontalen  Ebene  verfolgt. 
0  sei  die  Spur  der  lotrechten  Kotatlonsaxe  in  dieser  Ebene,  OE 
die  einseitige  Spur  einor  Ebme,  welche  durch  die  Mitte  des  Gelenk- 
bolzens senkrecht  zur  Gelenkaxe  gelegt  ist,  S  das  Spindelende,  dessen 
Goordinaten  in  der  Qmndebene  durch  y  bezeichnet  sind.  Infolge 
der  Yerbiegung  ist  8  gegen  die  l^ur  OIS  durch  die  Goordinaten  a,  5 
bestimmt.  Man  hat  also  nach  Einführung  des  Botationswinkels  B 
die  Beziehungen  « «  a cos 9 -|- 6 sin 9,  y  asintf  —  hcosB,  Hier- 
aus folgt  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  t{oi  =  : 

af  ™  aco«<?  +  i>tmB  -|-  ( —  amnB  -\-  heo^B)  w, 
y     asin^  —  i*co8Ö  +  (acosd  +  dsinöjw, 

also  die  Energie: 

E^\m[ü--[-         2  {ah  —  ab)(a  +  \^a'  +  b^)    j  . 

Die  in  Betracht  kommenden  Kräfte  sind: 
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1^  das  Gewicht  mg, 

2) 


2)  d'w  von  der  Spindel  in  axialer  Biehtuag  übertragene  Auf- 

hängekraft, 

3)  die  Bieguagskraft,  welche  gieicb  ch  gesetzt  wird. 

c  ist  eine  in  jedem  Falle  bestimmbare  Constante,  wie  bei  dem 
vorigen  iihroblem.    Die  Componenten  der  beiden  ersten  Kr&fte  nach 

den  Azen  der  a  und  b  sind  — — wenn  {  die  LInge 

der  Spindel  bedeutet.  Folglich  lauten  die  Beweg ungsgleichougeu 
Ton  Lagrange: 


d*a  ,  «  db 

dt 


d*b      ti   äa  g        e  .  , 

dr  dt  Im} 

Durch  iliH  Elimination  der  Coordinate  b  erhält  man  die  lineare 
Biffereutialgleichuug  vierter  Ordnung: 

d*a   ,     iPa  , 

wenn  zur  AbkOrzimg 

'      i    '   m  ' 

(f-"')(?  +  5-'-')  =  '* 

gesetzt  wird.   Das  allgememe  Integral  ist  also 

mit  der  determinirenden  Gleichimg: 

Da  X  notwendigerweise  positiv  ist,  so  hat  diese  Gleichung  mindestens 
zwei  imaginäre  Wurzeln.  Die  E!qM>nentialglieder  in  dem  Integral 
können  nur  in  harmonische  nmgesesetzt  werden,  wenn  jit  positiv 
bleibt    Bei  kleinen  Werten  von  co  ist  aber  ft  jedenfalls  positiv. 

Bei  »I  =—  Yy/^  ttegiktiv  und  bleibt  es  bis  zu  dem  Werte 


wo  es  vou  Null  wi.  d«  r  üacli  der  positiven  Seite  geht  und  ferner 
keinen  weitereu  Zeicheuwechsel  erfahrt.  Wj^  und  ta^  sind  also  die 
kritischen  Geschwindigkeiten.  Innerhalb  dieses  Intervalls  ist  die 
Bewegung  instabil.  Ist      Überschritten,  so  l&uft  die  Spindel  mhig 
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und  gewinnt  mit  wachsendem  (o  an  Stabiiitat.  Je  geringer  die 
Biegungsconstante  c  gewählt  wird,  um  so  früher  vrird  err»^i<ht, 
was  für  die  Praxis  von  gro&er  Bedeutung  ist  (d  Föppl,  Pjuamik 
S.  237), 

Wir  beschliefseu  dieses  Capit«!  über  die  Stabilität  der  Bewegung,, 
obwohl  die  Zahl  der  iechuisch  wichtigen  Probleme  noch  nicht  zu 
Ende  gefühlt  ist.  Vielleicht  findet  sich  einmal  Gelegenheit  sn  einnr 
wateten  ond  Angehenderen  Verfolgung  dieses  Gregenstaadet. 

6.  Kinetik  der  Schienenikhrzeiige. 
Litteratnr. 

Organ  für  die  Fortschr.  des  Eisenbahniresens.  Wiesbaden.  Er- 
scheint jährlich  sechsmal 
Railroad  Gazette    New  York.   Eracheint  wöchentlich. 
Ameriean  Engineer  and  Railroad  JonrnaL    Erscheint  monatUeli. 

Des  IngcnieurB  Taschenbuch  , Hütte'.  Abt.  II.  Berlin.  (Die  Aua- 
gaben folgen  sich  in  kurzen  Zeiträumen     Zur  Informirung  sehr  gut.) 

Handb.  der  spec.  Eisenbahntechnik,  ed.  Heusinger  v.  W^diegg. 
I  Eisenbahnbau,  H.  Wageab«i,  OL  LooomotlTbaa,  iV.  Technik  des 
Betriebes,  V.  Sccundärbannen. 

Encyclopädie  des  ges.  Eisenbahnwesens,  ed.  V.  Köll,  Wien  seife 
1890.  (Die  Artikel  sind  alphabetisch  geordnet.  Nur  zur  allgemeinen 
Orientinuig  geeignet.) 

G.  Mevcr.  Gnmdzüge  des  Eisenbahmaschinen^nnps.  T.  Locomotiven, 
H.  Eisenbahnwagen,  III.  Weichen  etc.,  IV.  Betriebsmittel  für  Klein- 
bahnen.   Berlin  1888 — 9%, 

Flamache,  Hubert  et  St^vart.  Trait^  d*eiploitation  des  ehemins  d» 
fer.    LOttich  seit  löbö. 

Picard.   Trait^  des  ehemins  de  fer.   Paris.   Seit  erscheinend. 


Launhardt.    Technische  Tracirung.    Hannover  1888. 

0.  Sarrazin  und  H.  Oberbeck.    Abstecken  der  Kreisbogen  mit  und 

ohne  Überguigscurven.  1893. 

 i  

Boedecker.    über  die  Bewegung  vienr&deriger  Etsenbahnfthiseage  ia 

Curven.    Ztschr.  f.  Bauwesen  1873. 
Hclmholtz.    Bewegung  von  Eisenbahnfahrz.  in  Curven.    Z.  1887,  188& 
Boedecker.    Wirkungen  zwischen  Kad  und  Schiene.    Z.  1889. 
Zimmermann  und  ^Oering.    Die  Seitenkr&fle  zwischen  Bad  und 

Schiene.    Z  1890. 

Douglas  Galton.  The  elfect  of  brakes  upon  raüwaj  trains.  New  York. 

1891. 

Sinclair.    Exporiencos  on  train  resistance.    Engng.  61. 
J.  Ii  Hardy.    Die  Ermittelung  der  Bremsssit  und  des  Bremsweges  bei 
Eisenbahnzügen.   Z.  Ost  Ing.  V.  1897. 


Emery.    On  electric  traeÜen  ander  steam  tailway  eonditions.  Bailr. 

Gftz  1896. 

J.  Neidt.  frraphischea  Verfahren  zur  Bestimninnp  von  Fahrpeschwindig"- 
keiten  und  Vorschaltwiderst&nden  für  elektrisch  angetriebene  Fahrzeuge, 
Elektrot.  Z.  1899. 
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H.  Abt.    Die  drei  Bigibahnen  iind  da<<  Zahnradgyst^m.    Züridi  1877. 
A.  Ernst   Die  Hebezeuge.   2  Bde.    2.  Auil   Berlin  1899. 
F.  Niethammer.  Hotoieii  und  Hilfikrikfte  fOr  elektrisch  betriebene  Hebe- 
senge.  Berlin  1897.  S.  A.  bob  Z.  1897. 

41.  Der  Schienenweg.  Die  Herstellong  des  Bahnkörpers  ge- 
schiebt nach  den  Begeln  der  Tracirungslehre  mit  Berücksichtigung 
der  nir  die  Betriebssicherheit  notwendigen  Anforderungen.  Geometrisch 
setzt  sich  die  Gelei&axe  aus  vier  verschiedeneu  El^euten  zusammen. 

Diese  sind: 

1)  gerade  Strecken  m  h nnzuutaler  oder  geneigter  Lage, 

2)  horizontal  liegende  Kieiöu  von  verschiedenem  Radius, 

3)  Kreiscylinderspiraleu    von   verschiedener   Krümmung  und 
Steigung, 

4)  Übeigangscurven. 

Für  Hauptbahnen  ist  eine  rbprsrhreit  ung  von  25  %q  Steigung 
im  allgemeinen  nicht  zulässig.  Zwi  t  ben  beträchtlicheren  Gegen- 
8teigung<»n  mufs  eine  gerade  Verbindungsstrecke  von  höchstens  5"  oo 
Keigimg  und  mindestens  500  m  Länge  eingeschaltet  werden.  Die 
Kreiskrflmmungen  erhalten  bei  VoUbalmeii  selten  Badien  Ton  weniger 
als  200  m  Badius.  Wegen  der  Ceutrifugalbesehleonigung  bleibt 
jetct  die  Geleisebene  nicht  mehr  horizontal,  sondern  wird  nm  die  Geleia^ 
axe  gedreht,  so  dab  die  AuTsenseite  höher  zu  liegen  kommt.  Theo- 
retisch läfst  sich  diese  Überhöhung  nicht  festlegen,  da  die  Züge 
dieselbe  Strecke  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  durchfahren 
müssen.  Angenähert  erhält  man  den  Neigungswinkel  (i)  der  Geleis- 
ebene aas  der  Gleichung 

.  ,      86  / .  100\ 

wo  fl  den  Radius  des  Kreisbogens  in  Metern  bedeutet.  Jedenfalls 
venu  idet  man  es,  i  !>  5,5^  zu  nehmen,  da  eine  zu  geringe  Über- 
höhimg lange  nicht  so  nachteilig  ist  als  eine  zu  starke. 

Die  Anwendung  von  Kreiscylinderspiralen  wird  diurch  die  Natur . 
des  Terrains  oft  yerlangt.  Ihre  ausgeprägteste  Yerwendung  finden 
sie  in  Gebirgsbahnen,  wie  s.  B.  in  den  beiderseitigen  ZufOhnmgs- 
strecken  nun  GotthazdtonneL  Als  Krümmimgsradius  ist  in  diesem 
Falle  der  Badius  des  Leitcylinders  (r^)  zu  verstehen,  welcher  mit 
dem  Krümmungsradius  der  Onrve  (r)  tmd  dem  Toraonsradius  (r') 
dnrch  die  bekannten  Formeln 


coe*«'  linircos« 

verknüpft  ist.  Der  Winkel  der  Steigung  ist  mit  u  bezeichnet.  Zur 
Verbindang  gröfiwrer  geradliniger  Strecken,  welche  einen  Winkel 
mit  einander  bilden,  beniitit  man  einen  Xrmsbogen,  der  tou  beiden 
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bei-ührt  wird.  Ist  aber  die  Krüuiniung  des  Verbindimgsbogens  eine 
grofse,  so  entsteht  an  der  Übergangsstelle  eine  sehr  fühlbare  Stetig- 
keitsunterbredinug  und  der  weitere  Übelstand,  daTs  die  Drehung  der 
Geleisebene  schon  in  der  geraden  Strecke  beginnen  mufs,  mn  beim 
Eintritt  in  die  Kreislinie  im  erforderlichen  Betrage  Torhanden  zu 
sein.  Beiden  Mifsständen  bat  man  durch  Einführung  der  Über> 
gangscurven  abzuhelfen  gesucht  Man  wählt  hierzu  cubische  Parabeln 
▼on  der  Gleichung  rt'y  =  x^.  Der  Halbmesser  des  Kreisbogens  wird 
um  eine  kleine  Strecke  eingezogen,  durch  deren  Mitte  die  ciibiscb*» 
Parabel  so  zu  liegen  kommt,  '^af«;  man  beiderseits  gleiche  Längen 
derselben  verlegt.  Die  Länge  des  Übergangsbogens  beträgt  in  der 
Regel  30  bis  40  m.  Eine  ebenso  lange  gerade  Strecke  ist  auch 
zwischen  Gegeukrümmungen  einzuschalten  oder  iniui  fügt  zwei  para- 
bolische Übergaugscurven  mit  gemeinsamem  geradlinigen  Verbindongs* 
stflck  ein. 

In  dieser  Weise  hat  man  ans  vier  Gar?enelementen  die  mannig- 
ftütigsten  Formen  des  Schienenwegs  susammengesetzt,  statt  den 

rationelleren  Weg  einer  Tracirung  in  Stetig  gekrümmter  Linie  zu 
wählen,  die  zwei  Stationen  A  und  B  verbinden  würde.  Freilich  ist 
hierzu  etwas  Rücksicht  auf  die  Geometrie  der  doppelt  gekrümmten 

Curven  zu  nehmen,  aber  diese  schon  an  und  für  sich  belanglose 
Uni»e(jnemliclik^'it  wii'd  dui'eh  müivebprlei  N'orteile  reichlich  auf- 
gewogen. Denken  wir  uns  die  stetig  gekriinirntc  Geleisäxe  aut  f^in 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  imd  auf  die  horizontale 
Ebene  (u:,  y)  projicirt,  so  können  wir 

dx^  +  di/  =  ds'*    und    ds^^ds'^  +  d£^ 

setzen,  so  dafs  ds'  das  Bogetielement  der  Horizontalprojection  der 

Bahnlinie  und  ds  das  eigentliche  Bogenelement  derselben  darstellt  Das 

dt 

Maft  («)  der  Steigung  ist  offenbar  gegeben  durch  «"^^j^i  und  der 

Krümmungsradius  (2?')  der  Bahncurve  im  Grundrifs  durch  die 
Gleich  LUig   

Die  Beriehnngen 

wo  F  und  G  bestimmte  —  graphisch  oder  analytisch  gegebene  —  Fane» 
tionen  bedeuten,  liefern  uns  genügenden  Anftcblnls  Über  die  Beschaffen- 
beit  der  Geleisäxe  innerhalb  eines  festgelegten  Intenralles.  Nimmt  man 
noeb  die  Gleichung  tg  i  =  f{R')  hinzu  und  setzt  fest«  dals  die 

Scbienenprofile  auf  der  Geleisebene  senJiredit  stehen  sollen,  so  ist 
die  Schienenbahn  für  jeden  Wert  von  s'  resp.  «  voUstiindig  bestinuat» 
r>ie  Krümmung  (f  )  und  Torsion  der  Geleisäxe  lassen  sich  in  ein- 
fachster Weise  für  jeden  Ort  aufstellen  und  ergeben  sich  auch  aas 
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bequemen  Näbeningstormeln,  welche  man  durch  Beachtung  der 
Gröfsenordnimg  von  £  und  V  erhält    So  hat  man  B. 

p-(i -••)»»'•+ 

und  einen  fast  ebenso  einfachen  Ausdruck  für  die  Toi*sion. 

Die  sillgemeine  Gestaltung  des  Schienenweges  hängt  sehr  von 
den  Bedüilnissen  ab,  welche  die  betreffende  Bahn  zu  befriedigeu  hat. 
Wir  haben  bisher  nur  Vollbahnen  im  Auge  gehabt.  Wesentlich  ver- 
schieden liegen  die  Unterlagen  tur  die  Tracirung  von  Kleinbahnen 
und  insbesondere  von  Strafsenbahnen  in  verkehrsreichen  Städten. 
Hier  kommen  ErllnmiimgB»dien  bis  15  m  Tor,  Übergangsconren  im 
obigen  Simia  lud  OberhShongen  and  bei  BUlensdiienen  imd  dem 
Torgeschriebenen  Plaanm  nicht  sullssig.  Die  Steigungen  —  bei 
AdhSaionsantrieb  —  sind  oft.gans  bedeutende,  indem  nicht  selten 
IoOVqo  überwunden  werden  müssen.  Erst  der  elektrische  Betrieb 
hat  diese  Schwierigkeiten  erfolgreich  besiegt 

42.  Die  Widersfänffr  dir  Fahrzeuge.  Betrachten  wir  nun 
—  unter  vorläufigem  Ausschluss  des  Motors  und  der  Brernsein- 
riehtung  —  das  Kräftesystem,  welches  au  einem  Eisenbahnwagen 
bezw.  Zuge  wirksam  ist.  Aufser  der  Schwerkraft  ist  bei  beträcht- 
licherer Geschwindigkeit  der  Kopfwiderstand  der  Luft,  soMrie  die 
Seitemreibmig  derselben  zu  berflcksichtigen.  Man  kann  den  betreffen- 
den Widerstand  in  der  Form 

«^^  +  »Q' 

danteilen,  worin  Q  das  Gewicht  des  Fahrzeugs  imd  n  eine  Gonstante 
bedeutet,  die  man  zweckmäfsig  so  wählt,  dafs  audi  die  Seitenreilmng 

der  Luft  eingeschlossen  ist. 

Die  eigentliche  Reibung  des  Fahrzeuges  setzt  sich  aus  diei 
Bestandteilen  zusammen:  1)  der  Abreibung,  2)  der  rollenden  T?eibnn<T 
des  Radkranzes  auf  dem  SchienenVr^pf  nvA  3)  der  Zusatzreibung  bei 
geVrilmmter  Geleisaxe.  ll^er  di  -«e  W  iderstände  liegen  zahlreiche 
Versuche  sowie  einige  theoretische  Untersuchungen  vor.  Die  beiden 
ersten  Keibungsbe träge  fafst  man  gewöhnlich  zusammen  und  ninmit 
ungefähr  l,5%o  der  Bruttolast  des  Wagens  an,  so  lange  normale 
Spurweite  und  Yorsfilgliche  Beschaffenheit  der  Strecke  in  Betracht 
kommt.  Bei  Strafsenbahnen  mit  Billenschienen  steigt  sie  oft  anf 
das  5-^6  fache.  Die  GhrffXse  der  GmnrenwiderstSnde  wird  wesentlich 
durch  den  Radstand,  den  Orad  der  Beweglichkeit  des  Untergestells 
und  die  Spurerweiterung  bedingt.  Für  Hauptbahnen  (VoUspnr) 
benutzt  man  häufig  die  empirische  Formel  (Hütte  IL  32): 
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woriu  l  den  festen  Badstand  des  Fahrzeuges  und  E  den  Hadius  der 
Krfimmimg  bedeutet  Ftkr  Lenkaxen  und  DrehgefteUe  ergeben  ndi 
entsprecbend  geringere  Werte.  Auf  diesen  YÜi  kommen  wir  bei 
den  theoretischen  Überlegungen  (Nr.  45)  zorftok.  Besonders  un- 
günstige  BeibnngsrerhSltnisse  treten  bei  heftigem  andauernden  Seiten- 
wind ein,  da  alsdann  —  trotz  richtiger  QddsflberhQhiing  in  der 
Cnnre  —  eine  schrotende  Reibung  des  Spurkranses  an  einer  Schienen- 
Seite  beträchtliche  Widei-stünde  vemnlassen  kann.  Auch  hierüber 
liegen  Erfahrungsthatsachen  und  rationelle  Beobachtungen  vor.  Ähn- 
liche Wirkungen  müssen  natürlich  eintreten,  sobald  die  Gurre  mit 


Vig.  11.  ZngwtdcntftBd. 

Lisg«umaiuUb:  1  n/m  b=  40  m. 
HObnatttateb:  1  "Vm  «»  M  a. 


Geschwindigkeiten  dorchCahren  wird,  welche  der  Drehung  der  Oeleift- 
ebene  nicht  mehr  entsprechen,  da  alsdann  das  Schroten  des  oiaaii 

Badkranzes  sehr  erheblichen  Widerstand  veranlafst 

Der  "Widerstand  der  Locomotive  mufs  besonders  berücksichtig 
werden.  Soweit  ir  von  der  Geschwindigkeit  unabhängig  ist,  setxt 
man  (Hütte  a.  a.  0.) 

wenn  n  die  Anzahl  der  angetriebenen  Axen  bedeutet. 

Wn]in  iul  die  Wirkung  der  Schworkraft  auf  den  Widerstand  des 
Fahrzeuges  bei  gerader  Strecke .  ohne  weiteres  klar  ist,  wird  die 
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Anffaisnng  derselb^iii  in  Cnrren  mit  gleichzeitigem  OefRUe  recht 
gcbwifrip.  Ohne  atif  dip  Einzelheiten  näher  ein7npehefi,  will  ich  nur 
den  J  r.lj.'^lieitswiderjstaud  der  rotirenden  Axen  (Fuppi  Vorl.  TV.  194), 
sowie  dea  £mllalis  der  tächlingerbewegung  des  Fahr2eug«i  honrOT' 
heben. 

In  Fig.  11  ist  ein  Widerstaudsdiagramm  eines  Zuges  in  der 


43.  Die  Moiorm  mä  thm  Kraftfelder.  Kaclideiii  fHr  eine  Balm- 
liiiie  das  Wideirstamdidiagraiiim  (Fig.  11)  und  die  Zuggesckwindig^ 
keit  fisetgesteUt  aad,  kann  man  die  erforderlichen  Motoren  answIblMi. 
Die  maximale  Leistung  derselben  ist  M  Adh&sionsbetrieb  natOriick 
durch  den  totalen  Reibungswideistand  der  Triebr&der  bedingt. 

Pen  hier  in  Betracht  kommenden  Cloe£ficienten  der  gleitenden 
Reihung  nimmt  man  innerhalb  der  Grenzen  0,10  bis  0,15,  je  nach 
der  Bpschaffenheit  der  Schienen. 
Bei  Zahnradbetrieb  darf  der  Zahn- 
druek  einen  zulässigen  Höchst- 
betrag nicht  überschreiten.  Im 
allgemeinen  ist  die  jeweilige 
Kraftätt&enuig  des  Hotprs  eine 
Fnnetion  der  Zuggescbwindigkeit. 
Fig.  12  stellt  (Ue  Leistung  einer 
LoGomotiTe  {Itj  innerhalb  der 
Fahrgeschwindigkeitenvon  Y—  1 0 
bis  V  =  100  km  pr.  Std.  in 
Pferdekräften  diir.   Die  Zunahme 

von  ^  ist  zwar  tür  wachsendes 

dN 

V  stets  positiv,  ^  nimmt  aber 

mit  zunehmendem  V  immer  klei- 
nere Werte  an*  Berechnet  man 
ans  dem  mitgeteilten  Diagramm 
die  efiective  Zagknit  ftr  die 
aafeinMider  folgenden  Werte  von 
F,  so  zeigt  sich,  dafs  dieselbe  für 
grrJfsere  Oeschwindigk"itt'n  be- 
träcbtlich  abninmit,  während  bier 

der  Luit  widerstand  rasch  anwächst.  Der  Übersicht  wegeu  ist  die 
Leistung  desselben  ( in  demselben  Coordinatensystem  eingetragcu. 
Bei  Km  100  kiü/Std.  sind  hiernach  Td^S  HP  von  der  Zngkraftleistung 
der  Locomottre  in  Abzog  «i  bringen.  Asalog«  VerhEltniise  zeigt 
ancb  das  Diagramm  eines  GleichstMimotors  (Fig.  18).  Aneh  hier 
nimmt  das  Drehmoment  (Zugkraft)  mit  wachsender  Tqarsnsriil  ab  ^ 
aber  in  einem  so  beschleunigten  VerlUlltnk,  dalii  ebsKftdls  die  Lsistang 

JakflwlMtldit  d.  Oraladiea  lfaUMai.>V«i«inJ«vsg.  ]Z,1.  7 
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"bei  wacbsender  Fnlirgesehwiinligkeit  herabgesetzt  wird.  Der  Wirkungs- 
grad ist  ebenso  wie  bei  Locoaiotiven  für  eine  bestimmte  Tourenzahl 
f'iu  Maximimi  und  wird  für  extreme  Werte  beträchtlich  geringer. 
Wir  köuneu  also  für  jeden  Motor  die  Zugkraft 

K  —  Fiv) 

setzen  und  annehmen,  daJk  die  Fnaetion  F  analytuch  oder  graphisdi 
gegeben  ist   Der  Zngwidentand  IftTst  sich  dementapreehend  durch 

einen  Ansdruck  toh  der 
Foim 

Tr=-»(»,  tr) 

darstellen,  iu  welchem  s 
die  von  dem  Kopfende 
des  Zuges  «if  der  Geleis- 
aze  durchlaufene  Strecke 
bedeutet  Kannte  man 
die  ganse  Zogbewegnng 
mit  der  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  (»>i) 
auf  der  Geleisaxe  identi* 
ficirf Ti ,  so  würde  die 
Difterentialglüichuug  der 
Bewegung  lauten: 

m  — 


welche  sich  auch  in  die 
Form 


«      »    Ü     M  AT 
Vig.  IS.  IMagfMMtt  «InM  OltiebMromiBiolm. 

bringen  IftfSst  Durch  Inte> 
gration  findet  man  hieraus  v  als  Function  von  s,  und  eine  nach- 
folgende Qnadrator  liefert 


t 


-<.-/"• 


also  t  als  Fonellon  von  s.  Derartige  Betrachtungen  findet  man  schon 

bei  Euler.  Sie  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  für  jeden  bestimmten 
Fall  durchftthren,  geben  aber  kein  subreffendes  BUd  von  der  eigent- 
lichen Zugbewegung,  da  es  hienn  notwendig  wird,  die  Bewegung 
des  ganzen  Systems  ao&ufiusen. 


Ül 
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44.  Anfahrt  und  Srtmawwkmig,  Je  gröl^  die  durehlanfoiie 
Btreeke  ist^  desto  weniger  kommt  die  Periode  der  Anfiüirt  in  Betracht. 

Werden  jedoch  —  wie  bei  Strafeenbahnen  —  meist  nur  Strecken 
Tcm  einigen  hundert  Metern  dnrchfolireD,  so  ist  sowohl  die  Anfahrt 
als  auch  die  Bremsstrecke  genauer  zu  berücksichtigen.  Dasselbe  gilt 
in  erhöhtem  Mafso  för  Porsonenanfzügo  und  ähnliche  Förderein- 
richtungen, sobald  erhebliche  mittlere  Geschwindigkeiten  in  Betracht 
kommen. 

Beginnt  eine  Loconiotivo  oder  ein  elektrischer  Motor  die  An- 
fahrt, so  ist  die  Kraftwirkuiig  bis  zu  einem  gewissen  Werte  v 
nahezu  constant  oder  schwankt  zwischen  GrenieUf  die  man  als  con- 
stant  betrachten 
kann.  Ebenso 
wird  man  den 
Widerstand  in 
dieser  Penode  als 

nnveränderlich 
ansehen  können. 
Die  anftlngliche 
Bewegung  er- 
folgt demnach 
nach  den  Ge- 
setzen des  freien 
Falles,  indem  die 
Beschleonigimgs- 
constanto  einen 
bestimmten  Wert 
(0,3bi80,5m/sek) 
erhält.  Ist  nun 
die  Geschwindig- 
keit  i\  erreicht, 

so  tritt  der  Motor  li^U;  »  fOr  X  aad  1F. 

in  die  Charakte- 
ristik ein,  d.  h.  er  äufsert  seine  Zugk-raft  nach  Mafsgabe  seines  Dia- 
gramms, und  die  Bewegung  des  Zuges  n&hert  sich  asymptotisch  der 
Stationiren  Periode.  In  Fig.  14  habe  ich  unter  Zugrundelegung  der 
empirischen  Foimel  fttr  die  Zugkraft  der  LocomotiYe  die  Zugbewegung 
▼Oll  « 8  n^k  an  graphisch  dargestellt,  indem  ich  die  Werte  ftlr 
JT  aus  Fig.  12  entnommen  habe.   Hier  ist  also 

_ä9_F{v)-  TT, 
^  dt  e 

von  r  =  ab  zu  integriren.  Man  erhält  zunächst  v  als  Function 
des  Weges  s  und  dann  t  als  Function  von  s.  Der  besseren  Über- 
sicht wegen  sind  in  dem  Diagramm  alle  Grölsen  als  Function  der 
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Vif.  14.  IHafiMaai  4«r  Zagbtmtgung. 
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Zoit  dargestellt.  Bei  t  =  1500  sec,  d  h.  uach  25  Min.  kt  der 
üeßchieunignngevorgttiig  umnerkLich  gewoi  Jea.  In  Wirklichkeit  ist 
der  Oeschwindigkeits/uwachg  schon  vorher  so  gering  geworden,  dafs 
m&u  uiibedoiiklich  aimelmaui  kann,  di«  siationäre  Penode  sei  bereite 
oiiig«lr«itii.  W&m  jedw^  der  IT^Aerttoad  als  varlododicli  ange- 
«obmmh,  80  Icm  4ieBe  P«nadiB  woU  pmktiioii  flDrreioht  wotden^ 
frirt  •bor  «iete  In  mne  imifligerte  fieweignag  tÜMor  u.  s.  w.  Ia 
der  Bremsperiode  ist  eine  negative  Beschleunigung  tli&tig.  Da  es 
«an  bei  der  Beliandlang  kinetischer  Probiens  auf  das  Voneidiien 
der  -effectiven  Beschleunigung  insofern  nidit  aakflBunt,  als  bei  ent- 
gegengesetxtem  Zeichen  der  Charakter  der  Lösung  ungeändert  bleibt, 
80  ist  die  Bremse  c})enfalls  als  pin  Motor  im  mathematischen  Sinne 
zu  betrachten.  Dir  gleitende  Keibung  zwi.scheu  Kadreili  n  und  Gafs- 
eisen  resp.  üufsstahl  des  Bremsbackens  ist  ^Töfser  als  j^wischen  Ilad- 
reii'un  und  Schiene.  I^m  die  maximale  Leistung  zu  emelen,  ist  also  da6 
Schleifen  des  Bades  auf  der  Schiene  zu  vermeiden.  Westinghouse 
und  Donglas  Oalton  haben  In  dieser  Biebtnng  sahlreiobe  Vewohe 
mit  Eisenhahnztgen  angestellt  und  nnter  bekannten  Verhiltaiasea 
den  gflnstigsten  Bramsdmck  dynamometrisoh  bestumiL  Hietbei 
wurde  besonders  die  schon  vorher')  erkannte  ThatsAobe  bewahriMiteii 
dafs  der  Coefficient  der  gleitenden  Reibung  eine  gebrochene  line&rs 
Function  der  Gleitgeschwindigkeit  ist  uud  mit  wachsender  Geschwindig- 
keit «hnimriit.  (rnlton  hat  in  der  oben  angefflhrten  Schriff  zahl- 
reiche bremsdiariariimr  mitgeteilt,  die  aui'sorordentlich  lehrreif-h  sind. 
Besonders  inten  s  :iti  t  sind  die  möglichst  beschleunigten  Abbrem&ungen 
eines  schweren  Zugos  uns  voller  Fahrt  Hierbei  ist  gelegentlich 
der  Zug  in  zwei  oder  drei  Stücke  zerrissen  worden  —  ein  Beweis 
für  das  Auftreten  ungewöhnlich  hoher  Spannungen  in  den  Kupplungen. 
Ohapsal  bat  sidii  namenfüeh  um  die  Erzielnng  einor  raachen  Aus- 
losung der  BremsTOrrlohtung  verdient  gemacht,  indem  er  elektro- 
magnetische Eiifte  SU  Hilfe  nahm.  Neuerdings  wurden  aneh  dirsete 
magnetische  Reibungsbremsen ,  bei  denen  die  Welle  gebremst  wird, 
l)oi  Strafsenbahnen  vielfach  mit  Erfolg  angewendet.  Ba  hier  der 
Hebelarm  verhttltnism&isig  klein  ist  und  infolgedessen  relativ  gröfsere 
Bremsdrücke  erforderlich  sind,  so  bleibt  es  fraglich,  ob  sieh  dieses 
Systen)  jemals  für  Eisenbahuzüge  ^iiynrii  ^vird,  obwohl  die  Radreifen, 
so  UuiK-^»'  kein  Sc'hleifen  eintritt,  hierbei  vurieilhaft  geschont  hlei*>en. 
Wegen  der  Heberleiii-Bremse  verweise  icli  auf  die  Darstellung  in 
den  oben  angeführten  Öckrifteu  über  Eisenbaiimiiieinebsniittel. 

45.  Theofäiscke  Auffassung  der  Zugbewegung,  Wir  wollen  bei 
den  nachfolgenden  Betnüshtungen  annehmen,  das  Geleise  sei  geo- 

1)  Röchet ,  Fniltement  de  gÜBseiaent.  C.  R.  46. 1960.  Ann.  des  HSnea  19. 
1661.  Ann.  dei  Posti  et  Chanas.  [1].  1661. 
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metrisch  gegeben  und  —  der  Allgemrinheit  wcpen  —  nicht  voraus» 
setzen,  es  bestehe-  ans  autemandertolgenden  p»M-aden  Strecken^ 
krüistörmig  oder  spiralig  gekrttmmton  ChuTeii  and  L  h6rg&iigsiixii0% 
sondern  die  Oeleisaxe 
sei  stetig  doppelt  ge- 


flbflrall«  wo  dis  Krflm- 
mniig  TOD  Kall  Tor- 
sdiieden  ist,  eine  ge- 

setzmäfsig  gegeben« 
Drehung  der  Gekis* 

ebene  um  die  Aie 

höhungj.  Aul  einem 
solchen  Geleise  be- 
finde sich  tili  Zug 
mit  bekannter  Axen- 
Tertoilnng  und  der 
Kopfgeschwindigkeit 
(my^ek.).  Femer 
seien  ftlle  Fahrzeuge 
mit  radial  einstell- 
baren Drehgestellen 
▼ersehen  und  in  der 
flbliehen  Weise  ge- 
kuppelt. Fig.  15 
giebt  ein  Schema 
dieser  Anorduuiig  im 
Gnmdrifs.  Der  Ein- 
fachheit wegen  mtt- 

gen  die  drehbaren  

Azen  einfach  sein, 
so  daÜB  tiieoretlsch 
keine  Spurerweite- 
rang  erforderlich  ist. 
Anrb  soll  ztinächst 
vtin  dt-r  Wirkung  der 
Tragiederu  ganz  ab- 
gesehen werden  und 
die  Annahme  kiuza- 
treten,  jeder  Wagen- 
kaaten  (anoh  der 
Obeiban  der  Looomotive)  sei  auf  der  vorderen  Aze  in  awei  sjmme* 
triseh  snr  LBagsaze  liegenden  Fnnkten  und  durch  die  hintere  Aze 
Aber  dem  Mittelpunkt  doselben  durch  suien  Zapfen  untentfltrt« 


Fig.  16.   «£agb««r«guag  im  Onuuliite. 
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Vorn  kann  die  seitliche  Verschiebung  etwu  ilurch  einen  Kugclzapt'eu 
aufgehoben  sein.  Diese  Dreipunktiinterstützang  hält  den  Wagen- 
kasten bei  horizontaler  Geleülaffe  in  einer  peraUelen  korixonielen 
Ebene.  Der  ganze  Zug  wird  (wenn  wir  auch  Torlinfig  von  der 
Federwirknng  der  Kapplnngen,  die  wir  uns  etwa  durch  biegsame 
aber  unansdehnbare  und  nicht  zusammendrOekbare  Seile  ersetzt 
denken,  ganz  absehen)  als  ein  Gelenksystem,  dessen  einzelne  Glieder 
starre  Köiper  sind,  in  kinematischem  Sinne  aufgefaist  Unter 
Bei'ücksichtignng  aller  Voraussetzungen  erkennt  man,  dafs  das  so 
definirtr»  System  nui'  einen  Grad  der  Freiheit  besitzt.  Es  besteht 
also  auch  nur  eine  Difi'crentialgleicbung  für  die  Bewegung  dieses 
Systems.   Als  üoordinate  wollen  wir  die  in  der  Geleisaxe  gemessene 


li'ig.  16.   Coordin*teiiiy«t«in  dot  Wagenoberbkuea. 


BogenlSnge  des  Kopfnufles  des  Zuges,  von  einem  bf^lieV>ijjen  festen 
Punkte*  an  gerechnet,  wnlileii.  Zur  Festlegung  all«  )■  Punkte  de.s 
Systems  sind  für  jedes  Fahrzeug  drei  Coordinatensysteme  erforderlich, 
nämlich  je  eins  für  die  ))eideu  Drehaxen  und  ein  drittes  für  den 
Wagenkasten.  Das  letztere  ist  in  Fig.  16  schematisch  angedeutet. 
Wir  denken  uns  nun  für  Jeden  Wagen  (mit  Bücksicht  auf  die  drei 
bewegliehen  Ooofdinatenaiysteme  deaselben)  die  Eaeigie  Et  als  Pnnotion 
▼on  8,  (der  Gooidinate  der  yorderen  Axmitto)  anfgeeteUi  Bann  wird 


Digitized  by  Google 


O.  Kinetik  der  Sdiienenfiklineage. 


103 


F,  enthält  natürlich  in  seiner  expliciten  Form  die  Trägheits- 
momente dor  rollenden  Glieder  und  des  Oberbaues  sowie  die  Schwer- 
punktscoordinaten  der  Teilsysterae.  Nun  ist  aber  wegen  der  geo- 
metrischen Führung  des  Systems 

Diese  Ansdrflcke  lassen  sich  am  bequemsten  mit  Benutzung  der 
8erret'schen  Belation  swischen  Bogen  und  Sehne  gewinnen,  da 
die  DifTerenzen  heider  nnr  in  der  niedrigsten  Gi06en<Mrdniing  beisn- 
behalten  sind.  Die  totale  kinetiadhe  Energie  des  Syttems  wird 
demnach  dnroh  einen  A.nsdraök  yon  der  Foim 

darstellbar.  Da  man  aufserdein  das  äufserc  Kräftesystem  kennt, 
so  läfst  sich  die  Bewegungsgleichung  aufstellen  und  graphisch  inte- 
griren.  Nachdem  auf  diese  Weise  v  und  s  als  Function  von  t'^ 
und  t  bekannt  sind,  erhält  man  die  Geschwindigkeiten 

d8,__df,  ds,_df,  df, 

und  die  Botationscomponenten  der  einaehien  Glieder  des  Systems. 
Es  bleibt  jetzt  noch  die  Bestimmung  der  geometrischen  Reactionm 
(namentlich  der  Seitendrücke  auf  die  Scliifnen)  und  der  Kupplungs- 
spannungen als  wichtigster  Teil  der  kinetischen  Aufgabe  übrig. 
Hierzu  roichen  aber  die  bisherigen  Hilfsmittel  der  rationellen  Mechanik 
vollkommen  aus,  wenn  auch  die  explicite  Durchführung  der  Unter- 
suchimg mancherlei  Schwierigkeiten  und  recht  beträchtliche  Mühe 
verursacht.  Dies  mag  auch  wohl  dor  Hauptgrund  sein,  weshalb 
man  eine  dynamische  Lösung  der  in  mehrfacher  Hinsicht  inter- 
essanten Aufgabe  bisher  nicht  Tersaeht  hat  Ich  habe  —  durch 
den  Galton'sehen  Bericht  Uber  Bremsrennohe  TeranlaAit  —  vor 
einigen  Jahren  die  Bewegung  und  die  Spannungsverhlltnisse  einea 
Zuges  in  diesem  Sinne  unter  der  Voraussetzung  untersucht,  dals  der 
Tordere  Teil  eben  in  eine  Curve  mit  Steigfung  einläuft,  w&hrend 
sich  das  Ende  noch  auf  gerader  Strecke  befindet  und  in  diesem 
Augenblick  so  rasch  als  möglich  nach  Mafsgabe  der  Westingh ouse- 
Diagraniiiie  gebremst  wird.  Die  graphische  Integration  der  Ditferential- 
gleichuugen  ergab  aber  eine  so  ungünstige  Beanspruchung  der 
Kupplungen,  dals  ich  eine  Bremsung  nach  dem  bisherigen  Verfahren 
(Beginn  der  Verzögerung  am  Kopfende,  wenn  auch  mit  sehr  rascher 
Fortpflanzung  nach  dem  Ende  zu)  unter  so  ungünstig  gewählten 
YerhUtnissen,  die  doch  einmal  gegebenenfiük  eintreten  kämen,  für 
sehr  bedenklich  halte.  Die  Spannnngmrhaltnisse  gestalten  sich 
jedoch  weit  yorteilhafter,  sobald  der  Bremsprooefo  bei  sonst  gleichen 
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Bedingungen  unter  Äer  Aiiiiahnie  erfolgt,  daXs  zuerst  der  ieiaXe  Wagen 
und  daim  in  äebr  rascher  AufeiAaudei'folge  die  Torang^eo^u  bis 
zur  Maschiae  gehemmt  werdöli. 

ISiie  auiflUirliclie  DanteUung  derartig«  ÜMorititclMr  üstw 
sucbimgea  liegt  nicht  im  Plaae  dieses  Beferatee.  Dsnnoch  habe 
ich  die  Torstehendett  Andemtniigm  €fiigeflOcfaten,  weil  hier  ein  pimktiach 
widitigea  Problem  taaiprt  wiid,  desM  xationell«  DiisdifUirung  sehr 
geeignet  ei*8cheint|  tin*  —  wemi  auch  nur  orientirende  —  ÜbereioM 
in  Betreff  der  sehr  Terwiokeltwi  Idnetischen  und  etaUscben  Verhältnisse 
der  ZugbewegTing  zu  erlangen.  Ist  diese  theoretische  Einsicht  iü 
p'nvis'^r'm  Grade  erreicht,  so  bleibt  ee  natürlicherweise  Sache  dor 
Beobachtung  und  der  Versuche,  die  Erkenntnis  der  praktisciieu 
Factoren,  namentlich  der  Stabilität  der  Zitgbewegung  unter  den 
verschiedenen  in  Betracht  kommenden  Bedingungen  zu  verbes^m 
und  weiterzuführen* 
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46.  Beibung.  Wir  haben  sdhon  bM  Poncelet  der  paSiiviB 
Widentftnde  gedacht    Hiar  mtögen  noch  einige  Bemerintagea  an« 

geschlossen  werden,  die  sich  beeonders  auf  die  neueren  Untereuchungeoa 
über  Reibung  beliehen.  Soweit  es  sich  um  die  Behandlnng  statischer 
o*]pr  dynamischer  Probleme  handelt,  bei  man  fast  ausnahmelos  Aip 
GüUigkt'it  iit'S  Coulomb  seilen  (resetze?!  adoptirt.  In  dif^'^em  Sit;ae 
sind  aucii  dii'  aiuilytiachen  Probleme  in  der  bekannten  Moiu  trraiihie 
von  Jelletl  durühgeliidirt,  obwohl  hier  m  der  Einleitung  auch  aul 
allgemeuiare  Beibangsgesetce  hingewiesen  wird.  £ine  aUgemeinera 
▲ii£fosBimg  in  der  kinetischen  Bdiandlung  dar  pamen  Widessttacls 
findet  sich  in  Painley^'s  fiLe^ons  eur  Is  firaitooMni^,  indain  faiar  nm 
yomherein  das  Oeseta  der  Beibnngs  Wirkung  in  keinar  Weise  speeiali'^ 
sirt  wird,  so  dafs  die  aUgemeinen  analjüichen  Betrachtungen  noch 
ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn  man  die  Cnulomb'sche  Fonrafll 
durch  eine  neoare  sreetst  Die  bekannten  Lehrböeher  der  analytischan 
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Mechanik  nf  luiien  —  soweit  es  mir  bekannt  ist  —  anf  die  neueren 
Ansichten  ül>e]-  die  Wirkang  der  Reibung  keine  Ettcksicht,  obwohl 
Hirn  Hchon  im  Jalire  1855  ganz  bedeutende  Fortschritte  in  der 
eTfalirungsnuilsi^en  Erkenntnis  dieser  Erscheinungen  gemaeht  hat. 
Hirn  hat  wulii  zueilt  die  Bedeutung  der  Schmienaittel,  welche  die 
Zwischenscbidit  zwischen  Zapfen  und  Lager  bilden,  physikalisch 
riditig  eitenafc  und  ^  qantitatm  DV^tkog  te  ViseositRt  deiMÜMiL 
feftg«ftelit  Ans  taiiiai  YonnickeiL  mit  im  B«ibiingswage  folgerte 
er,  da&  der  Beibungscoefficient  bei  onsreichQBder  Sdumerang  der 
Geschwindigkeit  diieet  und  der  Quadratwurzel  ans  dem  Zapfendrack 
«Dgekehrt  praportional  iet  Die  Abhängigkeit  des  Viscositäts- 
coefficienten  von  der  Temperatur  ist  in  dieser  Arbeit  bweits  mit 
Sorgfalt  untersucht,  m  flafs  »lipselbo  als  GrundlRg'»  der  späteren 
Forschungen  auf  diesen^  i  lein-  te  mit  v  ollem  Kecht  angesehen  werden 
kann.  jS'achdem  PoiseuiiU  du'  Gesetie  der  inneren  Reibuug  ffir 
Flüssigkeiten  in  capillaren  Kohren  gestützt  auf  die  Ne wton'schen 
Grundanschauungeu  entwickelt  hatte,  war  das  Problem  der  Zapfen- 
reibung  insofern  physikalisch  geklärt,  als  nun  die  vorhandenen  all- 
gemeinen  HUftmiiteL  der  iteietiaolieii  Physik,  die  ftit  Fourier 
weite  Verbreitung  gefimden  hittei^  Tollkommen  avareielitoiiy  um  die 
erlbiderfiolMtt  theoretitdien  f  onnelii  au&oetellen.  Diee  iet  in  be» 
friedigender  Potm  bekanntlich  zuerst  von  Petroff  geechehen,  wenn 
auch  einige  specioUere  Fälle  schon  früher  erledigt  waren.  0.  Beynoldg 
hatte  die  Theorie  der  Zapfenreibung  insofern  theoretisch  noch  weiter 
ausgebildet,  als  er  namentlich  den  Einflnfs  der  cxcentrischen  Schmior- 
^fhirht  in  Kechnune  cpznppn  hat.  i  ur  unsere  vorliegende  Dar- 
stellu!.,!^  kommen  diese  —  in  neuerer  Zeit  —  vielfach  comnientirten 
Untersm  hangen  eigentlich  nur  in  einem  bestimmten  Sinne  in  Be- 
trauiii.  Wu  haben  nUmüch  hier  die  naheliegende  Frage  zu  be- 
antworten: Werden  die  Beibongsprobleme,  soweit  sie  technische 
Bedeatmg  haben  und  der  themtiBcheii  Behandhing  mit  Bttokiiehi 
n«f  die  Maeehinettbewegnng  zugänglich  und,  dnich  die  neueren  An- 
Mhsimngen  und  Bemttate  wesentlieh  modillcurt?  Dies  ist  allerding» 
der  Fall,  insofern  der  Vorgang  mit  den  BrgebnlMen  Coulomb 's 
und  Morin's  zum  Teil  in  direetem  Widerspmdi  eteht.  Andererseita 
darf  man  nicht  auber  acht  lassen,  dafs  die  Berücksichtigung  der 
Petroff 'sehen  Formel  in  der  Dynamik  der  Kurbelmechnnismen  recht 
bf'trnfhtlirhe  Schwierigkeiten  venirsacht,  sobald  f"*  Mich  um  syäte- 
mansche  Ansätze  der  zusammenhängenden  Pr ji^l« mo  handelt.  Die 
Durchflihruiig  wird  aber  keineswegs  unmugluh,  weuii  man  sich  uur 
einmal  dazu  ent&chlosseu  hat,  die  Integratiousturcht  beim  Anblick 
der  kinetieehen  Differentialgleichnngen  gänzlich  abzulegen  und  statt 
dessen  anf  lüttel  nt  sinnen,  welche  die  explieite  l«Osung  des  Problemi 
gestatten  (et  Hr.  49  und  50). 

Die  troekene  fettende  Beibnng  iwiechen  zwei  Flftefaen  sucfai 
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man  in  der  Tocliiiik  möglichst  zu  verraeiden.  Komuien  erhebliche 
Pressungen  hinzu,  8o  beginnt  ein  Rosionsvorgang,  welcher  mit  be- 
trftchtlicher  Wänueentwicklimg  verbunden  ist  Derartige  Processe 
lassen  sich  ftberhaupt  nicht  durch  allgemeine  Gesetse  festlegen 
und  gehöron  deshalb  anch  nicht  in  das  Gebiet  der  mechanischen 
Untersuchiing.  Solange  man  keine  weiteren  ünteilagen  m  ihrer 
quantitatiTen  Schätzung  besitzt,  kann  man  sich  umerhalb  gewisser 
Grenzen  auf  die  Goulomb'schen  Annahmen  stützen,  da  sie  die  ein* 
fachsten  sind. 

47.  AntrnnJu)nf/'v  fhr  S7r>/c/;/ sv/rr-.  Erblllt  irrrend  eine  Masse 
innf^rhalb  eines  sehr  kleinen  ZeilmtervullH  eine  beträchtliche  Ge- 
schwindigkeitsvermehning,  so  wird  der  kinetische  Vorgang  nach 
allgemeinem  Sprachgebrauch  als  Stofä  bezeichnet.  Newton  hat  die 
theoretische  Behandlung  der  Stofsprocesse  für  Kugeln  zu  einem  ge- 
wissen AbschlnTh  gebracht.  Fflr  ganz  beliebige  Begrenzungen  nnd 
beliebige  beschränkende  Bewegungsbedingungen  sind  dieselben  Ton 
Poinsot  formal  erweitert  nnd  schon  voiher  durch  Poisson  nnd 
Poncelet  in  specielleren  Füllen  in  der  technischen  Mechanik  ver- 
wertet worden.  Hierbei  hat  man  immer  zwei  ideale  VorgUnge  als 
extreme  Grenzen  der  Wirklichkeit  in  den  Vordergrund  gestellt:  den 
Btofs  vollkommen  unelastischer  Körper  und  den  Stöfs  bei  vollständiger 
Erhaltung  der  kinetischen  Gesamtenergie.  Von  Newton  wurde 
allerdings  schon  der  Versuch  gemacht,  das  Verhalten  der  wirkiicheu 
Biiljstanzeu  als  Zwischenform  durch  Eiufflhrung  eines  Restitut  ions- 
coefficieuten  theoretisch  daii(.u."5leileu,  aber  seine  Versuche  zur  Be- 
gtimmnng  dieser  QrSfse  sind  durchaus  nicht  einwniftfirei  und  jeden- 
falls den  heutigen  Anforderungen  keineswegs  genügend.  Im  Hhiblii^ 
auf  die  außerordentlich  zahlreichen  und  umässenden  Yeisuche  Itber 
Beibung  ist  es  nicht  erklSrlich,  weshalb  man  diesem  theoretisdi  nnd 
praktisch  in  gleichem  "Mafse  interessanten  und  wichtigen  Nachbar- 
gebiete sio  auffallend  geringe  Yersnchsthätigkeit  hat  zu  teil  werden 
lassen.  St.  Venant  hat  zwar  den  elastischen  Stöfs  stabförmiger 
Körper  eingehender  behandelt,  aber  e«?  fehlt  noch  immer  an  syste- 
matischen Versuclien  zur  Bestimmung  des  Verhaltens  der  wichtigsten 
technischen  Materialien  beim  plötzlichen  Aufeinandertreffen.  Sogar 
die  neue  Auflage  der  „Hütte"  weifs  an  der  betreffenden  Stelle  dem 
Techniker  keine  neueren  Baten  als  die  New  ton  sehen  für  Glas, 
Elfenbein,  Stahl  und  Kork  mitzut^en.  Auch  in  den  neueren, 
systematischen  Darstellungen  der  rationellen  Mechanik  tritt  die  Be- 
deutung einer  entwickelteren  Stofstheorie  immer  mehr  in  den  Hinter- 
grund, indem  man  sich  auf  die  stereotype  Beproduetion  der  Elo- 
mentarge setze  beschränkt.  Die  gründlichste  Darstellung  giebt  Pon- 
celet, wie  wir  schon  in  Nr.  13  gezeigt  haben.  Zur  Vervollständigung 
des  dort  Gesagten  möge  deshalb  noch  eine  kurze  Übersicht  seiner 
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Untorsm  liiiniT  über  Hammerwirkunt,»  hier  Platz  tiiiden,  die  für  dea 
Techniker  st»  rs  ein  classUches  Beispiel  einer  theoretischen  Durch- 
führung Hut  diesem  Gebiet«  bleiben  wird.  In  Fig.  17  ist  ein 
Sch^vauzhammer  in  der  Aul'lage  und  der  Anhublage  skizzirt  Die 
Wirkung  des  Hebedanmens  zerfällt  in  drei  Perioden.  In  der  ersten 
Peiiod«  erfdgt  die  gegenseitige  ZnsammMiprewimg  dei  HebedaumonB 
und  des  Hehns  (Ring).  Die  iweite  Periode  beginnt  mit  Beendigung 
des  enten  StoÜMS  und  dauert  bis  za  dem  Angenblioke,  wo  der 

I 


♦ 

I 


i 

Daumen  den  Heim  verläfst.  Hier  schliefst  sich  die  dritte  Periode 
an,  welche  in  dem  Moment,  wo  der  folgende  Hebedaumen  den  Helm 
berührt,  endet.    Es  sei  nun 

N  der  Druck  des  Hebedaumens  aut  den  Helm, 
0),  to'  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Daumeuwelle  und  des 
Hammers, 

R'  die  EatferaimgeB  der  B«rfihnmgBBteUe  von  den  Ihreh- 
punkten  C  und  0', 

f  das  VerbSltnis  der  Beibnng  xn  dem  Ztpfendmck  des  Hammers, 
der  Halbmesser  der  Zapfen  und  r'  der  Abstand  eines  Massen- 
elementes  dm'  des  Hammers  von  der  Drehaze. 
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Dum  fletrt  PoneeUt  das  TriglMitmament 


Um  den  ZapfendrBok  m  hmtimaaif  legt  «r  dudi  C  nm  mdiftp 
wmklige  Aün,  10  dalk  «Im  dM  Goordmite  « » y'  eiUUt.  BeaaidiMt 
man  focMr  mit  «\  |r*  dk  CooidumtMi  dra  SdHrarpuilEtes  B  d« 
Hammwgf  mH  t  dei»^  Eotfemimg  toa  der  Drthai»,  mU  0  dm 
HOh«nwi]dcel  you  CO-  imd  mit  m'  die  Masse  des  HammerSi  so  wiid 

und  die  Besultante  aUer  TfCgheitskräfte  —  m'{^*  Der  Zapfen- 
dniok  wild  also: 


D  +  ^ m'i  OOS  ey  +        m'i  sin  e)'- 

"Da  man  wegen  der  Klemhoit  des  Winkels  6  mit  Sicherheit  weil», 
dals  das  ei^ste  Glied  im  RadicaJiden  gröfser  ist  als  das  zweite,  so 
giebt  die  Poncelci'sche  Methode  der  Liuearappruximauuneu  (cf. 
Nr.  50)  den  angenäherten  Ausdruck: 

J)  .  0,96  (N  +  lo'm'l  eoad)  +  0,4 o  sind. 
FOr  0  —  0  wird: 

In  jedem  Augenblick  der  Stofsperiode  besteht  also  die  Glekhong 

NM'  —  M'M'^ä'  +       { N  +  nml } , 
und  bieniia  folgt 

Andererseits  müssen  die  Trigheitskzfifte  der  BanmenweUe  den  Dmck- 
krftften  des  Hebedaumens  und  der  entsprechenden  Bmlmng  das  Gleich* 
gewiebt  halten.   £s  besteht  also  die  weiters  Beiielm&g: 

oder  wenn  man  aar  Abkürzung 


setzt,  die  Beziehung  zwischen  den  Winkelbeechlenmgnngen ; 

Kit*  •  <•  —  » JTi^i^  • 
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Bi«raii8  folgt  durch  Integntioii  ron  ai'»0  Ins         o>^/ : 

worin  52  die  maximale  WinkelgeachwiiMÜglnnt  der  DAimi«iiwelle  be* 
zeichnet.    Mithin  ist 

Poncelet  setzt  ntm  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  der 

Daumenweiüe 

woraus  ach  exgiebt: 

Der  durch  den  Sto£s  bewirkte  Verlust  an  kinetischer  Energie  ist 

folglich 

oder 

„_,+,.*: 

also  im  wesentlichen  von  dem  Verhältnis  M' :  M  abhängig,  da  x  in 
der  Praxis  meist  nur  wenig  grölser  als  1  ist.  Durch  Rinftihmng 
des  Wertes  für  Sl'  erhält  man 

Fl  —  M'R'*  (S  «  —  1  +    ^)  » 'l 

Die  Danmenwene  oonsomirt  bei  jedem  Stöfs  den  Arbeitsbetrag 

oder,  da      und  o)  als  Functionen  von  SL'  bekannt  sind,  das  Arbeits- 

quauLuui 

Poneelet  stellt  nun  für  die  zweite  Periode  die  Gleichgewichts- 
gleichnng  zynischen  der  Yon  dem  Hebedanmen  ansgefibten  Kraft  und 
den  WiderstSnden  anf.  Bezeichnet  man  nSmHcli  mit  S  die  Normal- 
laraft,  welche  der  Hebedaumen  auf  den  Helm  ansOben  muls,  um  alle 

Widerstände  ZU  fiberwinden,  mit  a  die  Erhebung  des  Hammers  und 
mit  Q  das  Gesamtgewicht  desselben,  so  besteht  in  Bezug  auf  die 
Axe  C'  die  redueirte  Gleichgewichtfl|flttchung: 

R'S  *     eoa  (0  +  er)  +  f^'{0^{q  +  ^eos«)  +  0,4i9fliD«}' 
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Durch  Integration  von  k  =  0  bis  er  =  »'  folgt  nach  einigen  He- 
ducÜouen  für  die  während  des  Hubes  hervorgebrachte  Arbeits^uantität 

Ä'P'«'  „  _____  Qh^O.^^fn'Qa   ,  , 

asia      22'a'_/-^'|o,96amo' -1-0,4(1  — cos«'))  ^ 

da  ftr  die  Hubhöhe  die  Be&ehiuig 

h  =»  2{nn     -\~  u)  —  dna) 

besteht.    S'  ist  der  mittlere  Wert  von  S. 

Für  Aufwerf-  und  Stiruhämmer  erhält  man  einen  ganz  anaJogen 
Ausdruck.  Es  bezeichne  nun  P  die  in  der  Entfernung  von  der 
Botationsaxe  auszaHibende  Kraft  und  das  Gksamtgewicbt  der 
Daumenwelle.  Dann  ist,  wenn  die  Amplitude  der  Drehung  be- 
deutet, der  Zapfendruck  der Hammerwelle  angenShert Nx-\-F — a  und 

Hieraus  folgt  der  Mittelwert  P'  der  veränderlichen  Gi-üsse  P 
durch  Ausführung  der  Integration  zwischen  den  Grenzen  <p  —  0  bis 

Die  Gesamtarbeit  wSbrend  des  Hubes  ist  dann: 

Ohne  jede  Schwierigheit  erhUt  man  die  Arhmt  während  der  dritten 
Periode  fttr  einen  Hub,  nämlich 

wo  n  die  Anzahl  der  Hebedaumeii  bedeutet. 

Das  totale  Aibeitsquantuin ,  welches  einem  Hube  entspricht, 
ist  also 

woraus  sich  dann  leicht  der  Nutzeft'cct  des  Hammers  bestinimeu 
läfst.  In  der  Regel  besitzt  der  Hammerstiel  einen  hohen  Grad  von 
Elasticität,  so  dafs  es  auch  \\iinschenswert  ist,  die  Modificationeu, 
welche  durch  die  Durchbiegungen  henrOTgehradit  werden,  kennen  am 
lernen.  Dies  ist  von  Poncelet  nicht  geschehen,  da  er  das  Byatem 
als  ein  unelastisches  ansieht  Aber  bei  der  heutigen  Entwickelung 
der  Heohanik  nicht  starrer  Systeme  bietet  diese  Erweiterung  keine 
prindpiellen  Schwierigkeiten  und  könnte,  sobald  es  gefordert  wird. 
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recht  wohl  durchgeführt  werden.  Zugleich  möge  noch  die  Be^ 
raerkimg  Platz  fmden,  dafs  in  neuester  Zeit  ausgedehntere  Vei-suche 
über  den  Wirkungsgrad  der  Hämmer  angestellt  wurden,  welche  ZXL 
einem  Vergleich  mit  den  theoreüschea  Besoltaten  autl'ordero. 

J.  ttraphisclie  and  analytisehe  HilfsmitteL 

48.  Oeameirisfke  Barsi^mgen,  Die  Krttite,  deren  Gleieh- 
ge wicht  und  Bedoction  in  der  Statik  untersucht  wird,  sind  im  all- 
gemeinen linmliche  Vectoren.  Die  ganie  Aufgabe  dieses  Teile  der 
Mechanik  fSllt  alao  natnrgemKb  in  das  Gebiet  der  Geometzie  und 
findet  auch  hier  ihre  elementarsten  uud  aüscliaullchst€n  Lösungs- 
mittel. Dieser  elementaxgeometrische  Charakter  der  Statik  ist  aber 
im  wesentlichen  an  gewisse  einfache  Voraussetzungen  Über  die  in 
Betracht  kommenden  Systeme  geknüpft.  Die  Behandlung  des  starren 
Körpci-s,  der  Fachwerke,  des  zwaDtrslHufieeii  Gelenksystems  und  der 
Kotteulinie  sind  die  wichtigsteu  Beispiele  für  die  Anwendung  geo- 
metrischer Methoden.  Die  allgemeinen  elastischen  Systeme  verlangen 
schon  Hilismittel,  die  wenigstens  formal  der  iiieorie  der  pailiellen 
DifferentialgleichQngen  —  also  eänem  analytischen  Gebiet  dar  Mathe- 
matik —  angehören.  Aber  auch  hier  sind  die  einxelnen  FiUe  oft 
eo  einfadier  Natur,  dafs  man  —  soweit  es  sich  um  praktische 
Probleme  handelt  —  mit  den  üblmhen  graphischen  Methoden  aufeer> 
ordentlich  iriel  eneicht  hat.  Weniger  erfolgreich  sind  die  Be* 
mtihnngen  gewesen,  welche  eine  Übertragung  dieser,  namentlich  in 
technistlum  Kreisen  sehr  verbreiteten  Hilfsmittel  auf  venvickeltere 
Frag^en  der  Kinematik  bezweckten.  So  lange  es  sich  um  ebene 
Systembewegungeii  handelte,  gelang  die  Erweiterung  der  graphischen 
Metboden  ohne  jede  neuiieuswerte  Schwierigkeit,  aber  die  räumlichen 
Problüme  liefsen  sich  nur  ausnahmsweise  uul  diesem  Wege  so  lösen, 
dafs  die  geometrische  Durchlühi-ung  vor  der  analytischen  den  Vor- 
xug  der  grdiseran  Ein&dilieit  behielt  Der  Gnmd  dieser  Erscheinung 
ist  ein  sehr  naheliegender.  Unser  constmctiTes  Vorstellen  und  Denken 
erfolgt  im  Baume  mit  drei  Dimensionen  ebenso  consequent  und  an- 
schaulich als  in  der  Ebene,  aber  sobald  wir  die  Ltfsungsmethode 
ezplidrt  auf  das  Papier  bringen  müssen,  um  Malse  und  Verhältnisse 
aus  dem  fertigen  Eesultat  herausgreifen  zu  können,  wird  ein  Hilfs- 
mittel —  die  Projection  —  notwendig,  dessen  geschickte  Hand- 
habung sehr  umfangreiche  Übung  und  Eiiahrung  verlangt.  Das 
Anklamnieni  an  stereotype  Methoden  führt  bei  iniumlichen  kinema- 
tischen Problemen  nur  zu  oft  auf  unbrauchbare  Lösungen  ~  ein 
wirklicher  Erfolg  ist  nur  durch  umsichtige,  allen  Eigentümlichkeiten 
der  Aufgabe  Rechnung  tragende  Anwendung  der  Projectionsverfahreii 
aussichtffv^olL  Wie  ergiebig  und  wertvoll  aber  die  allgemeine  Ab- 
bildungsgeometrie in  der  Hand  des  geübten  Mathematiken  werden 
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kOnne,  zf^igen  die  Bestrebangpn  von  Ch.  A  Vogler,  Laianne. 
Colüi'nrrn^  Lall'-inaiid  und  D'  Ocagne,  Functionen  von  zwei 
imd  meiir  iiuablmiigigou  Argumeutea  in  der  Ebene  graphisch  dar- 
zustellen. Bisher  äind  diese  Methoden  —  lioweit  die  Mechanik  in 
Betracht  kommt  —  vorwiegend  bei  Problemen  der  Festigkeitslehre 
zur  Verwertung  gekommen,  sie  bieten  jedoch  auch  gleichzeitig  ein 
sehr  bequemes  Hüftndttel  rar  BurehflOnuiig  Terwiekelier  Aufgaben 
der  Kmemtttik. 

Wie  eteht  ee  snA  mit  der  graphiaehc«  Behandlnag  dys«* 
mifloker  Probleme?  ICan  könnte  glauben,  in  Proell'f  ^Yenadi 
einer  graphischen  Djnamik"  die  Grundmittel  zu  finden,  welche  es 
erm^glichmi,  allgemeiiiere  kinetieobe  Probleme  mit  Hilfe  der  Geoo^etne 

zw  lösen.  Dipf?f  an  und  fftr  sich  schEtzenswertf»  ^ronographie  ent- 
hält jedoch  nicht  ein  einziges  Problem  der  Dynamik  in  dem  bei 
MathemAtik»rn  üblichen  Sinne  dea  Wortes.  Der  Verfasser  hat  sich 
vielmehr  durchgehends  auf  die  Kinematik  beschränkt,  vstmgsteat 
habe  ich  nach  wiederholtem  Studium  seines  Buchen  nichts  anderes 
darin  entdecken  können.  Eine  graphische  Dynamik  hat  ihr«  all- 
gemeine AnigBk%  etiwa  so  sa  foimidirai:  Eis  mttoieUee  8j«tem  Irt 
«emer  Art  nnd  Geetalt  n*ch  so  weit  dedfaurt^  dafo  der  Opnpks  der 
möglichen  Gesohwindigkeiten  und  Beschleomgnngen  am  diesen  Be- 
ttimmnagen  eindeutig  folgt.  Die  geomeliisdie  Configmikm  des^ 
eelben  nnd  sein  Gegchwindigkeitszostand  sind  zur  Zeit  (  =^  voll- 
ständig gegeben.  Welches  ist  seine  GonfiguratifHi,  sein  Geschwindig- 
keitszustand  und  das  Sjstem  der  inneren  6pannnu£ren  7.nr  Zeit  f  =»  /j, 
wenn  dasselbe  in  fVm  Zeitintervail  —  der  Einwirkung  eiues 
bestimmten  äufseren  Kräftesystems,  weichem  definirbare  passive 
Widerstände  entLreijenstehen,  unterworfen  ist?  Es  ist  hier  ganz  und 
gar  belanglos,  oh  das  materieUe  System  ein  stan'es  oder  ein  deforxnir- 
bares,  ob  es  zwangsläufig  ist  oder  mehrere  bezw.  unendlich  viele 
Freiheitagrade  beeitsEt  Ss  ist  ferner  gleichgtUtig,  ob  dis  ftubese 
Krifteqrstem  eonservatiT  oder  nicht  oonsemtiT  ist,  ob  es  analytiieb 
oder  nnr  graphisch  definirt  ist  Von  entsobeideiidar  '^chtigkeit  ist 
es  vielmehr,  daä  in  der  TbBt  jedes  wirklidi  gegebene  kinetiacfae 
Problem,  sobald  es  Überhaupt  eiract  formulirt  ist,  mit  passenden 
graphischen  Hilfsmitteln  fspUoit,  d.  h.  in  einer  Ponn,  welche  allen 
praktischen  Anforderunj^en  genügt,  lösbar  ist.  Selbstverständlich 
wird  es  in  vielen  Füllen  bei  kinetisch on  Fragen  der  Technik  un- 
jnögllch  sein,  den  vollständigen  Complex  der  Daten  zu  fassen, 
worauf  ich  in  der  vorliegenden  Darstellung  schon  wiederholt  hin- 
gedeutet habe.  Es  kommt  hier  nur  darauf  an,  zu  zeigen,  dals  unt€r 
den  gemachten  Annahmen  die  Di&renüalgldchangen  der  Bewegung 
angestellt  und  dem  pzaktiscben  ZmekB  entspreGheod  integiirt  «wdoB 
kSnnen.  Dm  erste  Ziel  erreii^t  man  in  sebwierigeren  Fiilsin  amst 
am  sichersten      wenn  aoch  nicht  iaHner  mti  dem  kSissetsn 
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—  durch  üeiiuLmng  d^s  verallg-emeinerten  Harn ilton'schen  Princips, 
weil  aiädami  auch  die  veruuder liehe u  Systeme  uuL  im^dlicb  vielen 
Freibeitsgraden  sich  der  ex&cten  EinkkldiiBg  in  die  Foim  der 
DifferaBiialgleichimgeB  ft^aa  uAtteii.  Sind  diMe  gewoiiMii,  «o  bat 
mam  eatwedor  ein  System  eimnitaaer  DiffmentieiglmAm^n  la  inte- 
grixen,  dem  eiuBge  nuaiMiüttgige  Veriadwliclk»  die  Zmi  t  itt^  oder 
es  liegt  —  im  tUgemeiiiaicii  Falle  —  ein  Sfistem  von  partiellen 
DiffBrentiAlgleidiungen  vor.  Bleibeai  wir  wnftdiBt  bei  der  eim- 
fächeren  Annahme  stehen. 
THo  Bowegnngsglpinhnnpen 
lassen  sich  dann  immer  auf 
die  Form  bringen: 

—  fi  (%»  ^»  Ol 

Die  Ordnen  x  sind  som  Teil 
Coordinaten«  zum  Teil  Ge- 
scbwindigkeitsoomponenten. 
Ztxm  Ansgangsponbt  der 
iQtegraüon  nehme  man  die 
gegebenen  Initialwerte 


4. 


T,,  und  trage  die- 


19. 


selben  (Fig.  18)  für  die  ge- 
meinsame Abscisse  t  =  (q 
als  iJidinaten  auf.  In  der 
Gleichung 

denke  man  sich  Xi  constant  mid  nw  die  GvBCeen       i  täa  TaiiabeL 

I>ioselbe  stellt  dann  ©ine  Curve  dar  und  für  .ri  =»  =  =s  • . . 
eine  Curvenschar  Ganz  dasselbe  gilt  für  die  übrigen  Gleichungen. 
Man  wähle  nun  eine  Wertr^ihe  f,'.  ri.  ■  •  .  so  ans,  dafs  dieselben 
von  i"?,  r2,  '  '  '  wenig  abweichen  und  m  der  Nachbarschaft  der 
Imiialpunkte  3^,  3^,  •  •  •  a?n  kleine  Cnrrenstttcke  B'  ergeben,  die 
alle  auf  derselben  Seite  der  zu  t  ^  gehörigen  Ordinate  liegen. 
Diese  Camastiek»  ergeben  mh  also  ras  den  Gleiehxmgen 


jfahmbttielit  d.  Deutsohen  M*th«ni.*Y«MliiigaBg. 
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und  sind  hiernadi  leiidit  oonstroirbar.  Bei  einiger  Ülnmg  kommt 
man  mit  swd  paaseiid  liegendMi  Punkten 

die  arithmetiflchen  Mittel  *-h %)i  i(4  -|-  •  •  •  als  die  Tangenten 
der  Trajectorion  der  Gnrrenscharen  und  gewinnt  die  Punkte 
Durch  den  ftnlÜBersten  Punkt,  etwa  xi  in  Fig.  18,  zieht  man  eine 
Orrlinate,  welche  die  übrigen  verlängerten  Curvenstücke  in  dpn 
Punkten  x\y  xj,  •  •  •  trifft.  Alle  die  so  erhaltenen  Werte  g-ehören 
zu  dem  Argumente  ^  =  ^.    Nun  betrachtet  man  die  Gleichungen 


fftr  passend  gewählte  Werte  von  xi\  ü',  •  •  ■  xü  und  fahrt  in  der 
bisherigen  Weise  w^ter  fort,  wodurch  man  die  Punkte  Xi,  jC|',  •  •  xÜ! 
der  Integralcurven  gewinnt.  Dieses  graphische  Fortsetzungsverfahren 
ist  äufserst  primitiv,  liefert  aber  dennoch  bei  seiner  Anwendung  auf 
kinetische  Probleme  der  Teclinik,  wie  ich  mich  durch  Ansfühning 
von  Beispielen  überzeugt  habe,  in  Anbetracht  der  mei»t  innerhalb 
weiter  Grenzen  unsicheren  Daten,  recht  befriedigende  Resultate.  Zu- 
dem werden  wir  gleich  analytische  Approximationsmethoden  zur 
Integration  der  DüferentudgleichQngen  anAShren,  die  einen  beliebigen 
Grad  der  Genauigkeit  gestatten,  also  gegebenenfalls  in  naheliegender 
geometrischer  Umbildung  an  die  Stelle  des  obigen  graphischen  Ver- 
fVi.brwna  treten  können. 

Die  partiellen  Düferentialgleichungen  für  die  Bewegung  ver^ 
änderlicher  Systeme  lassen  sich  immer  durch  einen  Grenzübergang 
aus  einem  System  simultaner  Differentialgleichungen  einer  unab- 
hängigen VerUnderliehen  gewinnen.  Bei  Eulpr.  f.  arrranije  und 
Fourier  finden  wir  in  der  That  einige  sehr  lehrreiche  Darstellungen 
dieses  Processes.  Diese  Anschauung  gründet  sich  eigentlich  auf  eine 
tiefere  Erfassung  der  (u  uudprincipien  der  Bewegungslehre  und  hätte, 
wegen  ihrer  Wichtigkeit,  wohl  verdient,  in  im  Lehrbflidiem  dnr 
Hedianik  eingehend  behandelt  zu  werden.  Schon  der  Versodi,  die 
Gültigkeit  des  Piincips  der  virtnellen  Gesdiwindigkeiten  für  geeet^ 
nüLbig  Teribiderlicbe  Systeme  m  erweisen,  mubie  anf  Betarachtangen 
dieser  Art  führen.  Nachdem  dieses  Princip  für  starre  Systeme  er- 
wiesen nnd  das  System  der  möglichen  Geschwindigkeiten  als  eine 
Superposition  von  Tran.slations-  und  Rotationsge.schwindigkeiten  er- 
kannt ist,  betrachtet  man  bekanntlich  die  Deformationen  des  Elementar- 
trieders  und  stellt  im  allgemeinen  Falle  ein  ganz  analoges  Versehiehungs- 
system  auf.  Man  erweitert  die  Grund  Vorstellungen,  indem  man  sie  auf 
alle  Elemente  des  doformirbaren  materiellen  Systems  überträgt,  und 
erh&lt  so  die  GewÜsheit  von  der  allgemeinen  GiÜtigkeit  des  Lagrange - 
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sehen  Prmcip«.  ünter  diesem  OesiohtqpQiikt  sind  mm  auch  die  ptttieUen 
Differentialglwehiingen  der  Bewegung  za  betnushten  imd  graphisch  za 

integriren.  Natürlich  kommen  zunächst  nur  die  elementarsten  Fälle 
in  Betracht,  da  das  Aufsuchen  künstlicher  Schwierigkeiten,  d.  h.  sol- 
cher, die  ein  <;pecifisch  mathematisches  Interesse  besitzen,  überhaupt 
nicht  mit  den  2iie)en  der  technischen  Mechanik  Toreinbar  ist 

49.  Analytisdie  Hilfsmittel.  Die  liiUi-polationsmethoden  spielen 
in  der  astronomischen  Mechanik  eine  wichtige  Rolle  und  haben  auch 
von  dieber  Seite  auü  eine  weitgehende  Ausbildung  ertaiiren.  Bei 
technischen  Problemen  konmien  sie  weniger  in  Betracht,  da  die  Be- 
Torsugung  der  graphischen  Dantellnngen  das  analytische  Inteipoliren 
meistens  nnnötig  macht  Dagegen  ist  hier  sehr  oft  Gelegenheit  sor 
Anwendung  der  Qnadratnrmethoden,  welche  man  früher  mit  der 
Inteipolationsredmong  in  eine  organische  Verbindung  gebracht  hat, 
während  man  neuerdings  ihre  algebraische  Grundlage  als  die  natur- 
gemälsere  mehr  in  den  Vordergrund  stellt  Die  Quadraturmethoden 
mit  äquidijitÄnten  Argumentintervallen  sind  von  Cotesius  in  voller 
Allgemeinheit  ent\Näckelt  und  enthalten  die  fälsehlich  nach  Simpson 
benannte  viel  gebrauchte  Formel  als  besonderen  Fall.  Poncelet's 
ModificÄtion  ist  wesentlich  geometrischer  Natur.  Eine  gnmdsätzliche 
Umgestaltung  wurde  durch  die  Gauls 'scheu  Quadraturphncipien 
herbeigeführt,  die  eine  Venmnderong  der  Ordinatensshl  um  etwa 
die  HUfte  bei  gleicher  Genauigkeit  sulassen.  Zu  den  Anwendungen 
auf  technische  PMbleme  haben  sie  keinen  Eingang  gefunden,  weil 
die  Coeffieienten  der  Ordinaten  meist  unbequeme  Zahlen  sind.  Dire 
eigentliche  Bedeutung  wird  weiter  unten  erürtert  werden.  Von  diesem 
ÜbeUtande  sind  die  Quadraturformeln  von  Tchebycheff  frei.  Sie 
werden  deshalb  von  Schiffsarchitekten  häufiger  benutzt.  In  Wirklich- 
keit sind  diese  Formeln  up mittelbare  Folgerungen  des  Gaufs'schen 
Quadraturansatzes  und  verlangen  deshalb  keine  besondere  Theorie. 

Die  neuerdings  allgemeinere  Verbreitung  findende  Vectoranalysis 
gehört  ebenfalls  zu  den  hier  kurz  zu  erörternden  analytischen  Hilfs- 
mitteln der  Mechanik.  Ihre  Bedeutung  ist  aber  eine  rein  formale, 
indem  sie  nicht  eigentliche  LOsungsmethoden  liefert  Die  Quatenuonen 
der  Engländer  kium  man  in  der  Mechanik  wohl  gans  venneidenf  da 
sie  nur  sur  Darstellung  endlicher  Rotationen  in  geschlossener  Form 
erforderlich  sind.  Diese  gehören  aber  ins  Gebiet  der  Geometrie. 
Die  Mechanik  hat  nur  Rotationen  Ton  unendlich  kleiner  Anq»litnde 
als  Elemente  der  wirklichen  Bewegung  eines  stanren  Systems  dar- 
zustellen, und  hierzu  reicht  der  Begriff  des  „lufseren"  Productes  zweier 
Vertoren  vollkommen  aus.  Das  ..innere'^  Product  stellt  dann  den 
Arbeitsbegriff  in  übersichtlicher  POi-m  vor,  und  die  ganze  Vector- 
analjsis  reducirt  sich  auf  diese  beidtu  Algorithmen  und  die  Grund- 
vorstellung der  Streckenudditioa.    In  diesem  Sinne  hat  Herr  Lüroth 
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eioen  „Gnindrifs  der  Mechanik^*'  (1881)  verötieniiiclit,  wodurcli  jedem 
Techniker  eia  knappes  und  doch  sehr  inhaltsreiches  Hilitsbuch  der 
allgemeinen  mechanischen  l'rmcipien  g^wten  ist.  In  ähnlicher  Be- 
schränkung hat  auch  Herr  Föppl  in  seinen  Vorl^ungen  der  tech- 
■iMlifln  ÜBthmak  vob  in  Tsetmaalynt  auBgiebigoi  Mmach  gemacht. 
Mehr  im  Siane  dar  QniXiiiiiftiiB'idMii  DtntoIliia|;eB  «ind  einige  V«r- 
dffenilichungen  des  Herrn  Gaspary  Aber  die  Bewegung  des  stairen 
flysteais  gebaUMi.  MsnfUls  soheiat  die  Verwiadwig  der  Tector^ 
rechnung  in  der  Mechanik  ünmer  feiteren  Boden  zn  gewinnen,  und 
insbesondere  aeigm  gerade  die  jüngeren  Techniker ,  die  sefaon  diadi 
ihre  Br-sohäftipiinir  mit  der  MaxweH'schen  Theorie  mit  dem  Vector- 
begriö  vertraut  sind,  diesen  formalen  Bestrebungen  gegenüber  eine 
offenbare  Zuneigung.  Erschwerend  nteht  noch  immer  der  Maugi^I 
an  EinheitlichJceit  in  der  Bezeichnung  im  Wege,  aber  vielleicht  wird 
auch  in  diesem  Punkte  eimual  die  wünschenswerte  Ubereinstimmung 
errffloht  Ich  sehe  den  Haiq>twert  der  Yectonuialjsis  in  dem  Umstand, 
diA  sie  OBS  BwiBgti  die  B^grift  wam  Oesohwindii^csit,  fl<isr1i1wiBimiin;, 
Szaft  Bnd  Mimsnt  in  ibrar  naitlriidiea  Bamnlage  fanantetlia,  nad 
dab  sie  die  snfiUig»  imi  oft  antdose  Zerleguig  in  OsM|iMssBteB 
fast  gaas  sn  uaigehen  gestaitst  Das  Bccfanen  wird  dadun^  aslir 
m.  aasohaalicbem  Denken,  was  in  der  techniadtnn  Mechanik  tob 
ganz  besonderer  Bedeutung  ist.  Andererseits  kann  maa  ntadiiiiaJuB 
t'pg'eniiber  nicht  eindringlirli  renup  vor  der  Auffassimg  warnen, 
welche  in  der  VectoraualysiH  ein  ciijentlic'hes  Werkzeug  der  mathe- 
matisLhen  Untersuchunf?  erbiickl.  Solche  wirksame  HilfiBaittel  sind 
nur  rriginelle.  dfls  unmittelbar  vorliegende  Problem  erfueeade  Ge- 
danken und  iuemais  rein  formale  Aigont Urnen. 

Aaalytiaalie  Msühate  aar  approiiaiiUiTea  Integration  der 
DiAnntia^IeidnBigea  «ad  awar  adtoa  tob  EaUr,  Laplaee  n.  a. 
fegeb«  wovte,  aber  diese  besafesa  aidrtdsB  ettodsdichsa  NlhwiiBis 
gnA^  um  hm  nMUhaieB  laierfallea  pzaUraoha  TenrndaDg  daAsa 
zu  kflmien.  Diesen  AnforderoBgea  g«ril|fte  erst  eine  dreigliedrige 
Näberongsformel,  welche  Herr  Bunge  nach  Analogie  der  Simpsoa* 
sehen  Regel  aufgest/ellt  und  in  den  Math.  Ann.  Bd.  46  (1896)  rer- 
ödentlirht  hat.  Sie  gilt  ^nniobst  f&t  dit  Integration  der  JHffanatiai* 
gkidumg  erster  Ordnung 

und  g0J5tattet,  von  einem  gewissen  Anfangswertpaar  (sr,  v)  ausgehend, 
für  einen  gegebenen  ArgnmentOTwachs  /l.r,  den  zugeliörigen  Wert 
von  zM  berechnen.  Dat»  Verfahren  ist  durch  folgende  Gleichungen 
gekeBMeicfaB<rf>* 
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jD«r  wüUm  laterpolatioiisrwrert  hat  also,  wie  M  4er  Simpgoa'MlMBi 

Ponnel,  das  "nerfache  Gewicht  der  anderen.  Die  Übertragtuig  auf 
8iniultansTstemp  von  T>if?>rf^ntiÄl?rlAi<'huTif?PTi  erster  Ordminp^,  also 
auf  dio  Bewo£riinfTspl^ichuiig(*n  nnrs  Systems  vort  fhier  'Mtdlichen 
Aiijjihl  l reiheitsgraden,  hat  nicht  die  gt  i  iii^ste  Sehwierigkeit.  Hiermit 
ist  auch  7U{Tleieh  der  Fall  der  ^owöhnlichen  Diifereotialgleichuii^Ma 
aweiter  tiud  höherer  Ordaimg  erledigt. 

Angeregt  durch  dw  BMivm  d«r  Biing«'flClieB  liMt,  htke 
wk  den  Vtwch  gemacht,  den  iiiiifmiBniidinffi  OaarB'tehea  QpaiÄBtätar^ 
piiiihw  im  mimt  Awdogi»  «af  €W)i«id«r  Diiiweatiaiglüi iftnag wii 
m  HfbertnisM,  und  m  gtiaag  nir)  4»  GmaiiMt  der  Aipmiination»- 
formeln  für  eine  beliebige  XilherangsofTdnang  PBl  jgcmiumt  (fOkuAuc. 
f.  Math.  tL  Phys.  Bd.  45).  Die  Zakl  4mr  ImiMliVsren  Formeln  wutle 
dadurch  —  in  theoretischem  Sinne  —  eine  unbeschränkte.  Tn 
"Wirklichkpit  wird  man  ihhor  die  Approximationen  rierlt  r  Oidiumg 
wohl  kaum  jtinjilK  liiti ausgehen,  da  die  Geimuigkeii  derselben  schon 
eine  aulsprordenthoh  grolse  ist.  Von  den  Näherungen  zweiter  Ordnung 
Mien  hier  nur  die  folgenden  angeführt: 

I)  Jy  —  /-(ic  +  i  Jji,  V  +  Vf- 

n)    - iir(«,if) + f(s  +  f' 

welche,  tiut/.  ihrer  TPrhälttiißmäfsig  ^t^ringeu  Genauigkeit,  in  der 
Mechanik  praktischtj  \  erw^etidunc»  fmdt-n  können.  Unter  den  zwei- 
gliedrigen Formeln  dritte:  Ordnung  »chemt  die  folgende  a;m  bequem- 
sten zu  sein: 

äff  ^  \[f{ic,y)  ^  *6f{x  ^  i^x,  y  +  ^'y)]^':. 

BnaiMhm  nMte  ich  fakr  atdh,  daft  «aok  die  seböiie  Qoadratnr- 
ionMl  m  Tek«bj'eli9ff  ia  4«  TliMim  der  DütevutuüsMcbuigMi 
är  Anaioffoa  bnitrt. 

50.  TragtmtU  der  dcmenUartn  moffumtUgdtm  BSIfhmtkl  Das 
Baitreben  nach  mögikfester  YwfiaÜMimiiii^  der  mathenKttochen  Hilfs- 
mittel hängt  mit  dem  inneirsten  Wesen  der  technischen  Mechanik  so 
eng  zusammen,  dafs  alle  Bemühuntjen,  welche  geeignet  sind,  in  dieser 
Richtung  Foitsrhiittc  zu  erzielen,  —  sei  es  nun  durch  blofses  Aus- 
scheiden des  xvutzlustu,  üder  sei  es  durch  pofitive  Schaffung  neuer 
eigenartiger  elementarer  Methoden,  —  bei  der  unablässig  wachsenden 
Bedeutong  der  Anweadongsgelnete,  sicheren  Beifall  und  weitere 
niidcning  finta.  Hat^kidlch  h>b»i  Hwiwfaeh  g<^a4ite  Techaikw 
tet  immir  ein*  atugepriLgte  Nsigaiig  «n  dm  Tag  gelegt,  ikn  dAf* 
gaben  mit  dm  sileMWlutwi  nMthwurtaMiM  Ifittebi  «i  IdM.  In 
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neuerer  Zeit  ist  namentlich  John  Perry  in  seinen  Ver5fff»ntliehungen 
(CalcTiliis  for  Eagineers  und  Applied  Mechanies,  London  1899")  in 
dieser  Richtung  mit  ganz  besoniU  ler  Energie  vorgegangen,  indem  er 
mit  einem  ungewöhnüchen  Gesi  hick  zeigt,  wie  man  recht  vensit  kelte 
Probleme  der  Maschinenmeciiauik  und  der  Ebktrotechuik  mit  grund- 
sätzlicher Beschränkung  auf  die  Elementarfunctionen  z",  e"'  sinnx 
und  ooinx  behandeln  kann.  Er  hat  damit  in  England  ohne  ZweüSil 
grofsen  BMÜEdl  gefunden,  and  die  naehf olgenden  Worte  aus  seinen 
Applied  Mechanica  (8.  586)  lassen  deuflieh  genng  erkennen,  welehe 
SteUnng  er  zur  modernen  ^^akademischen*^  ifKÜiema^  einninimi. 
,,There  seems  to  be  as  mucfa  absence  of  common  sense  now  in 
academic  persons  as  there  was  in  the  time  of  Erasmus.  He  tbe 
grreatest  scholar  of  the  fifteenth  Century,  wrote  „They  are  a  proud 
susceptible  race.  Tlipy  vnll  smother  me  under  six  hundred  dogmas. 
They  mll  call  me  heretic,  and  bring  thunderbolts  out  of  their 
arsenais,  where  they  keep  whole  magazines  of  them  for  their  enemies. 
Still  they  are  FoUj's  servants,  ihuugli  they  di&own  liieu-  uustress. 
They  live  in  the  third  heaTon,  adoring  their  own  persons,  and 
difldain:ng  the  poor  orawlers  upon  earth.  Tfaey  are  soxronnded  by 
a  bodjgnard  of  definitions,  conolnsions,  coroUaries,  propositions  ex- 
plidt  and  propoeitions  imj^idt^  — .**  Bieeee  herbe  Urteil  ist  jeden&Us 
symptomatisch  für  die  Stimmung,  welche  in  den  Kreisen  wissen- 
schaftlioh  hochgebildeter  nnd  leistongstahiger  Techniker  rar  Zeit 
herrscht,  und  es  wäre  von  Seiten  der  Mathematiker  unklug,  die 
thatsftchliche  Situation  einfach  zu  ignoriren  oder  sie  durch  fort- 
gesetzte einseitige  Betonung  der  hyperkntischen  Speculationon,  die 
zum  Teil  jegliche  lierührung  mit  dem  gesunden  Boden  der  Wirk- 
lichkeit und  der  praktischen  Anwendbarkeit  verloren  haben,  noch 
weiter  vcrschäi'i'eu.  Erfreulicherweise  ii»t  namentlich  in  Deutschland 
und  IVankreieh  unter  der  enez;pschen  Einwirirang  hervorragender 
Mathematiker  eine  Bewegung  veranla&t  worden,  weldie  die  sweifeUos 
vemachlftssigte  Fflhlnng  xwisehen  Mathematik  nnd  wissenschaftlicher 
Technik  wiederherzustellen  und  mit  selbständigen  Ideen  neu  sn  be- 
leben bemflht  ist,  andererseits  aber  auch  bereit  zu  sein  scheint,  den 
bisherigen  positiven  mathematischen  Errungenschaften  —  insofern 
sie  in  weiterem  Sinne  für  die  angewandten  Wissenschaften  in  Betracht 
kommen  —  ihr  nattLrliches  Recht  zu  wahren,  und  dieselben  ge^^ 
kurzsichtifre  Aiißriffe  zu  verteidigen. 

In  Wuklithkeit  ist  die  Sachlage  eine  durchaus  klare,  wenn  sie 
nur  mit  völliger  Objectivität  überblickt  wird.  So  lauge  nämlich  der 
Techniker  entwerfend  und  praktisch  consüuirend  vorgeht  oder  bereits 
fertige  theoretische  Anschauungen  fOr  den  EinielfiJl  benutit,  wird 
er  immer  mit  den  aUerelementarsten  mathematischen  Ifitteln  aus- 
kommen  und  seine  eigentliohe  geistige  Th&tagkeit  vorwiegend  in  der 
Sichtung  des  Combinirens  und  in  geschickter  Anpassung  an  die 
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mannigfachen  und  oft  soliwcr  zu  erftillonden  Anforderungen  der 
Praxis  uach  Mafsgahe  seiner  pcr^önlicheu  Erfahrungen  bethätifren. 
Diese  Botriebsmathematik  ist  seit  einem  Jahrhundert  ausgebildet 
und  jedenfalls  durc  h  Eni  er  in  dem  hier  in  Betra/^ht  kommenden 
Umfange  abgcschlosäen.  Aber  sobald  die  Notwendigkeit  eintritt, 
umfassendere  Probleme  theoretisch  durchzuulieiten  —  wir  haben  hier 
in  erster  Linie  die  kinetischen  im  Auge  — ,  die  zugleich  neue 
QenehtBpimkte  für  den  Gang  der  eiperimentdlen  Forschong  liefern 
BoUen,  wird  in  manchen  Hillen  eine  lebendige  Kenntnis  der  Ideen 
eines  Lagrange,  Ganfs  oder  Riemann  entschieden  forderlicher  sein, 
als  ein  mflhsames  Henimsuchen  in  Integralti^eln  und  Ingenieur- 
kalendem.  Wir  dürfen  jedoch  hierbei  nicht  vergessen,  dafs  gerade 
diese  Schöpfer  der  modernen  Matliematik  der  eigentlichen  Technik 
femgestanden  haben,  und  dafs  infolgedessen  die  Übersetzung  ihrer 
genialen  Ideen  in  die  hausbackene  Form,  in  der  sie  hier  gebraucht 
werden,  eine  Aufgabe  bUdet,  deren  geschickte  und  zweckmäfsige 
Lösung  durchaus  nicht  leicht  ist.  Nur  Poncelet  macht  eine  Aus- 
nahme, da  er  auf  beiden  Gebieten  gleich  heimisch  war.  Ton  ihm 
haben  wir  die  schflne  Methode  der  Linearapproximationen, 
die  es  ermöglicht,  ungefüge  analytiscbe  Ausdrücke  durch  ftnflBerst 
einfache  zu  ersetzen,  so  daJfo  die  DurchfQhrung  des  betreffenden 
Problems  ohne  Anwendung  transcendenter  Functionen  erfo^en  kann. 
Im  «nfitchsten  Falle  handelt  es  nch  um  die  Darstellmig: 

yjnjTp  —  «a  +  /J6  +  C. 
Liegt  ^  zwischen  den  Grenzen  k  und  oo,  so  folgt 


ß 


1  -f  y«(i + *«) — 8*  -f  ** 

1  -1-  y2(i  -f  jfc«)  —  2*  ynfp' 


und  der  maximale  Wert  des  Fehlers  C  ist  1  —  a.  Ist  also  überhaupt 
a  >  6,  so  wird 

+  b'  =  0,960  a  -f-  0,400 

und  der  gröfste  Wert  des  Fehler^;  T'  wird  0,()4()  (cf.  Nr.  47). 

Poncelet  fögt  noch  die  Bemerkung  hinzu:  „Diese  Methode 
wilrde  sich  in  gewissen  P&llen  sogar  aueh  leicht  auf  eine  Function 
einer  beliebigen  Anzaiii  von  Veränderlichen  u,  fe,  c,  rf,  •  •  ■  anwenden 
lassen,  wenn  man  sich  auf  fthnliche  Betrachtungen  stILtite,  wie  die, 
durch  welche  Laplace  und  Fourier  die  Werte  der  unbekannten 
GrOfsen  einer  Beihe  Ton  Bedingungsgleicfaungen  so  bestimmt  zu  haben, 
daCi  der  gröfste  der  Fehler,  abgesehen  -?om  Yoneiehen,  so  Ueln  als 
möglich  wird.  Denn  die  ganae  Schwierigkeit  besteht  va  jedem  Falle 
darin,  den  analytischen  Auadruck  der  Fehiergrenxen  su  finden  und 
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sie  cUum  oha»  BiickäiciUi  aiii  das  YorzeiclicQ  eiüaüder  gieich  zu 
Stttaeii.  Afts  dem  ▼0Z9t«heBd«&  Beispiele  kann  man.  auch  entnekmen, 
vhI^  Ifittal  in  jedem  btMBderai  an^ew«ad«t  wwäm  mfliimi, 
und  wetefae-  Yortafle  dkee»  Yttrlalire»  in  gewiiBMi  Fillea  m  den 
g»wftMir1in  ÜBlhod»!  wcIdiA  Im  der  Xatwiokeiiuig  da;  FnactioMa 
i»  Reihen  ed«r  in  Kettenbrüchtn  bettebcm,  gmrtivn  kaa»  (Ifee. 
Bippl  dtsok.  Beavb.  1.  287 — 88). 

Allgemeiner  kann  man  dem  Anschlufsproblem  fftr  eine  on- 
abhilnrnpre  Veränderliche  die  folgende  Form  geben:  Es  sollen  zwei 
Fimctioneik  <p{x)  und  il'ix)  derart  bestimmt  werden,  daüs  die  ge- 
gebese  Functioii  J^\x)  durch  den  Ausdruck 

umerhalb  des  LiterTaUs  Jk<«<A  dargestellt  wird  imd  C(«)  ge- 
wissen Hinimiuieigenschaften  genügt.  LSijit  man  z.  B.  die  Killnuniisg 

der  Curve  if  »  tt9(jB)  "f"  ß'*i^{^)  einem  passend  gewählten  Punkte 
mit  derjenigen  von  F(x)  für  k  <C  x  <Ch  und  gleichzeitig  die  Taa- 
gentenrichtung  in  zwei  umliocronden  Punkten  zusammenfallen,  so 
erhält  man  schon  recht  brauchbare  Näherungsfonncln.  Tm  Int^rf^sse 
der  Anwendungen  aui"  djnamische  I'robleme  der  Technik  wären 
solche  Untersuchungen,  welche  eine  Fortfähnrng  des  Poncelet'- 
schen  Grundgedankens  im  Auge  haben,  jedenfalls  erwünscht,  unii  eä 
yrtaäß  auf  diesem  Weg  der  Beweis  geliefert,  dafis  die  Matbfimatik 
reolit  wohl  imstande  ist,  der  Praxis  die  entsprechenden  Hilftmittel 
zu  liefern.  Beiohes  Material  fOr  derartige  Bestrebongen  liefern  auch 
die  genialen  ÜBtersuchnngen  Tchebychefrs,  des«  gesammelte 
Werke  jetat  im  Erscheinen  begriffen  sind.  Die  beste  allgemeine 
iüchtschnur  wird  aber  immer  ein  möglichst  unbefemgener  Blick  nnd 
sorgfUtiges  Fernhalten  aller  methodischen  Pedanterie  bleiben. 


Der  Fortgang  der  Zeit  niufs  zeigen,  ob  die  "Mathematik  —  bei 
ihrer  jetzigen  fast  bis  ins  Ungoraesscno  ausgeprägten  Tendeir/  /nr 
foTTTialen  Verallgememerung  und  zur  Erreichung  der  äufsersten 
lügisülien  Strenge  —  in  ihren  alten  Wurzeln  und  ersten  Zweigen 
noch  hinreichende  Vegetationskraft  bewahrt  hat,  dafs  aus  diesem 
Orondstock  neue  Zweige  in  anderer  Bichtung  herauswachsen  können, 
die  tielleiehi  weniger  form?(4kiidet  sind  und  nicht  in  gleichem  Habe 
die  BedOrfiiiase  des  ahstraoten  DesütsM  beftiedigeft,  wie  die  bis- 
herigsB,  aber  um  so  mehr  den  praktisohen  Anfbid«nuigeft  in  Beeng 
auf  Einfachheit  nnd  unasittelhSBre  BraMhliarkeit  entsprechen  weidsB. 
Bbeaso  bleibt  abzuwarten,  welche  positiven  Vorteile  ein  Zusamme»- 
wirken  des  Technikers  und  des  Mathematikers  für  die  gemeinsamea 
Grenzgebiete  der  von  ihnen  vertretenen  Wissenschaften  zeitigen  wird.  — 
Hoffen  wir  das  Beste! 
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Hervorgegangen  au«  dem  seit  Jahren  empfundenen  Bedürfiüsse  nach 
efaoD  engeren  winoiichi^tliclieii  vmd  p«nOii]iehen  Zosunmttuchlqfs  der  Faeh- 

genoBsen,  hat  sich  die  Deutsche  Hathematiker-Vereinigiing  gebildet 
mit  der  Aufgabe:  ,.in  gemeinsamer  Arbeit  die  WisBenschaft  nach  allen 
Achtungen  zu  fördern  und  auszubauen,  ihre  verschiedenen  Teile  und  zer- 
streuten Organe  in  lebensvolle  Vefbiadun^  und  Wechselwirkotig  m  setien, 

ihre  Stellung  im  geistigen  Leben  der  Nation  nach  Gebühr  zu  heben,  ihren 
Vertretern  und  Jüngern  Gele^nbeit  zu  tmtrezwungenem  kollegialischen  Ver- 
kehr und  zum  Austausch  Ton  Ideen ,  Ertuhrungen  und  Wünschen  zu  bieten**. 
Dementspreohend  bringen  die  Jahresbenehte  n.  a.  Uber  die  geschftlb> 

lieben  Angelegenheiten  und  über  die  auf  den  JabresTerHammhmgen  ge- 
haltenen Vorträge  Berichte,  femer  alljährlich  ein  Verzeichnis  der  Mitglieder 
mit  genauer  Adressenangabe,  x^ekrologe  über  die  verstorbenen  Mitglieder 
mit  beigefügten  Porträts  und  Mithalten  «D&erdem  grö liiere  Referate  über 
einzelne  der  gesamten  mathematischen  Wissenschaften. 

Diese  Heterate,  welche  den  gegenwärtigen  Stand  unserer  bez.  Kenntnisse  in 
historisch -kritischer  Darstellung  zusammenfassen,  sind  von  anerkannt<;m 
wissenschaftlichen  Werte;  sie  bieten  jedem  die  MOgU^kat,  einen  Einblick 
in  din  geistigen  Bestrebungen  der  <ie'jenwart  zu  gewinnen,  wie  ihn  auch 
derjenige  besitzen  sollte,  der  durch  seinen  Beruf  mehr  oder  weniger  an  der 
sdbstthätigen  Fortbildung  der  Wissenschaft  gehindert  ist. 

Iii  den  bisher  erschienenen  BiadenTL  1899.     7.60;  H  1S98.  4.00; 

m.  1894.  Iß  — ;  rV.  1897.  ^  16.— ;  V.  1897/98.  ^  7.20;  VI1899.  8.—; 
VII.  IB^^*»       12.80]  kamen  folgende  gröfsere  Referate  zum  Abdruck: 

I:  W.  Frz.  Meyer:  Die  Fortschritte  der  projectiven  InTariantentheorie  im 

letzten  Vierteljalirhnndert.  1892. 
II:  Fr.  Kötter:  Die  Entwicklung  der  Lehre  Tom  Brddruck.  1893. 
QI:  Am  Brill  und  M.  Nesther:  Die  Entwicklung  der  'llieorie  der  algebraischen 

Functionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit  l.b94. 
ni:  It.  HtnelMrg:  Über  die  Entwicklung  und  die  Hauptanfgaben  der 

Theorie  der  einfachen  Fachwerke.  1894. 
rV:  D.  Hilbert:  Die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper.  1897. 
V:  £.  Kütter:  Die  Entwicklung  der  synthetischen  Geometrie.  1898. 
VI:  0.  BoUanii:  Übersicht  über  die  wichtigsten  Lehrbücher  der  Infini- 
tesimal-Recbnunff  von  Euler  bis  auf  die  heutige  Zeit.  1899. 
S*  Finsterwalder:  l)  Die  geometrischen  Grundlagen  der  Pbotogramraetrie. 
1899.  2)  Mechanische  Beziehunireu  bei  der  Flächen-Deformation.  1899. 
VII:  E.  €nber:  Die  Entwicldang  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  und  ihrer 

AiuT  Il  l  ingen.  1899. 
VIII:  A*  SchucDtlics:  Die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punktmannigfalüg- 
keiten.  1900. 

IX.  K.Heu:  Über  die  kinetischen  Probleme  der  Wissenschaft].  Teehnik.  1900. 
In  Vorbereitnng  für  die  nächsten  Bibnde  befinden  sidi: 
R.  Hanssner:  Numerische  Auflösung  von  Gleichungen. 

A.  Kueser:  Bericht  über  die  Variationsrechnung. 

B.  KStter:  Die  Entwicklung  der  synthetischen  Geometrie.  Teil  IL 

Q.  Ktwalewskl,  6.  Sckefen,  F.  Sekir:  ftefezate  Aber  die  Arbeitsgebiete 
vnv,  S.Tiphus  Lie. 

B.  Melimke:  Bericht  über  die  graphischen  Methoden. 

MfQler-Breitea:  Über  die  modernen  Methoden  sur  statischen  Berechnnng 
der  Bauconstructionen. 

L.  Schlesinger:  Über  die  Entwicklung  der  Theorie  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen. 

A.  Sekoeslie*:  über  Cnrven*  und  Panktmannigfaltigkeiten.  II. 

P.  Stäekel:  über  die  allgemeine  Dynamik. 

E.  Steinitz:  Bericht  über  die  Theorie  dor  endlichen  Gruppen. 
Die  Deutsche  Mathematiker- Vereinigung  zählt  z.  Z.  gegen 
600  Hitglieder.  Diese  eriialtm  obige  Publikation  bei  direktem  Beenge  von 
der  Mathematiker -Vereinigung  zu  einem  Vor/iugsprdse.  Anmeldungen  zur 
Mitgliedschaft  nimmt  Prof.  Dr.  \.  OntZTn<»r  in  .Jena,  Wild8traf«n  2,  entgegen. 
Der  jährliche  Mitgliedsbeitrag  beträgt  2  Mark,  kann  aber  auch  durch  ein- 
mdige  Zahlong  von  80  Mark  abgelöst  werden. 
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JKathonatisdie  jlnnaUn. 

Begrfindet  1868  dnrcli  A.  Clebtcli  n.  C.  Neu  mann.  Hrsg.  W.  Dyck,  F.  Ktolit 
A. Mayer.  64. Band.  1900.  gr.8.  Fkwis  ÜBr  den  Band  Ton 4 Heften       SO. — 

Qenenlreglfltor  su  den  Bfiadfln  1—60,  snsammengesteUt  TOn  A.8oiaaoiFSLD. 
Kit  Porträt  von  A.  Clkbbcb.   [XI  tl  202  8.]  gr.  8.  geh.  n.  JK  7. — 

^  ^     pUotheu  JMathenatica« 

Zeitscbrijt  für  geschichte  der  JütbenutisdieA  WUseuschajteiL 

Heiausgegeben  von  Qnttaf  EnettrS«.  HL  Folge.   1.  Band.   1900.  gr.  8. 
Preia  für  den  Band  von  4  Heften  n.  JL  SO. — 


Zdtsdirijt  fü  Jütbenatik  nnd  physik. 

Begründet  1866  durch  O.Schldmilch.  Gegenwärtig  herausg.  g.  t.  R.  Mehmke 
n.  M.  Ctntor.  46.  Jahrg.  1900.  gr.  8.  Preis  fOr  den  Jahrg.  v.  6 Heften  n.  UK  SO.  — 

Generalregister  zu  den  Jahrgängen  1-  25.   [123  S.J    gr.  8.  geh.  n.  .S.60. 


Jahresberichte  9er  Deutschen  JHIatheiiiatiker-Vereinigung. 

Tt  Auftrai:,fe  des  Vorstunrles  hislu  r  'u:'r,ins*»'pp:ebon  von  6.  Cantor,  W.  Dyck., 
A.  GuUmer,  G.  Hauck,  E.  Lampe,  A.  Wangerin.  JnhrHch  l  Band  in  2  Heften. 

Vm.  Band.    1900.    gr.  8.    geh.  n.  16.— 


Archiv  9er  jMathematik  un9  Physik. 

Mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedörfiusse  der  Lehrer  an  höheren  Unter- 
xichtsanstalten.  Gogi  l^^ll  durch  J.  A.  Grunert.  III.  Ueihe.  I.Band,  1901. 

Heft  I  erscheint  im  Januar  1901. 


Zeitsclirljt  jiir  mathemaiischen 
un9  naturvissenscha/tlichen  Unterricht. 

Ein  Organ  f.  Methodik,  BiIduii<T8gehalt  u.  Organisation  der  exakten  Unterricht«^ 

iacber  an  riyrnnaBien.  Kralschulen,  T,clir»'r^<'rnniarien  und  golio^'-non  Bfirp^r- 
Bchulen.   Heraugg-  izelini  von  J.  C.  V.  Hoffmann.    3i  Jahr;^ang.    1900.   gr.  8, 
Preis  liir  (Ich  Jahrrraup^  von  8  Heften  u.  JC  12. — 
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